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究代表者:大槻知忠 課題番号:21H04428）

• 科学研究費補助金基盤研究 (A)「離散群に潜む新しい構造の発見と解明」（研
究代表者:藤原耕二 課題番号:25H00588）

• 科学研究費補助金基盤研究 (C)「デーン手術を背景とする低次元トポロジーの
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量の研究」（研究代表者:佐藤進 課題番号: 22K03287）

• 科学研究費補助金基盤研究 (C)「局所変形が与える結び目の幾何・代数の研究」
（研究代表者:中村拓司 課題番号: 20K03621）

の助成により，第 72回 トポロジーシンポジウムを開催いたします.

日程：　 2025年 8月 4日（月）午前 ～ 8月 6日（水）午後
会場：　山梨県 恩賜林記念館 大会議室
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Stable homotopy theory of invertible quantum spin
systems

窪田陽介 (京都大学)∗

本文章の増補版が，私の Researchmap「資料公開」*1から入手できますので，よろしけ
ればご活用ください．

1 背景
Landau–Gintzbrugによる超伝導の研究以来，相転移には対称性の変化を伴う（相は対
称性の群によってラベルされている）という考え方が支持されていたらしい．例えば，金
属の温度を下げていくと電子のスピンがある方向に揃うことで空間回転対称性を失って
強磁性を得る，というのがその例である．ところが後年，対称性ではなく（何かしらの巻
き付き数や Chern数のような）位相不変量によって区別される相があることがわかって
きた．これがいわゆる物質のトポロジカル相である．この概念が物理にどのように反映
されるかというと，例えば，異なるトポロジカル相の間を連続的な変形によって移動する
過程では状態の劇的な変化を伴いうる（トポロジカル相転移）．
ここでは，あらゆる量子状態のうち，あるハミルトニアンの基底状態として実現される
ものに注目する．より正確には，短距離的でスペクトルギャップを持つハミルトニアンで
ある．このような状態のなす空間は，ハミルトニアンのなす空間と同じトポロジーを持
つ（同じ基底状態を持つふたつのハミルトニアンは単に線形に繋ぐことでホモトピックに
なる）ので，以降はハミルトニアンのなす空間のトポロジーについて議論する．本研究で
は，その中でも特に可逆なもののなす部分集合に着目する（いずれの用語も §2で後述）．

1.1 SPT相の指数
このような空間のトポロジーがなぜ研究に値するのかは，数学の立場からは明白と思
う（「そこに空間があるから」）が，その物理的な動機については説明が必要そうである．
π0 を知りたい理由については上で説明した通りだが，これは 1次以上のホモトピー群に
同じように興味を持つ理由にはならないだろう．主要な動機として挙げられるのが，SPT
(symmetry potected topological)相の位相不変量を理解する助けとなる，という点である．
これは微妙に不正確だが，SPT相とは群 Gの作用に関して不変な（可逆）トポロジカ
ル相のことだと思って読んで頂いて差し支えない．その最も初期の有名な例が，以下の 1
次元模型である．

HAKLT =
∑
x∈Z

Sx · Sx+1 + 1
3
∑
x

(Sx · Sx+1)2

∗〒606-8502京都府京都市左京区追分町京都大学理学研究科
e-mail: ykubota@math.kyoto-u.ac.jp

*1 https://researchmap.jp/multidatabases/multidatabase_contents/detail/286903/
aa3d986d1330a04061b23bc4db910485?frame_id=477881
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詳しい定義は省略する．この AKLT 模型はギャップを持ち，その基底状態はいわゆる
行列積状態 (MPS) の一種である．そして，有限群 G = Z/2 × Z/2 の対称性を持って
いる．Gu–Wen[6]や Pollmann–Berg–押川–Tener[15]によって，G対称性を持つMPSは
H2(G ;T)に値を取る位相不変量を持つことが示されており，AKLT模型はこの値が非自
明である．この不変量はのちに緒方 [12]によってより広いクラスの G対称性を持つ 1次
元量子スピン系に，緒方 [13]および Sopenko[18]によって 2次元のスピン系に一般化さ
れた．
さてここで，次の問が考えられる．

(1) ここで群コホモロジーが現れるのは（トポロジーの見地から）何故か？
(2) d ≥ 3でもやはり群コホモロジーに値を取る不変量が構成できるか？

これらに答える筋道を与えたのが Kitaevである．Kitaevは次のことを提唱した [9]．

予想 1.1. d次元の可逆な gappedハミルトニアンのなす集合 IPd を d ∈ Z≥0 に関して集
めたものは Ω-スペクトラムをなす．

もしこの主張が正しいならば，上の問には次のような議論によって解答できる．

[pt, IPG
d ] (1)−→ [EG, IPd]G (2)−→ [BG, IPd] (3)−→ [BG, K(Z, d + 2)] ∼= Hd+2(G ;Z).

(1) は同変写像 EG → pt に関する引き戻しである．常に存在するが，一般に同型とは
限らない．(2)は一般には存在しないが，もし IPd が ‘split G-スペクトラム’であれば同
型になる．最後に (3)について，各種ホモトピーを少し観察すると（§3.3），自然な写像
K(Z.d + 2) → IPd が存在し，d ≤ 2のときにはこれは splitすることがわかる．この戦略
は dが小さいときの不変量の構成に成功していると同時に，dが大きくなると同じように
はいかず，より複雑だが計算可能そうな群 [BG, IPd]が不変量の値域としてよりふさわし
そうであることを示唆している．
本研究はこの予想 1.1に数学的に厳密な定義を与え，これを証明するものである．

1.2 自由フェルミオンの K理論による分類
おそらく Kitaevの着想の雛型であったと思われることに，自由フェルミオンのトポロ
ジカル相の理論がある．この分野は，整数量子ホール効果におけるホール伝導度の値の離
散化が Chern数の整数性によって説明できるという発見に端を発しており，物性物理に
おけるトポロジーのもうひとつの重要な顕れである．Schnyder–笠–古崎–Ludwig[17] お
よび Kitaev[8]は，自由フェルミオンは K理論によって分類されることを示した．
この事実も色々な数学的定式化を持っているが，中でも特に格子系の量子力学を素直に
書き起こしたのが，1980年代の Bellissardの仕事に端を発する非可換幾何学と作用素環
の K理論を用いたものである．平たく言うと，スピン系と自由フェルミオンの違いはテ
ンソル積と直和の違いである．自由フェルミオンの解析は指数定理を介して K理論や非
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可換幾何と深く関係している．特に強調したいのは，粗幾何学 (coarse geometry) [16]と
の関係である．粗幾何学というのは空間の距離構造を粗くとらえる幾何学の一分野であ
り，一様に近い 2点のなす集合 {(x, y) ∈ X2 | d(x, y) < R}たちのなす部分集合族を公
理化した粗構造によって特徴付けられる．ハミルトニアンの短距離性というのは，まさ
にこの「一様に近い 2点」という構造の言葉で記述される仮定である．実は，d次元ハミ
ルトニアンの集合のトポロジーは，Euclid空間 Rd の大域的な構造から規定されている．
この粗幾何学のアイデアや常識を量子スピン系の分野に移植したのが本研究である．

2 定義と解析的背景
本研究で扱う数学的対象である量子スピン系の解析の一部について，手短に紹介する．
教科書 [3, 4]や論文 [7, 11]などに準拠しつつ，少しずつ必要な形に調整している．

(1) d次元格子 Λ．普通に考えるとこれは Rd の離散部分集合であるべきだが，ここで
はのちの議論を成立させるために仮定をやや緩和し，Rd+lΛ の離散部分集合であっ
て，射影 Λ → Rd が固有であるようなものを扱う．正確にはもう少し強い条件を
課す（弱一様離散性と射影の線形固有性,参照）．

(2) 観測量の代数 AΛ．各格子点 x ∈ Λ に行列 C*-環 Ax = End(Hx) を乗せておき，
その無限テンソル積として定義する: AΛ = ⊗

x∈Λ Ax．代数的なテンソル積では
なく，行列ノルムによる完備化した C*-環を考える．その稠密な部分代数として，
almost localな元，すなわち

∥a∥x,f := max
{

∥a∥, sup
r≥1

(
f(r)−1·∥a−Πx,r(a)∥

)}
< ∞ ∀f(r) = e−rµ , 0 ≤ µ < 1，

を満たす元のなす部分 Fréchet 代数を Aal
Λ と置く．ただしここで Πx,r(a) =

(idABr(x) ⊗ tr)(a)は ABr(x) ⊂ AΛ の元で aに最も近いものである．すなわち，a

が almost localであるというのは，半径 rの球に台を持つような作用素でよく近似
できる（誤差が r → ∞で f より早く減衰する）ということである．

(3) 短距離的ハミルトニアン H．これはAal
Λ の元の族 H = (Hx)x ∈ Λであって，各 Hx

が xの近くに一様に局在しているもの（uniformly almost local (UAL))，すなわち

∥|H∥|f := sup
x∈Λ

∥H∥x,f < ∞ ∀f(r) = e−rµ , 0 ≤ µ < 1

を満たすものによって与えられる．このような作用素の族は，

[H, a] :=
∑
x∈Λ

[Hx, a]

によって AΛ 上の（Aal
Λ をコアとする）非有界微分を定める．実はこの微分は 1パ

ラメータ変換群 τH : R ↷ AΛ を生成する: つまり d
dt

∣∣∣
t=0

τH,t(a) = i[H, a]．
(4) 非縮退基底状態とスペクトルギャップ．量子力学における状態とは，可観測量に
数を対応させる操作，すなわち線型写像 ω : AΛ → Cであって，ω(a∗a) ∈ R≥0 と
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ω(1) = 1の 2条件を満たすものである．これがハミルトニアン Hのギャップを持
つ非縮退な基底状態であるとは，ω(a) = 0を満たす任意の a ∈ AΛ に対して

ω(a∗[H, a]) ≥ δω(a∗a)

を満たすことをいう．この不等式の意味は作用素環の GNS表現を経由すると明白
になる．

(5) 滑らかさ．開集合 U ⊂ Rn でパラメトライズされたの族 (H(p), ωH(p))p∈U が滑らか
であるとは，
（a）各 Hx が Fréchet空間値関数として C∞ 級であり，それだけではなくその微分

のノルム ∥∂IHx∥x,f が xに関して一様に有界，
（b）ωH も C∞ 級である
ことを言うことにする．これは解析に必要な条件を詰め込んだ恣意的な定義で，例
えばある Frechét多様体への C∞ 級写像として特徴づけることは難しそうである．

(6) 並行移動と Lieb–Robinson 評価．UAL 条件を満たす反自己共役作用素の族 G =
(Gx)x∈Λ（すなわち UAL ハミルトニアンから基底状態に関する条件を落とし
たもの）のなす集合を Dal

Λ と書く．U ⊂ Rn 上の，Dal
Λ に値を取る接続 1-形式

G = ∑
i Gidxi に対して，曲線 c : [a, b] → Uに沿った時刻 sから tへの並行移動

αc(G ; s, t) : AΛ → AΛ s.t. αc(G ; s, t)−1 d

dt
αc(G ; s, t)(a) = [G, a]

が構成できる．これは，スピン系の時間発展に関する Lieb–Robinson評価（cf. [11]
など）の帰結として，f(r) = e−rµ に対して，別の f ′(r) = e−rµ′

によって

∥α(G ; 0, t)(a)∥x,f ≤ ΥG,f (t) · ∥a∥x,f ′

と評価でき，特に Hが gapped UALハミルトニアンならば
αc(G ; s, t)(H) := (α(G ; s, t)(Hx))x∈Λ

もまた gapped UALハミルトニアンである．ここで，ΥG,f (t)がせいぜい etµ′′
程度

の増大度を持つ関数であることも重要である．
(7) Hasings の断熱過程．gapped UAL ハミルトニアンの滑らかな族 (H(p), ωH(p)) に
対して，

GH :=
∫ ( ∫ t

0
τH,u(dH)du

)
w(t)dt

によって定める 1形式（w(t)は”よい”関数）は，曲線に沿って Hの基底状態を運
搬する．すなわち，

ωH(c(t)) = ωH(0) ◦ α(GH ; 0, t)

が成り立つ．別の言い方をすると，断熱時間発展を作用させたハミルトニアン
αc(GH ; 0, t)(H(c(t)))の基底状態は一定である．本研究ではこの構成を積極的に利
用する．
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(8) 系の合成と可逆性．ふたつの量子系の合成は，観測量代数のテンソル積AΛ1 ⊗AΛ2

に定まる無限小生成子の和 H1 ⊠ H2 = H1 ⊗ 1 + 1 ⊗ H2 である．可逆性とは，こ
の積に関する（ホモトピーを法とした）可逆性である．各 Hx に単位ベクトル
Ωx を一つ固定しておく．これは自明な（基準となる）ハミルトニアンの選び方を
hx := 1 − |Ωx⟩⟨Ωx|の族として固定しておくことに当たる．Hが可逆であるとは，
別のハミルトニアン Ȟと，H ⊠ Ȟと自明なハミルトニアン hを繋ぐホモトピー H
を持つことを言う．

3 Kitaev予想の定式化と証明

3.1 多様体の圏の上の層
本研究で興味があるのは gapped UALハミルトニアン Hのなす集合 Hal

Λ のトポロジー
である．格子 Λを一つに固定したままではハミルトニアンの積（系の合成）が演算とし
て定まらないので，格子 Λに関して Hal

Λ の余極限（合併）を取っておいた方がよい．ハ
ミルトニアンの可逆性というのはこの余極限を取った後に定まる概念である．具体的に
どのような余極限を取るのかという定義の話は，[10, Section 3]で丁寧に扱った．
前述のとおり，写像M → Hal

Λ の滑らかさの定義は恣意的であり，無限次元多様体のよ
うな定式化を受け付けそうには感じられない．特に，連続写像を滑らかな写像で近似す
るWhitney近似は望むべくもない．一方で，我々は BGのような多様体とは限らない位
相空間から Hal

Λ への写像を扱いたい．これらの一見すると深刻そうな不整合に関する懸
念は，実はちょっとした工夫によって取り払われる．単に，位相空間の代わりに多様体の
圏 Manの上の層 (あるいは diffeological space）の枠組の中で定式化すればよい．これら
は，“C∞ 級写像のなす部分集合 C∞(M,Hal

Λ) ⊂ Map(M,Hal
Λ)”をすべての多様体Mに対

して指定しようと思ったときに，その満たすべき性質を公理化した概念である．Man上
の層の基礎的なホモトピー論はMadsen–WeissによるMumford予想の解決の過程で整備
された．特に，層 F の特異複体を作り，その幾何学的実現を取ると，得られる位相空間
|SingF|は次の意味で Fの滑らかなホモトピー型を完全に記憶していることが示されてい
る: 多様体Mに対して，ホモトピー集合 [M, |SingF|]は，Mから Fへの滑らかな写像の
滑らかなホモトピー類のなす集合（に相当するもの）と同型になる．

定義 3.1. Man上の層 C∞( ,Hal
Λ)の Λに関する余極限を GPd と，その可逆な切断からな

る部分層を IPd と置く．また，IPd := |SingIPd|と置く．

3.2 Kitaevポンプ
d次元可逆ハミルトニアン Hに対して，そのホモトピー逆 Ȟと, H⊠ Ȟと自明ハミルト
ニアンを繋ぐホモトピーを Hを一つ取る *2．これらを用いて d + 1次元ハミルトニアン

*2このような Ȟ と H を適当に取ってきて良いのは，H のなす層と，三つ組 (H, Ȟ, H) のなす層が，弱ホモト
ピー同値であるためである．
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t = 0

t = 1/2

t = 1

h h h h h h h h
H|1−2t H|1−2t H|1−2t

Ȟ H Ȟ H Ȟ H Ȟ H
H2t−1 H2t−1 H2t−1 H2t−1

h h h h h h h h

図 1 Kitaevポンプ（左）とその右半空間への切り落とし（横軸は xd+1）

のループを作りたい．
まず，Hのレイヤーを xd+1 方向に無限枚重ねて d + 1次元の層状のハミルトニアンを
作る（図 1）．これは自明ハミルトニアンと層状ハミルトニアン · · · ⊠ H ⊠ Ȟ ⊠ H ⊠ · · · の
ホモトピーを与える．1/2 ≤ t ≤ 1では同様のパスを用いて自明なハミルトニアンに帰っ
てくるのだが，ここでは Hと Ȟの組み合わせを組み替える．こうすることで，各時刻 t

では層状ハミルトニアンなのだが，全体では真に d + 1次元的な広がりを持っているハミ
ルトニアンのループが手に入る．これを (H, Ȟ, H)に付随する Kitaevポンプと呼ぶ．
ここで，本研究の主定理の一つを正確に主張しておく．

定理 3.2. κd : IPd → ΩIPd+1 は弱ホモトピー同値である．

3.3 変調ハミルトニアンと断熱補間 (adiabatic interpolation)
Kitaevのもともとのアイデアでは，κd の逆写像を構成することが考えられていた．ま
ず，与えられた d + 1 次元ハミルトニアンの 1 パラメータ族 H(t) に対して，xd+1 方向
に H(0)から H(1)へだんだん変調していくハミルトニアン ϑdHを考える（図 2）．すなわ
ち，χ(−∞) = 0と χ(+∞) = 1を十分なだらかに結ぶ滑らかな関数 χを使って

“(ϑdH)x = Hx(χ(xd+1))”

という作用素の族 (ϑdH)x を考えるということである．特に H がループの時には，
H(0) = H(1) = hなのだから，超平面 {xd+1 = 0}から離れた部分では ϑdHはほぼ自明に
なる．これはおおよそ ϑdHが d次元ハミルトニアンであるということである．
しかし，このような構成を実際に解析的に実行しようとすると，量子スピン系における
スペクトルギャップの存在が一般にごく小さな摂動に対しても極めて不安定であるとい

H(0) H(1)

図 2 変調ハミルトニアン
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H1−2t

H1−2t

H1−2t

H
Ȟ

H
Ȟ

H

H

H2t−1

H2t−1

H
h

h
h

h

図 3 hと Hをつなぐ (Carlsson–Pedersen–)Higson–Roeによる Eilenbergの詐術（d =
1）: 縦軸は内部自由度の大きさを表しており，一様有限ではないが局所有限である．

う困難によって躓くことになる．そこで，単純に変調ハミルトニアンを考える代わりに，
前節で紹介した Hastingsの断熱過程を用いる．Hそのものを気軽にいじるわけにはいか
ないが，接続 1-形式 GH は適当に半空間に切り落としても平気である．このアイデア自
体は緒方や Sopenkoの d = 2の研究 [13, 18]の中で既に効果的に用いられていた．
左半空間への切り落としを ΠL(GH)と置いて

α(ΠL(GH) ; 0, 1)−1 ◦ α(GH ; 0, 1)(H(0))

を考える．つまり，まず GH に沿って t = 1まで並行移動し，しかるのちに左半空間での
み ΠL(GH)によって t = 0まで逆向きに並行移動する．これは左半分ではほとんど H(0)
と同じハミルトニアンを持ち，右半分では基底状態が H(1) のそれと完全に一致する．
H(0) = H(1) = hのとき，実はこのようなハミルトニアンは右半分でギャップを保ったま
ま切り落とすことができ，hと hの補間，すなわち d次元ハミルトニアンが得られる．

3.4 バルク・境界対応
前小節で構成したホモトピー逆の候補に対して，ϑd ◦ κd ∼ id は比較的簡単に証明で
きるが，κd ◦ ϑd ∼ idはどうにもうまくいかない．これは本質的な躓きである．というの
も，もし K理論（自由フェルミオン）におけるバルク・境界対応の証明がどんなものかを
知っていたら，次の二つのことに気がつくはずである．第一に，その議論は上記の断熱補
間とパラレルである．第二に，粗幾何学において「一様 Roe環と Roe環の K群の違い」
として知られている微妙な問題が，κd ◦ ϑd ∼ idが証明できてしまっては困る，Kitaev予
想はそのままの素朴な形では成り立ちそうにない，と示唆している．
祖幾何学における教訓は，κd ◦ ϑd ∼ idが「半空間 Rd × R≥0 上で定義された可逆ハミ
ルトニアンの層の可縮性」に帰着できるということである．これはある種のバルク・境
界対応である．この可縮性が自由フェルミオンに対してどのように証明されていたかと
いうと，図 3に示したような Eilenbergの詐術による．すなわち，量子スピン系の集合を
Kitaev予想が成り立つような形で定式化したければ，この議論が機能するような定義を
採用する必要があるということである．手短にいうと，内部自由度の次元が各点ごとに
一様に有限ではないことを許容するように定義を緩和すればよい（正確にはもっと上手
くやる必要があるが）．このようにすることで，物理的には少々格好がつかないが，数学
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的にクリーンな可逆トポロジカル相が定義できた．

4 周辺的な話題たち

4.1 ホモトピー群
得られたスペクトラムのホモトピー群はどうなっているのかというと，これは残念な
がら現時点ではほとんど手がかりがない．ただし，図 4のように，−1次より上の次数に
ついてはよくわかっており，ほとんどが消えている（下の二行は次節で説明）．まず，0
次元の可逆相 IP0 は，CP∞ とおおよそ同じ空間になっている．このことと Kitaev予想
によって，IP1 の 1次以上のホモトピー群は確定する．唯一非自明なのは π0 群だが，こ
れは緒方が行った von Neumann環を用いる議論 [12]によって自明であることがわかる．
π0(IP2) はもはや不明だが，‘chiral central charge’ という不変量によって Z と同型で，
‘Kiteavの E8-状態’によって生成されることが予想されている.近年 Sopenkoが Z/12に
値を取る不変量を構成した．

4.2 フェルミオン系
同じやり方でフェルミオン系を扱うことができるかというのは自然な問であり，かつ
トポロジーの観点からも有意義なところがある．フェルミオンについては，単にテンソ
ル積 ⊗を次数付きテンソル積 ⊗̂に取り替えるだけで，同様の概念が定義できる．
少なくとも言葉の上では，自由フェルミオンはフェルミオンの一種なので，自由フェル
ミオンが K理論によって分類されていたことを思い出すと，

Q: Σ−2KO → fIP

という射が存在してもよさそうである．これは実際に定義することができる．これは，
荒木による CAR代数の一連の研究で，準自由第二量子化 (quasi-free second quantization)
として知られていたものである．
フェルミオン系 fIP もまた，−1次以上のホモトピー群は完全に決定できる．そこで，
それ以下のホモトピーを切り落とした被覆 ΣfIP⟨0, ∞⟩を取ることを考える．すると，準
自由第二量子化は，ΣfIP⟨0, ∞⟩と Σ−1KO⟨0, · · · , 3⟩の間の弱同値を与えている．これは
Freed のスペクトラム R−1 と呼ばれているもので [5]，K 理論の捩れとの関係からよく
調べられている (cf. [2])．このことによって，fIP⟨−1, ∞⟩の k-不変量がすべて決定でき
る．また，この群 [M, fIP]は，Gu–WenおよびWang–Guの supercohomology群とも一

n − d · · · −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 · · ·
πn(IPd) · · · ? ? 0 0 0 Z 0 0 0 · · ·
πn(fIPd) · · · ? ? Z2 Z2 0 Z 0 0 0 · · ·

πn(KOd+2) · · · 0 Z Z2 Z2 0 Z 0 0 0 · · ·

図 4 スペクトラム IP と fIP のホモトピー群の表
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致する．

4.3 高次 Berry位相との関係
高次 Berry 位相とは，Kitaev によって提案され Kapustin, Spodyneiko, Sopenko らに
よって定式化された不変量 [M, IPd] → Hd+2(M ;R)である．Kitaev予想によって，この
ような射が存在することは安定ホモトピー論の一般論 (Chern–Dold指標)から直ちに従う
ようになった．この Chern–Dold 指標が高次 Berry 位相と同一であるというのは一応証
明が必要な事実だが，これは近日中に続編で発表する予定である．

SPT相への応用を考えると，この射がいつ Z係数コホモロジーに持ちあがるかという
問題が気がかりとなる（cf. §1.1）．これはすなわち，スペクトラムの被覆 Σ2HZ → IP が
いつ split するかという問に他ならない．Artymowicz–Kapustin–Sopenko[1] は d ≤ 2 の
ときにこのような持ち上げが存在することを構成的に証明した．この結果は，現在では
ごく簡単な計算によって再証明できるようになっている．

4.4 オンサイト対称性がある場合: SPT相
Gをコンパクト Lie群とする．連結性は特に仮定せず，有限群と U(1)を最も典型的な
例として念頭に置いている．我々は各格子点 x ∈ Λ に行列環 Ax = End(Hx) を置いて
いたわけだが，このHx が Gの表現だったとしよう．このとき，各点で βx : G ↷ Ax が
定まる．これは，ハミルトニアンの集合 Hal

Λ，ひいてはその余極限である層 IPd への G

の滑らかな作用 β := ∏
x βx を与える．

Kitaev ポンプおよびその他の §3 の議論はすべて G 同変にでき，その結果として族
{IPd}は G-スペクトラムを与えていることが証明できる．ただし，この G-スペクトラム
はいわゆる RO(G)-スペクトラムではなく，naive な G-スペクトラムである．そのかわ
り，（Ax を適切に選んでおくことで）split G-スペクトラムではある．よって，§1.1でい
うところの写像 (2)が構成できる．
結局このことによって得られたのは，d = 1, 2の SPT相に関する既存の結果の多くの
再証明と，少しの新しい結果である．その比較リストは [10, Example 5.24]にあるが，大
まかには以下のようになる．

• 1次元および 2次元ボソン系では，知られている SPT相の分類が再現された．
• 2次元フェルミオン系では，[BG, fIP2]という群に値を取る不変量が得られた．こ
れは緒方が [14]で構成していたものより値域が小さく，Wang–Guが予想していた
ものと一致する．

• 任意の次元で，コホモロジー値不変量の一般化というべき

indG
d : IPG

d → [BG, IPd]

が定義できた．例えば G = U(1)のとき，両辺に Qをテンソルすると，Kapustin–
Sopenkoによる相互作用系の量子ホール効果の説明 [7]を再現する．
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4.5 可逆なハミルトニアンの例
ここまでの議論の中でで抽象的に定義されたハミルトニアンの集合がどのような元を
含んでいるのか，簡単に紹介しておく．理論的には，自明なハミルトニアンを自己同型で
動かすことによって多様なハミルトニアンが入手できる．我々の IP が十分豊富な元を持
つことはこれによって保証されていると言ってもよい．これとは別に，もう少し物理的
な文脈のあるハミルトニアンの構成法がいくつかある．

• 格子上の Dijkgraaf–Witten 模型．これは有限群 G の T 値 d + 1-コサイクルから
G不変な d次元の可逆ハミルトニアンを構成するものだったが，群コサイクルを
Cechコサイクルに取り換えることで，最も一般的な形としては，有限群 Gに対し
て G同変コホモロジー関手の自然変換 Σ−2HZ → IP を得る.

• 上でも述べた，自由フェルミオンの準自由第二量子化．これは最終的に自然変換
Σ−2KO → fIP を与える.

• 1次元の行列積状態 (MPS)．これは写像K(Z, 2) × K(Z, 3) → IP1 を与える. これ
の 2 次元版と呼ぶべき PEPS に対しても同じようなことがやりたいが，本稿執筆
時点では理解は進んでいない．

4.6 局所化流と Baum-Connes予想
スピン系というのは，場の理論と類似しているであろうという共通了解がある．先行
している可逆場の理論の研究を横目に見ると，そこでは「空間」には二つの役割がある．
ひとつは（ここまで扱ってきたように）理論をラベルするパラメータ空間であり，もうひ
とつはそこの上で物理を考える実際の空間（時空）である．物性物理に話を戻すと，後者
の空間とは物質の形状のことである．例えば，Sn や Tn のような空間の上のスピン系を
考えたくなるのは自然だろう．これが X のホモロジー理論を与えるとなお良い．
しかし，今の定義では，コンパクト空間 X が一点と区別できない．これは，我々のハ
ミルトニアンに課されている「短距離性」が，単に ∥|H∥|f が有限であることしか仮定し
ないところに原因がある．これがもし十分小さいと仮定されているのであれば，ハミル
トニアンの集合は X の局所的なトポロジーをよく反映するかもしれない．しかし我々の
仮定はもっと大味なので，例えば単位球面 S2 上のレンジが 10000以下のハミルトニアン
というのは，単なる 0次元ハミルトニアンと見分けがつかない．
実は，これまでも手本として参照してきた粗指数理論では，「有限」を「無限小」に取り
替えてこの問題をうまくクリアする方法が知られている．特に Yuの localization algebra
という概念はこれを文字通り実現するものであり，コンセプチュアルな構成なので真似
ができる．ここでは我々も Yuの定義のスピン系における対応物を考える．[10]では，こ
の新しい概念を局所化流 (localization flow)と呼んでいる．この命名は，行列積状態の繰
り込み群流と何らかの類似性が感じられることに由来する．
これは本研究の後半部分に相当し，増補版ではもう少し詳しく解説している．
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Modular vector fields in non-commutative geometry
and loop operations

谷口 東曜 (東大数理・JSPS特別研究員 DC1)∗

1 Introduction

Σを向きの入った滑らかな実 2次元閉多様体とし, g(Σ)を R上の線型空間であって Σ

上の閉曲線の自由ホモトピー類を基底に持つものとする. Goldmanは, [Gol86]において
g(Σ)に Lie代数の構造を定めた. この Goldman Lie代数の括弧積は, 2つの曲線の交点
での手術をもとにしているが, その定義は基本群 π = π1(Σ)の表現の空間の Poisson構造
を位相的に抽出したものになっている. 具体的には, n ≥ 1として, Σが連結かつ閉曲面
の場合に affine scheme

X = Homgrp(π,GL(n))//GL(n)

を考えると, X にはシンプレクティック構造が入り, その上の関数環 O(X) への自然な
写像

g(Σ)→ O(X) : [x] 7→ ([ρ] 7→ Tr(ρ(x)))

が Lie代数の準同型となるように Goldman Lie代数の括弧積が定まっている. 括弧積の
定義自体は任意の有向曲面に対して容易に適用でき, このような曲線のなす演算をループ
演算という. Σが境界を持つ場合には, Fockと Rosly [FR99]によりX 上に Poisson構造
が入ることが分かっている.

ここで, 自由ループの空間 g(Σ)は群環 Rπ 上の trace space

|Rπ| := HH0(Rπ) ∼= Rπ/[Rπ,Rπ]

と同一視でき, 上の写像による対応のもとで非可換幾何版の関数空間だと思える. ここで
HH0 は 0次の Hochschild ホモロジーを表し, これは任意の環について定まる. 標題にあ
る非可換幾何とは, 非可換な環に対して上のような (微分)幾何の類似を考えることとす
る. 上の例をさらに観察すると, Goldman Lie 代数は「本当の幾何」X 上のシンプレク
ティック構造に対応する, 非可換版のシンプレクティック構造であると思える. 本稿では
(コ)ホモロジーそのものよりもコサイクル, つまり derivationsとその一般化を多く扱う.

Van den Bergh は, [vdB08] において非可換幾何版の (Poisson) bivector を double

bracket という名前で導入した. 簡単のため体 K 上で考えることにすると, double

bracketとは一般の K代数 A上の線型写像

Π: A⊗ A→ A⊗ A
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であって, 適切な Leibniz 則を満たすものである. A = Kπ の場合は, この上に double

bracket κを基点付き曲線の交差を用いて定めることができ, Goldman括弧積を自然に誘
導する. どちらについてもすぐ後で詳しく述べる.

著者の論文 [Tan25]の目的は, 非可換幾何におけるモジュラーベクトル場を導入するこ
とである. Poisson多様体 P とその上の体積形式 α,が与えられると, ベクトル場mα が
合成

mα : C
∞(P )

Ham−−→ Der(C∞(P ))
divα−−→ C∞(P )

として定まる. ここで Ham は P の Poisson 構造から定まる Hamiltonian flow であり,

divαは αに関する発散写像である. 以下では, まずこれら 2つの写像の非可換幾何版を紹
介し, それが曲面の場合 (A = Kπ)に, Turaev が考えた別のループ演算 (と等価な演算)

に一致することをみる.

2 Double Bracketと発散写像
以降 Kを標数 0の体とし, Aを K上の (単位的)結合代数とする. まずは bivectorの類

似物から考える. Van den Berghが [vdB08]において導入した double bracketを土台と
するが, ここでは [AKKN23]で扱われているように少し条件を緩めたものを採用する.

まず, テンソル積 A ⊗ A には次のようにして可換な 2 つの両側 A 加群の構造が入る.

任意の元 a, b, x, y ∈ Aについて, outer structureと呼ばれる作用を

a · (x⊗ y) · b = ax⊗ yb

で定め, inner structureと呼ばれる作用は

a ∗ (x⊗ y) ∗ b = xb⊗ ay

で定める.

定義 2.1. A上の double bracketとは K-線型写像 Π: A⊗ A→ A⊗ Aであって

Π(a, bc) = Π(a, b) · c+ b · Π(a, c)
Π(ab, c) = Π(a, c) ∗ b+ a ∗ Π(b, c)

を任意の a, b, c ∈ Aについて満たすものである.

重要な例として, 2次元トポロジーに現れるループの演算から定まる double bracket κ

を紹介する. これはMassuyeau–Turaev [MT14]と河澄–久野 [KK15]によって独立に導
入されたものである. Σを連結でコンパクトな有向曲面とし, 境界は空でないものとする.

基点 ∗を境界 ∂Σ上に取り, 基本群 π = π1(Σ, ∗)上の群環 A = Kπを考える. 正の向きの
短い弧 ν : [0, 1] → ∂Σを ν(1) = ∗となるように取って, ν(0) = •とおく. これを用いて
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π1(Σ, •)は π1(Σ, ∗)と同一視する. 一般の位置にある閉曲線であって, 基点を •にもつ α

と, 基点を ∗にもつ β に対して

κ(α, β) =
∑

p∈α∩β

sign(α, β; p)β∗pαp•ν ⊗ ν−1α•pβp∗ ,

と定める. ここで sign(α, β; p) ∈ {±1}は Σの向きに関する局所交点数であり, β∗p は ∗
から pまで β に沿って進む曲線である. 他も同様である.

ここでは Poisson bivectorの満たすべき Jacobi恒等式の類似物の定義は割愛する. 一
般の double bracketに対しての扱いは [vdB08]を, κの場合の計算は [MT14]を参照され
たい.

定義 2.2. A上の double deriavtionとは K-線型写像 θ : A→ A⊗ Aであって

θ(ab) = θ(a) · b+ a · θ(b)

を任意の a, b ∈ A について満たすものである. A 上の double derivation 全体の集合を
DDer(A)とする.

Double bracket Πが与えられると, 1つ目の条件式により Π(a, · )は double deriavtion

である. そこで
Π: A→ DDer(A) : a 7→ Π(a, · ) ,

と (記号を濫用して)書くことする. これは通常の Poisson幾何では Hamiltonian flowに
対応するものである.

次に発散写像について考える. 上で述べたように, Poisson多様体 P 上の発散写像は体
積形式 αを選ぶごとに

divα : Γ(TP )→ C∞(P ), divα(ξ)α = Lξ(α) ∈ Ωtop(P )

で特徴付けられる. ここで Lξ はベクトル場 ξ による Lie微分である. ここで, 体積形式 α

を選ぶことは, 階数 1のベクトル束 ∧topT ∗P 上の平坦接続 ∇であって ∇(α) = 0で指定
されるものと等価であり, ファイバーごとのトレース Trを用いて

divα(ξ) = Tr(Lξ −∇ξ) (1)

が成り立つ.

以上の観察のもとで, 非可換幾何の枠組みでも発散写像を導入しよう. Ae = A ⊗ Aop

を Aの普遍包絡代数とする. (ここで述べるような流儀の)非可換幾何の一般論は [Gin05]

を参照されたい.

定義 2.3.
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• 非可換 1-形式の空間 Ω1A は, 両側 A 加群として記号 da (a ∈ A) で生成され, 関
係式

d(λa+ λ′a′) = λda+ λ′da′, d(aa′) = da a′ + ada′

を各 λ, λ′ ∈ K, a, a′ ∈ A について課すものとする. すると, double derivation

θ ∈ DDer(A)は両側 A加群の写像 iθ : Ω
1A→ A⊗Aと等価であり, それらの関係

は iθ(da) = θ(a)で与えられる.

• Double derivation θ ∈ DDer(A)による Ω1A上の Lie 微分 Lθ は

Lθ(adb) = θ(a)′ ⊗ θ(a)′′db+ adθ(b)′ ⊗ θ(b)′′ + aθ(b)′ ⊗ dθ(b)′′

で定まる. ここで Sweedlerの記法 θ(a) = θ(a)′ ⊗ θ(a)′′ を用いた. 上の式の右辺は
(Ω1A⊗ A)⊕ (A⊗ Ω1A)に値をもつ.

• 両側 A加群 E 上の接続とは K-線型写像

∇ : E → Ω1A⊗A E ⊕ E ⊗A Ω1A

であって Leibniz則

∇(aeb) = da⊗ eb+ a∇(e)b+ ae⊗ db

を任意の a, b ∈ Aと e ∈ E について満たすものである.

• E 上の接続∇と double derivation θが与えられたとき, 写像∇θ を合成

∇θ : E
∇−→ Ω1A⊗A E ⊕ E ⊗A Ω1A

iθ⊗id+ id⊗iθ−−−−−−−−→ (A⊗ A)⊗A E ⊕ E ⊗A (A⊗ A) ∼= (A⊗ E)⊕ (E ⊗ A)

で定める. とくに E = Ω1Aの場合は, ∇θ と Lθ の定義域, 値域はそれぞれ同じも
のである.

さて, 式 (1)を再現するにはトレースをとる写像が必要であるが, それはより一般的な
形で定義することができる.

定義 2.4. B を一般の K-結合代数とし, E を左 B 加群, W を両側 B 加群とする. また,

E は B 上有限生成かつ射影的とする*1. このとき, トレース Trは合成

Tr: HomB(E,W ⊗B E) ∼= E∗ ⊗B W ⊗B E → |W | := HH0(B,W ) ∼= W/[B,W ]

ε⊗ w ⊗ e 7→ ε(e)w

で定まる. ここで E∗ = HomB(E,B)は E の双対であり, これは右 B 加群である.

*1この条件は E が完全, つまり有限生成射影加群による有限長の分解を持つことに緩められる.
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これを B = Ae, E = Ω1A, W = (A ⊗ A ⊗ Aop) ⊕ (A ⊗ Aop ⊕ Aop)として適用する.

標準的な同一視
(A⊗ E)⊕ (E ⊗ A) ∼= W ⊗B E

があることに注意する.

定義 2.5. Ω1A上の接続∇に伴う triple divergenceを

TDiv∇ : DDer(A)→ |W | ∼= A⊗ |A| ⊕ |A| ⊗ A
θ 7→ Tr(Lθ −∇θ)

で定める.

これを double bracket Πと合わせると, 合成

ϕΠ,∇ : A
Π−→ DDer(A)

TDiv∇−−−−→ A⊗ |A| ⊕ |A| ⊗ A

を得て, これがモジュラーベクトル場の類似物である.

3 Turaevの演算 µ

ここでは, Turaev が [Tur79] で導入したループの演算 (と等価な演算) µ を紹介する.

曲面 Σと基点 •, ∗は上のとおりとし, Σ上の framing (すなわち特異点を持たないベクト
ル場) frを 1つ固定する. 定義は [AKKN23]にならった.

定義 3.1. K-線型写像 µr : Kπ → |Kπ| ⊗Kπ を次で定める. 基点を ∗にもつ, 一般の位置
にある閉曲線 α ∈ π について, その端点を弧 ν に沿ってずらすことで •から ∗への道と
し, monogonsをいくつか挿入して frについての回転数 rotfr(α)が −1/2となるようにす
る. そこで

µr(α) =
∑

p∈Self(α)

sign(p;αfirst, αsecond)|αpp| ⊗ α•p∗

と定める. ここで Self(α)は αの自己交差点の集合であり, αfirst は αの pを 1回目に通
るときの速度ベクトルである. αsecond も同様に定める.

また, K-線型写像 µl : Kπ → Kπ ⊗ |Kπ|を次で定める. 基点を ∗にもつ, 一般の位置に
ある閉曲線 α ∈ π について, その端点を弧 ν に沿ってずらすことで •から ∗への道とし,

monogonsをいくつか挿入して fr についての回転数 rotfr(α)が今度は 1/2となるように
する. そこで

µl(α) = −
∑

p∈Self(α)

sign(p;αfirst, αsecond)α∗p• ⊗ |αpp|

と定める. 最後に µ = µr + µl : Kπ → (|Kπ| ⊗Kπ)⊕ (Kπ ⊗ |Kπ|)とおく.
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さて, 前節の構成を A = Kπ の場合に適用すると ϕΠ,∇ がどのような写像になるか考え
よう. その前に, Ω1Aが定義 2.4 の仮定を満たすことを確かめる必要がある. 上の曲面 Σ

について基本群 π は有限生成自由群であることに注意する.

補題 3.2. 上の曲面 Σについて,両側 A加群 Ω1Aは有限生成かつ自由である. とくに, π

の自由生成系 C = {γi}1≤i≤r をとるごとに, 集合 {dγi}1≤i≤r は Ω1Aの Ae加群としての基
底である.

上の補題を用いて, C に付随する接続∇C を, 各 iについて

∇C(dγi γ
−1
i ) = 0

で定める. このようなものは Leibniz則により一意に定まる. すると, 主結果は以下のよ
うに述べられる.

定理 3.3 ([Tan25]). 単純閉曲線からなる自由生成系 C を適切にとり, framing fr を各
c ∈ C について rotfr(c) = 0となるものとする. このとき, ϕκ,∇C = µが成り立つ.

証明は, 自由生成系 C 上での値が等しいことと, 同じ形の (Leibniz則に似た)乗法性を
満たすことを確認する.

発散写像 (あるいは自己準同型のトレース)は,「自分が自分に作用することで計算され
る値」である. 一方で µは自分を自己交差で切る演算であり, 上の定理はこの点において
µと発散写像を関連づけていると解釈できる.

謝辞. 本研究集会にお呼びくださいました世話人の佐藤先生には, この場をお借りして感
謝申し上げます.
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複素曲面特異点リンクにまつわるはめ込みとそのトポロジー

田邊　真郷（北海道大学大学院理学院数学専攻，JSPS 特別研究員 DC2）∗

1 はじめに
多様体のはめ込みに関する大域的研究の発端は，Whitney が多様体の現代的な定義を与
えると同時に発表したはめ込み・埋め込み定理 [Whi36] だと思われる．これによって多様
体のはめ込み可能性の研究が隆盛したが，一方で分類問題も大きな興味の対象であった．
Whitney–Grausteinは正則閉曲線を回転数によって分類し [Whi37]，それを包括する形で，
Smale, Hirschははめ込みの分類問題をホモトピー論に帰着した [Sma59a, Sma59b, Hir59]．
彼らのの理論は今日でいう h-原理の源泉でもある．その後も多くの研究者たちによって，分
類の完全不変量やその計算公式などが与えられた．今世紀からは，可微分写像の特異点論の
観点から不変量の新解釈が与えられたり，それによって具体的なはめ込みの構成・不変量の
計算も行われたりと，目覚ましい発展を見せている [ES03, SST02, ET11, Kin15]．以上の
事例から，はめ込みのトポロジーは写像のトポロジーの中心的テーマの一つとして，幾何学
の発展と共に深く研究されてきたと言える．
複素特異点のトポロジーに関する研究もまた深い歴史を持つ．1928年，Braunerによって

複素平面曲線のBrieskorn特異点とトーラス結び目の間の関係が発見されて以降，Mumford,

Milnor, Brieskornをはじめとする多くの研究者たちによって，特異点とトポロジーの関わ
りが明らかにされてきた [Bra28, Mil68]．なかでもリンク・Milnor ファイバーは，特異点
の性格を象徴する重要な多様体として有名である．これらは Poincaréのホモロジー 3次元
球面やエキゾチック球面といった（微分）トポロジーの研究においても重要な対象を例に持
つほか，接触幾何・シンプレクティック幾何・複素幾何の観点からも，束化定理やそれに付
随する開本構造を通じて研究されてきた．
本稿で紹介する筆者の研究は，これら二つの潮流の交叉点に位置づけられる．本稿の構成
は以下の通りである．まず，はめ込みおよび特異点リンクの概要を筆者の知識が及ぶ範囲で
振り返る．その後，筆者が特異点リンクをはめ込みの観点から研究して得られた結果を紹介
する．最後に，今後の展望についても少し述べる．詳細は [Tan25a, Tan25b]やその参考文
献を参照されたい．なお，特に断らない限り，多様体や写像はすべて C∞ 級とする．
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2 はめ込みのトポロジー
埋め込み・はめ込みの理論を詳説した和書として [足立 84] がある．最近出版された

[田中 25]でも，古典から今日に至るまでの豊富な話題が紹介されている．

2.1 Smale–Hirsch理論
多様体M,N 間の写像 f : M → N がはめ込みであるとは，任意の点 x ∈ M における微

分 dfx : TxM → Tf(x)N が単射であることをいう．はめ込みを f : M ↬ N と表す．
M の N へのはめ込み全体が成す空間に C∞ 位相が備わったものを Imm(M,N)と書き，

Imm[M,N ] := π0(Imm(M,N))と置く．二つのはめ込み f, g : M ↬ N が Imm[M,N ]に
おいて同じ元を定めるとき，f と g は正則ホモトピックであるという．
はめ込みの分類問題とは，集合 Imm[M,N ]の研究である．分類問題のはじまりに相当す

る業績は以下の四つであろう．一つ目はWhitney–Grausteinの定理である．

定理 2.1 ([Whi37]). 正則閉曲線に対してその回転数を与える写像は，Imm[S1,R2] から
π1(S

1) ∼= Zへの全単射を引き起こす.

この定理は，正則ホモトピック性という（単なるホモトピック性よりも）デリケートな概
念が，微分写像の単なるホモトピック性に帰着できるという，大きな示唆を含んでいた．そ
の精神を汲んで，Smaleは以下の事実を発見した．Rn における一次独立な k 本のベクトル
の組全体が成す空間（Stiefel多様体）を Vn,k と表す．

定理 2.2 ([Sma59a]). Imm[S2,Rn]からホモトピー群 π2(Vn,2)への全単射が存在する．

系 2.3 (球面の裏返し). Imm[S2,R3]は一点集合である．特に，標準的な埋め込み ι : S2 ↪→
R3 について，ιと −ιははめ込みとして正則ホモトピックである．

第三の結果も Smale による．彼は上の結果から程なくして，任意次元の球面の Euclid

空間へのはめ込みの分類を，Smale 不変量 Ω という完全不変量の構成によって達成した．
Imm[Sk,Rn]に，はめ込みの連結和で群構造を備える．

定理 2.4 ([Sma59b]). n > k + 1ならば，Ω: Imm[Sk,Rn]→ πk(Vn,k)は群同型である．

例 2.5. Smale 不変量 Ω: Imm[S1,R2]
∼=−→ Z は「回転数引く 1」によって与えられる．ま

た，Imm[S3,R4] ∼= π3(V4,3) ∼= Z⊕ Zであり*1，Imm[S3,R5] ∼= π3(V5,3) ∼= Zである．

*1 この場合（n = k + 1）は定理の仮定を充たさず，正則ホモトピーの基点に関する問題を考える必要がある．
しかし，π1(V4,3) ∼= Z2 の π3(V4,3) ∼= Z⊕ Z への作用が自明なこと，したがって π3(V4,3) は [S3, V4,3]

に全単射であることから，結果としては問題ない．
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そして，第四の結果は Hirschによって与えられた．少しだけ用語を準備する．

定義 2.6. 連続な束準同型 F : TM → TN が形式的なはめ込みであるとは，任意の点 x ∈M
において，線型写像 Fx : TxM → Tf(x)N が単射であることをいう．

M の N への形式的なはめ込み全体が成す空間にコンパクト開位相が備わったものを
Mon(M,N)と書き，Mon[M,N ] := π0(Mon(M,N))と置く．Hirschの定理を述べよう．

定理 2.7 ([Hir59]). 微分写像 Imm(M,N)→ Mon(M,N); f 7→ df は弱ホモトピー同値で
ある．特に，Imm[M,N ]→ Mon[M,N ]は全単射である．

Mon[M,N ] は Imm[M,N ] よりも格段に扱いやすい．というのも，形式的なはめ込みに
おいて，ファイバー方向の振舞いは底空間方向を尊重する必要がないからである．

例 2.8. M を平行化可能多様体（つまり，接束 TM が自明である）とする．このとき，
二つの自明化 TM ∼=M × Rm, TRn ∼= Rn × Rn を固定すれば，全単射

Imm[M,Rn] = Mon[M,Rn] = [M,Rn × Vn,m] = [M,Vn,m]

を得る．ただし，[X,Y ]は連続写像のホモトピー集合を表す．

このように，はめ込みの分類理論は「微分写像のホモトピー論」へと厳密に帰着された．
今日では，彼らの業績はまとめて Smale–Hirsch理論と呼ばれている．

2.2 特異 Seifert膜の方法論
Smale 不変量や，Hirsch の結果を具体的状況下で適用しようとすると，現れる不変量の

解釈や計算可能性に関する問題が立ちはだかる．Ekholm–Szűcs は，S4m−1 ↬ R4m+1 の
Smale 不変量に対する新解釈を与えた．そこには，可微分写像の特異点論における Thom

多項式理論が応用された．

定理 2.9 ([ES03], m = 1版). はめ込み f : S3 ↬ R5 に対して，S3 を境界に持つ有向コン
パクト 4次元多様体 X4 および然るべき条件を充たす拡張写像 f̂ : X4 → R5 をとる．この
とき，f の Smale不変量は

Ω(f) =
3

2
σ(X4) +

1

2
#Σ1,1(f̂) ∈ π3(V5,3) ∼= Z

により与えられる．ただし，σ(X4)は X4 の符号数，#Σ1,1(f̂)は f̂ の上に現れる Σ1,1 型
特異点の代数的数え上げである．

上記のような f̂ を，結び目理論の術語に倣って f の特異 Seifert膜という．この概念は
他幾つかの状況にも応用され，はめ込みの不変量に新解釈を与えてきた [SST02, ET11]．
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3 特異点リンク
h : (C3, 0)→ (C, 0)を，原点に孤立特異点を持つ複素正則函数芽とする．このとき，曲面

(h−1(0), 0) ⊂ (C3, 0) は原点に孤立特異点を持つ．これを（C3 内の）複素曲面特異点とい
う．複素曲面特異点については，最近出版された入門書 [都丸・奥間 25]も参照されたい．

定理–定義 3.1 ([Mil68]). 充分小さな正数 εに対して K = Kε := h−1(0) ∩ S5
ε は有向閉 3

次元多様体を成す．これを hのリンクという．さらに，上記の εに依存して充分小さな正数
δ に対し，偏角写像および制限

h/|h| : S5
ε −Kε → S1, h|h−1(S1

δ )∩IntB6
ε
: h−1(S1

δ ) ∩ IntB6
ε → S1

δ

は局所自明なファイブレーションであり，互いに同型である．そして，h/|h|のファイバーの
閉包 F = Fε,δ はK を境界に持つ有向コンパクト 4次元多様体を成す．これを hのMilnor

ファイバーという．

注意 3.2. 上述の同型を通じて，F は境界付き複素曲面 h−1(δ) ∩B6
ε と見做せる．

Arnol’d は，複素函数芽 (Cn, 0) → (C, 0)に対してモダリティと呼ばれる概念を導入し，
高々 2のモダリティを持つ函数芽の完全な分類を与えた [Arn72, Arn73, Arn76]（[AGV85]

も参照）．なかでも，モダリティ 0の特異点を単純特異点といい，函数芽が 3変数の場合に
は以下のように分類される [Arn72]:

• An−1 (n ⩾ 2): x2 + y2 + zn

• Dn+2 (n ⩾ 2): x2 + y2z + zn+1

• E6: x
2 + y3 + z4, E7: x

2 + y3 + yz3, E8: x
2 + y3 + z5

単純特異点は，正多面体や単純 Lie 代数といった数学の重要なトピックと深く関連してい
る．このことから，Klein特異点，du Val特異点，有理二重特異点といった別名を持つ．
以下では，単純特異点から定まるリンク（単純特異点リンク）が持つ幾何構造を紹介する．

3.1　軌道空間としての単純特異点リンク
Arnol’dの分類よりもずっと昔，Kleinは SU(2)の有限部分群を分類し，それらが以下の
ように単純特異点（と後に呼ばれたクラスの特異点）と対応することを示した [Kle56]．

• An−1 (n ⩾ 2): 位数 nの巡回群 Cn

• Dn+2 (n ⩾ 2): 位数 4nの二項二面体群 Dicn

• E6: 二項四面体群 2T， E7: 二項八面体群 2O， E8: 二項十二面体群 2I

Γ ⊂ SU(2)を上記の群の一つとする．Γは C2 に左から作用し，商特異点 Γ\C2 を定める．
Kleinは Γ\C2 が C3 内の複素曲面の特異点として実現されることを示した．そして，ここ
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に現れる曲面の定義方程式が，対応する単純特異点のそれであった．このとき，軌道空間
Γ\S3 は，対応する特異点のリンクK に微分同相となることに注意する（言い換えれば，リ
ンクK は S3 からの普遍被覆 p : S3 → K であって被覆変換群が Γなるものを許容する）．

3.2　鉛管多様体としての単純特異点リンク
単純特異点のブローアップによる極小特異点解消に対して，重み付きグラフ Gを「例外
曲線ごとに頂点（重みは自己交叉数）を置き，例外曲線の交わりごとに辺を結ぶ」ことで
構成する．このとき，件の特異点解消およびリンクは，G を台グラフとするような鉛管 4

(resp. 3) 次元多様体 X(G) (resp. M(G)) に微分同相となる．さらに，得られるグラフ G

は，以下に示すDynkin図形と一致する．

An−1 : Dn+2 :

E6 : E7 : E8 :

図 1 A-D-E 型の Dynkin図形（頂点数は添字と一致する．頂点は重み −2）

単純特異点に限っては，その Milnor ファイバー F も X(G) に微分同相となる [Bri66,

Bri68, Bri70]（[OO05]も参照）．ただし，極小特異点解消とMilnorファイバーそれぞれが
許容する自然な複素構造は対極にある．実際，極小特異点解消は例外曲線たちを複素部分多
様体として持つ一方，複素曲面としての F は C3 の複素部分多様体なので，コンパクトで境
界のない複素部分多様体を持たない．

4 動機
本研究は，以下二つの独立した先行研究に動機付けられて始まった．
一つ目の研究は Némethi–Pintér による [NP15]．彼らは，(C2, 0) からのパラメタづけ

を持つような C3 内の曲面孤立特異点に対し，以下の手続きではめ込みを得た．特異点の
パラメタづけを Φ: (C2, 0) → (C3, 0) と置く．C3 内で原点を中心とする充分小さな球面
S5
ε をとり，逆像 S := Φ−1(S5

ε )を考える．Sは S3 に微分同相であることから，はめ込み
Φ|S : S3 ↬ S5

ε − {1pt.} = R5 が得られる．彼らの主結果は，Φが持つ複素特異点の重複度
と Φ|S の Smale不変量を関係づける公式であったが，その具体例として以下を述べている．
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定理 4.1 ([NP15]). 単純特異点とそのパラメタづけ Φ: (C2, 0) → (Γ\C2, 0) ↪→ (C3, 0) に
対し，誘導されるはめ込み Φ|S : S3 ↬ R5 の Smale不変量 Ω(Φ|S) ∈ Zは

Ω(Φ|S) =



−(n2 − 1) （An−1の場合）;
−(4n2 + 12n− 1) （Dn+2の場合）;
−167 （E6の場合）;
−383 （E7の場合）;
−1079 （E8の場合）.

ここで，上記のはめ込み Φ|S は

Φ|S = f ◦ p : S3 → Γ\S3 ∼= K ↪→ R5

と分解されることに注意しておく．ただし，p はリンク上の普遍被覆を，f はリンクの
S5
ε − {1pt.} = R5 への包含写像を表す．
二つ目の研究は，Kinjoによる，単純特異点リンクを通じた非自明なはめ込みの構成およ
びその Smale不変量の計算である [Kin15]．Kinjoは，単純特異点リンクの鉛管構造に注目
し，以下のようにはめ込みを構成した．まず，はめ込み w : S2 ↬ R4 であって，正の自己交
叉を唯一つだけ持つようなもの（Whitneyの球面）を考える．この法 Euler数は −2である
ため，法束は余接束 T ∗S2 に同型である．法束の円盤化・円周化をそれぞれ

ĝA1 : DT
∗S2 ↬ R4, gA1 : UT

∗S2 ↬ R4

と置こう．DT ∗S2 = X(A1)および UT ∗S2 = M(A1)に注意（記号は 3.2節を参照）すれ
ば，A1 型リンクの R4 へのはめ込みが得られたことになる．あとはこれをはめ込みごと鉛
管工事することで，任意の A-D-E 型 Dynkin図形 Gに対して，はめ込み

ĝG : X(G) ↬ R4, gG : M(G) ↬ R4

が得られる．Kinjoは，gG を普遍被覆 p : S3 →M(G)で引き戻すことによって，はめ込み
gG ◦ p : S3 ↬ R4 を得た．そして，A型および D 型に対して，以下の結果を得た．

定理 4.2 ([Kin15]). A型および D 型の単純特異点，および対応する Dynkin図形 Gを考
える．このとき，はめ込み gG ◦ p : S3 ↬ R4 の Smale不変量 Ω(gG ◦ p) ∈ Z⊕ Zは

Ω(gG ◦ p) =

{
(−n2 − 1, 1) （An−1の場合）;
(−4n2 − 12n− 1, 1) （Dn+2の場合）.

注意が二点ある．一点目に，Kinjoの結果はM(G)の向きを裏返したものに対する計算で
あって，上記の結果はそれを裏返し直したものである．二点目に，Kinjoの手法は E 型に応
用可能ではなかった．というのも，Smale不変量の計算は，2.2節で紹介した特異 Seifert膜
の技巧的な構成に依拠していたためである．（膜上の特異点の数え上げには Ekholm–Takase

の公式 [ET11]が用いられた．）
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上記二つの研究は，それぞれ異なる動機から始まり，手法も別物であったにも拘らず，あ
る関係を持っていた．j : R4 ↪→ R5 で標準的な包含写像を表す．

系 4.3. A型・D型の単純特異点，および対応する Dynkin図形 Gを考える．このとき，は
め込み j ◦ gG ◦ p : S3 ↬ R5 の Smale不変量 Ω(j ◦ gG ◦ p) ∈ Zは

Ω(j ◦ gG ◦ p) =

{
−(n2 − 1) （An−1の場合）;
−(4n2 + 12n− 1) （Dn+2の場合）.

この事実，定理 3.1，そして Smale不変量が正則ホモトピー分類の完全不変量であること
から，A型とD型の場合には，二つのはめ込み Φ|S = f ◦ pと j ◦ gG ◦ pは正則ホモトピッ
クであることが分かる．この現象は既に [NP15, Kin15]両者から指摘されていたが，幾何学
的な理由は調べられていなかった．すると，以下の問いが立ち上がる．

(Q1) E 型に対しても gG の Smale不変量が求められるか？
(Q2) そもそも f と j ◦ gG が正則ホモトピックなのではないか？

筆者はこれらを肯定的に解決した．その説明のために，以下で有向 3次元多様体の 5次元
空間へのはめ込みの分類について振り返る．

5 有向 3次元多様体の 5次元空間へのはめ込みの分類
M3 を有向連結閉 3次元多様体とする．M3 は平行化可能だから，例 2.8により全単射

Imm[M3,R5] = [M3, V5,3]

を得る．Wuは [Wu64]において，右辺のホモトピー集合を解析し，M3 の R5 へのはめ込
みに対する完全不変量を得た．これは二つの不変量から成る．一つ目はM3 の 2-骨格上で
定まるWu不変量，二つ目は Smale不変量の類似に相当する Smale型不変量である．た
だし，Wuが与えた Smale型不変量の表式は具体的計算に向かなかった．これを改善したの
が Saeki–Szűcs–Takase [SST02]（はめ込みの法束が自明な場合．後述する）および Juhász

[Juh05]（一般の場合．割愛する）であった．

定義 5.1 (Wu 不変量). 平行化 τ : TM3 →M3 × R3 を固定する．はめ込み f : M3 ↬ R5

に対して，その微分の τ（およびR5の標準的な平行化）に沿った行列表現を dfτ : M3 → V5,3

と置く．また，生成元 Σ ∈ H2(V5,3;Z) ∼= Zを，有向円周束 SO(5)→ SO(5)/SO(2) ∼= V5,3

の Euler類が 2Σとなるように選ぶ．このとき，引き戻し

cτ (f) := (dfτ )∗(Σ) ∈ H2(M3;Z)

を f の τ に関するWu不変量という．
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注意 5.2. 生成元 Σ の選び方から，Wu 不変量の 2 倍は f の法 Euler 類となる．しかし，
Wu不変量自体の値は，M3 の平行化の選び方に依存して切り替わる [Tan25a, Appendix]．
このため，Wu不変量の計算では，そもそも平行化をどのように選ぶかが重要となる．

定理–定義 5.3 (Smale型不変量 [SST02]). 法束が自明なはめ込み f : M3 ↬ R5 に対して，
M3 を境界に持つ有向コンパクト 4次元多様体 X4 および f の特異 Seifert膜 f̂ : X4 → R5

をとる．このとき，整数値

i(f) :=
3

2
(σ(X4)− α(M3)) +

1

2
#Σ1,1(f̂) ∈ Z

が f の正則ホモトピー類のみによって定まる．これを f の Smale 型不変量という．ただ
し，σ(X4)は X4 の符号数，α(M3) := dimZ2 TorH1(M

3;Z)⊗Z Z2，#Σ1,1(f̂)は f̂ に現
れる Σ1,1 型特異点の代数的数え上げである（f̂ がはめ込みならば #Σ1,1(f̂) = 0）．

この下で，[SST02]は以下を示した．法束が自明なはめ込みM3 ↬ R5 の正則ホモトピー
類全体が成す集合を Imm[M3,R5]0 と書き，Γ2(0) := {C ∈ H2(M3;Z) | 2C = 0}と置く．

定理 5.4 ([Wu64, SST02]). 対応 (cτ , i) : Imm[M3,R5]0 → Γ2(0)× Z は全単射である．

6 主結果
問題 (Q1), (Q2)において注目していた包含写像 f : K ↪→ R5とはめ込み j◦gG : M(G) ↬

R5 の定義域は，それぞれリンク K と鉛管多様体M(G)であり，ある微分同相によって同
一視できる．微分同相を固定すれば，f と j ◦ gG の正則ホモトピック性を問うことに意味が
ある．しかもそれは，定理 5.4から，Wu不変量と Smale型不変量の比較によって判定でき
る．筆者はこの方針に基づき，問題 (Q2)を肯定的に解決した．主定理は以下の通りである．

定理 6.1 ([Tan25a]). 任意の単純特異点を考え，そのリンクをK，Milnorファイバーを F，
対応する Dynkin図形を Gとする．K の平行化 τ : TK → K × R3 を，K 上の標準接触構
造に沿って固定する（後述）．このとき，

(cτ (f), i(f)) =

(
0,

3

2
(σ(F )− α(K))

)
, (1)

(cτ (j ◦ gG), i(j ◦ gG)) =
(
0,

3

2
(σ(X(G))− α(M(G)))

)
. (2)

したがって，f と j ◦ gG は正則ホモトピックである．

証明の要点を述べる．Smale型不変量 iの方は，Milnorファイバーが（特異点のない）特
異 Seifert 膜として選べるため，容易に計算できる．主定理の新規性は，Wu不変量の特定
— 適切な平行化を選び取り，その下でWu不変量の消滅を示したこと — にある．
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(1) における f のWu 不変量の消滅は，K が R5 の（概）接触部分多様体になっている
ことに由来する．Kasuya [Kas16] の結果により，この接触構造を 2-平面場として自明化
できるため，それに沿って K を平行化できる．筆者はこの結果を，Wu不変量の棲み処を
V5,3 ∼= SO(5)/SO(2)から接触要素のモジュライである SO(5)/U(2)に移すことで得た．
(2)における j ◦ gG のWu不変量の消滅は，gG の構成に用いた w たちが R4 = C2 への

総実なはめ込みに正則ホモトピックであること，したがって，M(G)上の（概）接触構造が
gG によって C2 へはめ込まれると複素接触することに由来する．この変形は，gG および C2

が X(G)上に誘導する複素構造とMilnorファイバー上の複素構造とが，概複素構造として
同一視できることを見据えたものである．これは，M(G)上に誘導する概接触構造と K 上
の標準接触構造との，概接触構造としての同一視をも引き起こす．筆者は複素接触とWu不
変量の関係を，V5,3 ∼= SO(5)/SO(2)の中にある SO(4) ⊃ U(2)に着目して得た．
最後に，上記の正則ホモトピック性を利用することで，筆者は問題 (Q1)を肯定的に解決
した．さらに，[Kin15]により既知であった A, D 型の計算結果を再証明することにも成功
した．証明は Gergő Pintér氏（ブダペスト工科経済大学）との議論に基づく．

定理 6.2 ([Tan25a]). 任意の単純特異点，および対応する Dynkin図形 Gを考える．この
とき，はめ込み gG ◦ p : S3 ↬ R4 の Smale不変量 Ω(gG ◦ p) ∈ Z⊕ Zは

Ω(gG ◦ p) =



(−n2 − 1, 1) （An−1の場合）;
(−4n2 − 12n− 1, 1) （Dn+2の場合）;
(−169, 1) （E6の場合）;
(−385, 1) （E7の場合）;
(−1081, 1) （E8の場合）.

証明には，今回の主結果である定理 3.1，[NP15]の定理 3.10，そして gG ◦ pの法写像度
の計算のみを用いる．これは，Kinjoによる特異 Seifert膜の技巧的構成とは大きく異なる．

定理 6.1(1)について補足する．実は，この結果は，任意の孤立特異点リンクに対して成立
する．このことと，有向閉 3次元多様体上のMilnor充填可能な正接触構造が向きを保つ接
触微分同相を除いて一意であること [CNP06]から以下が従う．

系 6.3 ([Tan25a]). Ki を C3 内の孤立特異点リンク，fi : Ki ↪→ R5 をその包含写像とする
（i = 1, 2）．このとき，f1, f2 が（向きを保つ接触微分同相を除いて）正則ホモトピックで
ある必要十分条件は，K1,K2 が有向多様体として微分同相であって，かつMilfnorファイ
バー F1, F2 の符号数が等しいことである．

例 6.4. Brieskorn特異点 x2 + y9 + z18, x3 + y5 + z15 から定まるリンクたちは有向多様体
として微分同相である [Mil75]．しかし，付随する Milnor ファイバーの符号数はそれぞれ
−80, −64である．よって，それぞれのリンクの包含写像は互いに正則ホモトピックでない．
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7 今後の展望
本研究を踏まえて，新たに立ち上がった問題を幾つか述べる．

問題 7.1. リンクの R5 へのはめ込みであって，（標準接触構造に関する）Wu不変量が非自
明であるようなものを構成せよ．例えば A1 型リンク（∼= RP 3 ∼= SO(3)）の場合はどうか．

また，以下は Gergő Pintér氏によって指摘された．

問題 7.2. 定理 6.2において，Smale不変量の第 2成分 b(gG ◦ p) が揃う理由は何か．

筆者の証明において，b(gG ◦ p) の計算は間接的であった．この問いに答えるには，
b : Imm[S3,R4]→ π3(SO(3)) ∼= Zに対して新たな解釈を与える必要があると考えている．
最後に，高次元においても，リンクの包含写像の正則ホモトピー類を調べることは意義が
あると思われる（例えば，[KNS14]では 5次元の A型リンクが扱われている）．そのために
は，[Wu64, SST02] のように，まずははめ込みの分類・不変量の構成から始める必要があ
る．この営みにおいて，特異 Seifert膜の方法論が有効ではないかと筆者は期待している．
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混合多項式の特異点解消とニュートン図形
福井敏純（埼玉大学）

第 72回トポロジーシンポジウム（2025年 8月 4日 – 6日）
2025年 8月 4日 (月) 15:45 – 16:45（質疑含む）

概要
ニュートン非退化な多項式はトーリック改変でその特異点解消が構成できる．本

稿では混合トーリック改変の概念を導入し，混合多項式が混合ニュートン非退化な
らば混合トーリック改変が混合多項式の特異点解消類似物を与える事を紹介する．

Milnor は，著書 [5]で複素係数多項式

(0.1) f =
∑
ν

cνx
ν , cν ∈ C,

の定める写像
f : Cn −→ C, x 7−→ f(x),

の特異点の位相を研究し，特異点の周りに錐構造と束構造が存在することを示した．ここ
で x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn, ν = (ν1, . . . , νn) ∈ Zn

≥ であり，多重指数の記号

xν = xν1
1 · · ·xνn

n

を用いている．Milnor の本は多くの研究者の研究の出発点であり，微分位相幾何学に豊
富な例を提供，対象の位相を記述する言語の研究へと発展してきた．
Khovanski ([4]) は，多項式がニュートン非退化ならば，トーリック改変が特異点解消

を与える事を示した．
Pichon-Seade ([9])は複素多項式 f , g に対し積 fg の定める写像がしばしば束構造を

持つことを示し，複素多項式を含むより広い特異点のクラスで束構造が存在することを示
唆した．
岡睦雄 ([6]) は混合多項式（2.1 参照）を導入し，その特異点の位相を組織的に調べて
いる ([7], [8])．例えば，多項式の場合と類似の束構造が存在するための十分条件を与え，
トーリック改変がいつ特異点解消を提供するかなどが調べられている．
本稿では，混合トーリック改変の定義 (定義 3.4)を与え，混合多項式が混合ニュートン

非退化ならば混合トーリック改変が特異点解消の類似物を与えることを説明する．
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1 ニュートン図形とトーリック改変
多項式 (0.1)のニュートン多面体 Γ+(f)を次で定める．

Γ+(f) = {ν + Rn
≥ : cν 6= 0}の凸包

a = (a1, . . . , an) ∈ Zn, ν = (ν1, . . . , νn) ∈ Zn に対し

〈a,ν〉 = a1ν1 + · · ·+ amνn

と置く．

ℓ(a) =min{〈a,ν〉 : ν ∈ Γ+(f)}
γ(a) ={ν ∈ Γ+(f) : 〈a,ν〉 = ℓ(a)}

と置いて，γ(a)をベクトル aの支持する Γ+(f)の面という．a,a′ ∈ Rn
≥ に対し

a ∼ a′ ⇐⇒ γ(a) = γ(a′)

で同値関係を定義すると，同値類の閉包は Rn
≥ 内の多面錐であり，これは Rn

≥ の分割を与
える．この分割を双対ニュートン図形とよび Γ∗(f)で表す．

定義 1.1. Rn
≥ の多面体錐分割 Γ∗(f)の細分 Σで，各 n次元多面体錐が Zn の Z基底か

ら生成されるものを取る．このような多面体錐分割を非特異扇という．

例 1.2. f = x3 + y2 のときニュートン多面体 Γ+(f)，双対ニュートン図形 Γ∗(f)，双対
ニュートン図形の非特異細分の例 Σを図で示す．

Γ+(f)

Γ∗(f) Σ

注意 1.3. ここで扇とは，次の性質を満たす有限個の多面体錐の集まり Σである．

• σ ∈ Σとして τ が σ の面ならば τ ∈ Σ

• σ, σ′ ∈ Σならば σ ∩ σ′ は σ の面である．
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上で定義した双対ニュートン図形 Γ∗(f) はこの意味で扇になる．Σの各元が単体的で
あるとき Σ を単体扇という．2 次元の扇は自動的に単体扇であるが 3 次元以上では単体
的でない扇も存在する，非特異扇は単体扇であるが，非特異でない単体扇も存在する．

Σ(k)で Σの k 次元錐のなす集合を，σ ∈ Σに対し，σ(k)で σ の k 次元面のなす集合
を表す．

定義 1.4 (トーリック多様体). 非特異扇 (Σ, β)に対して，乗法群の準同型写像

π∗ : (C∗)Σ(1) −→ (C∗)n, (zτ )τ∈Σ(1) 7−→
( ∏
τ∈Σ(1)

z
aτ
i

τ

)
i=1,...,n

,

aτ = (aτ1 , . . . , a
τ
n), を考え，その核を Gで表す．すなわち G = Kerπ∗.

(1.5) UΣ =
∪

σ∈Σ(n)

Uσ, Uσ =
{
(uτ )τ∈Σ(1) ∈ CΣ(1) :

∏
τ ̸∈σ(1)

uτ 6= 0
}
.

とおくと，Gの元 (zτ )τ∈Σ(1) ∈ Gは次式で UΣ に作用している．

(1.6) (zτ )τ∈Σ(1) : UΣ −→ UΣ, (uτ )τ∈σ(1) 7−→ (zτuτ )τ∈σ(1),

この作用は Uσ を保つことに注意しておく．このときトーリック多様体M を次で定める．

(1.7) M = UΣ/G =
∪

σ∈Σ(n)

Mσ, Mσ = Uσ/G.

σ ∈ Σ(n)に対し

(1.8) Vσ = {(vτ )τ∈Σ(1) ∈ Uσ : vτ = 1, τ 6∈ σ(1)}

と置くと，Vσ は自明に Cn と同型であり，自然な写像

Vσ ⊂ Uσ →Mσ

は同型である．この写像はM のチャートを与える．

定義 1.9 (トーリック改変). 非特異扇 Σの aτ , τ ∈ Σ(1), の成分はすべて非負であると
仮定する．このとき次の可換図式を満たすような自然な写像 π :M → Cn が定義される．

(1.10)

UΣ ⊃ (C∗)Σ(1) -π∗
(C∗)n

?/G

M

∩
-π Cn
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この π をトーリック改変という．M のチャート Vσ 上では π は次のように表示される．

π|Vσ ((vτ )τ∈σ(1)) =
( ∏
τ∈σ(1)

v
aτ
i

τ

)
i=1,...,n

.

ここでのトーリック多様体の構成は Coxによるものである．

定理 1.11. 非特異扇 Σが Rn
≥ の細分であるとき，π :M → Cn は固有写像である，

定義 1.12. f がニュートン非退化とは，Γ+(f)の任意のコンパクト面 γ に対し次が成立
するときを言う．

Σ(fγ) ⊂ {x1 · · ·xn = 0}

ここで fγ =
∑

ν∈γ cνx
ν で Σ(fγ)はその特異点集合である．

定理 1.13. 多項式 f がニュートン非退化ならば，Γ+(f)から構成されるトーリック改変
が f の特異点解消を与える．

ここで f の特異点解消とは，複素解析的な固有改変 π :M −→ Cn でM の各点の近傍
で次を満たす座標が取れるときをいう．

f の π による引き戻し f◦π がその座標で単項式で表される．

特異点解消が具体的に与えられれば，特異点の位相の記述は組み合わせの問題に帰着さ
れる．実際 ，Khovanski ([4]) はそれがどのように可能かも説明している．

2 混合ニュートン図形
Cn の座標 x = (x1, . . . , xn) をとり，その複素共役を x = (x1, . . . , xn) で表す．多重
指数 ν = (ν1, . . . , νn) ∈ Zn, ν = (ν1, . . . , νn) ∈ Zn に対し

xν = xν1
1 · · ·xνn

n , xν = x1
ν1 · · ·xnνn

とおき，xνxν を考える．ν, ν の成分がすべて非負整数のとき，これを混合単項式と呼
ぶ．負の成分も許せば混合ローラン単項式と呼び，半整数のときは混合ローラン半単項式
とよぶ．
混合単項式 xνxν の複素数係数の 1次結合

(2.1) f =
∑
ν,ν

cν,ν̄x
νxν , cν,ν̄ ∈ C,
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を混合多項式という．混合多項式 f は写像

f : Cn −→ C, x 7−→ f(x),

を定めるが，その特異点集合 Σ(f)は次の様に表される．

Σ(f) =

{
x ∈ Cn : rank

(
fx1

(x) · · · fxn
(x) fx1

(x) · · · fxn
(x)

fx1(x) · · · fxn(x) fx1(x) · · · fxn(x)

)
< 2

}
例 2.2. 混合単項式 xνxν , ν 6= ν, の定める写像

f : Cn −→ C, x 7−→ xνxν ,

の (C∗)n への制限 f |(C∗)n は沈め込みである．すなわち Σ(f) ⊂ {x1 · · ·xn = 0}.

Rn の部分集合 γ に対し fγ を次で定める．

(2.3) fγ :=
∑

ν+ν∈γ

cν,ν̄x
νxν , cν,ν̄ ∈ C.

さて f の絶対ニュートン多面体 Γ+(f)を次で定義する．

Γ+(f) = {ν + ν + Rn
≥ : cν,ν 6= 0}の凸包

定義 2.4. f が非退化とは，Γ+(f)のコンパクト面 γ に対して次が成り立つときを言う．

Σ(fγ) ∩ f−1
γ (0) ⊂ {x1 · · ·xn = 0}

ニュートン多面体 Γ+(f)のコンパクトな面 γ に対し次で定義される LE(fγ)を考える．

LE(fγ) = {ν − ν : cν,ν 6= 0, ν + ν ∈ γ} の凸包

これらをすべて集めたデータ

(Γ+(f); LE(fγ), γは Γ+(f)のコンパクト面)

を混合多項式の混合ニュートン図形と呼ぶことにする．

定義 2.5 (混合擬斉次多項式). 混合多項式 (2.1)が混合擬斉次であるとは，次を満たす a,

bと ℓ, m が存在するときを言う．

cν,ν̄ 6= 0 =⇒ 〈a,ν + ν〉 = ℓ, 〈b,ν − ν〉 = m.

混合多項式 f が混合擬斉次ならば dimLE(f) < nとなる．
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混合多項式 f が混合擬斉次で，上の記号の下でm 6= 0であれば，次が成り立つ．

Σ(f) ⊂ f−1(0)

m = 0のときは一般にはこの包含関係は成り立たない．
岡 ([6], [8])は混合多項式 f のトーリック改変による特異点解消を議論している．具体

的には τ ∈ Σ(1)に対し fγ(aτ ) を混合擬斉次としてその重み aτ , bτ , が一致するときを議
論している．

3 混合トーリック改変
定義 3.1 (混合扇). 単体的扇 Σ と写像

β : Σ(1) −→ Zn × Zn, τ 7−→ (aτ , bτ )

{
aτ = (aτ1 , . . . , a

τ
n)

bτ = (bτ1 , . . . , b
τ
n)

の組 (Σ, β)が混合扇であるとは次を満たすときを言う．

(i) aτ は τ ∈ Σ(1) の最も短い（整数係数の）生成元
(ii) 任意の σ ∈ Σ(n)に対し {bτ : τ ∈ σ(1)} は Zn の Z基底

注意 3.2. aτ = bτ , τ ∈ Σ(1), のときは，ここで定義した混合扇は通常の非特異扇である．

定義 3.3 (混合トーリック多様体). 混合扇 (Σ, β)に対して，乗法群の準同型

π∗ : (C∗)Σ(1) −→ (C∗)n, (zτ )τ∈Σ(1) 7−→
( ∏

τ∈Σ(1)

|zτ |a
τ
i

( zτ
|zτ |

)bτi )
i=1,...,n

,

を考え，その核を G で表す．UΣ を (1.5) を定義し G の元 (zτ )τ∈Σ(1) を (1.6) で UΣ に
作用させる．このとき混合トーリック多様体M を (1.7)で定める．(1.8)で Vσ を定める
と，写像の合成 Vσ ⊂ Uσ →Mσ は同相写像で，この写像はM のチャートを与える．

ここで構成した混合トーリック多様体は，[3]で導入された位相的トーリック多様体の
特別な場合である．

定義 3.4 (混合トーリック改変). 混合扇 (Σ, β)に対し aτ , τ ∈ Σ(1), の成分はすべて非
負であるとし，次の条件を仮定する．

(3.5) aτi = 0 =⇒ bτi = 0 (∀τ ∈ Σ(1), i = 1, . . . , n).
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このとき可換図式 (1.10)を満たすような自然な写像 π : M → Cn が定義される．この π

を混合トーリック改変という．M のチャート Vσ 上では π は次のように表示される．

(3.6) π|Vσ
((vτ )τ∈σ(1)) =

( ∏
τ∈σ(1)

|vτ |a
τ
i

( vτ
|vτ |

)bτi )
i=1,...,n

.

定理 3.7. 混合扇 (Σ, β)が次の性質を満たせば，混合トーリック多様体M は実代数的多
様体である．

(3.8) aτ ≡ bτ , ∀τ ∈ Σ(1).

定理 3.9. 単体扇 Σ が Rn
≥ の細分であるとし，条件 (3.5) を仮定する．このとき混合

トーリック改変 π : M → Cn は固有写像である．さらに，条件 (3.8) を満たせば，写像
π :M → Cn は実代数的写像である．

定義 3.10 (混合ニュートン非退化性). 混合多項式 f が混合ニュートン非退化とは，Γ+(f)

の任意のコンパクト面 γ について次の条件が成り立つときを言う．

• Σ(fγ) ∩ f−1
γ (0) ⊂ {x1 · · ·xn = 0}.

• fγ は混合重み付き多項式．

定理 3.11 ([2]). 混合多項式 f が混合ニュートン非退化ならば，Γ+(f)の細分として得ら
れる単体扇 Σと，次の条件を満たす混合扇から構成される混合トーリック改変が f の特
異点解消類似物を与える．

任意の τ ∈ Σ(1)に対し LE(fγ(aτ )) ⊂ {ν : 〈ν, bτ 〉 = mτ}, mτ ∈ Z.

ここで f の特異点解消類似物とは，グラフが半代数的集合である固有改変 π :M −→ Cn

で，M の各点の近傍 U で次を満たす同相写像 ϕ : U → Cn でそのグラフが半代数的集合
であるようなものが取れるときをいう．X を π−1({f = 0}) \ Σ(π)の閉包とするとき，

X ∩ U は Cn の座標での単項式の零点集合の ϕによる引き戻しで表される．

4 ゼータ関数
位相空間 Y の変換 h : Y → Y に対し，ゼータ関数 ζh(t)を次で定める．

ζh(t) =
∏
i≥0

∆i(h)
(−1)i∆i(h) = det{1－ th∗ : Hi(Y )→ Hi(Y )},
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ただし Hi(Y )は閉台をもつ C係数鎖複体の i次ホモロジーを表す．これは [1]での定義
と若干異なった定義であり，[1]でのゼータ関数の逆数をとったものになっている．
A’Campo ([1]) はミルナー束のモノドロミー変換のゼータ関数に対して次の公式を示
した．

ζ(t) =
∏
m≥1

(1− tm)χ(Sm).

ただし Sm は次で定まる集合である．

Sm = {x ∈ π−1(0) : f◦π は s中心の適当な座標系 (z1, . . . , zm)で zm1 と表される．}

証明は位相的なので，混合多項式がミルナー束構造を持ち，混合トーリック改変によって
特異点解消類似物が与えられるときは，同様のゼータ関数の公式を得ることができる．

5 例
例 5.1. f = x42x2 + x21x1x

3
2 + x51x1

2x2 + x71x1
4. 下図（左）に Γ+(f) を太線で LEγ(f)

を破線で示す．下の (5.2), (5.3) に示すデータで定まる混合扇を考える．この混合扇の
データは下図（中，右）に図示されている．

(a0 a1 a2 a3 a4) =

(
1 2 1 1 0
0 3 2 4 1

)
(5.2)

(b0 b1 b2 b3 b4) =

(
1 0 −1 1 0
0 1 −1 0 1

)
(5.3)

対応する次数 ℓ = (ℓτ )τ∈Σ(1), m = (mτ )τ∈Σ(1) は次で与えられる．

ℓ = (0 15 9 11 0), m = (0 3 − 4 3 0).

ri = |ui|, ei = ui/|ui|, i = 0, 1, . . . , 4, と置くと π̃Σ,β : UΣ −→ C2 は

|x1| =r0r21r2r3, x1

|x1| =e0e
−1
2 e3,

|x2| =r31r22r43r4, x2

|x2| =e1e
−1
2 e4,
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で表される．π∗f = r151 r
9
2r

11
3 e

3
1e

−4
2 e33f̃ と書くと

f̃ = r2r
9
3r

5
4e2e

−3
3 e34 + r30r

4
3r

3
4e0e

−2
3 e34 + r70r

2
1r4e

3
0e

−2
1 e4 + r110 r

7
1r

2
2e

3
0e

−3
1 e2.

Vσ, σ ∈ Σ(2), における f の “狭変換”f ′ は次のようになる．

fγ f ′γ |Vσ

x32(x2x2 + x21x1) 1 + r30e0 on Vσ0,1 r2e2 + 1 on Vσ1,2

x21x1x2(x
2
2 + x31x1) 1 + r21e

−2
1 on Vσ1,2

r43e
−2
3 + 1 on Vσ2,3

x51x1
2(x2 + x21x1

2) 1 + r22e2 on Vσ2,3
r4e4 + 1 on Vσ3,4

ただし σi,j = 〈ai,aj〉R≥ , ベクトル ai, i = 1, 2, 3, に対応する例外集合を Ei とかくと

#(Z ∩ E1) = 1, #(Z ∩ E2) = 2, #(Z ∩ E3) = 1.

−b1 = b0 + b2, −b2 = b1 + b3, −b3 = b2 + b4 なので，特異点解消の双対グラフは次の
ようになる．

1 1 1

χ(S4) = −2 かつ χ(S3) = 0なのでゼータ関数は ζ(t) = (1− t4)−2 で与えられる．

例 5.4. f = x41x1
2 + x21x2 + x21x3 + x32 + x33. 次で定まる単体扇 Σ を考える．

Σ(1) ={a1,a2, . . . ,a5}, (ai)i=1,...,5 =

1 0 0 1 1
0 1 0 1 4
0 0 1 1 4

 ,

Σ(3) ={σ1,2,4, σ1,3,4, σ2,4,5, σ3,4,5,, σ2,3,5}.

ただし σi,j,k = 〈ai,aj ,ak〉R≥ .

x1x2

x3

Γ+(f) Σ

x1
x2

x3
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次のデータで決まる混合扇 (Σ, β)をとり，混合トーリック改変を構成する．

(bi)i=1,...,5 =

1 0 0 1 −1
0 1 0 1 0
0 0 1 1 0

 .

f の “狭変換”の零点集合を Z で表し，ベクトル ai に対応する例外集合と Z との共通部
分を Zi で表す．

3b1 + 2b2 + 2b3 + b5 = 2b4, −b2 − b3 + b4 = −b5,

なので，Z 内での交点数を計算すると Z4 · Z4 = −2かつ Z5 · Z5 = 1 がわかる．Z 内の
例外集合の双対グラフは次のようになる．

−2 1

Z4 Z5
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カンドルホモロジーに反映される
結び目補空間の構造について

井上 歩 (津田塾大学)∗

1 はじめに
カンドルは結び目理論と非常に相性が良い代数系である．これまで講演者は，カンドル
およびそのホモロジーと結び目が備える幾何との関係性に興味を抱き，研究を進めて
きた．本講演では，特に「カンドルホモロジー」と「結び目補空間」をキーワードとして，
今までに得られた成果を抜粋して簡単に紹介したい．なお一部の成果は，北見工業大学の
蒲谷祐一氏との共同研究により得られたものである．

2 準備
まず最初に，カンドルについて基本事項を確認しておく．詳細については，例えば [6]

を参照されたい．なお本講演では，すべての結び目は 3次元球面 S3 内にあり，向き付け
られているものとする．
カンドルとは，集合 X とその上に定義された二項演算 ∗ : X ×X → X の組であり，
次の公理を満たすものである．

(Q1) 任意の a ∈ X に対して，a ∗ a = a．
(Q2) 任意の a ∈ X に対して，写像 ∗ a : X → X (• 7→ • ∗ a) は全単射．
(Q3) 任意の a, b, c ∈ X に対して，(a ∗ b) ∗ c = (a ∗ c) ∗ (b ∗ c)．

カンドルに対しても，適切に準同型などが定義される．カンドル X に対し，次の表示で
与えられる群 GX を，X の付随群と呼ぶ．

GX = 〈X | {(a ∗ b)−1b−1ab | a, b ∈ X}〉.

今後のため，カンドル X の要素は付随群 GX の生成元でもあることを強調しておく．
X をカンドルとし，D を結び目の図式とする．D の各弧に対して，X の要素を割り
当てることを考える．この割り当ては，D の各交点において図 1 左の条件を満たすとき，
D の X 彩色と呼ばれる．ここで図中 a, b, a ∗ b は，対応する弧に割り当てられた X の
要素を表している．D には X 彩色が施されているとし，Y を付随群 GX が右から作用
する集合とする．D の各領域に対して，さらに Y の要素を割り当てることを考える．
この割り当ては，D の各弧の周辺において図 1 右の条件を満たすとき，D の Y 彩色と

∗〒187–0025 東京都小平市津田町 2–1–1 津田塾大学学芸学部数学科
e-mail: ayminoue@tsuda.ac.jp

本研究は科学研究費補助金（課題番号：25K07014）の助成を受けたものである．
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呼ばれる．ここで図中 r, ra は，対応する領域に割り当てられた Y の要素を表す．特に
X 彩色と Y 彩色の組を，D の (X,Y ) 彩色という．詳細は割愛するが，同値な結び目を
表す図式の (X,Y ) 彩色全体の集合の間には，自然な全単射が存在する．よって，D の
(X,Y ) 彩色の総数は，結び目に不変量を与える（これを (X,Y ) 彩色数という）．以降，
(X,Y ) 彩色によって弧（および領域）に割り当てられた X（および Y）の要素を，その
弧（および領域）の色と呼ぶ．

図 1 X 彩色の条件（左）と Y 彩色の条件（右）

カンドル X と付随群 GX が右から作用する集合 Y の組に対しては，次のようにして
ホモロジーが定義される．正の整数 n に対して，CR

n (X)Y を Y × Xn が生成する
自由 Z 加群とする．また，CR

0 (X)Y を Y が生成する自由 Z 加群とする．このとき，写像
∂n : CR

n (X)Y → CR
n−1(X)Y を

∂n(r; a1, a2, . . . , an) =
n∑

i=1

(−1)i(r; a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an)

−
n∑

i=1

(−1)i(rai; a1 ∗ ai, . . . , ai−1 ∗ ai, ai+1, . . . , an)

と定めると，(CR
n (X)Y , ∂n) は鎖複体となる．図 2 に示すように，CR

n (X)Y の生成元は
適切に向き付け・ラベル付けられた n 次元立方体と同一視できる．この意味において，
∂n はその境界を読み取る写像に他ならない．さらに，CR

n (X)Y の部分加群 CD
n (X)Y を

次のように定義する．

CD
n (X)Y =

{
spanZ{(r; a1, a2, . . . , an) ∈ Y ×Xn | ai = ai+1 for some i} (n ≥ 2),

0 (n = 0, 1).

このとき，∂n(CD
n (X)Y ) ⊂ CD

n−1(X)Y が成り立つので，(CD
n (X)Y , ∂n) は (CR

n (X)Y , ∂n)

の部分鎖複体となる．よって，商 CQ
n (X)Y = CR

n (X)Y /C
D
n (X)Y を考えれば，鎖複体

(CQ
n (X)Y , ∂n) が得られる．この鎖複体から定まる（コ）ホモロジー群をカンドル（コ）

ホモロジー群と呼ぶ．CQ
n (X)Y の生成元は，場合によって幾つかの面が退化した，向き

付け・ラベル付けられた n次元立方体と同一視できる．
(X,Y ) 彩色が施された結び目図式 D の（D が描かれている 2次元球面 S2 上での）
双対グラフを考えると，その各領域は D の交点を丁度ひとつ含む四角形である．そこで
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図 2 CR
n (X)Y の生成元の図式的な理解

図 3の要領で，交わる D の弧の向き（が定める法ベクトル）と色から四角形の辺に向きと
ラベルを，交わる D の領域の色から四角形の頂点にラベルを与えることで，D の各交点
に対して CQ

2 (X)Y の要素を定めることができる．構成より，D のすべての交点について
これらの要素を足し合わせたものは，2次元サイクルとなる．詳細は割愛するが，前述の
自然な全単射で対応する同値な結び目を表す図式の (X,Y ) 彩色が定める 2次元サイクル
は互いにホモローグである．よって，2 次元コサイクルをひとつ選び，D のすべての
(X,Y ) 彩色についてそれらが定める 2次元サイクルをこの 2次元コサイクルで評価した
値を集めて得られる多重集合は，また結び目に不変量を与える（これをカンドルコサイクル
不変量という）．

図 3 (X,Y ) 彩色が施された結び目図式の交点に対応する CQ
2 (X)Y の要素

3 カンドルホモロジーと結び目補空間の理想四面体分割
本節では，カンドルホモロジーと結び目補空間の理想四面体分割との関係を紹介する．
本節の内容は，北見工業大学の蒲谷祐一氏との共同研究 [4]によって得られたものである．
まず，カンドル X に対して，新たなホモロジーを導入する．非負整数 n に対して，

B∆
n (X) を Xn+1 が生成する自由 Z 加群とする．写像 ∂n : B∆

n (X)→ B∆
n−1(X) を

∂n(a0, a1, . . . , an) =
n∑

i=0

(−1)i(a0, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an)

と定めると，(B∆
n (X), ∂n) は非輪状な鎖複体になる．B∆

n (X) の生成元は，頂点に X の
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要素が割り当てられた n次元単体と同一視できる．この意味において，∂n はその境界を
読み取る写像に他ならない．B∆

n (X) には次のように付随群 GX が右から作用するので，
この作用による B∆

n (X) の商を C∆
n (X) とする．

(a0, a1, . . . , an) a = (a0 ∗ a, a1 ∗ a, . . . , an ∗ a) (a ∈ X).

鎖複体 (C∆
n (X), ∂n)から定まる（コ）ホモロジー群を，単体的カンドル（コ）ホモロジー群

と呼ぶ．
X には次のように付随群 GX が右から作用するから，鎖複体 (CQ

n (X)X , ∂n) を考える
ことができる．

ab = a ∗ b (a, b ∈ X).

この鎖複体について，次の主張が成立する．

定理 3.1 ([4]). 具体的な鎖写像 φn : CQ
n (X)X → C∆

n+1(X) が構成できる．

一般の場合は割愛するが，n = 2 の場合，この鎖写像は任意の p ∈ X に対して次の式
で与えられる．

φ2(r; a, b) = + (p, r, a, b)− (p, r ∗ a, a, b)− (p, r ∗ b, a ∗ b, b) + (p, (r ∗ a) ∗ b, a ∗ b, b).

鎖写像 φ2 を図式的に表すと，図 4 のようになる．ここで図中，同じパターンおよび（黒
以外の）同じ色で塗られた面および辺は，それぞれ貼り合わすことができる．よって，
(X,X) 彩色された結び目 K の図式の各交点に対応する CQ

2 (X)X の要素の φ2 による像
は，図 5 右のように「S3 \K の『各交点に対応する部分』を 4つの理想四面体によって
分割したものに『彩色から定まる情報』を付与したもの」と理解することができる．これら
4つの理想四面体は交点の隣接関係に従って適切に貼り合うから，(X,X) 彩色が定める
2次元サイクルの φ2 による像は「S3 \K の理想四面体分割に『彩色から定まる情報』を
付与したもの」と理解できる．詳細は割愛するが，蒲谷氏と講演者は，この枠組みを用いて
次を示している．

図 4 鎖写像 φ2 の図式的な理解

43



図 5 各交点に対応する 4つの理想四面体

定理 3.2 ([4]). PSL(2,C) の放物的元全体がなすカンドル P には，次の性質を満たす，
具体的な 2次元コサイクル cvolが定まる．K を結び目とし，G(K)をその補空間の基本群
とする．このとき，G(K)の放物的な PSL(2,C)表現に対応する K の図式の (P ,P)彩色
を考えると，この彩色が定める 2次元サイクルを cvol で評価することによって，表現の
複素体積が組み合わせ的に計算できる．

4 カンドルホモロジーとザイフェルト曲面の理想三角形分割
本節では，カンドルホモロジーと（境界を含まない）ザイフェルト曲面の理想三角形分割
との関係を紹介する．そのためにまず，群対のホモロジーを紹介する（群対に対しては
大別して 2種類のホモロジーが定義されるが，本講演では Adamson/Hochschild の流儀
[1, 3] に従う）．
Gを群として，H をその部分群とする．非負整数 nに対して，Bn(G/H)を (G/H)n+1

が生成する自由 Z 加群とする．このとき，写像 ∂n : Bn(G/H)→ Bn−1(G/H) を

∂n(g0H, g1H, . . . , gnH) =
n∑

i=0

(−1)i(g0H, . . . , gi−1H, gi+1H, . . . , gnH)

と定めると，(Bn(G/H), ∂n) は非輪状な鎖複体になる．Bn(G/H) の生成元は，頂点に
G/H の要素が割り当てられた n次元単体と同一視できる．この意味において，∂n はその
境界を読み取る写像に他ならない．Bn(G/H)には次のように Gが左から作用するので，
この作用による Bn(G/H) の商を Cn(G/H) とする．

g (g0H, g1H, . . . , gnH) = (gg0H, gg1H, . . . , ggnH) (g ∈ G).

鎖複体 (Cn(G/H), ∂n) から定まる（コ）ホモロジー群を，群対の（コ）ホモロジー群と
呼ぶ．
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再び G を群として，H をその部分群とする．さらに ρ を G の自己同型写像で，条件
ρ|H = idH を満たすものとする．このとき，右剰余集合 H \G は，次の二項演算により
カンドルとなる．

Ha ∗Hb = Hρ(ab−1)b.

慣例に従って，このカンドルを (G,H, ρ) と表すことにする．また，ρ(ab−1)b を a ∗ b と
略記する（このとき Ha ∗Hb = Ha ∗ b である）．
任意のカンドル X の付随群 GX は，無限巡回群 Z に対して，次のように右から作用
する．

ra = r + 1 (r ∈ Z, a ∈ X).

よって，鎖複体 (CQ
n (X)Z, ∂n) を考えることができる．特に X = (G,H, ρ) であるとき

は，次の主張が成立する．

定理 4.1. 具体的な鎖写像 ψn : CQ
n (X)Z → Cn(G/H) が構成できる．

一般の場合は割愛するが，n = 2 の場合，この鎖写像は次の式で与えられる．
ψ2(r;Ha,Hb) =

− (H, (ρ−r(a))−1H, (ρ−r(b))−1H) + (H, (ρ−(r+1)(a ∗ b))−1H, (ρ−(r+1)(b))−1H).

鎖写像 ψ2 を図式的に表すと，図 6 のようになる．ここで図中，赤い辺は貼り合わす
ことができる．よって，(X,Z) 彩色された結び目 K の図式 D の各交点に対応する
CQ

2 (X)Z の要素の ψ2 による像は，図 7 右のように「図式 D から定まる K の標準的
ザイフェルト曲面 S の『各交点に対応する部分』を 2つの理想三角形によって分割した
ものに『彩色から定まる情報』を付与したもの」と理解することができる．これら 2つの
理想三角形は交点の隣接関係に従って適切に貼り合うから，(X,Z) 彩色が定める 2次元
サイクルの ψ2 による像は「S の理想三角形分割に『彩色から定まる情報』を付与した
もの」と理解できる．

図 6 鎖写像 ψ2 の図式的な理解

詳細は割愛するが，K の（標準的とは限らない）任意のザイフェルト曲面 S に対して
も適切に K の図式 D を選べば，D の (X,Z) 彩色から S の理想三角形分割を得ること
ができる．この仕組みを活用すれば K の種数やファイバー性を議論できるのではないか
と考え，目下，研究を進めている．
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図 7 各交点に対応する 2つの理想三角形（状況を理解しやすいように，括弧内には，
赤い辺および理想頂点に幅を与えたものも描いておいた）

5 おわりに
ここまでカンドルホモロジーと結び目補空間の構造との関係性に着目してきたが，
定理 3.1, 4.1 で与えた鎖写像は，具体的なカンドルにコサイクルを与えるためにも利用
できる．最後に，簡単ではあるが，そのような成果を紹介する．
北見工業大学の蒲谷祐一氏は，定理 3.1 を活用して，ある条件を満たすカンドル X に
対して鎖複体 (CQ

n (X)X , ∂n) から群の鎖複体への（次元をひとつ上げる）鎖写像を構成
した [5]．（特に n = 2 の場合，この鎖写像による (X,X) 彩色が定める 2次元サイクルの
像は「結び目を分岐集合とする S3 の巡回分岐被覆空間の四面体分割に『彩色から定まる
情報』を付与したもの」と理解できる．）この鎖写像によって引き戻すことにより，群の
コサイクルからカンドルのコサイクルを構成することができる．特に「望月 3コサイクル
[2, 7]」という業界では有名な 3次元コサイクルも，この方法により群のコサイクルから
再構成できることを蒲谷氏は示している．
東京科学大学の野坂武史氏は，蒲谷氏とは別の方法で定理 3.1 を応用して，ある条件を
満たすカンドル X に対して鎖複体 (CQ

n (X){1 pt.}, ∂n) から群の鎖複体への（次元を保つ）
鎖写像を構成した [9]．この鎖写像によって引き戻すことにより，やはり群のコサイクル
からカンドルのコサイクルを構成することができる．例えば，京都大学数理解析研究所の
望月拓郎氏があるカンドルの族に対して与えた全てのコサイクル [8]（望月 3コサイクル
はそのひとつ）も，この方法により群のコサイクルから再構成できることを野坂氏は示して
いる．
講演者も，定理 4.1 を活用して，結び目の研究に有益と思われるカンドルのコサイクル
を幾つか構成している．しかし，その紹介は別の機会に譲りたい．
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4次元多様体のシャドウと不変量

直江 央寛 (東京科学大学)∗

序章
シャドウとは, 4次元多様体に埋め込まれた 2次元の多面体で然るべき条件を満たすも
のであり, 3次元および 4次元多様体の組み合わせ的な表示を与える. シャドウは 3次元
多様体や絡み目の量子不変量の研究を目的として Turaev により導入されたが [33, 34],

後に Costantino により量子トポロジー以外の分野へのいくつかの応用が提案された
[5, 9, 10]. 特に, [6] において Costantino はシャドウを用いてシャドウ複雑度と呼ばれる
3次元多様体および 4次元多様体の不変量を定義した. これはシャドウの持つ特別な頂点
(真頂点という) の個数の最小値として定義される非負整数値の不変量であり, 4次元の場
合には本質的に多様体の微分構造に依存する量であることが知られている [19]. 本稿で
は, この 4次元多様体のシャドウ複雑度に焦点を当て,

• シャドウ複雑度を用いた 4次元多様体の分類問題
• シャドウ複雑度と 4次元多様体の他の不変量との比較

という 2つの問題について, 筆者の結果を中心に解説する.

1 準備
すべての多様体はコンパクト, 連結, 滑らか, 向き付けられているものとする. また, ∼=

で微分同相を表すこととする. 単体分割可能な位相空間対 A ⊂ B に対して, A の B に
おける正則近傍を Nbd(A;B) と表記する. 閉 n次元多様体 W と整数 k に対し, kW と
いう記号によって, k > 0 のとき W の k 個のコピーの連結和, k = 0 のとき n 次元球面
Sn, k < 0 のとき W の向きを反転させた多様体の |k| 個のコピーの連結和を表すものと
する. M が境界付き n次元多様体の場合も, kM を境界連結和を表す記法として同様に
解釈する. ただし, k = 0 のときは n 次元球体 Bn を表すものとする.

1.1 単純多面体
ここではまず単純多面体とシャドウに関して概説する. X を連結, コンパクトな位相空
間とする. 各点 x ∈ X の正則近傍 Nbd(x;X) が図 1 の (i)-(iv) のいずれかと同相である
とき, X を単純多面体 (simple polyhedron)という. (iii)型の点を真頂点 (true vertex)と
いう. (ii)型および (iii)型の点全体の集合を X の特異集合 (singular set) といい, S(X)

(i) (ii) (iii) (iv)

図 1 単純多面体の局所モデル.
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本研究は科研費 (課題番号:20K14316、25K17248) の助成を受けたものである。

48



で表す. この特異集合 S(X) は円周または 4価グラフらの非交和である. S(X) から真頂
点を除いた集合の各連結成分を三重線 (triple line) といい, X \ S(X) の各連結成分を領
域 (region) という. 直ちに分かるように, 各領域はあるコンパクトな曲面からいくつか
の点 (0 個も許す) を除いたものと同相である. 領域すべてが開円板であるような単純多
面体は特殊 (special) であるといい, 特にこのとき X を特殊多面体 (special polyhedron)

という. (iv)型の点全体の集合を X の境界 (boundary) といい, ∂X と書く. 境界が空で
ある場合は, X は閉 (closed) であるという.

例 1.1. (1) 任意のコンパクトな曲面は, それ自身が唯 1つの領域であるような単純多
面体である.

(2) 2次元円板 D, D′ に対し, はめ込み i : ∂D′ → IntD を考える. ただし, 多重点は
横断的な二重点のみであるとする. このとき, D ∪i D

′ は単純多面体である. この
境界は ∂D, 特異集合は i(∂D′), 真頂点は i の二重点である.

1.2 4次元多様体のシャドウ
定義 1.2. M を境界付き 4次元多様体とする. M に局所平坦 *1かつ X ∩ ∂M = ∂X を
満たすよう埋め込まれた単純多面体 X が存在し, M が X に縮約する *2とき, X を M

のシャドウ (shadow) という.

例 1.3. (1) コンパクトな曲面を底空間とする円板束に対し, その切断は全空間である
境界付き 4次元多様体のシャドウと見なせる.

(2) 4次元球体の境界内の結び目 K に沿った 2-ハンドルの接着により得られる境界付
き 4 次元多様体 M を考える. K の 2次元円板 D への正則射影に対し, 例 1.1 (2)

の方法で得られる単純多面体は M のシャドウとして M に埋め込める.

(3) 任意の 4次元 2-ハンドル体 *3はシャドウを許容する.

序章で述べたように, シャドウは量子不変量の研究を目的として Turaev により導入さ
れた [33, 34]. 本稿ではシャドウを用いた量子不変量の研究について詳しく触れないが,

これらの研究については例えば [2, 3, 7, 8, 13, 30, 32] などを参照してほしい.

4次元多様体に埋め込まれた閉曲面は, その法束の Eular 数によって埋め込みの情報が
記述される. 一般のシャドウの埋め込みを記述するために, この考えを拡張したグリーム
(gleam) と呼ばれる概念がある. 具体的には, 各領域に対する半整数の割り振りとして与
えられる. 詳しくは [34, 4] を参照のこと. グリームを備えた単純多面体 (X, gl) をグリー
ム付き多面体 (shadowed polyhedron) という. 混乱がない場合は (X, gl) は単に X と表
記する.

定理 1.4 (Turaev [34]). グリーム付き多面体 X に対し, X をシャドウとするような境界
付き 4次元多様体を微分同相による違いを除き唯 1 つ指定する写像が存在する.

この定理において, グリーム付き多面体から境界付き 4次元多様体への対応を Turaev

の再構成 (Turaev reconstruction) という. グリーム付き多面体 X に対して Turaev の

*1 各 x ∈ X に対し, 滑らかに埋め込まれた 3 次元球体 B ⊂ M が存在し, Nbd(x;X) ⊂ B であるとき, X

は M 内で局所平坦 (locally-flat) であるという.
*2縮約 (collapse) とは, 本来単体的複体に対する用語である. ここでは, M の微分構造に対応する三角形分割
の縮約を考えている.

*3指数が高々 k までのハンドルらへの分解を持つ境界付き n次元多様体を n次元 k-ハンドル体という.
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再構成によって得られる境界付き 4次元多様体を MX と表記する. これも, 本来であれば
M(X,gl) と表記すべきであるが, 混乱がない場合はしばしば略す.

例 1.5. 閉曲面X にグリームとして整数 n を備え, グリーム付き多面体としたとき, 対応
する境界付き 4次元多様体 MX は, X 上の円板束で Euler 数が n であるものである.

グリーム付き多面体 X に対して, ある k ∈ Z≥0 が存在し MX の境界の 3次元多様体
が k(S1 × S2) と同相であったとき, k(S1 × B3) を MX の境界に沿って接着することで
閉 4次元多様体W が得られる. このとき, X は W のシャドウと呼ばれる. グリームを
用いずに述べれば, 次のような定義になる.

定義 1.6. 閉 4 次元多様体 W に局所平坦に埋め込まれた単純多面体 X に対し, ある
k ∈ Z≥0 が存在し, W \ IntNbd(X;W ) が k(S1×B3) と微分同相であったとき, X を W

のシャドウ (shadow) という.

定理 1.7 (Turaev [34]). 任意の閉 4次元多様体はシャドウを許容する.

閉 4次元多様体 W とそのシャドウ X があったとき, その埋め込みから X のグリーム
glも定まる. Turaev の再構成と Laudenbach, Poénaru の結果 [17]により, グリーム付
き多面体は閉 4次元多様体の表示として機能する.

2 4次元多様体のシャドウ複雑度
定義 2.1. X は単純多面体, W はシャドウを許容する 4次元多様体とする.

(1) X が有する真頂点の個数を c(X) と書き, X の複雑度 (complexity) という.

(2) W のシャドウ複雑度 sc(W ) (shadow-complexity) を W のすべてのシャドウの複
雑度の最小値として定義する.

(3) W の特殊シャドウ複雑度 scsp(W ) (special shadow-complexity) を W のすべて
の特殊シャドウの複雑度の最小値として定義する.

定理 1.7により, シャドウ複雑度と特殊シャドウ複雑度は閉 4次元多様体の非負整数値
の不変量である. また, 定義より任意の閉 4次元多様体 W に対して sc(W ) ≤ scsp(W ) と
いう関係が成り立つ. これらの概念は Costantino により導入された [6].

2.1 特殊シャドウ複雑度に関する分類
定理 2.2 (Costantino [6]). W を閉 4次元多様体とする.

(1) scsp(W ) = 0 であることの必要十分条件は, W が S4, ±CP2, S2 × S2, ±2CP2 ま
たは CP2#CP2 のいずれかと微分同相であることである.

(2) scsp(W ) = 1 であるようなW は存在しない.

この定理の証明の概要は以下の通りである. X を c(X) = 0 (または c(X) = 1) の特殊
多面体として, その上の任意のグリームを考え MX を構成する. このとき, ある k ≥ 0 が
存在し MX の境界 ∂MX が k(S1 × S2) と微分同相であれば, 3-, 4-ハンドルの接着によ
り閉 4次元多様体が得られる. この方法で得られる閉 4次元多様体らを分類すれば十分で
ある. しかし実際には, ∂MX が k(S1 × S2) と微分同相になるという条件は非常に大きな
制約であり, この条件の特定が証明の主要部となる.

特殊シャドウ複雑度が 2 以上の場合については, 次の結果がある.
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L0
1 L0

2 L0
3 L0

4 L0
5 L0

6

図 2 S1 × S2 ⊂ S1 × S3 内の絡み目 L0
1, . . . , L

0
6.

定理 2.3 (直江 [26]). 任意の正整数 k に対し, scsp(k(S1 × S3)) = k + 1.

この事実と定理 2.2 と合わせて, scsp は 1を除く 0 以上の整数全体への全射であるこ
とが分かる. なお, 本稿執筆時点で, 特殊シャドウ複雑度が 2である閉 4次元多様体はす
べて決定されていない. また, 特殊シャドウ複雑度が 3以上の場合で, その値が具体的に
決定されている 4次元多様体は定理 2.3の他に知られていない.

Martelli は境界付き 4次元多様体 k(S1 × B3)の境界の絡み目を固定した際, その絡み
目に沿って (適切な枠で) 2-ハンドルを接着し, さらに 3-, 4-ハンドルを接着し得られるよ
うな閉 4次元多様体は微分同相による違いを除き高々有限個であることを示した [18]. こ
の結果から直ちに次が従う.

定理 2.4 (Costantino [6]). 任意の非負整数 nに対し, scsp(W ) ≤ n となる閉 4次元多様
体 W は微分同相による違いを除き高々有限個である.

なお, シャドウ複雑度 sc については定理 2.4 のような有限性は成り立たない.

2.2 シャドウ複雑度 0の閉 4次元多様体
ここでは, Martelli [19] のシャドウ複雑度 0の閉 4次元多様体に関する結果を紹介する.

境界が S1×S2 の非交和であるような境界付き 4次元多様体をブロックという. ブロッ
クの集合 S に対し, S に属するブロックらのコピーを境界同士で貼り合わせて得られる
閉 4次元多様体を S で生成されるグラフ多様体という.

各 i ∈ {1, . . . , 6} に対し, L0
i を図 2 に示す S1 × S2 ⊂ S1 × S3 内の絡み目とし,

M0
i := (S1 × S3) \ ν(L0

i ) とおく. さらに,

S0 = {S2 ×D2, S2 × P, M0
1 , . . . ,M

0
6}

とする. ただし, P はパンツ (S2 から開円板を 3つ取り除いて得られる曲面) である.

定理 2.5 (Martelli [19]). W を閉 4 次元多様体とする. このとき, sc(W ) = 0 である
ことの必要十分条件は, S0 で生成されるあるグラフ多様体 W ′ とある整数 k が存在し
W ∼= W ′#kCP2 であることである.

さらに, Martelli は sc(W ) = 0 かつ基本群が有限であるような閉 4次元多様体 W も
すべて決定しており, 特に単連結の場合は S2 × S2, CP2, CP2 らの任意有限個のコピー
の連結和と微分同相であることを示している. なお, CP2#kCP2 と同相だが微分同相で
ないような 4次元多様体の存在はよく知られており (例えば, ごく一部だが [1, 29, 31]),

そういった多様体らはすべてシャドウ複雑度が 1以上ということになる. このことから,

シャドウ複雑度は本質的に 4次元多様体の微分構造に依存した量であることが分かる.

2.3 (連結) シャドウ複雑度 1の閉 4次元多様体
次に考えるべきは sc(W ) = 1 であるような閉 4次元多様体の分類である. Martelli の
定理 2.5 の類似として安直に次が期待できるであろう.
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予想 2.6. W を閉 4次元多様体とする. このとき, sc(W ) ≤ 1 であることの必要十分条件
は, S0 を含むあるブロックの集合 S で生成されるあるグラフ多様体 W ′ とある整数 k が
存在し W ∼= W ′#kCP2 であることである.

これを証明しようとすると, いくつかの技術的な難しさに気付く. その 1 つが連結
和に関する問題である. S0 により生成されるグラフ多様体全体の集合は, 実は連結和
で閉じている. 一方, シャドウ複雑度は連結和に関して劣加法的に振る舞う. つまり,

sc(W ) = sc(W ′) = 1 なる (S で生成される) グラフ多様体 W, W ′ に対し, W#W ′ もま
た (S で生成される) グラフ多様体だが sc(W#W ′) = 2 となるが可能性がある. この問
題を回避するために, [15] において次が導入された.

定義 2.7. X は単純多面体, W はシャドウを許容する 4次元多様体とする.

(1) X の特異集合の各連結成分に含まれる真頂点の個数の最大値を c∗(X) と書き, X

の連結複雑度 (connnected complexity) という.

(2) W の連結シャドウ複雑度 sc∗(W ) (connnected shadow-complexity) を W のすべ
てのシャドウの連結複雑度の最小値として定義する.

定義から 0 ≤ sc∗(W ) ≤ sc(W ) が直ぐに分かる. また, sc∗(W ) = 0 と sc(W ) = 0 は同
値である. さらに,閉 4次元多様体W, W ′に対し, sc∗(W#W ′) ≤ max{sc∗(W ), sc∗(W ′)}
が成り立ち, グラフ多様体を扱う上で都合が良い.

sc∗(W ) ≤ sc(W ) であることから, sc∗ は sc より粗い不変量になっているが, 次の定理
により, sc∗ は確かに “複雑さ”を測る指標であると言える.

定理 2.8 (古宇田-Martelli-直江 [15]). 任意の整数 n に対し, sc∗(W ) ≥ n を満たす閉 4

次元多様体 W が存在する.

この定理の証明には, 任意の有限表示群が 4次元多様体の基本群として実現できること
と, Freedman による群の幅 [11]という概念が用いられている.

今一度, 定理 2.5 を思い出す. この定理に現れる S0 の各ブロックは, 実は c(X) = 0 で
あるような単純多面体 X を分解して得られる “多面体の基本パーツ”らに由来している.

そこで, 唯 1 つの真頂点を持つ特異集合の近傍に対応する “多面体の基本パーツ”を考え
ると, さらに 11種類追加で現れる. これらに対応するブロック M1

1 , . . . ,M
1
11 は, それぞ

れ図 3に示される 2(S1 × S2) ⊂ 2(S1 × S3) 内の絡み目 L1
i (i ∈ {1, . . . , 11}) の管状近傍

の補空間 M1
i = 2(S1 × S3) \ ν(L1

i ) として定まる. ここで,

S1 = S0 ⊔ {M1
1 , . . . ,M

1
11, (RP

3 × S1) \ ν(RP1 × {pt.})}

とする.

定理 2.9 (古宇田-Martelli-直江 [15]). W を閉 4次元多様体とする. このとき, sc∗(W ) ≤ 1

であることの必要十分条件は, S1 で生成されるあるグラフ多様体 W ′ とある整数 k が存
在し W ∼= W ′#kCP2 であることである.

S1 で生成されるグラフ多様体は, ほとんど 2-ハンドル体のダブルであるが, RP3 × S1

は実はそうではない (このことから, 実は sc∗(RP3 × S1) = sc(RP3 × S1) = 1 であ
ることも分かる). S1 は, S0 のブロック, 多面体に由来する 11 個のブロックの他に
(RP3 × S1) \ ν(RP1 × {pt.}) という例外的なブロックが必要であり, これを見つける点
に定理 2.9 の難しさがある. また, 4次元多様体のブロックへの分解を見つけるため, 論文
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図 3 (S1 × S2)#(S1 × S2) ⊂ (S1 × S3)#(S1 × S3) 内の絡み目 L1
1, . . . , L

1
11.

では 11 種類の絡み目 L1
1, . . . , L

1
11 の例外的手術 *4 の分類を行っている. この定理をさら

に sc∗(W ) ≤ 2 の場合に拡張しようと考えた場合, 同様に絡み目の例外的手術の分類が必
要となるが, 追加で考えるべき絡み目は 170 種類 *5 に上る. ちなみに, S1 で生成される
グラフ多様体には, 例えば次のような閉 4次元多様体は現れない;

• 交差形式がmE8 ⊕ n
[
0 1
1 0

]
(m ̸= 0) であるもの;

• 符号数が 0で, ダブルでないもの;

• 非球面的 (aspherical) であるもの.

したがって, 例えば K3 曲面, 4次元トーラス T 4, 双曲 4次元多様体などの (連結) シャド
ウ複雑度は少なくとも 2以上であり, これらを決定することは興味深い問題として残され
ている.

3 シャドウ複雑度と他の不変量との比較
この章の初めに, まず 3 次元多様体のシャドウ複雑度に関して簡単に紹介しておきた
い. 閉 3次元多様体 N に対し, ∂M ∼= N となるような境界付き 4 次元多様体 M がシャ
ドウ X を許容するとき, この X を N のシャドウという. この定義のもと, 3次元多様
体に対しても同様にシャドウ複雑度が定義される. Costantino と Thurston は 3次元多
様体のシャドウ複雑度が双曲構造や安定写像と密接な関係を持つことを見出し [10] , こ
れによりシャドウ複雑度の幾何的な解釈が進んだ (石川, 古宇田 [14] も参照してほしい).

具体的には, ある正の定数 C,C ′ が存在し, 任意の 3次元多様体 N に対し,

C∥N∥ ≤ sc(N) ≤ C ′∥N∥2

が成り立つことが示された. ここで, ∥N∥ は N の単体的体積である. このことから, 3次
元多様体 N のシャドウ複雑度が 0であることと N がグラフ多様体であることが同値で
あることも分かる. また, これらの事実を用いて, 境界付き 4次元多様体のシャドウ複雑
度の評価も行われている [24, 25].

さて, 本章の主題はシャドウ複雑度と 4次元多様体の他の不変量との関係についてであ

*4Costantino-Thurston [10] の結果により, これらの絡み目は 2(S1 × S2)内の絡み目として双曲的である.
*5 [16] で真頂点の個数が 2の特殊多面体がすべてリストアップされている. それらがちょうど 170個ある.
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図 4 安定化に用いる S4 の種数 1のトライセクション図式.

る. 筆者の知る限り, このような観点での研究は [27] に先立つものは見当たらない. ここ
では, 直江-小川 [27] により得られた, 4次元多様体のシャドウ複雑度とトライセクション
種数の関係について解説する.

3.1 トライセクション
定義 3.1. W を閉 4次元多様体とする. ある整数 g, k1, k2, k3 ∈ Z≥0 に対し, 次を満たす
ような W の分解 W1 ∪W2 ∪W3 が存在したとする;

• 各 i ∈ {1, 2, 3} に対し, Wi
∼= ki(S

1 ×B3);

• 各 i, j ∈ {1, 2, 3} に対し, i ̸= j ならば Wi ∩Wj
∼= g(S1 ×B2);

• W1 ∩W2 ∩W3
∼= g(S1 × S1) (すなわち, 種数 g の有向閉曲面).

このような分解 T を W のトライセクション (trisection) という. また, 曲面 Σ =

W1 ∩W2 ∩W3 を中心曲面 (central surface) といい, その種数 g(T ) = g を T の種数
(genus) という.

トライセクションは Gay と Kirby によって導入された. 彼らは, 4次元多様体 W から
R2 へのある種の可微分写像の特異点の変形を介し, 次の定理を示している.

定理 3.2 (Gay, Kirby [12]). 任意の閉 4次元多様体はトライセクションを許容する.

次に, トライセクション図式を紹介する. 中心曲面 Σ は, ∂(W1 ∩W2) = ∂(W2 ∩W3) =

∂(W3 ∩W1) とも見なせる. W1 ∩W2, W2 ∩W3, W3 ∩W1 はそれぞれ種数 g の 3次元
1-ハンドル体であるため, 各々が完備メリディアン円板系を持つ. その境界を Σ に描き込
んだものがトライセクション図式 (trisection diagram) である. トライセクション図式は
閉 4次元多様体を微分同相の違いを除き一意的に復元し, 4次元多様体の表示として機能
する.

トライセクション図式に対し, 図 4 のいずれかの図式との連結和を取るといった操作
を安定化 (stabilization) と呼ぶ. この安定化は, トライセクションの種数を 1つ増やしつ
つ, 対応する 4次元多様体の微分同相類を変えない操作になっている [12, 21]. また, 安定
化の逆操作を非安定化 (destabilization) という.

3.2 トライセクション種数
定義 3.3. 閉 4次元多様体 W のトライセクションの種数の最小値を g(W ) と書き, W の
トライセクション種数 (trisection genus) という.

g(S4) = 0, g(CP2) = g(CP2
) = g(S1 × S3) = 1 であり, g ≤ 1 の閉 4次元多様体はこ

れらに限ることは容易に分かる. g = 2 の場合は, Meier と Zupan によって分類が行わ
れ, S2 × S2 あるいは g = 1 の閉 4次元多様体 2つの連結和のみであることが証明された
[22]. g ≥ 3 の場合の分類は完了していないが, Meier によって次が予想されている.
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予想 3.4 (Maier [20]). g(W ) = 3 であるような閉 4次元多様体W は, g ≤ 2 の閉 4次元
多様体らの連結和で得られるものの他に, Lp または L′

p (p ∈ Z≥2) に限る.

ただし, Lp, L
′
p はそれぞれレンズ空間 L(p, 1) のスパン多様体, 捻れスパン多様体であ

る. p が偶数の場合は Lp ̸∼= L′
p であり, p が奇数の場合は Lp

∼= L′
p である [28].

3.3 ハンドル分解から得られるトライセクション
閉 4次元多様体W のハンドル分解からトライセクションを構成することができる. 簡
単のため, ハンドル分解は, 0-ハンドルと 4-ハンドルをちょうど 1つずつ有し, 各ハンド
ルは自身よりも指数が低いハンドルらの境界に接着されているものとする. ここで, H01

として 0-,1-ハンドルらの和集合, H2 として 2-ハンドルらの和集合, H34 として 3-,4-ハ
ンドルらの和集合を表すことにする. また, L ⊂ ∂H01 を 2-ハンドルの接着円周からなる
絡み目とし, τ を L の解消トンネル *6とする. このとき,

W1 = H01 \ IntNbd(L ∪ τ ;W ),

W2 = H2 ∪ Nbd(L ∪ τ ;W ),

W3 = H34 \ IntNbd(L ∪ τ ;W )

と定義すると, これらは W のトライセクションを与える [23]. このときの中心曲面は,

∂Nbd(L ∪ τ ; ∂H01) と同一視できる. また, 2-ハンドルの枠の情報からトライセクション
図式を具体的に描くこともできる.

3.4 加重シャドウ複雑度
単純多面体 X の複雑度 c(X) は, その真頂点の個数として定義されていた. つまり, 謂

わば c(X) とは “特異集合の複雑さ”である. 一方で, [27] では “領域の複雑さ”も考慮に
入れた加重複雑度 cr(X) が導入された.

定義 3.5. 実数 r ≥ 0 を固定する.

(1) 単純多面体 X に対し, X が閉曲面でないときは

cr(X) = c(X) +
∑
R:領域

r(1− χ(R)).

とし, X が 2次元球面 S2 に同相であるときは cr(X) = 0 として X の r-加重複雑
度 cr(X) (r-weighted complexity) を定義する.

(2) 閉 4 次元多様体 W の r-加重シャドウ複雑度 scr(W ) (r-weighted shadow-

complexity) を W のすべてのシャドウの r-加重複雑度の最小値として定義
する.

注意 3.6. (1) S2 以外の閉曲面は閉 4 次元多様体のシャドウになり得ないため, それ
らに対しては加重複雑度を定義していない.

(2) X が閉曲面でない場合, 領域 R 内に適切に弧をいくつか取ると, これに沿って R

を切り開くことで円板が得られる. このような弧の成分数はちょうど 1− χ(R) で
ある. そのような弧らの和集合を X の切断系という.

*6 閉 3次元多様体 N と, 絡み目 L ⊂ N に対し, L の解消トンネル τ とは, L に端点を置く線分らの N への
埋め込みであり, Nbd(L ∪ τ ;N) と N \ IntNbd(L ∪ τ ;N) が N の Heegaard 分解を与えるものである.

55



scr(W ) は閉 4次元多様体の不変量であり, {m+ rn | m,n ∈ Z≥0} に値を取る. この新
たな不変量と, シャドウ複雑度, 特殊シャドウ複雑度, 連結シャドウ複雑度の比較は次の
通りである.

命題 3.7 (直江-小川 [27]). W を閉 4次元多様体とし, 実数 r, r′ を 0 < r < r′ とする.

(1) sc∗(W ) ≤ sc(W ) ≤ scr(W ) ≤ scr′(W ) ≤ scsp(W ).

(2) sc(W ) = sc0(W ).

(3) r ≥ 2 のとき, scr(W ) = scsp(W ).

また, scr は定理 2.4 と同様の有限性をもつ. つまり, 任意の実数 r > 0, a ≥ 0 に対し,

scr ≤ a となる閉 4次元多様体全体は微分同相による違いを除き高々有限個である.

3.5 トライセクション種数の評価
第 3.3 節で説明した方法を応用し, シャドウからトラセクション T を構成することが
できる. まず, X を閉 4次元多様体W のシャドウ, T を S(X) の極大木とし, Γ を X の
切断系とする. これらから, W のハンドル分解が 1つ指定できる. この分解における 2-ハ
ンドルの接着円周を L2 とすると, S(X) \ T の各連結成分に対し 2 本, Γ の各連結成分
に対し 1 本のトンネルを用意することで L2 の解消トンネル τ を与えることができる. T

は S(X) の極大木であるため, S(X) \ T の連結成分数は rankπ1(S(X)) = c(X) + 1 に
等しい. 一方で, Γ の成分数は

∑
R:領域

(1− χ(R)) に等しい. 以上より, このときの解消トン

ネル τ の成分数は

2(c(X) + 1) +
∑
R:領域

(1− χ(R)) = 2 + 2

c(X) +
1

2

∑
R:領域

(1− χ(R))


= 2 + 2c1/2(X)

となる. さらに, このときのトライセクション T の種数は, 簡単な計算から τ の成分数に
1を加えたものであることが分かるため,

g(W ) ≤ 3 + 2c1/2(W )

が得られる. ここから, シャドウの領域の形状に関する場合分けを行い, トライセクショ
ンの非安定化が必ず 1度は行えることが示せる. 命題 3.11 と合わせて次が得られる.

定理 3.8 (直江-小川 [27]). 任意の実数 r ≥ 1
2
と任意の閉 4 次元多様体 W に対して,

g(W ) ≤ 2 + 2scr(W ) が成り立つ.

3.6 計算例と最良性
k を 1 以上の整数として, 以下のように単純多面体 Xk を定義する. k = 1 のときは,

X1 = S2. k ≥ 2 のとき, S2 に k− 1 個の互いに交わらない単純閉曲線の族 C1, . . . , Ck−1

をとる. ただし, S2 \ (C1 ⊔ · · · ⊔Ck−1) は 2 つの円板と k− 2 個のアニュラスに分かれる
ものとする. ここで, 各 i ∈ {1, . . . , k − 1} に対し, 円板 Di の境界が Ci に一致するよう
S2 に Di を貼り付ける. こうして得られる単純多面体 S2 ∪ (D1 ∪ · · · ∪Dk−1) を Xk とす
る. 図 5 を見よ. このとき, 簡単な計算により c1/2 = max

{
0, k−2

2

}
であることが分かる.

整数 k1, k2, k3 ≥ 0 を 2k1 + k2 + k3 = k となるよう選ぶ. このとき, 単純多面体 Xk は
k1(S

2 × S2)#k2CP2#k3CP
2 にシャドウとして埋め込むことができる. さらに, これによ

り次が成り立つ.

56



図 5 単純多面体 Xk.

(s1) (d1) (d2) (d3) (d4)

図 6 c1/2 = 0の単純多面体のエンコードグラフ.
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(a13) (a14) (a15) (a16) (a17)

(m1) (m2) (m3) (m4) (m5)

図 7 c1/2 =
1
2 の単純多面体のエンコードグラフ.

命題 3.9. sc1/2

(
k1(S

2 × S2)#k2CP2#k3CP
2
)
= max

{
0, 2k1+k2+k3−22

}
注意 3.10. (1) kCP2 のシャドウ Xk を考えれば, 0 ≤ r < 1

2
に対しても scr(kCP2) ≤

max {0, (k − 2)r} であることが分かる. 一方で, g(kCP2) = k であるため, kCP2

は k ≥ 3, 0 ≤ r < 1
2
に対して g(W ) > 2 + 2scr(W ) である. すなわち, 定理 3.8

の不等式が成り立つための r は 1
2
以上である必要がある.

(2) p = 2+2q を満たす任意の (p, q) ∈ Z≥0× 1
2
Z≥0 に対し, g(W ) = p, q = sc1/2(W )

を満たす閉 4 次元多様体 W が存在する. なお, g は 0以上の整数, sc1/2 は 0以上
の半整数すべてに値を取りうることに注意する. とくに, 命題 3.9 の多様体はすべ
てこの性質を満たす.

以上の意味で, 定理 3.8の不等式 g(W ) ≤ 2 + 2sc1/2(W ) は最良であると言える.

3.7 加重シャドウ複雑度が低い閉 4次元多様体の分類
最後に, 定理 3.8 と注意 3.10 を踏まえ, r = 1

2
の状況に着目し, 加重シャドウ複雑度に

関する閉 4次元多様体の分類問題を考える.

図 6, 図 7 にそれぞれ 1
2
-加重複雑度が 0の単純多面体, 1

2
-加重複雑度が 1

2
の単純多面

体を示した. なお, これらはエンコードグラフ *7と呼ばれる [19] で導入された方法で単純

*7 単純多面体を単純閉曲線らに沿っていくつかの基本的なピースに分解し, その各ピースに対して頂点を用意
し, 単純閉曲線で貼り合うピースに対応する頂点同士を辺で結ぶことで得られるグラフである. 各頂点はピー
スを特定させるため描き分けを行っている.
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多面体を表している. これらの単純多面体 X にグリームを任意に与え, Turaevの再構成
により境界付き 4次元多様体 MX を構成し, その境界が k(S1 × S2) となるような場合を
特定する. さらに, 4次元多様体を Kirby 図式で表し Kirby 計算を行うことで, 4次元多
様体を絞り込み次が得られた.

定理 3.11 (直江-小川 [27]). W を閉 4次元多様体とする.

(1) sc1/2(W ) = 0 であることの必要十分条件は, W が S4, ±CP2, S2 × S2, ±2CP2 ま
たは CP2#CP2 のいずれかと微分同相であることである.

(2) sc1/2(W ) = 1
2
であることの必要十分条件は,W が ±3CP2, ±2CP2#CP2

, S1×S3,

±CP2#(S1 × S3), L2, L
′
2 または L3 のいずれかと微分同相であることである.

注意 3.12. sc1/2 = 0 の閉 4次元多様体は scsp = 0 のものらと同じである (cf. 定理 2.2).
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平面被覆予想，その誕生から未来まで
根上　生也 (横浜国立大学)∗

2025年 8月 5日

概 要
平面に埋め込み可能な有限被覆を持つ連結グラフは射影平面に埋め込み可能で
あるという予想は “平面被覆予想”と呼ばれ，位相幾何学的グラフ理論における
未解決難問の１つとして認知されている。本稿では，その始まりから現在に至
るまでの概要を解説するとともに，未来に向けた展望を述べる。

1 事の始まり
1986 年のこと，私が博士の学位を取得した翌年のことだった。その学位論文 [20] で
は，論文 [19]で提唱したグラフの埋め込みの “一意性”と “忠実性”という概念とグラフの
連結性の関係について探究した。ある意味で研究が一区切りついたので，何か新しいこ
とをしたいと考えて思い至ったのが次の予想である。

平面被覆予想 (Negami [23], 1988) 連結グラフ Gが平面的な有限被覆を持てば，Gは
射影平面に埋め込み可能であろう。

文献上は予想の公開は 1988年となるが，私がこの予想に思い至ってはその 2年前で，
その証明のスキームの原型にあたるアイディアを論文 [21]の中で示している。
その当時，いわゆる “Thurstonのレクチャーノート”[42]が国内に出回っており，私は
特にその 13章に書かれていた “軌道体 (orbifold)”に興味を持った。その一方で，同じ頃
に Gross-Tucker著の “Topological Graph Theory”[8]が出版された。私はそれを入手し
てざっと目を通したが，Ringelの “Map Color Theorem”[37]の中で開発された方法を紹
介しているだけのように思えた。
後述するように，[8]ではトポロジーにおける被覆空間の概念をグラフに限定して，“ボ
ルテージ・グラフ”という組合せ的な表現を与えている。そういう表現を与えるところで
終わらずに，その表現を使って明らかになる “現象”を示すべきだと私は考えた。そうい
う思いとともに，Thurstonのレクチャーノートが教えてくれた軌道体の考え方と私が独
自に探究していたグラフの埋め込みの忠実性の概念を融合させて，次の定理を得た。

定理 1 (Negami [23]) 連結グラフ Gが平面的な有限正則被覆を持てば，Gは射影平面に
埋め込み可能である。

∗ e-mail: negami-seiya-vj@ynu.ac.jp

2020 Mathematics Subject Classification: 05C10, 57M10, 57M15

キーワード：位相幾何学的グラフ理論, 被覆グラフ, 被覆空間, 平面被覆予想
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冒頭の予想と比較すると，その違いは「正則」があるかないかだけである。つまり，上
の定理は，群作用のある被覆に限定すれば，予想が正しいことを意味している。また，被
覆が有限のものに限定されていることも重要である。なぜなら，無限被覆も許してしま
えば，どんなグラフでも平面的な被覆を持ってしまうからだ。たとえば，普遍被覆を考え
ればよい。サイクルを含むどんなグラフの普遍被覆も無限の木になり，それは平面に埋
め込み可能，つまり平面的である。しかし，射影平面に埋め込み不可能なグラフはいくら
でも存在するので，「有限」を削除してしまうと，予想は成立しない。というよりも，面
白味を欠いてしまうだろう。

2 被覆グラフの組合せ的表現
本稿で扱っているグラフの “被覆”は代数的トポロジーでいうところの被覆空間のグラ
フ版に他ならない。一般的な被覆空間は基底の空間（被覆される空間）X と局所位相同
型な位相空間 X̃ のことである。つまり，全射 p : X̃ → X があり，それを介して対応する
点どうしの適当な近傍が位相同型になっている。グラフの場合に限定すると，各点 xの
近傍の形状はその点から何本の線分が出ているかで決まってしまうので，以下のような
組合せ的な定義が可能となる。
一般に，グラフ G とは，頂点集合 V (G) と辺集合 E(G) からなる構造であり，各辺

e = uv ∈ E(G)は 2つの頂点 u, v ∈ V (G)を結ぶ線分になっている。頂点 v ∈ V (G)に
接続している辺の本数（ループの場合は 2と数える）をその頂点の次数と呼び，deg v で
表す。以下で述べる諸概念は，ループや多重辺がある場合にも整合するように定義でき
るが，記号が煩雑になるだけなので，そういうものがない単純グラフの場合に限定して記
述し，ループや多重辺のある場合には適宜解釈してもらうこととする。
このような前提のもとで，頂点 v ∈ V (G)と辺で結ばれている頂点の集合を N(v)で表
すと，|N(v)| = deg v となり，頂点 v の “近傍”の形状は deg v の値で決まる。ちなみに，
グラフ理論の用語では，N(v)を v の近傍と呼ぶ。この理解のもとで解釈すれば，以下の
組合せ的な定義がトポロジーにおける “被覆空間”と同様の概念を定義していることがわ
かるだろう。
２つの（有限）グラフ Gと G̃を考える。そのいずれも連結であるとする。つまり，そ
のグラフ内のどの２頂点の間も辺をたどっていける道があるとする。その頂点集合間の
全射 p : V (G̃)→ V (G)で，対応する頂点の近傍の間の 1対 1対応を誘導するものが存在
するとき，G̃をGの被覆グラフ，または単に被覆といい，pをその射影と呼ぶ。この射影
は辺集合間の対応も自然に誘導するので，それも併せて p : G̃→ Gと書く。（図 3参照）
特に，Gの被覆 G̃に対して群 Γの作用があり，p(u) = p(v)であることと γ(u) = v と
なる元 γ ∈ Γが存在することが同値となるとき，G̃を Gの正則被覆といい，群 Γをその
被覆変換群と呼ぶ。そのような群作用のある被覆グラフを構成する組合せ的な方法とし
て，“ボルテージ・グラフ”というものがある。

61



まず，Gの各辺に群 Γの元を割り当てる写像 σ : E(G)→ Γ（ボルテージ割り当て）を
与える。ただし，e = uv を有向辺と考えたときに，σ(vu) = σ(uv)−1 であるとする。こ
のとき，(G, σ)をボルテージ・グラフと言う。そこで，直積 V (G)× Γを頂点集合とし，
各辺 uv ∈ E(G)に対して，(u, γ)と (v, γ · σ(uv))を結ぶ辺を追加することで得られるグ
ラフ Gσ は，群 Γを被覆変換群とする Gの正則被覆になっている。
一方，群作用を前提としない n重被覆を構成するには，n次対称群 Sn を利用する。ま

ず，各辺に Sn の元を割り当てる任意の写像を ρ : E(G) → Sn とし，被覆の頂点集合と
して V (G)× {1, . . . , n}を考え，各辺 uv に対して，(u, k)と (v, ρ(k))を結ぶ辺を追加す
る。このようにして構成されたグラフ Gρ は Gの被覆グラフになっている。この場合，ρ
は置換ボルテージ割り当てと呼ばれる。
Gross-Tucker の本 [8] では，任意の被覆グラフが上のようにして構成できることを述
べているが，私にはそれはほぼ明らかな事実のように思えた。その一方で，代数的トポ
ロジーの教科書 [40]に書かれている被覆空間の理論はとても高尚なもののように感じた。
だからといって，それは平面被覆予想を解決してくれるものではない。
大事なことは，グラフの平面性はホモトピー不変ではないという事実である。代数的ト
ポロジーにおける被覆空間の理論では，位相空間の被覆空間はその基本群の部分群の共
役類と１対１に対応して存在することが示されている。しかし，1次元ベッチ数が等しい
グラフはすべてホモトピー同値である。つまり，グラフが平面的であれ，非平面的であ
れ，ループのブーケとホモトピー同値になってしまう。つまり，ホモトピーの目で見てい
るだけでは，平面被覆予想は解決できないということである。

3 埋め込みの忠実性
思い返せば，学部時代に Ringel の “Map Color Theorem”[37] と出会ったことがすべ
ての始まりだった。その本には，上で述べたボルテージ・グラフのアイディアを使って，
完全グラフ Kn（n個の頂点があり，そのすべての組が辺で結ばれているグラフ）の閉曲
面への埋め込み (辺の交差なく，グラフを閉曲面に描くこと) を構成する方法が示されて
いた。簡単にいうと，それは小さなグラフの埋め込みから，被覆グラフの考え方を使っ
て，大きなグラフの埋め込みを構成するというものだった。それを知った私は，グラフを
閉曲面に埋め込む問題を考えるようになった。
「地図色分け定理」と同様に，その当時の研究は目的のグラフを適当な閉曲面に埋め込
むことができるかどうかが議論されているものばかりだった。そこで私は，これからは
「埋め込むことができるかどうか」ではなく，「どのように埋め込めるか」と問うべきだと
考えた。たとえば，Whitney [43, 44]では，3-連結（2頂点を除去しても非連結にならな
い）平面的グラフは球面に一意的に埋め込み可能であることが示されている。
Whitneyの論文では，今日のマトロイド理論のもとになっているような議論が展開さ
れており，当時の私には少々難解に思えた。そこで，自力でその証明を試みたところ，埋
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め込みの一意性を証明するだけならそれほど難しい議論をする必要はないことがわかっ
た。さらに，その証明は埋め込みの一意性だけではなく，私が後に定義した “忠実性”の
証明にもなっていることを理解した。
グラフ Gの閉曲面 F 2 への埋め込みを Gからの連続写像として捉えて f : G → F 2 と
表すことにする。このとき，Gの任意の自己同型写像 σ : G→ Gに対して，閉曲面上の
自己同相写像 h : F 2 → F 2 が存在し，h ◦ f = f ◦ σとなるとき，f : G→ F 2 は忠実であ
るといい，Gがそのような埋め込みを持つとき，Gは F 2 に忠実に埋め込み可能であると
いう。つまり，忠実な埋め込みは，グラフ自身が持っている対称性を忠実に実現するよう
にグラフを閉曲面に埋め込んでいる。
そこで，グラフGの平面的な正則被覆 G̃を考えてみよう。まず，G̃は正則被覆なので，

G̃は被覆変換群 Γを持つ。特に G̃が 3-連結ならば，G̃は球面 S2 に忠実に埋め込み可能
なので，群 Γは S2に作用し，G̃はその作用のもとで不変になっている。これは，G̃/Γが
S2/Γとして得られる楕円的 2-軌道体の中に埋め込まれていることを意味している。
Thurstonの講義録 [42]の 13章が教えてくれたように，その楕円的 2-軌道体の基礎と
なる曲面は球面，射影平面，円板のいずれかと位相同型である。特に，球面や円板に埋め
込み可能なグラフは射影平面にも埋め込み可能なので，上述の G = G̃/Γが射影平面に埋
め込み可能であることが結論できる。これが定理 1の証明の基本的なアイディアである。
一般には G̃が 3-連結になる保証がないので，少々テクニカルな議論も必要である。

4 グラフ・マイナー
論文 [23]では，定理 1の証明を与え，平面被覆予想（「1-2-∞予想」とも言う）を提起

した後に，以下のような予想解決の道筋が示されている。
グラフ Gが平面被覆予想の反例ならば，Gは平面的有限被覆を持つが，射影平面には
埋め込み可能ではない。そのような反例グラフの中で包含関係に関して最小のものを G

とすると，G自身は射影平面には埋め込み不可能であるが，任意の辺 e ∈ E(G)を除去し
て得られるグラフ G− eは射影平面に埋め込み可能になる。
一般に，閉曲面 S に埋め込み不可能ではあるが，その任意の部分グラフが S に埋め込

み可能であるグラフを S に対する既約グラフという。たとえば，球面に対する既約グラ
フは次数 2の頂点を無視すれば，K5 とK3,3 のみであることがKuratowskiの定理とし
て知られている。それと同様に，論文 [2, 7]には射影平面に対する既約グラフはちょうど
103個存在することが示されている。
もし平面被覆予想の反例があれば，その最小反例は射影平面に対する既約グラフになっ
ている。その既約グラフのうち 3個は非連結なので，反例となる候補はその 3個を除く
ちょうど 100個のグラフの中に隠れていることになる。逆に言うと，その 100個のグラ
フが予想の反例にならないことを示せれば，予想が正しいことになる。これで問題が有
限の問題になったかに思えた。
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それからしばらくして，アメリカの数学者 Mike Fellowsからメールが届いた。といっ
ても，当時は現在のように電子メールが利用できたわけではないので，紙にタイプされた
手紙である。そして，その手紙には，Fellowsが博士論文 [5]の中で平面的被覆と類似す
る “平面的エミュレーター”（後述）を研究しており，彼の同級生の Dan Archdeacon [2]

が射影平面に対する既約グラフがそれまでに知られていた 103個になることを証明した
と書かれていた。私はこの “共時性”に驚いた。
私たちはその後も手紙のやり取りをして議論を交わした。そして，その過程でアメリカ
を中心とするグラフ理論の研究者の中で “グラフ・マイナー”という考え方が動きだして
いることを知った。その考え方に従って射影平面に対する既約グラフを分類すると，連
結なものは 32個になる。有限とはいえ 100個では途方に暮れるが，32個なら考える気
にはなれそうだ。さらに，その 32個は 11個のグループに分類され，そのグループの親
玉にあたるグラフを攻略すれば十分であることを知った。
そして，Fellows [6] はその親玉の 1 つである K3,5 が予想の反例にならないことを示
したが，Archdeacon [4]と私 [24]は独立に 8個の親玉を攻略した。そして，K4,4 − eと
K1,2,2,2 と呼ばれる親玉が残り，“恐怖の 2つ（terrible two）”と呼ばれるようになった。
ちなみに，英語圏で “terrible two”といえば手に負えない 2歳児のことだそうだ。
退治すべき親玉があと 2つだと思うと予想の解決も近いように感じられたが，私たち
の研究はここで行き詰っていた。ところが，20世紀も終わりに近づいたときにチェコ人
の Petr Hliněný [9] という新星が登場した。彼は平面的な被覆グラフのある場所に配置
した電荷を周辺に放電し，その流れを追跡するという巧妙な方法で，K4,4 − eが予想の反
例にならないことを証明した。
これで退治すべき親玉が K1,2,2,2（図 1）のみとなったが，K1,2,2,2 を除けば予想が成立
するというわけではない。あくまで，この親玉を退治すれば，それと連動して，その背後
に隠れている無限個の小物たちも自動的に次々と退治されてしまうという意味である。

図 1 K1,2,2,2

しかし，その後に Hliněnýは博士課程の指導教官である Robin Thomasとともに，そ
れを除けば予想が成立するという 16個のグラフを特定した [10, 12, 13]。もちろん，それ
らが予想の反例だと言っているわけではない。厳密には，次数 3の頂点を平面的グラフ
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で置き換えるという変形を許すので，“有限個の反例”とは言えないが，その変形は本質的
な差異を生み出さない。ここまでの経緯は [14]の中でも語られている。
グラフ理論ではグラフの局所的な変形を考えることが多い。その代表的な変形操作は
辺の除去と縮約である。前者は単に 1本の辺を取り除くことであり，後者は両端点を一
致させるまで辺を縮めていく操作である。グラフ Gから辺の除去と縮約を繰り返してグ
ラフ H が得られるとき，H は Gのマイナーであるといい，H ≤m Gと書く。このマイ
ナーの関係によりグラフ全体が半順序集合になることは明かだろう。
このマイナーという言葉を使うと，私が修士論文の中で証明した定理 [17, 18]は，3-連
結グラフ Gが車輪グラフ以外の 3-連結グラフ H をマイナーとして持つための必要十分
条件は，Gが H から辺の追加と 3-頂点分割と呼ばれる変形を繰り返して得られることで
あると述べられる。その後，この定理は “Negami’s Splitter Theorem”と呼ばれるように
なり，グラフ・マイナーの理論の先駆的な仕事として認知されている。
グラフ・マイナーの理論の中で最も重要なものは，Neil Robertsonと Paul D. Seymour

が証明した次の定理である。この定理の出典を 1つの論文としているが，それまでに公
表された膨大な量の議論の末に証明されたもので，Wagner予想として知られていた予
想を解決したものになっている。

定理 2 (グラフ・マイナー定理 [38]) マイナーを取る操作で閉じているグラフの族に対す
る極小の禁止マイナーは有限個である。

たとえば，平面的な被覆を持つグラフ全体はマイナーを取る操作で閉じた族になって
いる。したがって，平面的な被覆を持たないグラフの中でマイナー関係で極小なものは
有限個しかない。つまり，平面被覆予想はその有限個が上述した 32個と一致するかどう
かを問うている。特に，K1,2,2,2 がその有限個のうちの 1つなのかどうかを確定すること
が問題になっているのである。

5 部分的な解決
ここまでに述べたことはほぼ 20世紀中に起こったことであり，私が予想を提唱した頃
に考えていたスキームで展開された議論であった。その後に示された予想を支持する事
例を列挙しておこう。当然のことながら，予想の不成立を示唆する事例は存在しない。
以下ではグラフ G が平面的被覆 p : G̃ → G を持つと仮定する。まず，時系列に沿っ
て，その平面的被覆もしくは射影に関する条件を紹介する。その条件が満たされれば，基
底グラフ Gが射影平面的になることが証明されている。

• 群作用を伴う被覆である (Negami [23], 1988)　
これは被覆が正則の場合なので，定理 1のとおりである。特に，2重被覆は正則被
覆なので，それが平面的ならば，基底グラフは射影平面的になる [21]。近年の成果
と組み合わせると，ある程度の大きさの群作用があれば同様の事実が証明できる。
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• 射影が奇数重になっている (Archdeacon-Richter [3], 1990)

より正確には，非平面的グラフの平面的被覆は偶数重であることが示されている。
つまり，奇数重の被覆が平面的になるならば，G自体が平面的になる。

• いくつかの 2重被覆を合成したものになっている (Negami [27], 2000)

射影平面的グラフによる 2重被覆を持てば，基底グラフが射影平面的であるとい
う事実が本質的であり，それを繰り返し適用することで証明できる。実は，恩師・
本間龍雄先生の “Dehnの補題”の証明にインスパイアされてこれを思いついた。

• 10重以下の被覆になっている (Ota [36, 41], 2000+)

K1,2,2,2の 12重平面的被覆に想定される局所構造を分類し，四色問題の解法として
利用された放電法を模した手法によって矛盾を導くことで証明されている。

• 極大平面的になっている（Negami, 2000+ ）
これは被覆グラフが球面の三角形分割になっていることと同値である。その三角
形分割をもとに球面のオイラー数を計算することで，被覆が 2重または 6重であ
ることが容易にわかる。1つ前の結果から 6重の場合は排除できる。

• 2重被覆を経由する (Negami [29], 2003)

そのような 2n重被覆は (n, 2)-合成的であるという。K1,2,2,2 の 2重被覆が平面的
被覆を持たないことが示すことで，この事実が証明されている。3つ前の事実はこ
の事実から容易に導かれる。

• 2重射影平面的被覆になっている（Negami-Suzuki [30, 31], 2003）
これは，2-連結非平面的もしくは 3-連結なグラフの 2重射影平面的被覆が平面的
になるという事実による。つまり，G̃は 2重平面的被覆である。

• 二部グラフになっている (Negami [32], 2012+)

古くは G̃が 2重平面的被覆であり，二部グラフ（2色で色分けできる）ならば，G
はどの領域も偶角形になるように射影平面に埋め込み可能であることが示されて
いた [25, 26]。論文 [22] で導入された標準二部グラフ被覆 B(G) と 2 つ前の事実
を利用することで，G̃が 2重でなくてもよいことがわかる。

• 14重未満になっている (Annor-Nikolayevsky-Payne [1], 2023+)

第 35回位相幾何学的グラフ理論研究集会–TGT35において，Annorがこの事実を
アナウンスした。彼らは Archdeacon [4]が注目したK1,2,2,2が含むK4の平面的被
覆の構造に着目して，最小反例における “innermost”な構造を分類する手法を示し
ている。同様の面倒な議論を繰り返すことで，記録更新をする余地がある。

基底グラフに条件を課した形の研究はあまり見られないが，あえてまとめると次のよ
うになる。基底グラフ Gが以下の条件を満たし，さらに平面的な被覆グラフ G̃を持つな
らば，Gが射影平面的であることが結論できる。
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• 3-正則グラフになっている (Negami-Watanabe [28], 2002)

それはどの頂点の次数も 3 になっているグラフのことである。そのようなグラ
フが反例候補の中にあるかどうかを確認すれば, この事実が容易に証明できる。
頂点の次数が 4以下という条件に置き換えても，同様の議論ができるだろう。

• 特定された 16 種類以外のグラフになっている (Hlineny-Thomas [13], 2004)

K1,2,2,2 から Y -∆変形によって生成されるグラフをマイナーに持つグラフを精査
して，予想の反例にならないと結論できるものを排除した結果，16種類のグラフ
が残っている。現時点で最強の結果である。

グラフの被覆の定義では，射影 p : G̃ → Gが対応する頂点の近傍間の全単射（1対 1

対応）を誘導するとしているが，この “全単射”の部分を “全射”に置き換えて定義される
ものをグラフの分岐被覆と呼ぶことにする。また，G̃上の群作用に伴って生じる分岐被
覆を正則な分岐被覆と呼ぶ。すると，被覆の場合と同様の命題が成立する。

定理 3 (Kitakubo [16]) 連結グラフ Gが平面的な有限正則分岐被覆を持てば，Gは射影
平面に埋め込み可能である。

Mike Fellows [6]は情報科学的な文脈の中で，グラフの分岐被覆と同等の概念を定義し
て，グラフのエミュレーターと呼んだ。そして，北久保の定理を知ってかどうかは定かで
はないが，平面被覆予想と同じように，平面的なエミュレーターを持つグラフは射影平面
的だろうと予想した。しかし，Rieck-Yamashita [39]がK1,2,2,2 の平面的な分岐被覆を発
見したことで，Fellowsの予想は否定されている。
平面被覆予想の発展形として，他の閉曲面に埋め込み可能なグラフを考えてはどうか
と思う人もいるかもしれない。たとえば，論文 [11] ではそのようなことが議論されて
いるが，個人的にはあまり意味のないことのように思う。米国のシアトルで開催された
“Graph Structure Theory 1991”で Huneke [15]が平面被覆予想を紹介したときにもそう
いう一般化に関する質問が出ていたが，私はあえて関わらなかった。というのも，私は平
面被覆予想を提唱した当初から，そこに “現象の違い”を直観していたからだ。
球面は射影平面の普遍被覆でありコンパクトだが，球面と射影平面以外の閉曲面の普
遍被覆は R2 と位相同型であり，コンパクトではない。また，球面に埋め込み可能なグラ
フは射影平面にも埋め込み可能だが，トーラスに埋め込み可能でもクラインの壺に埋め
込み不可能なグラフがあるし，その逆のグラフもある。

6 ローテーション・コンパティブルな平面的被覆
ここまでの展開は，“ラスボス”であるK1,2,2,2 をいかに退治するか，もしくは，いかに
回避するかに注力した話だった。残念ながら最終的な攻略方法が見つけきれず，40年近
くが過ぎてしまった。そこで，初心に戻り，攻略の方向性を変えてみようと考えて，以下
のような試み [35]を行った。
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一般に，グラフの被覆 p : G̃ → Gはその基本群の部分群 H < π1(G) （正しくは，そ
の共役類）に対応して存在するので，それを添え字として付けて，pH : G̃H → Gと表す
ことにする。その被覆グラフ G̃H が球面 S2 に埋め込み可能であると仮定する。図 2の中
央部分がその状況を表している。もし H が π1(G)の正規部分群ならば，群 π1(G)/H が
G̃H に作用する。さらに，G̃H が 3-連結ならば，それは S2 に忠実に埋め込まれているの
で，群 π1(G)/H が S2 にも作用し，その作用で割って得られる楕円的軌道体 O2（右下）
に Gが埋め込まれることになる。
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図 2 証明のスキーム（論文 [33]より転用）

これが定理 1の証明の基本的なスキームだった。しかし，H が正規部分群でない場合
にはこのスキームはそのままでは動かない。そこで，G の正則被覆 pN : G̃N → G で，
その射影 pN が G̃H を経由するものを考える。つまり，射影 q : G̃N → G̃H が存在し，
pN = pH ◦ qとなる。そのような正則被覆が存在することは論文 [33]で示されており，そ
れは H を含む最小の正規部分 N ◁ π1(G)に対応している。しかし，G̃N が球面 S2 に埋
め込まれているわけではない。
そこで，G̃N が埋め込み可能な閉曲面 F 2 で, 商群 Γ = π1(G)/N が作用するものを作
りたい。それができれば，軌道体 O2 = F 2/Γの中に Gを埋め込めることになる。また，
トポロジー的な考察により，射影 p̄ : F 2 → O2 が S2 を経由することがわかり，O2 は楕
円的軌道体になるので，D2, S2, P 2 のいずれかと位相同型になる。これは Gが射影平面
的であることを意味している · · ·
「めでたしめでたし」と言いたいところだが，上の議論にはある重大なことが隠されて
いる。それは F 2 が期待どおりに構成できるのかという問題である。S2 上に埋め込まれ
た G̃H の領域（面）は 2-胞体なので，そのコピーまたは中心を分岐点とする分岐被覆（こ
れも 2-胞体である）を G̃N に貼り付けていけば，閉曲面 F 2自体は作ることができる。し
かし，そうして構成した F 2に群 Γが期待どおりに作用するかどうかが一般には保証でき
ない。もちろん，F 2 に埋め込まれた G̃N の部分には Γは作用するが，その作用を F 2 全
体に拡張できるかどうかが自明ではない。
実際，群 Γの G̃N への作用が F 2に拡張可能となるためには，次の条件が満たされなけ
ればならない。その詳細は後述する。
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補題 4 (Negami [35]) 上述の群 Γの作用が F 2 に拡張するための必要十分条件は，球面
上の G̃H がローテーション・コンパティブルに埋め込まれていることである。

連結グラフ G の平面的被覆 G̃H が球面 S2 に埋め込まれているとする。その S2 上に
１つの向きを定め，“時計回り”と呼ぶ。一般に，そのように向きが定められた S2 に埋め
込まれたグラフの各頂点 v に対して，その隣接点の並びを時計回りに読んで得られる円
順列を v のまわりのローテーションという。基底グラフ Gの頂点 v ∈ V (G)に射影され
る G̃H の頂点のまわりのローテーションは自然にN(v)上の円順列を誘導するので，ロー
テーションどうしを比較することができる。

図 3 ローテーション・コンパティブルなK3,3 の平面的被覆

図 3は 2つの独立点集合 {1, 2, 3}と {a, b, c}を持つ完全二部グラフK3,3 の 4重平面的
被覆の S2 への埋め込みを示している。球面 S2 上には通常の意味で “時計回り”が定めら
れており，同じラベルの頂点は共通の頂点に射影される。たとえば，ラベル aが付された
4つの頂点は K3,3 の頂点 aに射影される。そして，黒い aのまわりでローテーションを
読むと (123)であり，白い aのまわりではその逆の (321)になっている。他のラベルにつ
いても同様であり，このK3,3 の 4重平面的被覆は次の条件を満たしている。

条件 1: 同じ頂点 v ∈ V (G)に射影される頂点のまわりのローテーションは共通で
あるか，その逆になっている。

次に，辺の両端に注目してみよう。たとえば，辺 1bに射影される辺にはその両端が黒
黒になっているものがある。これはその両端の頂点に誘導されているローテーションが
同じ向き（同調）であることを意味している。1bの他の辺についても，その両端は黒黒ま
たは白白であり，すべて同調である。一方，辺 1aに射影される辺の両端は黒白になって
おり，すべて非同調である。したがって，図 3の平面的被覆は次の条件を満たしている。

条件 2: 基底グラフ Gの同一の辺に射影される辺の両端のローテーションはすべ
て同調であるか，すべて非同調になっている。
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球面に埋め込まれた平面的被覆 G̃H に対して条件 1および条件 2が成り立つとき，そ
の埋め込みはローテーション・コンパティブルであるという。次の定理は補題 4より直
ちにわかる。

定理 5 (Negami [35]) 連結グラフ Gの平面的被覆が球面にローテーション・コンパティ
ブルに埋め込み可能ならば，Gは射影平面的である。

特に，平面的被覆 G̃H が 3-連結な正則被覆ならば，G̃H = G̃N となり，それはローテー
ション・コンパティブルである。また，論文 [35]では，同じ頂点に射影される頂点どう
しの距離がある程度大きいと，ローテーション・コンパティブルになることも証明されて
いる。その応用として，平面的被覆 G̃を平面に埋め込んだときに，個々の領域の境界が
ある程度短い閉路になっていれば，Gが射影平面的になることも示されている。
しかし，ローテーション・コンパティブルでない平面的被覆の埋め込みはいくらでも構
成することができる。だとしても，適当な変形操作によって，それらをローテーション・
コンパティブルなものに修正できるのではないだろうか？また，ローテーション・コン
パティブルに埋め込み可能な平面的被覆を持つという性質はマイナーに関して閉じてい
る [35]。そうならば，まずは非平面的グラフがマイナーとして含んでいる K5 や K3,3 の
平面的被覆について調べてみるべきだろう。

7 有限被覆全体を考える
私はここ近年，連結グラフGの有限被覆全体 C̃(G)が作る “束”について考察している。

2つの被覆 pi : G̃i → Gに対して，被覆射影 q : G̃2 → G̃1 が存在し，p2 = p1 ◦ qとなると
きに G1 ≤ G2 と定義すれば，C̃(G)がこの “≤”を順序とする半順序集合になることは明
らかだろう。基底グラフ Gはその半順序集合の中の最小元であるが，C̃(G)は有限被覆の
みを含んでおり，普遍被覆を含まないので，最大限は存在しない。
さらに，2つの被覆に対する上限 G̃1 ∨ G̃2 と下限 G̃1 ∧ G̃2 が存在することもほぼ明ら
かな気もするが，私はそれらを具体的に構成する組合せ的な方法を明らかにした。それ
を利用して，いろいろな実験や考察ができるようになる。
たとえば，与えられた平面的被覆 G̃は 2重被覆を経由するのだろうか？もしそれが確
認できれば，5節で述べたことから，基底グラフ Gが射影平面的であることが結論でき
る。そして，それを確認するには，2重被覆D1, D2, . . .を生成して，G̃ ∨Di = G̃が成立
するかどうかを試せばよい（[34]参照）。しかし，残念ながら，私は 2重被覆を経由しな
いK3,3 の 4重平面的被覆を見つけてしまった。
他にも被覆グラフが作る束 C̃(G)の構造を利用して平面被覆予想に挑戦する方法がある
かもしれないが，それは未来に属する事柄です。

平面被覆予想を創出した当初より親しくしていただき，海外への扉を開いていくれた
故 Dan Archdeacon氏（1954–2015）に本稿を捧ぐ—
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[14] P. Hliněný, 20 Years of Negami’s Planar Cover Conjecture, Graph & Combin. 26 (2010),

525–536.

[15] J.P. Huneke, A conjecture in topological graph theory, “Graph Structure Theory”, edited

by N. Robertson and P. Seymour, Contemporary Math. 147 (1993), 363–379.

[16] S. Kitakubo, Planar branched coverings of graphs, Yokohama Math. J. 38 (1991), 113–

120.

[17] S. Negami, “A characterization of 3-connected graphs containing a given graph and its

applications”, Master thesis, Tokyo Institute of Technology, 1981.

[18] S. Negami, A characterization of 3-connected graphs containing a given graph, J. Com-

bin. Theory, Ser. B 32 (1982), 69–74.

[19] S. Negami, Uniqueness and faithfulness of embedding of toroidal graphs, Discrete Math.

44 (1983), 161–180.

[20] S. Negami, “Uniqueness and faithfulness of embedding of graphs into surfaces”, Doctor

Thesis, Tokyo Institute of Technology 1985.

[21] S. Negami, Enumeration of projective-planar embeddings of graphs, Discrete Math. 62

(1986), 299–306.

[22] S. Negami, The virtual k-factorability of graphs, J. Graph Theory 11 (1987), 359–365.

[23] S. Negami, The spherical genus and virtually planar graphs, Discrete Math. 70 (1988),

71



159–168.

[24] S. Negami, Graphs which have no finite planar covering, Bull. Inst. Math. Academia

Sinica 16 (1988), 377–384.

[25] S. Negami, Projective-planar graphs with even duals, J. Graph Theory 16 (1992), 287–

295.

[26] S. Negami, Projective-planar graphs with even duals II, “Graph Structure Theory”,

edited by N. Robertson and P. Seymour, Contemporary Math. 147 (1993), 363–379.

[27] S. Negami, Tower construction of planar coverings of graphs, Information and Commu-

nication Studies of the Faculty of Information and Communication, Bunkyo University,

25 (2000), 25–29.

[28] S. Negami and T. Watanabe, Planar cover conjecture for 3-regular graphs, J. Fac. Edu.

Hum. Sci. IV, Yokohama National University, 4 (2002), 73–76.

[29] S. Negami, Composite planar coverings of graphs, Discrete Math. 268 (2003), 207–216.

[30] S. Negami and Y. Suzuki, Projective-planar double coverings of 3-connected graphs,

Yokohama Math. J. 50 (2003), 87–95.

[31] S. Negami, Projective-planar double coverings of graphs, Europ. J. Combin. 26 (2005),

325–338.

[32] S. Negami, Bipartite planar coverings and even embeddings of graphs on the projective

plane, submitted (2012).

[33] S. Negami and I. Sato, Note on graph coverings with voltage assignments, Yokohama

Math. J. 68 (2022), 109–126. https://doi.org/10.18880/0002000034

[34] S. Negani, Composite coverings of graphs and cryptography, Yokohama Math. J. 70

(2024), 183–197. https://doi.org/10.18880/0002001753

[35] S. Negami, Another approach to Planar Cover Conjecture focusing on rotation systems,

J. Math. Soc. Japan 76 (2023), 975–996. https://doi.org/10.2969/jmsj/90769076

[36] K. Ota, K1,2,2,2 has no 10-fold planar covering, presented in “Japan Mathematical Soci-

ety, fall conference 2001”, Kyushu University, Japan (2001), in Japanese.

[37] G. Ringel, “Map Color Theorem”, Grundlehren Math. Wiss., 209, Springer-Verlag, 1974.

[38] N. Robertson and P. Seymour, Graph Minors. XX. Wagner’s conjecture, J. Combin.

Theory, Ser. B 92 (2) (2004), 325–357, doi:10.1016/j.jctb.2004.08.001

[39] Y. Rieck and Y. Yamashita, Finite planar emulators for K4,5 − 4K2 and K1,2,2,2 and

Fellows’ conjecture, Europ. J. Comb. 31 (2010), No. 3, 903–907.

[40] E.H. Spanier, “Algebraic Topology”, New York, McGraw-Hill, 1966.

[41] N. Takahashi, On finite planar coverings of K1,2,2,2 (in Japanese), Master thesis, Keio

University, 2001.

[42] W. Thurston, “Geometry and topology of three-manifolds”, electronic version, Mathe-

matical Sciences Research Institute, http://library.msri.org/nonmsri/gt3m/

[43] H. Whitney, Congruent graphs and the connectivity of graphs, Amer. J. Math., 54

(1932), 150–168.

[44] H. Whitney, A set of topological invariants for graphs, Amer. J. Math., 55 (1933),

231–235.

72



アノソフ流の手術と８の字結び目の例外手術
（野田健夫氏（東邦大学）との共同研究）

中江 康晴 (秋田大学大学院理工学研究科)∗

概 要

3次元多様体の典型的なアノソフ流である測地流と懸垂流に対し, その測地流に

種数 1バーコフ切断を構成できれば, ある懸垂流と手術同値であると言える. 8

の字結び目の 1, 2, 3手術によって得られるザイフェルト多様体における測地流

が, 8の字結び目の種数 1曲面束から得られる懸垂流と手術同値であることを示

すため, これらザイフェルト多様体に種数 1 バーコフ切断を構成する手法につ

いて概説する。

1 Introduction

3次元多様体のフローであって, 各点でフローに横断的な拡大と縮小する方向を持つも
のをアノソフ流という. 典型的なアノソフ流は, トーラス上の位相同型写像から誘導され
る懸垂流と, 定負曲率曲面または双曲軌道体の単位接束における測地流である. これら懸
垂流と測地流は, 全ての閉軌道が多様体上で稠密である推移的なアノソフ流である. 二
つの多様体のそれぞれのアノソフ流が位相同値であるとは, 多様体から多様体への位相
同型写像で, アノソフ流の軌道を軌道に写すものがあるときを言う. 懸垂流や測地流の
閉軌道を多様体内の結び目とみなして, その閉軌道に沿ったデーン手術を考えることで,

Goodman [13], Fried [10], Handel-Thurston [14]らなどにより, アノソフ流の手術が 1980

年代に研究され, 懸垂流や測地流と位相同値ではないアノソフ流が構成された. Goodman

と Friedによるアノソフ流の手術によって移り合うアノソフ流を, 手術同値なアノソフ流
と言う.

アノソフ流に対し, はめ込まれた曲面であって, 内部がアノソフ流に横断的で, 境界が
閉軌道または閉軌道への n重被覆になっており, 全ての軌道と有限時間で交わるものを,

Birkhoff 切断と呼ぶ. Birkhoff 切断にはアノソフ流によって曲面の自己同相写像が誘導
され, これを return mapと呼ぶ. Friedは 1983年の論文 [10]において, 全ての推移的ア
ノソフ流は Birkhoff 切断を持つことを示した. これに関連して同じ論文において Fried

は「全ての推移的アノソフ流は, 懸垂流と手術同値か」という問題を提起した. これは,

「全ての推移的アノソフ流は, 種数 1の Birkhoff切断を持つか」という問題に言い換えら
れる.

測地流に対して, Birkhoff [2], Fried [10], Ghys [11], Brunella [3], Hashiguchi [15] らに
より種数 1の Birkhoff切断が構成されてきた. これらの種数 1の Birkhoff切断により手
術同値となる懸垂流はさらに, Minakawa [19][20], Dehornoy-Shannon [6] の定理により,

8 の字結び目の曲面束のモノドロミー写像と共役な写像による懸垂流と手術同値である

∗ e-mail: nakae@math.akita-u.ac.jp

本研究は科研費 (課題番号:19K03460)の助成を受けたものである。
2020 Mathematics Subject Classification: 37D20, 57R30, 57K30

キーワード：Anosov flow, Birkhoff section, figure-8 knot, exceptional surgery

73



ことがわかる. これらの構成された種数 1の Birkhoff切断は境界成分が 2個以上である
が, 2015 年に Dehornoy により, 特異点が 3 個または 4 個の種数 0 の双曲軌道体上の単
位接束における測地流に対し, 種数 1で境界成分が 1個である Birkhoff切断が構成され
た [5]. 特にこの論文において, 特異点の指数が (2, 3, 7)である軌道体に対して構成された
Birkhoff切断は, 8の字結び目の曲面束のモノドロミー写像と等しい return mapを持つ
ものとなっている.

8の字結び目の 1-デーン手術で得られるザイフェルト多様体は指数 (2, 3, 7)の軌道体の
単位接束であるため, この Birkhoff切断が構成された測地流は, 8の字結び目補空間にお
ける懸垂流の手術によって得られることがわかる. 同様にして, 8の字結び目の 2-デーン
手術では指数 (2, 4, 5)の軌道体の単位接束, 3デーン手術では指数 (3, 3, 4)の軌道体の単
位接束が得られることが知られているため, これら軌道体の単位接束の測地流に対して,

種数 1で境界成分が 1個であり, return mapが 8の字結び目の曲面束のモノドロミー写
像と一致するものが構成されることが期待される. 実際, Dehornoyは 2024年にこのよう
な Birkhoff切断を構成した [7]. 同様の構成を 2024年に共同研究者の野田健夫氏との研
究によって独立に得ていたが, Dehornoyによって先に論文として発表された.

これら Birkhoff 切断の構成において, Birkhoff 切断の境界の閉軌道となる測地線を見
つけることが重要であるが, これを具体的に見つける研究を, 8の字結び目のデーン手術
における Kirby-Rolfsen計算やモンテシノストリックを用いることで, 我々の共同研究に
おいて行なっている. これは Dehornoy の論文では用いられていない手法であり, また
return mapの具体的な計算についても, Dehornoyの論文とは異なるものになっている.

このようなアノソフ流の閉軌道に沿った手術が研究されて来た経緯と, その延長上にあ
る 8の字結び目に沿ったデーン手術との関連性について, 本講演で概説する.

2 Anosov flow and surgery on Anosov flows

局所的に双曲的な振る舞いをする 3次元多様体上のフローをアノソフ流と呼ぶ. そのア
ノソフ流の閉軌道を 3次元多様体内の結び目と見た時に, その閉軌道に沿ってデーン手術
を行うことで, 新たな多様体と, その多様体上のアノソフ流を得ることができる. この章
では, アノソフ流の定義と, 推移的アノソフ流の典型である測地流と懸垂流について述べ
たのち, アノソフ流の閉軌道に沿った手術の手法と, 関連する定理と結果について述べる.

2.1 Anosov flow and typical examples

M を閉 3次元多様体, Φt をM 上の非特異で滑らかなフローとする. Φt がアノソフ流
であるとは, 接ベクトル束 TM の DΦt で不変となる連続な分解 TM = TX ⊕ Es ⊕ Eu

と定数 C ≥ 1, 0 < λ < 1が存在して, 以下を満たすときを言う.

(1) dimTX = 1かつ TX は Φt に接する
(2) ∥DΦt(v)∥ ≤ Cλt∥v∥ for ∀v ∈ Es, ∀t > 0,

(3) ∥DΦ−t(v)∥ ≤ Cλt∥v∥ for ∀v ∈ Eu, ∀t > 0,

アノソフ流 Φt により部分ベクトル束 TX ⊕Esと TX ⊕Euが定まるが, これは完全可
積分となる [1]. よって, これら接平面場によって二つの余次元 1葉層構造 F s と Fu が定
まり, F s を安定葉層構造, Fu を不安定葉層構造と呼ぶ. F s と Fu が横断的に向き付け可
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能であるとき Φt は向き付け可能であるといい, その横断方向の向きが定まっているとき,

Φt は向き付けられているという.

アノソフ流 Φt の閉軌道がM で稠密であるとき, Φt は推移的であると呼ぶ. これは, 安
定葉層構造 F s のすべての葉がM で稠密であること, また不安定葉層構造 Fu のすべて
の葉がM で稠密であることと同値である. 推移的アノソフ流の典型例は以下の定負曲率
曲面上または双曲軌道体上の測地流と, トーラス上の自己位相同型から誘導される懸垂流
である. これら測地流や懸垂流はリー群の作用から得られるものになっている. そのよう
に得られるアノソフ流を代数的アノソフ流と呼ぶ.

例 1 （測地流 geodesic flow）S を定負曲率曲面または双曲軌道体とし, T 1S を S 上の
単位接束とする. x ∈ S と v ∈ TxS, ||v|| = 1を用いて, M の点を (x, v) ∈ T 1S と表す.

(x, v) ∈ T 1S に対し, S 上の測地線 γx,v を γx,v(0) = x, γ′x,v(0) = v を満たすものとする.

この時, T 1S 上のフロー ϕt で ϕt(x, v) = (γx,v(t), γ
′
x,v(t))を満たすものを, S 上の測地流

（geodesic flow）と呼ぶ.

例 2 （懸垂流 suspension flow）2次元トーラス T 2 = R2/Z2 と T 2 上の微分同相写像
f : T 2 → T 2 に対し, f が行列 A ∈ SL2(Z)から誘導される線型写像 fA : R2 → R2 から
得られる写像とする. M = T 2 × [0, 1]/(x, 1) ∼ (f(x), 0)上で, [0, 1]方向の微分 ∂

∂t
によ

るベクトル場から得られるフロー ϕt を懸垂流（suspension flow）と呼び, |trA| > 2のと
き, ϕt はアノソフ流になる.

2.2 Surgery on Anosov flows

3次元多様体M 上のアノソフ流 Φt に対し, Φt の閉軌道を結び目とみなしてデーン手
術を考えることができる. このデーン手術では自由に手術スロープを取れるわけではな
く, デーン手術により得られる多様体に誘導されるフローがまたアノソフ流になるために,

スロープの取り方に制限が付く. このようなアノソフ流の手術は, 1980年代に Goodman

[13], Fried [10], Handel-Thurston [14]など, 懸垂流や測地流から, 懸垂流や測地流を含む
代数的アノソフ流に位相同値とならないアノソフ流を作り出す手法として研究された. こ
れらのうち, 特に Friedによるアノソフ流の手術の定義について, 以下に述べる.

Friedの手術

Φt を閉 3 次元多様体 M 上のアノソフ流, γ を Φt の閉軌道とする. W s(γ) と W u(γ)

を, Φtの F s, Fuの葉であって γ を含むものとする. このW s(γ), W u(γ)は開いたアニュ
ラスかメビウスの帯になる. M を γ に沿って blowing-upしたものをM∗ とする. すなわ
ち, 各点 x ∈ γ を, 円周 (TxM/Txγ \ {0})/R>0

∼= S1 に取り替えたものとする. すると,

M∗ の内部はM \ γ に位相同型であり, ∂M∗ はトーラス Tγ となる. この操作によりM∗

に誘導されるフローを Φ∗
t とする. Tγ 上には Φ∗

t の閉軌道が 4 本あり, 2 本は attractive

であり, もう 2本は repellingである（図 1参照）.

トーラス Tγ 上に, ロンジチュードとして Φ∗
t の閉軌道をとり, メリディアンとして点

x ∈ γ を blowing-upした S1をとる. Tγ 上の単純閉曲線 αを, Φ∗
t に横断的で, 閉軌道と 4

回交わるものとして取ると, αは n ∈ Z \ {0}によるスロープ 1/nの単純閉曲線とみなせ
る. Tγ 上の円周による 1次元葉層構造 Cα を, Φ∗

t に横断的で αに平行な円周族として取
る. この Cα の各葉を 1点にするM∗ の blowing-downをMα とすると, Mα は γ に沿っ
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て 1/nデーン手術で得られる閉 3次元多様体に等しい. この blowing-downによってMα

上に Φ∗
t から得られるフロー Φα

t はアノソフ流になる [10].

γ

Tγ

W u(γ)

W s(γ)

α

図 1 Fried’s surgery

閉 3次元多様体M 上の余次元 1葉層構造 F をM の普遍被覆空間 M̃ へ持ち上げた F̃
を考え, F の葉空間（leaf space）T = M̃/F̃ を F̃ の葉を 1点にした空間として定める.

T が実数全体の集合 R と位相同型であるとき, F は R-covered であるという. さらに,

アノソフ流 Φt の安定葉層構造 F s と不安定葉層構造 Fu が R-coveredであるとき, Φt が
R-coveredであるという.

推移的アノソフ流の典型例である測地流と懸垂流は R-covered である. 測地流と懸垂
流の閉軌道に対するアノソフ流の手術に関連する重要な定理の一つは, 以下の Fenleyに
よるものである.

定理 3 (Fenley [8, Theorem D]) Φt を 3次元多様体M の向き付けられた測地流または
アノソフ流となる懸垂流とする. 向きが揃っている Φt の閉軌道による手術で得られるア
ノソフ流は, また R-coveredになる.

葉層構造 F が R-coveredであるとき, 普遍被覆空間 M̃ の被覆変換から得られる基本群
π1(M)の葉空間 Rへの作用は非自明かつ向きを保つ. このような作用があるとき, π1(M)

は左順序付け可能となることが知られている. ここで, 群が左順序付け可能であるとは,

群に全順序があり, その全順序が任意の元の左からの積で保たれるときをいう.

3次元球面内の 8の字結び目 K は種数 1の曲面束結び目であり, その曲面束のモノド

ロミー写像の行列M0 =

(
2 1

1 1

)
は trM0 = 3であるので, 補空間にアノソフ流を誘導

する. このことと Fenleyの定理を用いると, 任意の整数 nに対し, K に沿った n-デーン
手術をして得られる多様体K(n)は左順序付け可能な基本群をもつことがわかる.

このようなアノソフ流の閉軌道に対する手術と定理 3による R-covered葉層構造の存
在を用いることで, 市原一裕氏（日本大学文理学部）との共同研究により, レンズ空間内
の種数 1曲面束結び目に対して, 以下の定理を得た.

定理 4 (Ichihara-N [17, Theorem 4.3]) K をレンズ空間 L(α, β)内の種数 1曲面束結び
目とする. レンズ空間 L(α, β)と K のモノドロミー写像の行列 ϕ♯ が GL2(Z)で (1)また
は (2)の条件を満たす行列と共役であるとき, 基本群 π1(K(n))は左順序付け可能である.
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(1) α > 0に対し, L(α, β) = L(α, 1) かつ ϕ♯ =

(
1 + α α

1 1

)
となる.

(2) L(α, β) は整数 p, q > 0 に対し α = 2pq + p + q + 1, β = 2q + 1 を満たし,

ϕ♯ =

(
2pq + p− q 2pq + 3p− q − 1

2q + 1 2q + 3

)
となる.

3 Birkhoff section

多様体 M 上のアノソフ流 Φt と N 上のアノソフ流 Ψt が位相同値（topologically

equivalent）であるとは, 位相同型 h : M → N で Φt の軌道を Ψt の軌道に向きを保って
写すものがあるときをいう. この hは時間パラメータ tは保たなくても良い. これに対し,

Φt と Ψt が手術同値（almost equivalent）であるとは, Φt の閉軌道の集合 Γ = {γi}と同
じ本数の Ψt の閉軌道の集合 Γ′ = {γ′i}があって, M \ Γと N \ Γ′ において Φt と Ψt が位
相同値になるときをいう.

測地流と懸垂流は位相同値になることはないが, 手術同値となる測地流と懸垂流がある
ことが知られており, これは以下で定義する Birkhoff 切断を用いることで考えることが
できる.

定義 5 (Birkhoff [2], Fried [9]) 3次元多様体M のフロー Φtに対し, 以下を満たすM 内
の曲面 S を Φt の Birkhoff切断（Birkhoff section）という.

(1) Int Sは埋め込まれた曲面で Φt に横断的である
(2) 境界 ∂S はM にはめ込まれて, Φt の閉軌道の被覆になる
(3) S は有限時間で Φt の全ての軌道と交わる. すなわち, ある T > 0が存在して, 任意の

x ∈M に対し Φt(x) ∈ S となるような 0 ≤ t ≤ T が存在する.

推移的アノソフ流と Birkhoff切断に関して, Friedによる以下の定理が重要である.

定理 6 (Fried [10, Theorem 2]) 閉 3次元多様体M の全ての推移的アノソフ流に対して,

Birkhoff切断が存在する.

推移的アノソフ流 Φt の Birkhoff切断 S に対し, 閉軌道 ∂S をそれぞれ 1点にした曲面
を Ŝ とする. Φtにより定まる return map f : S → S から, 擬アノソフ写像 f̂ : Ŝ → Ŝ が
得られる. もしこの Birkhoff切断の種数が 1ならば, f̂ はトーラス上の位相同型として得
られる. すなわち, 推移的アノソフ流 Φt に対し種数 1の Birkhoff切断が存在すると, Φt

はある懸垂流と手術同値であることがわかる.

実際, Friedは Birkhoffの構成 [2]を応用し, 種数 2の曲面の単位接束の測地流に対し,

種数 1で境界成分が 12個の Birkhoff 切断を構成した [10]. また, Ghysは種数 g の曲面
の単位接束の測地流に対し, 種数 1 で境界成分が 4g + 4 個の Birkhoff 切断を構成した
[11]. さらに, Brunellaによる異なる方法による種数 1の Birkhoff切断の構成 [3]がなさ
れ, Hashiguchiによる構成 [15]や, Hashiguchi, Minakawaらによる双曲軌道体上の測地
流に対する構成 [16]がなされている.

このように, 定負曲率曲面や双曲軌道体の単位接束の測地流に対する種数 1の Birkhoff

切断が構成され, ある行列 Aで表されるトーラス上の写像 fA によって得られる懸垂流と
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手術同値であることがわかる. さらに, 2004年のトポロジーシンポジウムの皆川宏之氏の
講演アブストラクト [19]と 2013年の国際研究集会「Geometry and Foliations 2013」の
講演アブストラクト [20] で以下の定理 7と証明の概略が述べられ, 2019 年に Dehornoy

と Shannonによるプレプリント [6]で証明がなされている.

定理 7 (Minakawa [19, Theorem 5.6], [20, Theorem 3.1], Dehornoy-Shannon[6, Theo-

rem B1]) 任意の trA ≥ 4 である A ∈ SL2(Z) に対し, tr B < trA となる B ∈ SL2(Z)
で, Aによって誘導される懸垂流と, B によって誘導される懸垂流が手術同値となるもの
が存在する.

ここで, B ∈ SL2(Z)が tr B = 3ならばM0 と共役になることに注意すると, 定理 7に
より, 行列 A ∈ SL2(Z)によって得られる懸垂流と, 8の字結び目による曲面束のモノド
ロミー写像を表す行列M0 によって得られる懸垂流が, 有限回の手術により手術同値であ
ることがわかる.

またDehornoyと Shannonにより,双曲軌道体の単位接束の測地流は種数 1のBirkhoff

切断を持つことが証明されている [6, Theorem C2]. 上記をまとめると, 定理は以下のよ
うに述べることができる.

定理 8 (Dehornoy-Shannon[6, Theorem A]) アノソフ流である懸垂流と測地流で向き
付け可能であるもの全ては, 行列M0 から得られる懸垂流と手術同値である.

ここまで見て来た測地流に対する種数 1の Birkhoff 切断の構成は, いずれも境界成分
が複数あるものであった. Dehornoyは 2015年に, 特異点が 3個または 4個の種数 0の軌
道体上の測地流に対して, 種数 1で境界成分が 1個の Birkhoff切断を具体的に構成した
[5]. そのうち, 特に特異点が 3個の場合については, 以下のものになる.

定理 9 (Dehornoy[5, Proposition Cの一部])

(a) 1/2+1/q+1/r < 1となる q ≤ rによる双曲軌道体H2/Γ2,q,r の単位接束 T 1H2/Γ2,q,r

上の測地流 Φ2,q,r は種数 1の Birkhoff切断を持ち, その return mapは以下の行列で
表される写像と共役である.{

Xr−6Y for q = 3
Xq−4Y Xr−4Y otherwise

(b) 1/p + 1/q + 1/r < 1, p, q, r > 2に対して, Φp,q,r は種数 1の Birkhoff切断を 2つ持
ち, その return mapは Xp−3Y Xq−3Y Xr−3Y と Xp−3Y Xr−3Y Xq−3Y である.

ここで, X =

(
1 1

0 1

)
, Y =

(
1 0

1 1

)
とする.

上記の定理 9 (a)において, q = 3, r = 7とすると return mapを表す行列 XY はM0

に等しくなる. すなわち, T 1H2/Γ2,3,7上の測地流 Φ2,3,7は 8の字結び目の曲面束が誘導す
る懸垂流の手術で得られることがわかる. 実際, 8の字結び目K に沿った ±1-デーン手術
で得られる多様体は, 指数 (2, 3, 7)の特異ファイバーを持つ球面を底空間とするザイフェ
ルト多様体であり, この単位接束 T 1H2/Γ2,3,7 に等しい [25, Chapter 4], [4, Section 5.7].
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さらに, 8 の字結び目 K の 2-デーン手術で得られる多様体は T 1H2/Γ2,4,5 に等しく,

3-デーン手術で得られる多様体は T 1H2/Γ3,3,4 に等しい. よって, 種数 1 の Birkhoff 切
断であって, 境界成分が 1 個であり, かつ return map が行列 M0 で表されるものが,

T 1H2/Γ2,4,5 と T 1H2/Γ3,3,4 に存在することが期待される. 実際, Dehornoy は 2024年に
以下を示した [7].

定理 10 (Dehornoy[7, Proposition 1 の一部]) (p, q, r) = (2, 4, 5), (3, 3, 4) に対し,

T 1H2/Γp,q,r 上の測地流 Φp,q,r は, 種数 1で境界成分が 1個となる Birkhoff切断で, return

mapがM0 で表される写像と等しくなるものをもつ.

定理 10は, 双曲軌道体 H2/Γp,q,r 上に閉測地線を上手く取り, それに合わせて Brunella

による種数 1 の Birkhoff 切断の構成 [3] や, 2015 年の Dehornoy の論文 [5] の section 3

における構成の手法を適用することにより Birkhoff 切断を構成している. 定理 10 と同
様の結果を野田健夫氏との共同研究で得ていたが, Dehornoyによって先にプレプリント
として発表され, また出版予定とのことである. これらの Dehornoy による Birkhoff 切
断の構成は我々の共同研究で構成したものとほぼ同様であるが, 構成の際に必要となる
Birkhoff切断の境界となる閉測地線をどのように得たかについては, Dehornoyの論文で
は書かれていない. 我々の共同研究では, 8の字結び目の手術で得られるザイフェルト多
様体上に, モンテシノストリックの手法をたどることで, Birkhoff切断の境界となる閉測
地線が 8の字結び目の行き先として得られることを示している. この閉測地線を見つける
過程と, その閉測地線を境界に持つような Birkhoff切断の構成について, 次章で解説する.

4 Exceptional surgery on figure-8 knot and genus one Birkhoff sec-

tion

以降, K を S3 内の 8の字結び目とする. K は種数 1の曲面束結び目であり, その曲面
束のモノドロミー写像は行列M0 で表される一つ穴あきトーラス T 上の自己同相写像で
ある. nを整数とし, K に沿った n-デーン手術で得られる閉 3次元多様体を K(n)で表
すことにする. K の管状近傍を N(K)と表したとき, K(n)は S3 \ int N(K)にソリッド
トーラス V = D2 × S1 を貼り合わせたものである.

いま, K(n) 内の Birkhoff 切断 S であって, return map がM0 から誘導されるものを
見つけたいので, K のザイフェルト曲面 Ŝ が K(n)において写った先が S であると考え
れば, 少なくとも Birkhoff切断 S の境界は, 貼り合わせるトーラス境界 ∂N(K)の K(n)

における行き先にあると考えることができる. この ∂N(K)がK(n)の中でどの位置にあ
るかを, Kirby-Rolfsen 計算とモンテシノストリックを使って見つける方法を, 以下で述
べる. Kirby-Rolfsen計算については [24, Chapter 9.H]を, モンテシノストリックについ
ては [21]を参照のこと. また両者についてと 8の字結び目のザイフェルト手術について
は茂手木 [22]を参照のこと.

以下, ポアンカレ円盤 H2 を三角群 Γp,q,r で割って得られる, 指数 (p, q, r)を持つ軌道体
H2/Γp,q,r を Σp,q,r で表すことにする.
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4.1 1-surgery:(2,3,7)-orbifold

Kirby-Rolfsen 計算を用いると, K(1) は三葉結び目 T2,3 の (−1)-デーン手術 T2,3(−1)
と等しくなる（図 2, [22, p.185, 図 11.1]参照）. S3 を二つのソリッドトーラス V1, V2 に
分け, 三葉結び目 T2,3 が ∂V1 = ∂V2 上にあると見れば, T2,3(−1)は V1, V2 の芯線が指数
2, 3の特異ファイバー, デーン手術で貼り付けたソリッドトーラスの芯線が指数 7の特異
ファイバーと見なすことができて, 底空間が S2 であるザイフェルト多様体 S2(2, 3, 7)に
なる [23].

K T2,3

1

∞

−1

∞

図 2 K(1) ∼= T2,3(−1)

T2,3(−1)におけるK の行き先をソリッドトーラス V1 の中で見てみると, T2,3 に８の字
で絡む形をしている（図 3中段）. これを S2(2, 3, 7)の底空間である軌道体 Σ2,3,7 へ射影
すると, 指数 2の尖点を通り, 指数 3と 7の間を通る曲線になることがわかる（図 3右）.

V1

V2

T2,3

D

K
2 37

K

D

7 2

π-rot

7

2

3

Σ2,3,7

図 3 T2,3(−1)の特異ファイバーと底空間

実際, この Σ2,3,7におけるK の行き先となっている測地線は, Dehornoy [5]の Proposi-

tion Cで用いられている測地線と一致している. この測地線に対し, Brunellaの Birkhoff

切断の取り方と同様に, この測地線と反対向きの測地線を結ぶような T 1Σ2,3,7 内の円環を
用いることで, 求める Birkhoff切断を構成することができる.

4.2 2-surgery:(2,4,5)-orbifold

K(2)がザイフェルト多様体 S2(2, 4, 5)と位相同型であることは, 以下のようにモンテ
シノストリックを用いて理解することができる. モンテシノストリックを使うため, S3 の
中の K と, K を K に写す π 回転による S3 の自己同相写像の軸となる自明な結び目 Õ

を用意する（図 4上段, [22, p.187, 図 11.2参照]）. この自己同相写像で割って得られる
S3 の自明な結び目 O と, K の像 κに対し, 図 4中段のように (−2)-タングル手術をする
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ことで得られた絡み目 L は図 4 下段のようなモンテシノス絡み目M(1/2,−1/4,−1/5)
になる. L の 2 重分岐被覆がザイフェルト多様体 S2(2, 4, 5) となることから, K(2) が
S2(2, 4, 5)に位相同型であることがわかる.

この過程において, κ の L との相対的な位置を調べることにより, 図 4 下段のように,

S2(2, 4, 5)の底空間 Σ2,4,5 においてK に対応している測地線を見つけることができる.

K

Õ O

κ

(−n)- L

−1/5 1/2 −1/4

4

5

Σ2,4,5

O

κ
κ

L

κ

h

2

図 4 K(2)を作るモンテシノス絡み目とK の行き先

この Σ2,4,5 上で見つけた測地線を hとする. hをポアンカレ円盤 H2 へリフトしたもの
を H とし, H に向きを一つ定めておく. この H に対し, T 1H2 内の二つの曲面 S̃+

0 と S̃−
0

を以下のように定める（図 5）.

S̃+
0 = {(x, vθ) ∈ T 1H2 | x ∈ H, vθ ∈ T 1

xH2, θvx ≤ θ ≤ θ−vx}
S̃−
0 = {(x, vθ) ∈ T 1H2 | x ∈ H, vθ ∈ T 1

xH2, θ−vx ≤ θ ≤ θvx}

ここで, θvx を xにおける H の接方向の角度, θ−vx を H の逆向きの測地線 −H の接方向
の角度とする. 射影 p : T 1H2 → T 1Σ2,4,5 による像を S+

0 = p(S̃+
0 ), S

−
0 = p(S̃−

0 ) とする
と, 特異ファイバーにおける同一視で S+

0 ∪ S−
0 ははめ込みになる. これを Fried の論文

[10]のようにアノソフ流の向きに合わせて交差を解消すると, 種数 1の Birkhoff切断が得
られ, return mapがM0 で導かれる自己同相写像に等しくなることが確かめられる.

4.3 3-surgery:(3,3,4)-orbifold

K(3) がザイフェルト多様体 S2(3, 3, 4) と位相同型になることも, K(2) の時と同様に
モンテシノストリックを用いることで理解できる. K(2)の場合と同様の記号を用いると,

(−3)-タングル手術で得られる結び目 Lと κの位置関係は図 6左のようになり, これを用
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図 5 T 1H2 内の S̃+
0 と S̃−

0

いて S2(3, 3, 4)の底空間を軌道体 Σ3,3,4 とみなしたときの, 射影による像は図 6右のよう
に得られる. この測地線を γ とする.

L

κ

γ

Σ3,3,4

3 3

4

2/3 −1/3 −1/4

図 6 K(3)を作るモンテシノス結び目 Lと κ, Σ3,3,4 の測地線 γ

Σ3,3,4

P

Q

RX

YZ γ1

γ2

γ3

γ4

C0 C1

αs

0
(t) αs

1
(t)

Q̄

X0

ȲZ̄

YZ

Q

γ̃1

γ̃2

γ̃3

γ̃4

P R

H
2

図 7 Σ3,3,4 の γ と C0, C1

この γ ⊂ Σ3,3,4 の H2 への持ち上げを γ̃ とする. H2 上で γ̃ で囲まれる二つの領域
に, 1 次元特異葉層構造 C0, C1 をそれぞれ図 7 右のように構成する. Ci の葉を曲線
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αs
i (t), (s, t) ∈ (0, 1)× (0, 1)と表し, これらを用いて作られる T 1H2 内の曲面 F̃i を以下の
ような閉包として定める.

F̃i = cl

{
(x, v) ∈ T 1H2

∣∣∣∣ x = αs
i (t), v =

dαs
i (t)/dt

||dαs
i (t)/dt||

, (s, t) ∈ (0, 1)× (0, 1)

}
射影 p : T 1H2 → T 1Σ3,3,4 による像を Fi = p(F̃i)とすると, F = F0 ∪ F1 は特異ファイ
バーにおける同一視と交差の解消により, 境界が γ を 3回通る一つの曲面になる. また,

オイラー数の計算から種数 1であることがわかる. さらに, F の内部で全ての軌道が横断
的に交わり, rerurn mapがM0 で誘導される自己同相写像に等しくなる Birkhoff切断で
あることがわかる.

5 Problem

K に沿った 4-デーン手術で得られる多様体 K(4) は, 次のようなグラフ多様体とな
ることが知られている [25]. M1 をクラインの壺上の I 束, M2 を三葉結び目 T2,3 の外
部空間とすると, それぞれ底空間が円盤 D2 であるザイフェルト多様体 M1 = D2(2, 2),

M2 = D2(2, 3)となる. これらにより, K(4)は T = ∂M1 = ∂M2 を本質的トーラスに持
つグラフ多様体K(4) =M1 ∪T M2 となる. 定理 3により, K(4)には推移的な R-covered
アノソフ流があるので, このアノソフ流についても種数 1 で境界成分が 1 個の Birkhoff

切断を構成できる可能性がある. しかしK(4)はグラフ多様体であり, M2には Ghysの構
成 [12]により T 1H2 の測地流から得られるアノソフ流があるが, いままでの構成と同様の
方法では, M1 とM2 に跨るような形で Birkhoff切断を構成できず, これを解決すること
が課題である.

今回構成した Birkhoff切断は, 種数 1で境界成分が 1個のものであった. 任意の推移的
アノソフ流に対して, 境界成分が 2個の Brikhoff切断が構成できることを Tsangが示し
ている [26]. また, skewed R-coveredアノソフ流に対しては, 境界成分が 1個の Birkhoff

切断が存在することをMartyが示している [18]. これらに種数に対する条件を加えて, 境
界成分が 1個または 2個のまま, 種数 1の Birkhoff切断が構成できるためのアノソフ流
の条件や, または種数の下限を得ることも問題として考えられる.

8の字結び目K の外部空間には, K を周期 1の閉軌道とみなす時, 周期 2やそれ以上の
閉軌道が存在する. 周期 2の軌道に対する手術で得られる多様体に対する, 種数 1で境界
成分が 1個, return map がM0 となる Birkhoff 切断の構成は Dehornoy の論文 [7]で行
われてる. これをさらに, 周期 3以上の閉軌道に対して同様の Birkhoff切断を得られるか
も問題として考えられる.
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エマージェント組紐と柏原-ヴェルニュ方程式
久野 雄介 (津田塾大学)

1 はじめに

以下では, 非可換ベキ級数やリー級数に関する方程式がいくつか登場する. それぞれの
方程式は, あるトポロジカルな対象から定まる代数構造の形式性を実現するための条件と
して捉えられる. 2010年頃に, ドリンフェルトの結合子方程式と柏原-ヴェルニュ方程式
の密接な関係が明らかにされた ([3, 1]). 本講演では, 両者の中間に位置する方程式を導入
した研究の現状 ([18, 11])を報告する. この方程式のトポロジカルな背景がエマージェン
ト組紐である. なお, 同様のアイデアに基づく研究が [2, 10, 22, 24]でなされている.

2 形式性 (formality)と expansion

ここでの形式性 (formality)という用語は有理ホモトピー論での使われ方 ([27])から来
ていて, 大まかには, ある構造がその近似から回復可能なことを意味する. もとの構造を
回復するときに用いられるのが expansionである. 組紐など, 様々な “結び目”の普遍的
な有限型不変量は, しばしば適切な設定における expansionとして定式化される ([9]).

標数 0の体K上で考える. V をフィルター付き代数構造とする. *1 すなわち, V はベク
トル空間で, いくつかの演算と下降フィルトレーション V = F0V ⊃ F1V ⊃ F2V ⊃ · · ·
を持ち, 全ての演算はフィルトレーションと適合しているとする. *2 このとき, 自然に V

の随伴次数商 grV が定義される. これは, 次数付きベクトル空間

grV :=
∞∏
k=0

FkV/Fk+1V

に V の演算から自然に誘導される演算を与えたものである. grV はもとの代数構造 V の
近似と考えられる. 極めて自然な問題として, 近似の精度を問うこと, すなわち V と grV

の代数構造の比較がある. より適切なのは, V を完備化, すなわち射影的極限

V̂ := lim←−
k

V/FkV

に置き換えることである. V の演算は V̂ の演算に自然に拡張する.

問. V̂ と grV はフィルター付き代数構造として同型か? *3

本研究は科研費 (課題番号:23K03121, 24K00520)の助成を受けたものである。
*1念頭にあるのは, ホップ代数, リー代数, リー双代数など. また, ここは一つのベクトル空間 V 上の演算を想
定した記述だが, より一般的に (線形)圏やオペラッドでも良い. 実際に, 後ではそうした状況も考える.

*2 例えば V が双線型な二項演算 Φ : V × V → V を持つとして, Φが {FkV }k と適合するとは, ある d ∈ Z
が存在して任意の u ∈ FkV , v ∈ FlV に対して Φ(u, v) ∈ Fk+l+d が成り立つことである.

*3ここで grV のフィルトレーションは, Fk(grV ) = {次数 k − 1以下の成分が全て 0}.
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フィルター付き代数構造の同型 θ : V̂ → grV は随伴次数商の間の写像を誘導する:

gr θ : grV = gr V̂ → gr(grV ) = grV.

gr θ = idとなる様な同型 θが存在するとき, 代数構造 V は形式性を持つという. また, こ
の様な θを V の expansionと呼ぶ.

expansionという言葉を用いたが, これはまさに 1変数関数のテイラー展開

f(x) =
∑
k≥0

f (k)(0)

k!
xk

と同じことをしている (ただし, 収束の問題は考えない). この場合, V =

{ 0のまわりの解析関数芽 } であり, FkV = {f | f (0)(0) = · · · = f (k−1)(0) = 0}
とする. テイラー展開の結果は座標の取り方に依存していることに注意する.

V が形式性を持つとき, V の expansion全体の集合には grV と V̂ の自己同型が合成に
よって自然に作用し, bi-torsor構造ができる:

IAut(grV ) ↷ {V の expansion}↶ IAut(V̂ ). (1)

ここで, 記号 IAut(V̂ ) の Iは grφ = id となる自己同型 φ のみ考えていることを意味す
る. 二つの群作用は可換で, ともに自由かつ推移的である.

例. 任意の群Gに対して, 群環 V = KGはホップ代数の構造を持つ. *4 また, V は添加イ
デアル I のベキによるフィルトレーション {Ik}k を持つ. V がホップ代数として形式的
であるかどうかを問題にしよう. このとき, 群 Gは filtered-formalとも呼ばれる ([26]).

(i) Gが階数 nの自由群 Fn のとき. grV = grKFn は文字 x1, . . . , xn の生成する (完
備)自由結合代数 assn = K⟨⟨x1, . . . , xn⟩⟩と同型になる. *5 より明示的には, Fn の
基底 {γi}ni=1 を固定すると, xi = (γi − 1) mod I2 と読むことにより, 同型

grKFn
∼= assn

が成り立つ. いま θexp(xi) = exi =
∑

k≥0 x
k
i /k!とおくと, これは完備ホップ代数の

同型 θexp : K̂Fn → assn ∼= grKFn に拡張し, gr θexp = idである. (この同型は基底
{γi}ni=1 の取り方に依存している.) よって KFn はホップ代数として形式的である.

(ii) G が純組紐群 Pn のとき. grV = grKPn はドリンフェルト-河野 リー代数 dkn

([12, 17])の普遍包絡環と同型になる. ここで, dkn は生成元 tij = tji (1 ≤ i ̸= j ≤
n)と次の関係式によって定義される次数付きリー代数である:{

可換関係式: [tij, tkl] = 0 (♯{i, j, k, l} = 4のとき)

4項関係式: [tij, tik + tkj] = 0 (♯{i, j, k} = 3のとき)

*4余積, 対合, 添加写像はそれぞれ∆(x) = x⊗ x, ι(x) = x−1, ε(x) = 1 (x ∈ G)で定まる.
*5 assn のホップ代数の構造は∆(xi) = xi ⊗ 1 + 1⊗ xi, ι(xi) = −xi, ε(xi) = 0で定まる.
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生成元 tij は次数 1を持ち, 下図左の様な水平コードに対応している:

tij =
· · · · · · · · ·
1 i j n

, τij =
· · · · · · · · ·
1 i j n

同型 grKPn = U(dkn) は, 上図右の様な純組紐を τij ∈ Pn として tij = (τij − 1)

mod I2 と読んで得られる. KPn はホップ代数として形式的である ([17]).

代数構造 V の expansionを求めるには, V の各演算 Φに対して, 方程式 grΦ◦θ = θ◦Φ
を grV の中で解くことになる. このためには V の “有限表示”がしばしば役に立つ.

3 ドリンフェルト結合子 (Drinfeld associator)

(ドリンフェルト)結合子 [12]はある条件を満たす非可換ベキ級数 Φ = Φ(x, y) ∈ ass2

である. その全体は次の様な bi-torsor構造を持っている:

GRT1 ↷ {ドリンフェルト結合子 }↶ GT1. (2)

ここで, GRT1 と GT1 はグロタンディーク-タイヒミュラー群 ([12])と呼ばれる群である.

結合子によって, 結び目のコンセビッチ不変量が組み合わせ的に再構成される (例えば
[23]参照). そのアイデアは, 結び目を基本ブロックの積み重ねとして表すことにある:

σ = , , α = , , ,

結合子のトポロジカルな側面, 特に組紐との関係は原論文 [12]にも言及されている. バー
ナタン [8]は括弧付き組紐の圏 PaBの expansionとして結合子を捉えた. PaBの射は次
の様な「組紐 +端点の括弧付け」の線形結合で表される.

•• ••( ) ( )

• • ••( ( ))

圏 PaBは紐の二重化などの演算を備えている. マックレーンのコヒーレンス定理 [20]と
組紐群のアルティン表示 [7]から, PaBの “有限表示”が得られる ([15]も参照):

PaB = ⟨σ, α | 局所性, 五角関係式, (二種類の)六角関係式 | 種々の演算 ⟩.

ここで, 五角関係式と六角関係式は次の様な括弧付き組紐の等式である:

= , = , =
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PaBの随伴次数商は括弧付き水平コード図のなす圏 PaCDとなる. PaCDの射はある
nに対する U(dkn)の元に括弧付き置換のデータを付与したものである.

定理 ([8]). ドリンフェルト結合子 Φに対して

Z(σ) =
(
exp(1

2
t12),

)
, Z(α) =

(
Φ(t12, t23),

)
とおくことで PaB の expansion Z : PaB → PaCD が得られる. この対応により,

{ PaBの expansion} = {ドリンフェルト結合子 } と同一視される. 更に, PaBに対す
る bi-torsorの図式 (1)は図式 (2)と同一視される.

結合子 Φ は群的 (group-like), すなわち ∆Φ = Φ ⊗ Φ をみたし, Φ = exp( 1
24
[x, y] +

高次の項)という形をしていて, 更に PaBの五角関係式と六角関係式に対応する方程式
をみたす. 五角方程式は U(dk4)における次の等式である:

(Pent) Φ(t12, t23)Φ(t1(23), t(23)4)Φ(t23, t34) = Φ(t(12)3, t34)Φ(t12, t2(34)).

ただし t1(23) = t12 + t13, etc. また, 六角方程式は U(dk3)における等式である. 古庄 [13]

により, 結合子に対する六角方程式は実は五角方程式の帰結であることが示されている.

4 柏原-ヴェルニュ方程式

文字 x1, . . . , xn の生成する完備自由リー代数を lien とする. 別の言葉では, lien は完
備ホップ代数 assn の原始的部分であり, 自然に lien ⊂ assn となる. 特に n = 2 のとき,

x1, x2 のかわりに x, y とかく.

柏原-ヴェルニュ問題 [16] は, もとは有限次元リー代数に対して定式化された, リー理
論における問題であった. アレクシーブとトロシアン [3]は, これを自由リー代数の自己
同型群の 1-コサイクルを用いて再定式化した. リー代数 lie2 の自己同型 F が tangential

であるとは, F (x) = exp(adu)(x), F (y) = exp(adv)(y) (ただし u, v ∈ lie2)となることを
いう. lie2 の tangentialな自己同型全体のなす群を tAut2 とかく. F ∈ tAut2 に対する次
の方程式を柏原-ヴェルニュ方程式という:

(KV1) F (log exey) = x+ y.

(KV2) ある 1変数ベキ級数 f(s)が存在して j(F ) = f(x+ y)− f(x)− f(y)をみたす.

ここで, (KV1)において log exey = x+ y + 1
2
[x, y] + · · · は BCH級数であり, (KV2)にお

いて j は文字 x, y の巡回語が張る空間を係数とする群 tAut2 上のある 1-コサイクルであ
る. 柏原-ヴェルニュ方程式の解は存在し, その全体は次の様な bi-torsor構造を持つ:

KRV2 ↷ {柏原-ヴェルニュ方程式の解 }↶ KV2.

柏原-ヴェルニュ方程式の解には, トポロジカルな解釈が少なくとも二つ存在する. 一つ
は 4次元トポロジーにおけるもので, バーナタンとダンチョ [9]によって与えられた. こ
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れは, ウェルデッド・フォーム wTF o と呼ばれるサーキット代数 (wheeled propと言っ
ても同じ)の expansionとしての解釈である. wTF o は図式的な生成元と関係式によって
定義されるが, チューブ写像 ([25])を拡張する形で, 各生成元は R4 内の (特異点を持つ)

曲面としての解釈を持つ. もう一つは 2次元トポロジーにおけるもので, アレクシーブ-河
澄-久野-ネフ [4, 5, 6]により与えられている. 向き付けられた曲面を固定し, その上の自
由ループのホモトピー類全体のなす集合を π̂ とする. ベクトル空間 Kπ̂ にはループの交
叉や自己交叉によりリー双代数 (Kπ̂, [·, ·], δf )の構造が定まる (下図参照). これをゴール
ドマン-トゥラエフ リー双代数 [14, 28]という. *6

◦ ◦ ◦
α

β

[α, β] = ◦ ◦ ◦ − ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦

γ

δf (γ) = ◦ ◦ ◦
γ1

∧ ◦ ◦ ◦

γ2

Kπ̂ は曲面の基本群 π の群環 Kπ の商ベクトル空間であり, 自然なフィルトレーションを
持つ. リー双代数Kπ̂の随伴次数商は, 曲面の 1次元ホモロジー群の次元を nとするとき,

文字 x1, . . . , xn の巡回語の張る空間上のリー双代数構造として具体的に記述される.

曲面が 2 点穴空き円板のとき, π は階数 2 の自由群である. F ∈ tAut2 に対して,

θF := F ◦ θexp は Kπ の Hopf代数としての expansionとなる. ここで, θexp は 2節の例
(i)のものである. (適切に π の基底をとる.) θF はフィルター付きベクトル空間の同型

|θF | : K̂π̂ → grKπ̂ (3)

を誘導する. |θF | がリー双代数の射となるとき, θF をゴールドマン-トゥラエフ (GT)

expansionと呼ぶことにしよう.

定理 ([4, 5]). F が柏原-ヴェルニュ方程式の解であるとき, θF はゴールドマン-トゥラエ
フ expansionとなる. さらに, この対応により, 次の同一視が成り立つ:

{ 2点穴空き円板の GT expansion}/共役 = {柏原-ヴェルニュ方程式の解 }.

*6 トゥラエフ [28]の与えたリー余括弧積には定数ループ分の不定性があり, この補正のためには曲面上にフレ
イミングを取る ([4, 6]). 従って, Kπ̂ にリー余括弧積を定めるときは, 曲面は境界成分を持つと仮定する.
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5 ドリンフェルト結合子と柏原-ヴェルニュ方程式

2010年頃に, 次の明示的な単射の存在が示された ([3, 1]): *7

{ドリンフェルト結合子 } ↪→ {柏原-ヴェルニュ方程式の解 }.

bi-torsor構造と適合する群の単射準同型 GRT1 ↪→ KRV2 および GT1 ↪→ KV2 も明示的に
構成されている. ここでは簡潔さのため, これらの群準同型の無限小版のみを記述する.

群 GRT1 と KRV2 のリー代数 grt1 と krv2 は, それぞれ, グロタンディーク-タイヒミュ
ラー リー代数, 柏原-ヴェルニュ リー代数と呼ばれ, 次の様に五角方程式 (Pent)と柏原-

ヴェルニュ方程式 (KV1), (KV2)を線形化した方程式の解空間である:

grt1 = {ψ ∈ lie2 | ψ は方程式 (LPent)の解 },
krv2 = {(a, b) ∈ lie⊕2

2 | (a, b)は方程式 (LKV1), (LKV2)の解 }.

(LPent) ψ(t12, t23) + ψ(t1(23), t(23)4) + ψ(t23, t34) = ψ(t(12)3, t34) + ψ(t12, t2(34)).

(LKV1) [x, a] + [y, b] = 0.

(LKV2) ある f(s) ∈ K[[s]]が存在して, x, y の巡回語の張る空間の中で次が成立する.

(∂xa)x+ (∂yb)y = f(x+ y)− f(x)− f(y).

ただし, ∂x, ∂y は自由リー代数上のある種の “偏微分作用素”である. *8

grt1 のリー括弧積は伊原括弧積と呼ばれるもので, krv2 は lie2 の tangentialな導分として
のリー括弧積を備えている.

定理 ([3]). 次は次数付きリー代数の埋め込みである:

ν : grt1 ↪→ krv2, ψ(x, y) 7→ (ψ(−x− y, x), ψ(−x− y, y)). (4)

これらのリー代数の構造について次の予想がある. 特に, 予想 (ii)の成立は, 基本的に
全ての柏原-ヴェルニュ方程式の解が結合子から得られることを意味する.

予想. (i) (ドリーニュ-ドリンフェルト) grt1
∼= lie(σ3, σ5, σ7, . . .).

(ii) (アレクシーブ-トロシアン) krv2 = Kt⊕ ν(grt1). ここで tは次数 1のある元.

6 混合組紐 (mixed braids)とエマージェント組紐 (emergent braids)

ここからは, [18, 11] の内容を紹介する. 結合子の定義方程式, 特に五角方程式を弱め
たものを考察する. Φを結合子とする. dk3 における 4項関係式 [t12 + t13, t23] = 0より,

Φ(t12, t23) = Φ(−t13 − t23, t23) となる. そこで, 五角方程式 (Pent)の両辺は t12 を含まな

*7 特に, この単射の存在が, 柏原-ヴェルニュ方程式の解の存在の別証明になっている.
*8次の等式で定まる: 任意の a ∈ lie2 を ass2 の元とみて a = (∂xa)x+ (∂ya)y と一意的にかく.
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い形に書ける. すなわち, dk2,2 を t13, t14, t23, t24, t34 の生成する dk4 の部分 Lie代数とす
るとき, 五角方程式は U(dk2,2)における等式とみなせる. 次の様に紐に色を付けてみる:

= (5)

これは D2 \ { 2点 }における 2本の括弧付き組紐の等式として解釈できる.

この様なものをもう少し組織的に考えるため, 括弧付き混合組紐の圏 PaMBを導入す
る. 対象は, 赤い点 と青い点 の括弧付き語とする. 射は, 赤と青に色付けされた組紐
で, 端点の色が始域, 終域と適合していて, 青い紐を忘れると自明な括弧付き組紐になっ
ている様なものの線形結合とする. 例えば, 以下は ( ( ))から ( )( )への射を表す.

( ) ( )

( ( ))

赤い紐同士は絡むことはなく, それらの相対位置も変わらないが, 青い紐は自由に動いて
良い. 圏 PaMBの基本ブロックは次のものになる: *9

σ+
ps = , σ−

ps = , αpps = , αpsp = , αspp = .

一方で, 次の様な射は PaMBには含まれていない:

禁止: σpp = , αppp = .

PaMBは紐の追加と削除, 二重化, 赤い紐を青い紐に変える演算を備えている. 例えば,

σ+
ps =

1 本目を二重化−−−−−−−−→ , αpps =
2 本目を青に−−−−−−−→ αpss = .

PaMBにも五角関係式や六角関係式があるが, PaBと比べて種類が増える. 例えば,

= , = .

定理 ([11]). 圏 PaMBは次の有限表示を持つ:

PaMB = ⟨σ±
ps, αpps, αpsp, αspp | 局所性,五角関係式,六角関係式 | 種々の演算 ⟩.

*9pは pole, sは strandを意味する.
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これは, PaBの有限表示の類似である. 証明のポイントは, マックレーンのコヒーレン
ス定理の二色版を示すことと, [19]に倣った混合組紐の亜群の表示にある.

PaMBの随伴次数商をPaMCD とかく. これは, PaBに対するPaCDと同様に, 水
平コード図の元に括弧付き置換のデータを付与したものとして記述される. コード図の空
間の定義をきちんと述べておく.

定義. 次数付き Lie 代数 dkm,n を以下の表示で定義する: 生成元は次数 1 の元 aij (1 ≤
i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n), cij = cji (1 ≤ i ̸= j ≤ n)で, これらを次の様にm + n本の紐上のド
リンフェルト-河野 リー代数 dkm+n の生成元とみなす:

aij =

· · · · · · · · · · · ·
1 i m 1 j n

, cij =

· · · · · · · · · · · ·
1 m 1 i j n

.

関係式は, これら生成元が dkm+n においてみたす可換関係式や 4項関係式の全てとする.

例えば, [a11, a22] = 0, [a11, c23] = 0, [a11 + a12, c12] = 0など.

PaMBの形式性の問題が生じる. これを解くには, 生成元 σ±
ps, αpps, αpsp, αspp に対す

る値を関係式と矛盾しない様に定められれば良い. Z(σ±
ps) =

(
exp(±1

2
t12),

)
となるこ

とがすぐ分かる. そこで, 決めなければならないのは三つの値

Φpps = Z(αpps), Φpsp = Z(αpsp), Φspp = Z(αspp)

である. 結合子 Φを一つとり, 赤い紐を青い紐に変える演算を施してこれらの三つの値を
決めれば PaMBの expansionが一つ得られる. PaMBの全ての expansionがこの方法
で得られるかはまだ分かっていない.

次に, 方程式を考える空間のサイズを小さくして, より扱いやすいものを得られるかと
問うてみる. それには, D2 \ { m点 }における n本の組紐に対してバシリエフ型フィル
トレーションを考える. 青い紐同士の二重点を

= −

と定める. そして
PaMB/2 := PaMB/( )

とおく. この圏の射を表す組紐をエマージェント組紐と呼ぶ.

当然ながら, PaMB/1 := PaMB/ においては青い紐同士の結び目の現象は検知で
きない. 見えるものは D2 \ { m点 }内の路のホモトピー類である. 次の商 PaMB/2 は
結び目の現象が起き始める段階と見做せる. これを踏まえてエマージェント (emergent)

という用語がつけられている.

圏 PaMB/2 の随伴次数商は PaMCDの商となる. 対応するコード図の空間では, 青
い紐の間のコードが 2本以上あったら 0とすることになる.
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定義. cij たちの生成する dkm,nのリーイデアルを cとおき, edkm,n := dkm,n/[c, c] とおく.

例. edk2,2 ∼= lie2 ⊕ lie2 ⊕ ass2[−1] となる. この同型は, 右辺の (u(x, y), v(x, y), w(x, y))

に対して u(a11, a21) + v(a12, a22) + adw(a12,a22)(c12) を対応させることで得られる.

一般に edkm,n は次数付きベクトル空間として n個の liem と
(
n
2

)
個の assm[−1]の直和

に同型である. (“[−1]”は次数 (−1)シフトを表す.) リー括弧積も具体的に記述される.

7 エマージェント五角方程式と柏原-ヴェルニュ方程式

当面の目標は, エマージェント版結合子, すなわち PaMB/2 の expansion から柏原-

ヴェルニュ方程式の解を得ることである. それが可能なことは [10]の結果からも期待さ
れる. この目標に向けて, [18]では expansionの定義方程式の内の一つの線形化を, ある
技術的な仮定のもとに考察した. 具体的には, PaMB/2 の五角関係式の一つである (5)か
ら得られる方程式である. 特にその線形化は edk2,2 における方程式になり, 整理すると
φ ∈ lie2 ∼= edk2,1 に対する次の方程式になる:

(ELP)

φ(y, 0)− φ(x+ y, 0) = 0,

(∂yφ)(x, y) + (∂yφ)(y, 0)− (∂yφ)(x+ y, 0)−R(φ) = 0.

但し, 写像 R : lie2 → ass2 は次で定まる: R(x) = R(y) = 0かつ任意の a, b ∈ lie2 に対し

R([a, b]) = [R(a), b] + [a,R(b)]

+ (∂xb)x ι(∂xa)− (∂xa)x ι(∂xb) + (∂yb)y ι(∂ya)− (∂ya)y ι(∂yb).

定義. 次数付きベクトル空間 grtem1 を以下で定める:

grtem1 := {φ ∈ lie2 | φは条件 (ELP)および (VS)をみたす }.

(VS) [x, φ(y, x)] + [y, φ(x, y)] = 0.

構成から, ψ = ψ(x, y) ∈ grt1 のとき φ(x, y) = ψ(−x− y, y)は (ELP)をみたす. また,

ドリンフェルト [12]の結果から φ(x, y)が (VS)を満たすことも良い. そこで,

grt1 ↪→ grtem1 , ψ(x, y) 7→ ψ(−x− y, y).

次の結果は, 特に, アレクシーブ-トロシアンの埋め込み (4)の分解を与える.

定理 ([18]). (i) φ ∈ grtem1 に対し νem(φ) := (φ(y, x), φ(x, y)) ∈ krv2 となる.

(ii) 単射線形写像 νem : grtem1 → krv2 の像は krv2 の対称部分 krvsym2 = {(a, b) ∈ krv2 |
b(y, x) = a(x, y)}の次数 2以上の部分に一致する. 特に,

krvsym2 = Kt⊕ νem(grtem1 ).

注. (i) krvsym2 と krv2 が一致するかどうかは知られていない (次数 17までは一致).
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(ii) 次数 17以下で, (ELP)の解空間は grt1と一致し, 特に (ELP)の解は (VS)をみたす.

(iii) 定理の帰結として, grtem1 が伊原括弧積で閉じていてリー代数の構造を持つことが
分かる. 直接証明はまだない. また, 条件 (VS)を外した場合はまだ分からない.

(iv) 条件 (VS)は技術的な仮定として置いた側面があるが, Φpps,Φpsp,Φspp に対するあ
る対称性の仮定をおくと, PaMBの六角方程式から導かれることが分かる.

以下, 主張 (i) の証明の概略, 特に方程式 (ELP) の使用箇所を説明する. ポイントは,

(ELP)に現れる写像 R が 2点穴空き円板のゴールドマン-トゥラエフ リー双代数の演算
と関係することである. より詳しく, Rはトゥラエフ余括弧積の基点付き版の随伴次数商
の制限に一致する. この事実と, 柏原-ヴェルニュ方程式とゴールドマン-トゥラエフ リー
双代数の関係 ([4, 5, 6])を用いると次が示される:

補題. ũ = (a, b) ∈ lie⊕2
2 は (LKV1)をみたし, ある c ∈ ass2 が存在して R(ũ(x)) = [x, c]

かつ R(ũ(y)) = [y, c]とする. このとき, ũは (LKV2)をみたし, 特に ũ ∈ krv2 となる.

ただし, ũは lie2 に導分として次の様に作用している: ũ(x) = [x, a], ũ(y) = [y, b].

定理 (i)の証明 φ ∈ grtem1 のとき, 条件 (VS)から νem(φ)は (LKV1)をみたす. νem(φ) ∈
krv2 を示すには, 補題の条件を確認すれば良い. 次の計算をする:

R(νem(φ)y) = R([y, φ(x, y)]) = [y,R(φ)] + (∂yφ)y − y ι(∂yφ)
= [y,R(φ)− ∂yφ] =D [y, (∂yφ)(y, 0)− (∂yφ)(x+ y, 0)] = [y,−(∂yφ)(x+ y, 0)].

ここで, D において方程式 (ELP) を用いた. 同様の計算で, R(νem(φ)(x)) =

[x,−(∂yφ)(y + x, 0)]がわかる. c := −(∂yφ)(x+ y, 0)とおけば良い.
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Recent research on singular decomposable
continua

（特異な分解可能連続体に関する最近の研究）

島根大学総合理工学部 松橋英市

1 序章

コンパクト連結距離空間を連続体（continuum）と呼ぶ。平たく言えば Rn の中の連

結な有界閉集合のことである（有限次元の場合に限っては）。連続体すべてが研究対象な

わけで，その守備範囲は広い。連続体には分解可能連続体と分解不可能連続体の２種類が

あり，一般に後者のほうが前者に比べて複雑な構造を持ち，それゆえに興味深い話題を提

供することが多い。では分解可能連続体のほうは常に簡単な性質を持っているかといえば

そうでもない。たとえば後述するように Janiszewski連続体のように全ての部分連続体が
分解可能になるにもかかわらず弧 ((=arc)単位閉区間 [0,1]と同相な空間)を含まないも
のが存在する（弧を含まないということは曲線，直線問わずとにかく線を含まないという

ことである）。連続体理論を研究するときいろいろな見地から研究するが，分解可能か不

可能かということが研究テーマの重要な部分を占める研究をする場合は分解不可能連続体

に関する研究が好まれるように私は感じる。それは上述のようにその複雑性ゆえに豊富な

話題を提供するからであると思う。本講演では分解可能連続体に関しても分解不可能連続

体に負けないような奇妙な話題があるということを中心に紹介していこうと思う。

2 特異な分解可能連続体の存在について

定義 2.1. X を連続体とする。X が分解可能 (decomposable)であるとは真部分連続
体 A,B ⊊ X が存在して X = A ∪ B をみたすときにいう。X が分解可能ではないとき，
X を分解不可能 (indecomposable)であるという。

本講演は主に分解可能連続体に関するものであるが，話のついでに分解不可能連続体に

ついても少し触れておく。

例えば，閉区間，円周，球面など簡単に思い浮かぶような連続体は全て分解可能であ

る。もう少し複雑なものは sin 1
x -continuum, さらに複雑なものとして Sierpinski gasket，
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Menger spongeなどがあるが，それらも分解可能である。少し考えただけでは分解不可
能な連続体を思い浮かべることはかなり難しい。分解可能不可能連続体の例で構成が比較

的簡単なものの例として，backethandle continuumや和田の湖などがある。簡単とはい
っても無限回の操作を経て構成するので，直感的に分解不可能と判断するのは困難である

と思う。さらに複雑な連続体として，部分連続体がすべて分解不可能となる遺伝的分解不

可能連続体 (hereditarily indecomposable continuum)がある。
X を連続体としたとき，C(X)で X に含まれる部分連続体すべてからなる空間を表し，

（位相はハウスドルフ距離から導かれるものとする）これを X の超空間 (hyperspace)
とよぶ。C(X)は連続体であることが知られている。

上述したように分解不可能連続体は思い浮かべること自体困難であるようなものなの

で，以下の定理は奇妙に思えるが，連続体理論の中では非常に有名な結果である。

定理 2.2. ((Bing [2]) n ≥ 2 または n =∞とする。このとき，C(In)の中で遺伝的分解
不可能連続体全体からなる集合は稠密な Gδ-集合となる。

つまり位相的見地からみると，ほとんどすべての連続体は遺伝的分解不可能なのである。

遺伝的分解不可能とは真逆の次の定義を紹介する。

定義 2.3. 連続体 X の部分連続体がすべて分解可能であるとき, X を遺伝的分解可能連
続体 (hereditarily decomposable continuum)とよぶ。

注意. 遺伝的分解可能連続体の位相次元は必ず 1次元であることが次の定理からわかる。

定理 2.4. (Bing [1]) n ≥ 2とする。すべての n次元連続体は (n− 1)次元遺伝的分解不
可能連続体を含む。

遺伝的に分解可能，そして 1次元ということを考えるとあまり複雑な連続体は作れない
ような気がするが，Janiszewskiは 1912年，次のような特異な例を構成した。

例 1. (Janiszewsiki [11]) 遺伝的分解可能，arc-likeであり，さらに弧を含まない連続体
が平面の中に存在する。

連続体 X が arc-like であるとは、任意の ε > 0 に対して、全射連続写像 f : X → [0, 1]

が存在し、f のすべての逆像の直径が ε 未満であるような場合をいう。弧ではない arc-like
continuumの例として sin 1

x -continuumが挙げられる。Janiszewski が例 1を提示した当
時は，連続体に関する多くの基本的な性質がまだ明らかにされていない時代であった。そ
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のような中で，Janiszewskiは arc-like かつ遺伝的に分解可能という，一見すると単純そ
うに見える性質を持ちながらも，弧を一切含まないというきわめて複雑な性質を同時に併

せ持っている例を提示したのである。

最初に紹介する我々の結果は，Janiszewski連続体に関連するものである。そのために
次の定義を導入する。

定義 2.5. X を連続体とする。

1. X がD-連続体であるとは，X の任意の互いに交わらない 1点集合ではない２つの
部分連続体 A，B に対して，次の条件をみたす X の部分連続体 Lが存在するとき
にいう：

• A ∩ L ̸= ∅ ̸= B ∩ L.
• A \ L ̸= ∅ または B \ L.

2. X が D**-連続体であるとは，X の任意の互いに交わらない 1点集合ではない２
つの部分連続体 A，B に対して，次の条件をみたす X の部分連続体 Lが存在する
ときにいう：

• A ∩ L ̸= ∅ ̸= B ∩ L.
• A \ L ̸= ∅.

3. X がD*-連続体であるとは，X の任意の互いに交わらない 1点集合ではない２つ
の部分連続体 A，B に対して，次の条件をみたす X の部分連続体 Lが存在すると
きにいう：

• A ∩ L ̸= ∅ ̸= B ∩ L.
• A \ L ̸= ∅ かつ B \ L.

D-連続体を最初に導入したのは Lončar[14]である。弧状連結連続体は D*-連続体であ
り，また，D-連続体は分解可能となる（前者は簡単に確認できるが後者は composantを
用いた証明が必要なのでここでは割愛する）。ということで，連続体においては次の関係

が成立する：

弧状連結 =⇒ D* =⇒ D**=⇒ D =⇒ 分解可能

例 2. (Espinoza-Matsuhashi [4]) Arc-likeかつ遺伝的分解可能だがD-連続体を含まない
連続体が存在する。

例 3. (Matsuhashi-Oshima [15]) Arc-likeかつ遺伝的Dだが，D∗∗-連続体を含まない連
続体が存在する。
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上の例で遺伝的 D とは部分連続体がすべて D 連続体になるようなものをいう (以下に
出てくる遺伝的 D∗∗，遺伝的弧状連結も同様である)。さて，上の２つの例から次の問い
は自然であろう：

問. Arc-like，遺伝的 D∗∗ で D∗-連続体を含まない連続体は存在するか？

この問いへの答えは次の結果より否定的なものとなる。

定理 2.6. (Matsuhashi-Oshima [15]) X を連続体とする。このとき次は同値である。

1. X は arc-like D∗∗-continuumである。
2. X は弧である。

つまり，Arc-like連続体の世界では，D-連続体では例３のようにおかしなことが起こる
が，それよりもほんの少し強い性質を持つ D∗∗-連続体は弧になってしまうのである。ま
た、この定理の系として次が得られる。

定理 2.7. (Matsuhashi-Oshima [15]) X を連続体とする。このとき次は同値である。

1. X は遺伝的 D∗∗ である。

2. X は遺伝的弧状連結である。

Arc-like, 遺伝的 D∗∗ という条件を考えなければ以下のような例を構成できる。構成に

は射影極限を用いる。

例 4. ((Imamura-Matsuhashi-Oshima [10])) 遺伝的分解可能な D∗∗-連続体で D∗-連続
体を含まないものが存在する。

注意：定義が煩雑になるので割愛するが，実際は D∗∗-連続体より強い性質を持つ連続体
でD∗-連続体を含まない連続体を構成できる（興味のある方は [16]を参照してください）。
図 1は例４の目標の連続体を構成する際に射影極限を考える際の最初のステップ。

3 共通モデルについて

まず以下の有名な定理を紹介する。

定理 3.1. （Hausdorff-Alexandroff）任意のコンパクト距離空間はカントール集合の連続
像となっている。
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図1 X0, X1 and f0

([10, Theorem 5.4]の図より)

つまり，任意のコンパクト距離空間はカントール集合をうまくつぶした空間として得ら

れることがわかる。この定理に対応して次のような問いを考えることは自然であろう。

問.次のような連続体 X は存在するか？

すべての連続体が X の連続像となっている。

上記の問いでは，すべての連続体をその連続像として生み出せるような連続体 X の存

在を問うているわけだが，以下の定理により，それよりずっと狭いクラスにすらそのよう

な連続体 X は存在しない。

定理 3.2. (Waraszkiewicz [20]) 任意の連続体 Z に対して，半開区間 [0, 1) のコンパク

ト化 WZ であって, 次の条件を満たすものが存在する：

• 剰余 WZ \ [0, 1) は円周 S1 に同相である。

• Z から WZ への連続な全射は存在しない。

しかし一方局所連結連続体（弧，円周，n次元立方体，Sierpinski gasket，Menger sponge,
etc.）全体に対しては次の定理が成り立つことも有名である。その定理の紹介の前に一つ
定義を導入する。

定義 3.3. C をある連続体のクラスとする。連続体 X が C の共通モデル (common
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model)であるとは，任意の C ∈ C に対して C が X の連続像になっているときにいう。

定理 3.4. (Hahn-Mazurkiewicz) 単位閉区間は局所連結連続体全体からなるクラスの共
通モデルとなっている。つまり，任意の局所連結連続体は単位閉区間の連続像となって

いる。

また，次の定理も有名である。

定理 3.5. (Fearnley[5], Lelek[12], Mioduszewski[18]) Pseudo arc（＝ arc-like遺伝的分
解不可能連続体）は arc-like連続体全体からなるクラスの共通モデルとなっている。

そこで，どのような連続体のクラスならば共通モデルをもつか（またはもたないか）を

調べることは自然であろう。

注意．任意の連続体の可算列 {Xi}∞i=1 を考えると，この列には必ず共通モデルが存在

する。

定理 3.6. (Fukaishi-Matsuhashi[6]) 任意の連続体 X に対して，以下を満たす連続体 Z

が存在する：

• Z は分解不可能連続体であり，X を部分連続体として含む。

• r : Z → X なる開なレトラクションが存在し，任意の x ∈ X に対して，逆像
r−1(x) はカントール集合に同相である。

• X と同相な空間からなる可算族 {Xi | i ∈ N} が存在して，Z = Cl(
∪

i∈NXi) が成

り立つ。

連続体 X に対して定理 3.6にあるような Z 全体からなる集合族を ICX とおく。定理

3.6で示したことは，ICX は空ではないということである。これに関し，ごく最近，次の

結果が得られた。

定理 3.7. (Matsuhashi-Ortega [17]) 任意の連続体 X に対して ICX は共通モデルを持

たない。

また，以下の結果より 2章で紹介したような連続体のクラスにも共通モデルがない。

定理 3.8. D を次のいずれかの性質をもつ連続体のクラスとする：

• D-連続体を含まない遺伝的分解可能連続体，
• D∗∗-連続体を含まない遺伝的 D-連続体,
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図2 µ−1(t)は大きさ tの部分連続体からなる集合族

• D∗-連続体を含まない遺伝的分解可能な D∗∗-連続体.

このとき，D は共通モデルをもたない。つまり任意の連続体 X に対して、ある連続体

D ∈ D が存在し、X から D への連続全射は存在しない。

4 Whitney Property, Whitney reversible property
定義 4.1. 連続体 X に対して、その部分連続体全体の集合を C(X) とする。写像

µ : C(X)→ [0, µ(X)] が Whitney写像（Whitney map）と呼ばれるのは、次の二つの
条件を満たすときである：

• 任意の部分連続体 A,B ∈ C(X) に対して、A ⊊ B ならば µ(A) < µ(B) が成り立

つ。

• 任意の点 x ∈ X に対して、µ({x}) = 0 が成り立つ。

定義 4.2. 位相的性質 P が Whitney性質（Whitney property）であるとは、次の条件
を満たすときにいう：連続体 X が性質 P をもつならば、C(X) 上の任意の Whitney 写
像 µ と、任意の t ∈ [0, µ(X)) に対して、µ−1(t) も性質 P をもつ。

定義 4.3. 位相的性質 P が Whitney可逆性質（Whitney reversible property）である
とは、次が成り立つときにいう：任意の連続体 X に対し、C(X) 上の任意のWhitney写
像 µ と任意の t ∈ (0, µ(X)) に対して、µ−1(t) が性質 P をもつならば、X 自身も性質

P をもつ。

これらの性質に関しての研究は連続体理論の中心的課題である。それらに関しては連続

体の性質の数だけ問題になりえるので（そしてそのいずれもが明らかではない），これま
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で多くの研究がなされ，そして多くの未解決問題がある。たとえば分解可能性はWhitney
の性質であるがWhitneyの可逆性質ではないことが知られている。弧状連結性も同様で
ある。詳しい情報は [8]にある。

定理 4.4. (Matsuhashi-Oshima [15]) 連続体が D であること，D∗∗ であること，D∗ で

あることはすべてWhitneyの性質である。

定理 4.5. (Illanes-Matsuhashi-Oshima [9]) 連続体が D であること，D∗∗ であること，

D∗ であることはすべてWhitneyの可逆性質ではない。

図3 D-連続体ではないが, 全ての正のホイットニーレベルがD∗-連続体となる

（[9, Example 3.2]の図を改良したもの）
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Parametrized topological complexity of spherical
fibrations over spheres

箕輪　悠希 (京都大学理学研究科　数学・数理解析専攻 (D3))∗

1 概説
ロボット工学の領域には経路計画とよばれる研究主題があり、おおむね次のような問
題の解決を目標とする。

Question 1.1. 空間上の 2点 A,B が与えられたとき、A地点から B 地点までの経路を
返すプログラムを構成せよ。

これとは別に動作計画とよばれる研究主題があるが、根源的な問いはこれと同質である。
たとえば「空間」として「ロボットアームの取りうる姿勢すべてのなす空間」を想定すれ
ば、上の問題は「ロボットアームを初期姿勢から目標姿勢まで動作させるプログラムを
構成せよ」と置換され、これは動作計画の基本的な問題となる。Farber [4]はこれを翻案
し、おおむね次のような問題を提示した。

Question 1.2. 空間上の 2点 A,B が与えられたとき、A地点から B 地点までの経路を
返す連続プログラムは存在するか。ただし、ここでいう連続とは「初期・目標地点が微小
に変化したときに微小変化した経路を返す」の意である。

ここで追加された連続性の仮定は、もとの問題を顧慮しても自然なものに思える。ところ
が、空間が可縮でないとき上のような連続プログラムは存在しない。それでも、いくつか
の局所的な連続プログラムを組み合わせて空間全体にわたる経路計画・動作計画のプログ
ラムを構成することは可能である。Farberは、ここで必要となる局所的な連続プログラ
ムの最小数が空間のホモトピー型によって決定されることを示し、空間の topological

complexity（位相的複雑さ）というホモトピー不変量を定義した。
Topological complexity の研究は、多種多様な方針のもとで行われている。まず、LS

カテゴリーとよばれるホモトピー不変量との類似性が注目される。LS カテゴリーは 20

世紀後半の代数トポロジーにおける主要な研究対象であり、さまざまな理論や手法が展開
されてきた。これらの不変量は sectional categoryという（写像の）ホモトピー不変量に
統合され、それを媒介して LSカテゴリーの研究手法を topological complexityに応用す
ることが試みられてきた。さらに、空間の幾何学的な性質との関連も調べられている。た
とえば実射影空間 RPnの topological complexityは、そのはめ込み次元と関係している。
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一方で、Question 1.2 の変種に対応した様々な亜種も考案されている。というのも、
実際の経路計画や動作計画では Question 1.2 よりも複雑な問題を取り扱うことが多い。
たとえば 2点 A,B のほかに中間地点を設定することもあれば、2点 A,B が同一のとき
に自明な経路を返すようなプログラムを考えたり、ロボットアームの関節の可動性に制
約を課することもある。本稿ではこれらの亜種についても言及し、とくに表題にもある
parametrized topological complexityを詳細にみていく。
Topological complexity やその亜種の研究は、これらの方針が相補い連携すること
によって枝葉を広げてきた。本稿ではこの関連の様相を述べつつ、球面上の球面ファ
イブレーションの parametrized topological complexity に関する講演者 [13] の結果を
紹介する。CW 複体のセル構造にもとづく LS カテゴリーの研究手法を parametrized

topological complexityの決定に応用したものは本結果をおいてなく、この複合的な方針
にもとづく研究のさらなる発展が期待できる。
以下、本稿では「空間」といえば（非退化な）基点つき空間を指すものとする。

2 Topological complexity

まず、概説で述べた topological complexityの説明を定式化するところから始めよう。
弧状連結な位相空間 X の自由道空間を XI = {γ : [0, 1]→ X}とかく。

Definition 2.1. 空間 X の topological complexity は次の条件をみたす整数 k の最
小値であり、TC(X)と記述される。*1

• 各 Ui 上で次のファイブレーション Πの（連続な）右逆写像をとることができるよ
うな、X2 の開被覆 U0, · · · , Uk が存在する。

Π: XI → X2, γ 7→ (γ(0), γ(1)).

上のような開被覆が存在しないときは、TC(X) =∞とする。

Topological complexityのもっとも基本的な性質として、次のようなものがある。

Proposition 2.2

1. 空間 X および Y がホモトピー同値のとき、TC(X) = TC(Y )である。
2. 空間 X が可縮のとき、かつそのときに限り TC(X) = 0である。

Sketch of the proof. 1.に関しては、X2 と Y 2 のホモトピー同値写像によって該当の
開被覆を引き戻せばよい。2.に関しては、Πの連続な右逆写像によって 1点への変位レ
トラクションが構成される。逆も同様。

*1Farber [4]の原論文ではこれに 1を加えた値を TC(X)の定義としている。年代の古い論文はこれに倣って
いるため、参照の際は注意されたい。
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Topological complexity の知られている空間の例をいくつか紹介する。この他にも閉
曲面などの topological complexityが計算されている。

Example 2.3. 球面 Sn に対し、次が成立する。

TC(Sn) =

{
1 （nが奇数）
2 （nが偶数）

Example 2.4. [5, 6] Euclid空間 Rd 上のm点配置空間

F (Rd,m) := {(x1, · · · , xm) | xi ∈ Rd, i 6= j ならば xi 6= xj}

に対し、次が成立する。

TC(F (Rd,m)) =

{
2m− 2 （dが奇数）
2m− 3 （dが偶数）

とくに F (Rd, 2) ' Sd−1 であることに注意されたい。

Example 2.5. [6] 実射影空間 RPn の（Euclid空間への）はめ込み次元を ε(n)とする。
このとき、次が成立する。

TC(RPn) =

{
ε(n)− 1 （n = 1, 3, 7）
ε(n) （それ以外）

3 LSカテゴリー
LS カテゴリーは「閉多様体上の滑らかな実関数は、最小でいくつの臨界点をもつ
か」という問題に由来する不変量であり、次のように定義される。以下、X の道空間を
PX = {γ ∈ XI | γ(0) = ∗X}とかく。

Definition 3.1. 空間 X の LSカテゴリーは次の条件をみたす整数 k の最小値であり、
cat(X)と記述される。

• 各 Ui 上で次のファイブレーション ev1 の右逆写像をとることができるような、X
の開被覆 U0, · · · , Uk が存在する。

ev1 : PX → X, γ 7→ γ(1).

上のような開被覆が存在しないときは、cat(X) =∞とする。

Proposition 2.2 2.と同じような議論によって、上の定義は「各 Ui ↪→ X が零ホモトピッ
クになるような X の開被覆 U0, · · · , Uk が存在する最小の k」と換言できる。LSカテゴ
リーの（ほぼ）同値な定義のひとつとして、Whiteheadによるものを次に挙げる。
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Proposition 3.2 Tm(X) := {(x1, · · · , xm) ∈ Xm | ある i に対して xi = ∗X} とする。
X が弧状連結な正規空間のとき、cat(X)は次の図式がホモトピー可換となる整数 k の最
小値と一致する。

T k+1(X)� _

��
X

∆ //

<<

Xk+1

ただし、∆は対角写像 x 7→ (x, · · · , x)である。

たとえば二つめの定義より、非自明な懸垂空間 ΣX に対し cat(ΣX) = 1となることが
わかる。*2 しかしながら空間が複雑になればなるほど、その LSカテゴリーを上の定義か
ら直截に決定することは困難になる。そこで、さまざまな評価手法が編み出されてきた。

Definition 3.3. 空間X の弱カテゴリーは合成写像X
∆−→ Xk+1 ↠ Xk+1/T k+1(X)が零

ホモトピックになる整数 k の最小値であり、wcat(X)と記述される。上のような整数が
存在しないときは、wcat(X) =∞とする。

可換環上の代数 Aおよびそのイデアル I に対し、冪零度 nil(I)は Ik+1 = 0となる最小の
整数 kとして定義される。たとえば nil(H∗(X;R))は「u1u2 · · · uk 6= 0となるような非零
元 u1, u2, · · · , uk ∈ H≥1(X;R)が存在する最大の k」と換言できる。*3

Proposition 3.4 空間 X および可換環 Rに対し、次が成立する。

nil(H∗(X;R)) ≤ wcat(X) ≤ cat(X).

とはいうものの、実は wcat(X)の決定もそこまで容易ではない。後ほど紹介するが、X
が CW複体の場合はセル構造を用いて wcat(X)を評価することが可能である。
最後に、LSカテゴリーによる topological complexityの “評価”を確認しよう。

Proposition 3.5 空間 X に対し、cat(X) ≤ TC(X) ≤ 2 cat(X)となる。

Sketch of the proof. 左の不等式は次の引き戻し図式から示される。

PX � � //

ev1
��

XI

Π
��

X
x7→(∗,x)

// X2

Πはファイブレーションであるため、U ↪→ X2 が零ホモトピックならば U 上で Πの右
逆写像をとることができる。よって右の不等式が従う。

*2読者の演習問題とする。
*3このことから、しばしば cup-lengthとよばれる。
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4 Topological complexityの亜種たち

4.1 さまざまな亜種
概説でも述べたとおり、Question 1.2の変形に対応した topological complexityの様々
な亜種を定義することができる。たとえば、Rudyak [14]は「2点 A,B のほかに中間地
点が設定された」問題に対応する不変量 sequential topological complexity を定義した。
また、岩瀬ら [11]は「2点 A,B が同一のときに自明な経路を返すようなプログラム」に
対応する不変量 monoidal topological complexityを定義した。本稿の主題からそれるた
め、これらの正確な定義は割愛する。*4

一方で Cohen ら [3] は、topological complexity をファイブレーションに沿って拡張
することで parametrized topological complexity を定義した。ファイバーが弧状連結な
ファイブレーション p : X → B に対し、ファイバーワイズ道空間 XI

B およびファイバー
ワイズ積 X2

B を次のように定義する。

XI
B = {γ : [0, 1]→ X | p ◦ γは恒等写像 }
X2

B = {(x1, x2) ∈ X2 | p(x1) = p(x2)}

Definition 4.1. ファイブレーション p : X → B の parametrized topological com-

plexityは次の条件をみたす整数 k の最小値であり、TC[X → B]と記述される。

• 各 Ui 上で次のファイブレーション Πの右逆写像をとることができるような、X2
B

の開被覆 U0, · · · , Uk が存在する。

Π: XI
B → X2

B, γ 7→ (γ(0), γ(1)) (1)

上のような開被覆が存在しないときは、TC[X → B] =∞とする。

自明なファイブレーションX → ∗に対し、TC[X → ∗] = TC(X)となっていることに注
意されたい。より一般に、次が成立する。

Proposition 4.2 p : X → B をファイブレーション、F をそのファイバーとする。

1. TC[X → B] ≥ TC(F )となる。
2. pが自明なファイブレーションのとき、TC[X → B] = TC(F )となる。

Sketch of the proof. 次の図式は引き戻し図式である。

F I //

Π
��

XI
B

Π
��

F 2 // X2
B

*4これらの問題設定を手当たり次第に組み合わせて “新しい不変量” を提案し、初歩的な命題や計算例を添え
て完結するような論文もないわけではない。
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開被覆を最下行の写像で引き戻すことで 1.が証明される。2.も同様。

Parametrized topological complexityは、経路や動作にかかる制約がファイブレーショ
ンで記述されるような問題設定に対応している。具体的な例をみていこう。

Example 4.3. [3, 7] 空間 Rd に m個の動かない障害物がランダムに配置され、さらに
n体のロボットの初期配置と目標配置とが与えられたとき、衝突を起こさずにロボットた
ちを初期配置から目標配置まで移動させるプログラムを考える。この問題設定は、次の
Fadell-Neuwirthファイブレーションとよばれる射影によって定式化される。

F (Rd,m+ n)→ F (Rd,m), (x1, · · · , xm, · · · , xm+n) 7→ (x1, · · · , xm)

このとき、次が成立する。

TC[F (Rd,m+ n)→ F (Rd,m)] =

{
2n+m− 1 （dが奇数）
2n+m− 2 （dが偶数）

Example 4.4. ここに空間 Rn+2 の原点から伸びて 1個の関節をもち、関節部分の角度
が直角に固定されているロボットアームがある。原点側の腕がランダムな位置に固定さ
れ、さらにもう 1本の腕の初期配置と目標配置が与えられたとき、原点側の腕を軸とした
回転によって初期配置から目標配置まで動作させるプログラムを考える。この問題設定
は、単位接束 T → Sn+1 によって定式化される。次が本稿における主結果である。

Theorem 4.5 [13] 単位接束 Sn → T → Sn+1 に対し、次が成立する。

TC[T → Sn+1] =

{
1 （n = 1, 5）
2 （nが偶数、または n ≡ −1 (mod 4)）

4.2 LSカテゴリーとの関連
Schwarz [15]はファイブレーションの種数（genus）という不変量を定義した。今日こ
の名称はあまり用いられず、専ら sectional categoryとよばれる。

Definition 4.6. 写像 f : X → Y の sectional categoryは次の条件をみたす整数 k の
最小値であり、secat(f)と記述される。

• 各 Ui 上で写像 f の右ホモトピー逆写像をとることができるような、Y の開被覆
U0, · · · , Uk が存在する。

上のような開被覆が存在しないときは、secat(f) =∞とする。

Sectional categoryは、次の意味においてホモトピー不変量である。
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Lemma 4.7 下のホモトピー可換図式において、上下辺はホモトピー同値写像である。

X1
∼ //

f1
��

X2

f2
��

Y1 ∼
// Y2

このとき secat(f1) = secat(f2)となる。

この Lemmaから次のようなことがわかり、LSカテゴリーと (parametrized) topological

complexityとの関連がみえてくる。

• cat(X) = secat(ev1 : PX → X) = secat(∗X ↪→ X).

• TC[X → B] = secat(Π: XI
B → X2

B) = secat(∆: X → X2
B).

ただし対角写像 ∆は ∆(x) := (x, x), x ∈ X で定義される。
さらなる関連をみていこう。Schwarz[15]は、コホモロジーを用いて secat(f)の下から
の評価を与えた。

Proposition 4.8 写像 f : X → Y および可換環 Rに対し、次が成立する。

secat(f) ≥ nil(Ker{f ∗ : H∗(Y ;R)→ H∗(X;R)})

Garćıa-Calcines ら [10]は特定の条件下で Proposition 3.4と類似の結果を証明し、より
強い（かもしれない）下からの評価を与えた。

Proposition 4.9 [10, Theorem 21] f : X → Y を左ホモトピー逆写像をもつ写像とし、
そのコファイバーを Z とする。このとき、次の不等式が成立する。

nil(Ker{f ∗ : H∗(Y ;R)→ H∗(X;R)}) ≤ wcat(Z) ≤ secat(f).

ファイブレーション p : X → B に対し、第一成分の射影 X2
B → X は明らかに ∆: X →

X2
B の左逆写像となる。したがって次を得る。

Corollary 4.10 ファイブレーション p : X → B に対し、次の不等式が成立する。

nil(Ker{∆∗ : H∗(X2
B;R)→ H∗(X;R)}) ≤ wcat(W ) ≤ TC[X → B]

ただしW は ∆: X → X2
B のコファイバーである。

とくに B = ∗のとき、u, v ∈ H∗(X)に対して ∆∗(u⊗ v) = uv となる。*5

Example 4.11. 自明なファイブレーション Sn → ∗を考える。Hn(Sn;Z) ∼= Zの生成元
uをとると、a = u⊗ 1− 1⊗ u ∈ H∗((Sn)2;Z)は Ker{∆∗ : H∗((Sn)2;Z)→ H∗(Sn;Z)}

*5このことから、nil(Ker∆∗)はしばしば zero-divisors cup-lengthとよばれる。
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の生成元となり、次が成立する。

nil(Ker{∆∗ : H∗((Sn)2;Z)→ H∗(Sn;Z)}) =

{
1 （nが奇数）
2 （nが偶数）

これは TC(Sn) = TC[Sn → ∗]の十分な下限を与える。

一般のファイブレーションに関しても、Serreスペクトル系列を用いることにより冪零度
が計算できる。とくに、R = Zとすると単位接束 Sn → T → Sn+1 に関して

TC[T → Sn+1] ≥ nil(Ker∆∗) =

{
1 （nが奇数）
2 （nが偶数）

を得る。一方で、[8, Theorem 5.2]より次が成立する。

TC[T → Sn+1] ≤

{
1 （n = 1, 5）
2 （それ以外）

これで Theorem 4.5は n ≡ −1 (mod 4)の場合を除いて証明された。

5 複体W のセル構造と弱カテゴリー
以降の章では m ≥ n をみたすファイブレーション Sn → X → Sm+1 に注目し、対
角写像 ∆: X → X2

Sm+1 のコファイバー W の弱カテゴリーを計算していく。そのため
にはまず、W の CW 複体としてのセル構造を理解する必要がある。ホモトピー群の元
α ∈ πm(Sn)に対し、Whitehead積 [α, 1] ∈ πm+n−1(S

n)が定義されたことを思い出そう。
全空間 X および X2

Sm+1 のセル構造を検討し、球面のホモトピー群の EHP系列を考える
ことによって次の結果が得られる。

Theorem 5.1 [13, Corollaries 4.6, 4.10] nを 3以上の奇数とし、n ≤ m ≤ 2n− 3とす
る。ファイブレーション Sn → X → Sm+1 に対し、次が成立する。

1. コファイバーW は次の 4セル複体として表される。

W ' W4n+2 ∪λ e
m+2n+2 ∪ϕ e

m+4n+3

ただしW4n+2 = S2n+1 ∪[1S2n+1 ,1S2n+1 ] e
4n+2 であり、上の 2セルはいずれもW4n+2

に接着している。
2. W4n+2 は懸垂空間であり、ΣW4n+2 ' S2n+2 ∨ S4n+3 となる。

Corollary 5.2 1 ≤ wcat(W ) ≤ cat(W ) ≤ 2となる。

Berstein および Hilton [2]の定義した crude Hopf invariant は、CW複体のセル構造
を用いて弱カテゴリーを評価する有力な手法である。cat(Z) = k をみたす空間 Z と
∆: Z → Zk+1の持ち上げ γ : Z → T k+1(Z)に対し、接着写像 ζ ∈ πp(Z)の crude Hopf

113



invariantは πp+1(Z
k+1/T k+1(Z))の元 Hγ(ζ)として定義される。Hγ(ζ)の値が γ の取

り方によらず一意に定まるとき、H(ζ)と表記する。

Theorem 5.3 [2, Corollary 3.9] wcat(Z ∪ζ e
p+1) = k + 1ならば、すべての持ち上げ γ

に対して Hγ(ζ) 6= 0となる。

一般に、上の主張の逆は成立しない。しかしながら、Theorem 5.1で与えられた 4セル
複体W に関しては主張の逆が部分的に成立する。Jamesら [12]の結果より、ファイブ
レーション Sn → X → Sm+1 の全空間 X は 3セル複体 X ' Sn ∪β e

m+1 ∪ em+n+1 とし
て表される。η を πS

1
∼= Z/2の生成元とする。

Theorem 5.4 nを 3以上の奇数とし、n ≤ m ≤ 2n− 3とする。Σ(η ◦ β) = 0をみたす
ファイブレーション Sn → X → Sm+1 に対して Hγ(λ)は一意に定まり、次が成立する。

• H(λ) 6= 0ならば wcat(W ) = wcat(Wm+2n+2) = 2である。

球面束 Sn → X → Sn+1 に対し、β ∈ πn(Sn) ∼= Zは束の Euler類と同一視することがで
きる。したがって、単位接束 Sn → T → Sn+1 は上の定理における Σ(η ◦ β) = 0の条件
を満たす。次章では、この前提のもとで主結果の証明を完成させる。

6 主定理の証明（概要）
Sketch of the proof of Theorem 4.5. まず n = 3, 7の場合を証明する。

6.1 n = 3, 7の場合
ファイブレーション Sn → X → Sm+1 への α ∈ πm+n+1(S

n) の “余作用” を考える。
まず、全空間 X は図式

Sn p2←− Sm × Sn µ−→ Sn

のホモトピー押し出しとして記述される。ここで p2 は第二成分への射影であり、µ
は µ|Sm = β かつ µ|Sn = 1 をみたす写像である。右側の写像に α を余作用 *6させ
ると、得られた図式のホモトピー押し出し X(α) によって新たなファイブレーション
Sn → X(α)→ Sm+1 が構成される。
nを 3以上の奇数とし、n ≤ m ≤ 2n− 3とする。この新たなファイブレーションに関
して、対角写像のコファイバーはW (α) ' W4n+2 ∪λ(α) e

m+2n+2 ∪ϕ(α) e
m+4n+3 と記述さ

れる。それぞれの接着写像の crude Hopf invariantを議論することで次が明らかになる。

H(λ) = 0 かつ H(α) 6= 0 ∈ πm+n+1(S
2n) のとき、 H(λ(α)) 6= 0 (2)

いま、ある複素ベクトル束の球面束X → Sn+1と α ∈ π2n(Sn)が存在し、T → Sn+1は
X → Sn+1を αだけ “余作用”させたものと見做せる。さらに n = 3, 7では αは π2n(S

n)

*6詳しくは [1, Section 4]などを参照のこと。
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の生成元となることがわかり、したがってH(α) 6= 0を満たす。一方で [8, Corollary 5.5]

より TC[X → Sn+1] = 1となる。よって Theorem 5.4と (2)から主定理が示される。

6.2 n ≥ 11の場合
実は、次のより強い主張が成立する。

Proposition 6.1 [13, Theorem 1.4(2)] n ≡ −1 (mod 4) かつ n ≥ 11 とする。このと
き、β ≡ 2 (mod 4)となるようなすべてのファイブレーション Sn → X → Sn+1 に対し
TC[X → Sn+1] = wcat(W ) = 2となる。

上の命題は H(λ) 6= 0となること、および Theorem 5.4より従う。前者の主張は、球面
のホモトピー群の EHP系列に関する Thomeier [16]の結果より示される。

n = 3, 7の場合に用いた “余作用”の手法によって、次のような定理を示すことができ
る。具体的には、自明束に H(α) 6= 0なる元 αを “余作用”させればよい。

Theorem 6.2 [13, Corollary 1.3] TC[X → Sm+1] = 2 を満たすファイブレーション
S2n+1 → X → Sm+1 の存在するような整数 (m,n)の組は無限に存在する。

7 今後の課題
最後に、今後の課題をいくつか挙げる。

7.1 TC[T → Sn+1]の完全な決定
n ≥ 9かつ n ≡ 1 (mod 4)の場合、本稿の議論では TC[T → Sn+1]は決定されない。

Proposition 7.1 [13, Proposition 1.6] n ≥ 9かつ n ≡ 1 (mod 4)のとき、次の不等式
が成立する。

wcat(W ) = 1 ≤ TC[T → Sn+1] ≤ 2

n = 1, 5の場合から類推すると TC[T → Sn+1] = 1と予想される。しかしながら、これ
を証明するための上からの評価は今のところ与えられていない。*7

7.2 Hopf invariantを用いた手法の拡張
本稿で述べた手法は、ファイバーが偶数次球面の場合や底空間が球面でない場合など
に拡張できる。これらの場合において対角写像のコファイバーW はより複雑なセル構造
をもち、crude Hopf invariantによる wcat(W )の計算はさらに困難になるが、本結果と
同様の手法によって解決されるであろう。
Topological complexityやその亜種の研究に (crude) Hopf invariantを活用したものと

*7本稿では省略したが、topological complexityやその亜種を上から評価することは困難であり、多くの結果
では構成的な評価が用いられている。その一因として、LSカテゴリーの強力な評価手法である cone-length

が応用できないことが挙げられる。
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しては、たとえば 2セル複体の topological complexity に関する Gonzálezら [9]の結果
などがあるが、さらなる発展の余地を残している。これらの不変量の核心を捉えるには
セル構造との関連を解明することが不可欠であり、Hopf invariantを用いた手法がさらに
拡張されることが期待される。
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正方形杭問題とトポロジー/層理論

浅野　知紘 (京都大学)∗

概 要
本稿では正方形杭問題とトポロジー・シンプレクティック幾何との関連を概観
し, 最近の超局所層理論からの進展, 特に講演者と池祐一氏による共同研究の成
果 [AI25]について概説・報告する. *1

1 正方形杭問題

正方形杭問題 *2 とは,

問題 1.1 (正方形杭問題). ユークリッド平面 R2 内のジョルダン曲線 *3 が任意に与えら
れたとき, その上の相異なる 4点であって正方形の 4頂点をなすものが存在するか?

という問題である. この問題は Toeplitzによって 1911年に提起されたが, 今日におい
ても未解決である.
初期の重要な結果として，Emch が区分的に解析的な曲線の広い範囲に対して証明
し，1929 年に Schnirelmann が滑らかな曲線に対して同境理論を用いて証明している．
また Emch の議論は後に Stromquist によって精密化され局所単調 (locally monotone)
と呼ばれる曲線に一般化された．正方形杭問題に関する歴史や文献については，例えば
[Mat14]を参照されたい.
本講演では正方形杭問題の長方形への一般化について考える．[abcd] で頂点がこの順
に反時計回りに並んだ四角形を表すことにする *4. θ ∈ (0, π)が与えられたとき，長方形
[abcd]であって，対角線 acと対角線 bdの交点を eとしたとき対角線のなす角度 ∠aebが
θ となっているものを θ-長方形と呼ぶことにする.

問題 1.2 (長方形杭問題). ユークリッド平面 R2 内のジョルダン曲線と角度のパラメータ
θ ∈ (0, π)が任意に与えられたとき, ジョルダン曲線上の相異なる 4点であって θ-長方形
の 4頂点をなすものが存在するか?

∗〒606-8502 京都市左京区北白川追分町　京都大学　大学院理学研究科
e-mail: tasano[at]math.kyoto-u.ac.jp

本研究は科研費 (課題番号:24K16920)の助成を受けたものである。
キーワード：正方形杭問題，シンプレクティック幾何，超局所層理論
*1実際の講演では, 本稿よりも先行研究の紹介に重点を置いた. 講演スライドは講演者の個人サイト

(https://sites.google.com/view/tomohiro-asano) から入手可能である.
*2英語圏では “square peg problem”もしくは “inscribed square problem”と呼ばれる. 日本語では後者の
直訳で内接正方形問題と呼ばれることも多い. しかし, 内接という語が連想させる状態がこの問題の状況を必
ずしも反映しないので, ここでは前者の直訳として, 正方形杭問題という訳語をあてることにした.

*3連続単射 c : S1 → R2 の像
*4ここでは, 頂点の順序が異なる四角形, 例えば [abcd]と [bcda], は区別する.
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注意 1.3. π
2 -長方形は正方形に他ならない. また, [abcd]が θ-長方形であることと, [bcda]

が (π − θ)-長方形であることは同値である.

1977年ごろの Vaughanによる議論で, 任意のジョルダン曲線上に少なくとも一組, 長
方形の 4頂点をなす点たちをとれることが「向き付け不可能な閉曲面は 3次元ユークリッ
ド空間へ埋め込めない」といった基本的な事実の帰結として証明された. 対角線のなす角
も指定したい場合には, 3次元空間ではなく角度の 1次元分のパラメータを増やして 4次
元空間への曲面の埋め込みやその (自己) 交差について調べる必要が出てくる. この方向
での最初の結果は Hugelmeyer [Hug18]によるもので, 彼はヒーガードフレアー理論に由
来する制約を用いて, θ = π

3 でジョルダン曲線が滑らかな場合に存在証明を与えた *5.

2 Greeneと Lobbの先行研究

Greene と Lobb は [GL21] において, 長方形杭問題にシンプレクティック幾何が有効
に使えることを見出し, この問題を滑らかなジョルダン曲線に対して肯定的に解決した.
ここでは [GL23; GL24]の議論に従いながら, 彼らによる先行研究について触れる.

2.1 トーラスの埋め込み
まず，C 上の θ-長方形を見つける問題を別の問題に帰着しよう．以下，平面 R2 を複素
平面 Cと同一視する．4つの相異なる複素数 a, b, c, d ∈ Cに対して，四角形 [abcd]が θ-
長方形をなすことは {

1
2(a+ c) = 1

2(b+ d)

c− a = e−
√
−1θ(d− b)

と同値である. ここで，Rθ : C2 → C2 を行列(
1 1
−1 1

)−1(
1 0

0 e−
√
−1θ

)(
1 1
−1 1

)

で表現される線形写像とすると，上記の条件は Rθ

(
b

d

)
=

(
a

c

)
と書き直すことができ

る．z ∈ Cと θ ∈ (0, π)に対して，Rθ

(
z

z

)
=

(
z

z

)
であるから，C×Cの対角線∆C 上

で Rθ は恒等写像であり，∆C は退化した（4点が等しい）長方形に対応する．したがっ
て，Jordan 閉曲線 C ⊂ C と θ ∈ (0, π) が与えられたとき，θ-長方形の存在を示す問題
は，(C × C) ∩Rθ(C × C) \∆C 6= ∅を示す問題に言い換えられる．

2.2 正方形杭問題とシンプレクティック幾何
多様体 M に対して，その余接束 T ∗M はシンプレクティック多様体と呼ばれる構造

を持つ．M の局所座標を (x1, . . . , xn) として対応する余接座標を (ξ1, . . . , ξn) とすれ

*5彼の結果は実際にはこれよりも強いが, ここでは述べやすい弱い形の結果を紹介した.
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ば，ωT∗M :=
∑n

i=1 dξi ∧ dxi は貼りあって T ∗M 上の非退化閉 2次形式を定める．一般
に 2n次元多様体 N とその上の非退化閉 2次形式 ω の組 (N,ω)をシンプレクティック
多様体と呼ぶ．2n 次元シンプレクティック多様体 (N,ω) が与えられたとき，はめ込み
iL : L → N がラグランジュはめ込みであるとは，dimL = nかつ i∗Lω = 0となることを
いう．さらに iL が埋め込みの場合, iL の像をラグランジュ部分多様体という. N 上に時
間変化する C∞ 級関数 H = (Hs)s∈[0,1] : N × [0, 1] → Rが与えられたとき, 時間変化す
るベクトル場 XH = (XH

s )s∈[0,1] が ω(XH
s , -) = −dHs

*6 によって定まる. XH の積分に
よって定まるアイソトピーをハミルトニアンアイソトピーといい, 時刻を固定したときに
得られるN の微分同相をハミルトン微分同相という. ハミルトン微分同相 ϕは ϕ∗ω = ω

を満たす微分同相写像（シンプレクティック微分同相）になる.
ここでは C ' T ∗Rと Rの余接束と同一視して，上のやり方でシンプレクティック多様
体とみなす．ジョルダン曲線 C が滑らかであると仮定する. このとき，C は T ∗Rのラグ
ランジュ部分多様体である．一般にラグランジュ部分多様体の直積はまたラグランジュ部
分多様体となるので，C × C は T ∗R2 のラグランジュ部分多様体となる．さらに, (Rθ)θ

は (時間変化しない) 関数 H(z1, z2) =
1
4 |z1 − z2|2 によって *7 定義されるハミルトニア

ンアイソトピーなので，各 θに対して Rθ(C × C)もラグランジュ部分多様体となる．し
たがって，(C × C) ∩Rθ(C × C)はふたつのラグランジュ部分多様体の交差となる．
次に, ∆C の部分でラングジュはめ込みとしての構造は保つように手術を行う．もし

(C ×C)∩Rθ(C ×C) \∆C 6= ∅ならば，手術後のラグランジュはめ込みはラグランジュ
埋め込み（部分多様体）となる．このラグランジュはめ込みのマスロス数と呼ばれる不変
量を計算すると 4になるのだが, Polterovichと Viterboのそれぞれ独立な 1990年ごろ
の結果から C2 内のラグランジュ部分トーラスのマスロフ数は 2 でなくてはならないの
で, これは埋め込みになりえない.
その後 [GL24] において C × C と Rθ(C × C) のラグランジュ交差フレアーコホモロ

ジーであって, 対角線 ∆C の寄与を排除したバージョンが構成された. 彼らはこれに付随
したスペクトル不変量の解析・評価を行うことで, 直径とそれが囲う領域の面積について
の条件をみたす長さ有限 *8 のジョルダン曲線に対して長方形杭問題を肯定的に解決した.

3 層について

層は局所と大域をつなぐ概念であり, 幾何学やそれ以外の分野で広い領域で有効に活用
されている.
ここではまずベクトル空間に値をとる層の定義を見てみよう. その前にいくつか記法な
どを確認しておく.

*6文献によって符号が異なるので注意されたい.
*7ここでは T ∗R2 ' C2 の同一視のもと, C2 の座標で記述している.
*8折れ線近似の精度を良くしていくにしたがって, その長さがある有限の値に収束することをいう. 求長可能

(rectifiable) とも呼ばれる.
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• 位相空間X に対し, その開集合全体の集合を Open(X)と書く. 包含によって半順
序集合の構造をもち, 圏とみなせる. この圏のことも Open(X)と書く.

• 圏 C に対し, その反対圏を Cop と書く.
• 以下, 係数体 k を固定する. Vectk で k 上のベクトル空間と線形写像のなす圏と
する.

定義 3.1. 前層とは関手 F : Open(X)op → Vectk のことである. また前層の間の射とは,
関手としての自然変換のことである.

即ち, X 上の前層 F は次のデータ

(1) 開集合 U ⊂ X に対する k上のベクトル空間 F (V )

(2) 開集合の包含 U ⊂ V ⊂ X に対する線形写像 ρUV : F (V ) → F (U)

からなり, これらは次の条件

(i) 各開集合 U ⊂ X について ρUU = idF (U) である.
(ii) 各開集合の列 U ⊂ V ⊂ W ⊂ X について, ρUW = ρUV ◦ ρVW である.

を満たす. また, U ⊂ V ⊂ X および s ∈ F (V )のとき, ρUV (s)を s|U とも書く.

定義 3.2. 前層 F は次の条件 (降下 (descent) 条件) をみたすとき層とよばれる. 任意の
開集合 U ⊂ X と U の開被覆 (Uα)α∈I について,

F (U) →
∏
α∈I

F (Uα) ⇒
∏

α,β∈I

F (Uα ∩ Uβ)

がイコライザ図式になることである. ここで右側の 2 つの射は (sα)α∈I に対し
(sα|Uα∩Uβ

)α,β∈I および (sβ|Uα∩Uβ
)α,β∈I を対応させる射である. また, 層の射とは, 前

層としての射のことをいう.

これまで, ベクトル空間に値をとる層について述べたが, より一般に上述のような降下
条件を定式化できる圏の対象たちは層の値として使うことができる. ここでは層の値とし
て主にベクトル空間の複体の圏を用いる. 複体間の射の間には自然にホモトピーの概念が
あるが, これを尊重した前層や層の定義が可能である. 前層の定義において「各開集合の
列 U ⊂ V ⊂ W ⊂ X について, ρUW = ρUV ◦ ρVW である.」という条件があったが, こ
の条件を課す代わりに ρUW と ρUV ◦ ρVW の間の構造のホモトピーを指定して, 前層が
もつ構造に含めるのである. また, より長い開集合の包含の列に付随して, さらに高次の
ホモトピーも構造として指定する. これによって前層が定義でき, それがさらに層である
ことを規定する降下条件も, より大きな図式

F (U) →
∏
α∈I

F (Uα) ⇒
∏

α,β∈I

F (Uα ∩ Uβ)
∏

α,β,γ∈I

F (Uα ∩ Uβ ∩ Uγ) · · ·
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がホモトピー極限の図式になるといった形で述べ直される. この意味での層 *9 のなす
圏 *10 を Sh(X)と書く. また, 係数を別の圏 C に取り換えた場合は Sh(X; C)などと書く
ことにする.
また, Sh(X)は閉な対称モノイダル構造⊗をもち,対応する内部Hom関手をHom(-, -)

と書く. さらに, f : X → Y が局所コンパクトハウスドルフ空間の間の連続写像のと
き, 関手 f∗, f! : Sh(X) → Sh(Y ), f∗, f ! : Sh(Y ) → Sh(X) が定義され, 随伴 f∗ a f∗

と f! a f ! が成立する. これら 6 つの関手とそれらの間の自然変換のなす枠組みは
six-functor formalismとよばれる.

4 超局所層理論

超局所層理論は層の超局所的な性質を調べる分野である. ここで超局所とは「方向込み
の局所性」・「余接束における局所性」を意味する. この理論はKashiwara–Schapira [KS90]
によって 1980年代から 1990年頃に確立・整備されたが, その後 2006年から 08年頃の
Nadler–Zaslowと Tamarkinの先駆的な仕事を皮切りにシンプレクティック幾何への応
用が活発になった.
ここでは, 超局所層理論とそのシンプレクティック幾何への応用において重要な概念を

紹介したい.

4.1 層のマイクロ台と µhom

X を可微分多様体として, F ∈ Sh(X) に対しマイクロ台とよばれる閉集合 SS(F ) ⊂
T ∗X が定義される.

定義 4.1. 任意の開集合 U ⊂ T ∗X について, SS(F ) ∩ U = ∅であることと次の条件が
同値になるように閉集合 SS(F ) ⊂ T ∗X が定義される.
x0 ∈ X と C∞ 級関数 ϕ : X → R であって dϕ(x0) ∈ U を満たす任意の組に対し,

V = {x ∈ X | ϕ(x) < ϕ(x0)}とし, B は x0 の開近傍をわたるとしたとき, 制限写像が誘
導する

colim
x∈B

F (V ∪B) → F (V )

が擬同型になる.

これは雑に述べれば, V をその境界の x0 において dϕ(x0)が指定する方向にわずかに
拡げたときに, V 上の関数について (コホモロジーのレベルでの) dϕ(x0)方向への解析接
続の存在と一意性の成立を意味する. すなわち, SS(F )はこれが成り立たない方向の全体

*9これは homotopy sheafとか∞-sheafと呼ばれることも多いが, ここでは単に層 (sheaf) とよぶ.
*10正確には無限圏である. この無限圏のホモトピー圏は, (X が多様体などのよい位相空間の場合は,) 古典的な
導来圏と自然に圏同値になる. 古典的な導来圏においては極限・余極限のふるまいがよくないという不満点
がある. ホモトピーの情報を忘れる前の圏でホモトピー極限・ホモトピー余極限を考える必要がある状況が
今回の応用においても発生する.
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であり, 層のある種の特異性を表す. また, SS(F )は錐状, 即ち R>0 によるスカラー倍の
作用で保たれる. さらに, 次の基本的な性質が成り立つ.

補題 4.2. 多様体上の層 F,G,H ∈ Sh(X)に対して, そのマイクロ台は次を満たす.

(1) SS(F [1]) = SS(F ).
(2) F → G → H が Sh(X)における (コ) ファイバー列のとき,

SS(G) ⊂ SS(F ) ∪ SS(H).

補題 4.3 (超局所 Morse の補題). 層 F ∈ Sh(X) および C∞ 級関数 f : X → R と
a, b ∈ R ∪ {+∞}であって a < bをみたすものが与えられている. これらが次の条件

(i) f は Supp(F )上で固有である
(ii) 任意の x ∈ f−1([a, b))について, df(x) /∈ SS(F )

をみたすとき, 制限射 F
(
f−1((−∞, b))

)
→ F

(
f−1((−∞, a))

)
は擬同型である.

この補題はMorse理論において「値を特異値をまたがずに変化させる場合に劣位集合
がホモトピー型を変えない」という主張の対応物である. 一方,「特異値をまたぐ」つまり
df(x) ∈ SS(F )なる x ∈ f−1([a, b))における変化はマイクロ茎 (microstalk) や, それと
密接にかかわる µhomとよばれる概念によって記述できる.「特異値をまたぐ」場合の主
張の一つの具体的なバージョンが後述の補題 4.5である.

定義 4.4. F,G ∈ Sh(X)に対し, µhom(F,G) ∈ Sh(T ∗X)が

µhom(F,G) := µ∆X
Hom(q∗2F, q

!
1G)

によって定義される. ここで, q1, q2 : X ×X → X はそれぞれ射影, ∆X ⊂ X ×X は対
角集合, µ∆X

は超局所化関手である.

超局所化関手は特殊化関手と Fourier–Sato 変換の合成として定義されるが, これ
らの定義および解説は割愛する. 一般に µhom(F,G) の台はマイクロ台の共通部分
SS(F ) ∩ SS(G)に含まれる. µhomは超局所層理論における非常に重要な概念で, 今回の
応用においても大きな役割を果たしている.

4.2 Tamarkin圏とフィルター付き複体の層
超局所層理論の幾何への応用のための大きな方針の一つに「幾何的な対象によい層を
対応させ, その層を解析し, そこから幾何的な帰結を得る」というものがある. 層のマ
イクロ台は常に錐状であった. 錐状でない対象を層理論で扱うための Tarmakin による
アイディアは多様体M ではなくM × Rt 上の層を考えるというものでった. 写像 ρ を
ρ : {(x, t; ξ, τ) ∈ T ∗(M × Rt) | τ > 0} → T ∗M ; (x, t; ξ, τ) 7→ (x; ξ/τ) によって定義す
る. 任意の A ⊂ T ∗M に対し, その逆像 ρ−1(A)は錐状である.
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F ∈ Sh(M × Rt)に対し, SS•(F ) ⊂ T ∗M × Rt およびMS(F ) ⊂ T ∗M を,

SS•(F ) := SS(F ) ∩ {(x, t; ξ, 1)}, MS(F ) := ρ(SS(F ) ∩ {(x, t; ξ, 1)})

として定義する. ただし, ここで T ∗(M × Rt)の部分集合 {(x, t; ξ, 1)}をM の 1-jetの
空間 T ∗M × Rt と同一視している.
錐状とは限らない部分集合 A ⊂ T ∗M が与えられたときM 上の層でなく, M × Rt 上

の層であってMS(F ) ⊂ Aになるもの (そのような層ひとつひとつだったり, そのような
層の全体だったり) を調べることで Aについての帰結が得られることがある.
ここから少し圏論的な準備を進める. 補題 4.2より, SS(F ) ⊂ {(x, t; ξ, τ) | τ ≤ 0}を

満たす F たちのなす部分圏は安定部分圏になる. そのため, 安定圏としての商

T (T ∗M) := Sh(M × Rt)/{F ∈ Sh(M × Rt) | SS(F ) ⊂ {(x, t; ξ, τ) | τ ≤ 0}}

を定義できる. この圏 T (T ∗M) は Tamarkin 圏とよばれる. MS(F ),SS•(F ) は F を
T (T ∗M) における同型でとりかえても同じ集合になるし, µhom(F,G) を {(x, t; ξ, τ) |
τ > 0} に制限したものは T (T ∗M) における同型で不変である. また商関手 Sh(M ×
Rt) → T (T ∗M)は右随伴と左随伴をもち, どちらも忠実充満である. 右随伴・左随伴どち
らもその像は {F ∈ Sh(M×Rt) | SS(F ) ⊂ {(x, t; ξ, τ) | τ ≥ 0}}に含まれるので,どちら
かの随伴関手を用いて T (T ∗M)を圏 {F ∈ Sh(M×Rt) | SS(F ) ⊂ {(x, t; ξ, τ) | τ ≥ 0}}
の部分圏とみなすことができる.
M が一点 ptのときを考えよう. また, このときの圏 T (T ∗pt)を T と略記する.

T = Sh(Rt)/{F ∈ Sh(Rt) | SS(F ) ⊂ {(t; τ) | τ ≤ 0}}

であるが, T は Shτ≥0(Rt) := {F ∈ Sh(Rt) | SS(F ) ⊂ {(t; τ) | τ ≥ 0}}の部分圏とみな
すことができた.
ここでは, Shτ≥0(Rt)とフィルター付き複体の圏についての関係を紹介する *11. F ∈

Shτ≥0(Rt)に対し, 補題 4.3を用いて, a, b ∈ Rで a < bのとき, F ((−∞, b)) → F ((a, b))

が擬同型であることが証明できる. そして, F ((−∞, b)) の形の開集合での値 (とそれら
の間の制限写像) から, F 自体が復元される. (F ((−∞, b)))b∈R は順序集合 Rop から k上
のベクトル空間の複体の圏への (∞-)関手とみなせる. F は層だったのでその降下条件か
ら, 射 F ((−∞, b)) → lim

ε→0+
F ((−∞, b− ε))が任意の b ∈ Rについて擬同型になる.

ここでは, フィルター付き複体の定義として「Rから k上のベクトル空間の複体の圏へ
の (∞-)関手」を採用する. すると F ∈ Shτ≥0(Rt)に対し, Va := F ((−∞,−a))と定める
ことで, フィルター付き複体 V• が得られるし, 逆にフィルター付き複体 V• が Shτ≥0(Rt)

の対象に対応するための条件は「任意の a ∈ Rに対し Va ' lim
ε→0+

Va+ε である」と述べ

*11T は Shτ≥0(Rt)の商ともみなせるし, 部分ともみなせる. ここから T とフィルター付き複体の圏の関係も
記述できる. これについて明示的に書いてある文献の一例として [KSZ23]がある.
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られる. しかし, このフィルター付き複体の定義に違和感を覚える読者も多いかもしれな
い. 多くの場合, 各 a ≤ bに付随した射が Va → Vb が部分複体の包含になっていること
と高次のホモトピーは自明になっていることを要請する場合が多い. しかし今考えている
のは, フィルター付き複体のなす (無限) 導来圏であり, 擬同型を同型にする状況で考えて
いる. そこでは構造射 Va → Vb たちが包含写像であるという条件は同型不変な概念では
ない. また, ここでのフィルター付き複体を擬同型で取り換えて Va → Vb たちが部分複体
の包含になりさらに高次のホモトピーが全て自明になるようにもできる. そのため, 今回
の定義を採用しても導来圏を考える状況では直感に反するものにはならない. 結論として
は, 圏 Shτ≥0(Rt)はフィルター付き複体のなす (導来) 圏の部分圏とみなせ, これにより
T もフィルター付き複体のなす (導来) 圏の部分圏とみなせる.
ここで, p1, p2 : R2 → Rt を各成分への射影とし s : R2 → Rt を s(t1, t2) = t1 + t2 と定
める. T は F,G ∈ T に対し

F ? G := s!(p
∗
1F ⊗ p∗2G)

と定めることで閉な対称モノイダル構造をもつ. また,無限圏としての性質もよく,層の係
数として採用した場合にも T 係数版の six-functor formalismが機能する. そして自然な
同一視 T (T ∗M) ' Sh(M ; T )が存在する. これによって T (T ∗M)にも閉な対称モノイダ
ル構造が定義できる. さらに F,G ∈ T (T ∗M)に対し, T -値の射の集合HomT (F,G) ∈ T
が定義される. これをフィルター付き複体とみなすと (Hom(F, TaG))a∈Rが対応する *12.
この a ∈ Rを動かしたときの構造の変化を µhomによって記述するのが次の補題である.

補題 4.5. F,G ∈ T (T ∗M)とし, MS(F )とMS(G)はコンパクトであると仮定する *13.
このとき, 次の (コ) ファイバー列が存在する

colim
ε→0+

Hom(F, Ta−εG) → Hom(F, TaG) → µhom(F, TaG)({τ > 0}).

また, コンパクト台ハミルトニアンアイソトピーの時刻 1での写像 ϕ : T ∗M → T ∗M

が与えられたとき, ϕは圏 T (T ∗M)にも作用する. 記号の濫用だが, この圏への作用も ϕ

で表す. すると. MS(ϕF ) = ϕ(MS(F ))が成立する.

4.3 ラグランジュ部分多様体の層量子化
ラグランジュ部分多様体などのよい集合 L ⊂ T ∗M に対して, FL ∈ T (T ∗M) を

MS(FL) = Lみたす “よい” 層 *14 を構成することは重要な研究課題であり, 今日までに
いろいろな研究がなされている. この層 FL は Lの層量子化とよばれ, Lの性質をよく反
映している. 以前はフレアー理論でしかアプローチでなかった種類の問題に, 今では層量

*12Ta は Rt 成分に aを足す写像が誘導する関手である. 詳しくは後述.
*13実はさらに追加の仮定が必要だが, ここでは誤魔化す. 後の応用では, この追加の仮定は自動的に満たされる.
*14 “よい” の意味については, ここでは詳しく述べない.
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子化を用いることでも取り組めるようになってきている. また層量子化とフレアー理論や
深谷圏との関連も年々明らかになってきている *15.

例 4.6. C∞ 級関数 f ∈ C∞(M)の外微分 df : M → T ∗M の像 Γdf は完全ラグランジュ
部分多様体である. ここで閉集合 Zf ⊂ M × Rt を, Zf := {(x, t) | f(x) + t ≥ 0}とおけ
ば, kZf

は Γdf の層量子化である. ただしここで kZf
は Zf 上の階数 1の定数層を包含写

像で押し出して得られるM × Rt 上の層である.

コンパクト完全ラグランジュ部分多様体 L ⊂ T ∗M に対して, Guillermouと Viterbo
によって独立に層量子化 FL の構成法が知られている.

4.4 層の間の距離とその完備性
ここでは，Tamarkin圏 T (T ∗M)上のインターリービング距離 dI について紹介する．
a ∈ Rに対し, Ta : Rt → Rtを Ta(t) := t+aで定める. これは Ta∗ : Sh(Rt) → Sh(Rt)

は Ta : T → T を誘導する. また今後, 記号の濫用だが T ∗(M × Rt)などの他の空間の t

方向のシフトやそれらが誘導する関手も Ta で表す. T の対象をフィルター付き複体 V•

とみなした場合には, Ta の作用は (TaV )b := Va+b として記述される. T 上の関手とし
て, a1 ≤ a2 をみたす実数に対し, 自然変換 τa1,a2 : Ta1 ⇒ Ta2 が定まる. 実際, フィル
ター付き複体に対しては (Ta1V )b = Vb+a1 → Vb+a2 = (Ta2V )b が自然に定まる. そして,
T (T ∗M)に対しても関手 Ta や自然変換 τa1,a2 が同様に定義される.

定義 4.7. (1) 組 (F,G)が (a, b)-interleavedであるとは, ある射 α : F → TaGおよび
β : G → TbF が存在して, Taβ ◦ α ' τ0,a+b(F )および Tbα ◦ β ' τ0,a+b(G)をみ
たすこととする.

(2) dI(F,G) := inf{a+ b | (F,G)は (a, b)-interleaved} ∈ R≥0 ∪ {+∞}.

この dI は T (T ∗M)の対象の間に距離 *16 を定める.
ここで, dI の重要な性質を 2つ紹介しておく.

命題 4.8. コンパクト台ハミルトニアンアイソトピーの時刻 1での写像 ϕ : T ∗M → T ∗M

に対して，不等式 dI(F,ϕF ) ≤ ‖ϕ‖Hof が成り立つ．ここで ‖ϕ‖Hof は, ϕを時刻 1の写像と
してもつコンパクト台ハミルトニアンアイソトピーを生成するH = (Hs)s∈[0,1] : T

∗M ×

[0, 1] → Rすべてにわたった下限 inf
H

∫ 1

0

(
max

p∈T∗M
Hs(p)− min

p∈T∗M
Hs(p)

)
dsによって定

義される.

命題 4.9. dI は完備である. 即ち任意の Cauchy列に収束先が存在する.

*15層量子化の概要については [Kuw23]を参照されたい. 層量子化を含む超局所層理論のシンプレクティック幾
何への応用については [Gui23]に多くの結果がある.

*16正確には拡張擬距離である. 値が +∞になりうるし, d(F,G) = 0は F と Gが同型であることを一般には
導かない. 一方で, 追加の条件を課せば d(F,G) = 0から F と Gの同型を導けるようになる場合も多い.
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5 主結果と証明の概略

5.1 主結果
ここで, 我々の主結果を述べる. その前に, e : R → S1 を普遍被覆とし, λ = ξdx ∈

Ω1(T ∗R)としておく.

定義 5.1. 連続単射 c : S1 → T ∗Rが連続ルジャンドルリフトを許容する *17 とは, 滑ら
かな埋め込みの族 (cn : S

1 → T ∗R)が存在し, 次の条件をみたすことをいう.

(i) cn は cに C0 収束する.
(ii) fn : R → Rを (cn ◦ e)∗λの原始関数 *18 とする. (fn)n はある連続関数 f : R → R
に広義一様収束する.

また, この条件は c : S1 → T ∗Rの S1のパラメータの取り換えで不変である. 像である
ジョルダン曲線 c(S1)についても連続ルジャンドルリフトを許容するか否かを定義する.

定理 5.2 ([AI25]*19). C ⊂ T ∗R が連続ルジャンドルリフトを許容するとき, 任意の
θ ∈ (0, π) について, C 上の相異なる 4 点であって θ-長方形の 4 頂点をなすものが存在
する.

この結果は, 多くの先行研究の結果を包含し, 正方形 (θ = π
2 )の場合に限っても真に新

しい. 例えば, C が長さ有限もしくは局所単調ならば, C は連続ルジャンドルリフトを許
容することから次が従う.

系 5.3. C が長さ有限もしくは局所単調のとき, 任意の θ ∈ (0, π)について, C 上の相異
なる 4点であって θ-長方形の 4頂点をなすものが存在する.

注意 5.4. 連続ルジャンドルリフトを許容しないジョルダン曲線も多く存在する. 与えら
れたジョルダン曲線が連続ルジャンドルリフトを許容するか否かを判定するのは一般に
は難しい. この条件の良い判定方法や特徴付けについては考察の余地が残されている.

5.2 層量子化の構成
以下, k = F2 とおき, スカラー倍により C が囲う有界開領域の面積は π であるとして
よい. まず滑らかな C ⊂ T ∗Rに対し, C × C ⊂ T ∗R2 の層量子化 FC

*20 を構成できる.
より具体的には, まず C0 は半径 1の真円とし, C0 × C0 ⊂ T ∗R2 の層量子化 FC0 を具体
的に構成する. これは明示的に書きくだすことができ, ある種の一意性も証明できる. 滑

*17一般的な用語ではなくここだけの呼称である.
*18原始関数には定数分の任意性があるが, この定数については都合のいいように選んでよい.
*19Stéphane Guillermou氏も同様の結果を独立に得ている. 超局所層理論を用いる点・パーシステンス加群の
変化する位置に注目する点は共通しているが, 議論の詳細は我々のものとは異なる.

*20C × C の層量子化であるので, FC×C と書く方が自然であるが, 表記を短くするために FC と書くことに
した.
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らかな Jordan 曲線 C に対しては, T ∗R のハミルトン微分同相 ϕ であって ϕ(C0) = C

なるものをとってから, FC := (ϕ× ϕ)FC0 とすればよい.
c が滑らかでない場合, 滑らかな写像の族 (cn : S

1 → T ∗R)n であって c に C0 収束す
るものをとる. ただし, Cn = cn(S

1) の囲む面積も π であるようにしておく. Cn らが
Hofer 距離の意味で Cauchy 列になることを証明できる *21. これと命題 4.8 から, FCn

が層の距離に関して Cauchy列になることが確認できる. 命題 4.9の完備性により, 極限
の対象が存在する *22. これを FC と書き C × C の層量子化とよぶことにする. これは
MS(FC) = C ×C をみたす. 一方で, SS•(FC)の決定は一般には難しいのだが, C が連続
ルジャンドルリフトを許容するという仮定があると, 定義 5.1の記号を用いて,

SS•(FC) = {(c ◦ e(s1), c ◦ e(s2),−f(s1)− f(s2)) | s1, s2 ∈ R} ⊂ T ∗R2 × Rt (5.1)

であることを確認できる. このとき,任意の a ∈ R\πZについて SS•(FC)∩Ta SS
•(FC) =

∅が成り立っている.

5.3 パーシステンス構造の解析
T -値の射の空間 HomT (FC , RθFC) ∈ T はフィルター付き複体としては

(Hom(FC , TaRθFC))a∈Rに対応する. このフィルター付き複体 (Hom(FC , TaRθFC))a∈R

は次数を決めてコホモロジーをとると通常の意味でのパーシステンス加群を与える. 証明
の基本方針としては次のようになる.

(A) パーシステンス加群の変化は交差 (C × C) ∩ Rθ(C × C) の部分集合によって生
じる.

(B) しかし自明な交差 ∆C の寄与によって生み出される変化を捉えても θ-長方形につ
いての情報を得られないので, ∆C が寄与できるパーシステンス加群の変化の位置
に制約を与える.

(C) ∆C が寄与できない位置にパーシステンス加群の変化を見つける.

以下, これらのステップについて詳説はしないが, 簡単に状況を述べる.
(A) パーシステンス加群の変化は補題 4.5 によって µhom によって与えられる.
µhom(F,G)の台は SS(F ) ∩ SS(G)に含まれた. そして SS(FC)の SS(TaRθFC)の ρに
よる像が, C × C および Rθ(C × C)である. これらの事実から従う.
(B) 式 (5.1)と補題 4.5から, ∆C は π の倍数 πZ ⊂ Rにおける変化にしか寄与できない
ことが証明される.
(C) ある a = aθ ∈ (0, π) においてパーシステンス加群の変化が生じることを示す. こ
の議論が最も非自明な考察を含む. フィルトレーションのパラメータ aだけでなく θ を
[0, π]の範囲で動かすことが重要になる. この部分では C が連続ルジャンドルリフトを許

*21具体的にアイソトピーを構成する. ここでは円盤やアニュラスの間の双正則写像を構成の手掛かりにした.
*22実はこの極限は一意的である.
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容することは仮定しなくてよい. 一方で, C の R2 の部分集合としてのルベーグ測度が 0

であることは仮定する *23 *24.

6 今後の課題

6.1 より一般のジョルダン曲線について
一般のジョルダン曲線 C についても (ルベーグ測度 0ならば) ある 0 < aθ < π でパー
システンス加群に変化が生じることは証明することができた. この aθ に対応する変化を
生み出している C × C と Rθ(C × C)の交差が ∆C の点ではないことが証明できればよ
い. ∆C の寄与は Fa,θ := µhom(FC , TaRθFC)|ρ−1(∆C) のコホモロジーとして定式化で
きる.
連続ルジャンドルリフトを許容するという仮定の下では，Fa,θ の台が空集合であるこ
とが言えて, 証明がうまくいった. 仮定がないと, この台の評価がうまくいかなくなる. し
かしそれでも Fa,θ が層として 0である可能性はあり, それならば十分である. また, Fa,θ

が層として 0でなくとも, その大域的なコホモロジーが 0なだけでも十分である. いずれ
にせよ, 層 Fa,θ をより精密に調べられればよさそうである. しかしながら現状では, Fa,θ

をより精密に調べられるまでには, µhom に対する知見が足りていないように思われる.
この種の滑らかでない対象に付随した層の µhomの解析・計算は, 今回扱った杭問題以外
の観点からも現在の超局所層理論における重要な課題である.

6.2 別の形の杭について
長方形以外の多角形に対しても, それと相似の図形の頂点を任意のジョルダン閉曲線上
に見いだせるかという問題が考えられる. 特別なジョルダン曲線として円があるので, 円
に内接する多角形のみが議論の対象となる. 三角形については必ず存在することが初等的
にわかり, 5以上の nについて, 内接 n角形に対しては反例となる滑らかなジョルダン曲
線 (楕円でよい) が存在することがわかる. 残る内接四角形が問題になるのだが, 滑らか
なジョルダン曲線については [GL23]が肯定的に解決している. 一方, 等脚台形でない内
接四角形に対して, 滑らかでない曲線 (実は三角形でよい) であってそれと相似な図形の
4頂点を選んでこれないものが存在することはそれ以前から知られている.
しかし,「任意の等脚台形と任意のジョルダン閉曲線上にその等脚台形と相似な図形の

4頂点を選んでこれるか?」という問題に反例は見つかっていない. この問題を肯定的に
解決する方向での層理論的なアプローチは可能であると思われる. しかし, 長方形でない
等脚台形の場合, ラグランジュ部分多様体の単調性という性質が失われるなど状況が悪く

*23この場合, コンパクト台で面積を保つ同相写像 φ : R2 → R2 で C = φ(C0) なるものをとれる. ただ
しここで, C0 は半径 1 の真円である. 実は, この同相写像 φ を並べた φ × φ も T (T ∗R2) に作用し,
FC ' (φ × φ)FC0 が成り立つ. すると, FC 関連の計算の一部を非常に具体的な層である FC0 に対する計
算に帰着でき, 議論がうまくいく.

*24ルベーグ測度が正になるジョルダン曲線も多く存在するが, そのような曲線に対しては長方形杭問題はルベー
グの密度定理の簡単な系として肯定的に解決されている.
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なっている. 等脚台形の対角線が対角線の交点によってどのような比で内分されるかは,
ラグランジュトーラスの有理性という性質に関わり, 層量子化の構成のしやすさや性質に
も影響する. よって, 一部の等脚台形は比較的扱いやすく, 扱いやすい等脚台形について
は類似の方針で何らかの具体的な帰結が得られるのではないかと思われる. しかし講演者
は, いずれにせよ一般の等脚台形に関しては, 今回の主結果に匹敵するほど強い主張には
今回使われた手法を適用するだけでは到達できず, 何か新しいアイデアが必要だと考えて
いる.
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低次元球面内の fibered knot の研究について

石川　昌治 (慶應義塾大学)∗

1 序文

ここ数年，福田瑞季氏（広島大学WPI-SKCM2）と，branched twist spinと呼ばれる

S4 上の S1-作用で不変な 2次元結び目の研究を進めている．S3 上の S1-作用で不変な結

び目はトーラス結び目であり，branched twist spinは 2次元結び目理論における，トー

ラス結び目に対応するクラスと言える．Twist spun knot はこのクラスに含まれる．論

文 [10]では，ある条件下で，S3 内の 2つの結び目が同値でなければ，それらから構成さ

れる 2つの branched twist spinも同値ではないことを示した（後述の定理 5.1）．

この研究のもともとの動機は複素変数の重み付き斉次多項式の特異点の研究から来る

もので，将来的にはその方向に繋げられれば良いと考えている．本稿はその動機が伝わる

ことを目的として書いている．§2でMilnor束および simple fibered knotの定義を述べ

た後，§3で fibered knotの次元を跨ぐ構成法として，cyclic suspensionと twistingを紹

介する．こういった次元を跨ぐ構成は低次元トポロジーの技術を高次元の研究に繋げる

道具となるので，上手く利用したいところである．§4で球面上の S1-作用，特に branched

twist spinを与える S4上の S1-作用について説明する．最後に，§5で主結果を紹介する．
本研究全般において，多くの方々にご助言を頂きました．この場を借りて，お礼申し上

げます．また，本稿では先生方の名前の敬称は省略しています．ご容赦ください．

2 奇数次元球面内の simple fibered knot

2.1 複素孤立特異点のMilnor束

f : Cn+1 → Cを複素多項式写像とする．点 a ∈ Cn+1 におけるヤコビ行列の階数が 0

のとき，つまり (
∂f
∂z0

(a), ∂f
∂z1

(a), . . . , ∂f
∂zn

(a)
)
= (0, 0, . . . , 0)

のとき，aを f の特異点という．点 a ∈ Cn+1 が f の特異点であり，かつ，aの近傍 U で

f が U \ {a}上で非特異となるものが存在するとき，aを f の孤立特異点という．以下，

f の点 aでの特異点を (f, a)，原点を中心とする半径 ε > 0の球面を S2n+1
ε と表す．

定理 2.1 (Milnor [23]). f : Cn+1 → Cを f(0) = 0を満たす複素多項式写像とし，ε′ > 0

を正の実数とする．任意の 0 < ε < ε′ に対して

ϕ :=
f

|f |
: S2n+1

ε \ f−1(0)→ S1

∗〒223-8521 神奈川県横浜市港北区日吉 4-1-1

e-mail: ishikawa@keio.jp
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が局所自明なファイバー束となる ε′ > 0が存在する．

L = S2n+1
ε ∩ f−1(0) を特異点のリンクという．原点

0 ∈ Cn+1 が孤立特異点のとき，特異点のリンクは 2n+ 1

次元球面 S2n+1
ε に埋め込まれた滑らかな 2n− 1次元の向

き付け可能多様体となる．

例 2.2. f(z0, z1, · · · , zn) = za00 + za11 + · · · zann のとき，
特異点のリンク Σ(a0, a1, . . . , an) := S2n+1

ε ∩ f−1(0) を

Brieskorn多様体という．エキゾチック球面に関連するこ

とで有名である ([3])．

f

S2n+1
ε

S1

L

t ∈ S1 に対し，F = ϕ−1(t) を f の Milnor fiber という．原点 0 ∈ Cn+1 が孤立特異

点のとき，Milnor fiber F は (n − 1)-connected であり，さらに有限個の Sn のブーケ

(bouquet)とホモトピー同値である．

2.2 Simple fibered knot

S2n+1 に埋め込まれた 2n − 1 次元多様体 K が次の条件を満たすとき，K を simple

fibered knot という．

(1) 局所自明束 ϕ : S2n+1 \K → S1 が存在する．

(2) K の環状近傍N(K)と，N(K)から自明束K×D2への bundle equivalence αで，

N(K) \K
α|N(K)\K //

ϕ|N(K)\K %%JJ
JJJ

JJJ
JJ

⟳

D2 \ {0}

p
zzvv
vv
vv
vv
v

S1

が可換となるものが存在する．ここで，pは (x, r) ∈ K × (D2 \ {0})を r/|r|に移
す射影である．

(3) K を境界とする S2n+1 内の (n − 1)-connected な向き付け可能多様体 (Seifert

surface)が存在する．

定理 2.3 (Durfee [4], 加藤 [19]). n ≥ 3とする．S2n+1 内の simple fibered knot が同値

であることと，Seifert formが integral unimodular bilinear formとして同値であること

は必要十分である．

論文 [19]では simple spinnable structure と呼んでいる．この定理から分かるように，

n ≥ 3のときは，simple fibered knot の研究は Seifert formを使って進めることができ，

代数的な問題に書き換わる．例えば，次の定理が成り立つ．

定理 2.4 (Lines [22]). n ≥ 3とする．S2n+1 内の simple fibered knot は自明な結び目か

ら Hopf plumbingとその逆操作を繰り返すことで構成できる．
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Hopf plumbingとは，simple fibered knotのファイバーに f(z0, z1, · · · , zn) = z20+z
2
1+

· · · z2nの原点での特異点のMilnor fiber，あるいはそのmirror imageを貼り付ける操作で

ある．私の知る限りでは，この主張は n = 1, 2のときは未解決である．

S3 内の fibered linkは結び目理論における重要な研究対象の一つであり，多くのこと

が知られている．S5 内の simple fibered knot については，佐伯による一連の研究があ

る．論文 [29]を参照．

3 Fibered knotの次元を跨ぐ構成

3.1 Cyclic suspension

複素多項式写像 f : Cn+1 → Cは f(0) = 0を満たし，原点に孤立特異点をもつとする．

f および自然数mに対し，n+ 2変数の複素多項式写像 g : Cn+2 → Cを

g(z0, z1, · · · , zn, zn+1) = f(z0, z1, . . . , zn) + zmn+1

で定める．特異点 (g, 0) リンク Lg は g(z0, z1, · · · , zn, zn+1) = 0 と S2n+3
ε との共通部分

として得られる．この定義式を f(z0, z1, · · · , zn) = −zmn+1 と変形すると，Lg は S2n+1
ε

の，特異点 (f, 0)のリンク Lf に沿ったm重巡回分岐被覆であることが分かる．例えば，

Brieskorn多様体 Σ(a0, a1, a2)は S3 のトーラス結び目 Σ(a0, a1)に沿った a2 重巡回分岐

被覆として得られる．Σ(a0, a1, a2) は特異点のリンクであり，S5 に埋め込まれている．

この S5 の Σ(a0, a1, a2)に沿った a3 重巡回分岐被覆として Σ(a0, a1, a2, a3)が得られる．

Kauffmanの論文 [20]では，この関係を以下のように図示している．

��
Σ(a0, a1, a2, a3)

��

// S7

Σ(a0, a1, a2)

��

// S5

Σ(a0, a1) // S3

Kauffman は論文 [20] で，特異点 (f, 0) から特異点 (g, 0) の Milnor fiber を構成してい

る．具体的には，S2n+1 は余次元 2 で S2n+3 に埋め込まれているので，その環状近傍

N(S2n+1)は S2n+1 ×D2 と同相である．S2n+1 内の特異点 (f, 0)のリンクは動かさずに，

それ以外の点を f/|f | = eiθ に従って S2n+1×D2内で (0, eiθ)方向に pushして，S2n+3に

埋め込まれた球面 Ŝ2n+1 を作る．この “push”に従って D2n+2 を変形したものを D̂2n+2

とする．この D̂2n+2 の S2n+1 に沿った m重巡回分岐被覆として，(g, 0)のMilnor fiber

を得ることができる．次頁の図は n = 0のときの構成を図示している．円板 D̂2 の 2重

被覆として，z3 + w2 の特異点のMilnor fiberが得られることが分かる．

複素多項式 f(z0, z1, . . . , zm) および g(w0, w1, . . . , wn) について，多項式写像 f :

Cm+1 → C，g : Cn+1 → C は f(0) = g(0) = 0 を満たし，原点に孤立特異点をもつ
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D̂2n+2

double covering

Ŝ2n+1

Milnor fiber of f(z, w) = z3 + w2

とする．この f と g に対し，n+m+ 2変数の複素多項式写像 h : Cm+n+2 → Cを

h(z0, z1, · · · , zm, w0, w1, . . . , wn) = f(z0, z1, . . . , zm) + g(w0, w1, . . . , wn)

で定義する．これは cyclic suspensionの一般化であり，f と g のMilnor fiberのホモロ

ジーサイクルから h の Milnor fiber のホモロジーサイクルを読み取ることができるな

ど，次元を跨いで情報を引き継ぐことができる．Thom-Sebastiani 構成法と呼ばれる (

[31, 26, 30])．

3.2 Twist-spinning

S4 を R3 × C 内の単位球面として，f : R3 × C → C を
f((x1, x2, x3), z) = z で定義すると，Milnor束と同様に，

局所自明束

ϕ :=
f

|f |
: S4 \ {z = 0} → S1

を得ることができる．ファイバーは 3 次元球体 D3 であ
D3

D1S4

る．右図のように S4 内に D3 を置き，境界である S2 を固定したまま D3 を S4 内で一

周させることで，局所自明束が構成される．ここで，図のように 3 次元球体 D3 の北極

と南極を結ぶ弧を描き，境界である S2 を固定したまま D3 を S4 内で一周させる間に，

北極と南極を固定したまま D3 を赤道方向に k 回転させると，弧の軌道として S4 に埋

め込まれた S2 を得ることができる．つまり，S4 内の 2 次元結び目が得られる．この

構成は Zeeman の論文 [33] において導入されたもので，twist-spinning と呼ばれる．論

文 [33] では S4 内の twist-spinning だけではなく，一般の n ≥ 2 に対して，Sn+2 内の

twist-spinningが導入されている．上の図の D3 を S3 に埋め込み，青い弧 D1 の端点を

D3 の外側で繋いで S3 内の結び目を作る．これを K とする．Twist-spnning による 2

次元結び目の構成は，結び目 K に対して，K 上の 1 点を中心とする十分小さい開球体

を取り除き，それに対して twist-spinning を行っているとみなすことができる．K から

twist-spinningにより得られる結び目のことをK の twist spun knotと呼ぶ．
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4 球面上の S1 作用の研究

4.1 奇数次元球面上の pseudo-free S1-action

S1 作用が固定点を持たず，かつ，例外軌道が孤立してい

るとき，その S1 作用を pseudo-free S1-action という．

S3 上の pseudo-free S1-actionは Jacobyにより分類され

ており，例外軌道の数は高々 2 つであることが知られて

いる ([17])．この 2という数字は S3 を C2 の単位球面と

したときの複素座標平面の数と一致する．実際，右図の

例外軌道は S3 と z0 平面および z1 平面の交わりに対応し

order 30

order 7
S3

ている．この考察から，S2n+1上の pseudo-free S1-actionの例外軌道の数は高々 n+1個

であると “予想”できる．この予想に対し，Montgomeryと Yangは論文 [25]において，

S7 上の pseudo-free S1-actionの例外軌道の数はいくらでも大きくなることを示した．9

次元以上の奇数次元球面については，Petrieにより同様の結果が示されている ([28])．S5

については未解決で，Montgomeryと Yangはこれを問題として提起している．

Montgomery-Yang 問題 ([25], cf. Kollár [21, Conjecture 6])．S5 上の pseudo-free

S1-actionの例外軌道の数は高々 3つか？

例えば，a, b, c を 2 以上の互いに素な自然数とし，(z0, z1, z2) ∈ S5 ⊂ C3 に対して，

λ ∈ S1 ⊂ C の作用を (λbcz0, λ
caz1, λ

abz2) で定めると，これは 3 つの例外軌道をも

つ pseudo-free S1-action となる ([21, Example 7])．Kollár は論文 [21] において代数的

Montgomery-Yang問題を提起していて，論文 [16, 18]などで進展が得られている．

4.2 S4 上の locally smooth S1-action

Twist-spinningは S4 上の S1-actionを自然に与える．つまり，twist spun knotは S4

上の S1 作用で不変な結び目と言うことができる．他にも，Artinの論文 [1]にある spun

knot（twist-spinning の k が 0の場合）も S4 上の S1 作用で不変な結び目である．そこ

で，S1-actionにより不変な 2次元結び目は他にあるのだろうか，という問いを考える．

まず，S4 内の S1-action について調べる必要がある．G = S1 とおき，G-action の

x ∈ S4 を通る軌道の slice を S，isotropy 群を Gx，軌道の近傍を G ×Gx S とする．

Gx が S に orthogonal に作用するとき，G の作用を locally smooth S1-action という．

Fintushelは論文 [5]において，Montgomeryと Yangの論文 [24]の結果を用いて，4次

元ホモトピー球面上の locally smooth S1-actionは orbit dataにより分類されることを

示した．

定理 4.1 (Fintushel [5]). 4 次元ホモトピー球面上の locally smooth S1-action は

(i) {D3}，(ii) {S3}，(iii) {S3,m}，(iv) {(S3, K), (m,n)} の 4通りに分類される．
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Orbit dataとは上の定理の (i)～(iv)のことで，D3 と S3 は orbit spaceを表し，m,n

は自然数を表す．(iv)におけるm,nは互いに素とする．また，(iv)におけるK は S3 内

の結び目を表す．

Orbit data (iv) の場合について説明する．S4 のオイラー標数は 2 だから，S4 上の

S1-actionは固定点を 2つ持つことになる．固定点集合が S2 でもオイラー標数は 2にな

るが，これは orbit data (i) の場合に該当する．作用は locally smooth なので，固定点

の近傍において orthogonalであり，特に S1-actionは固定点を中心とする十分小さい球

面 S3 を保つことになる．下の左図の 2 つの黒点は，固定点の orbit map による像を表

している．S3 上に S1 が作用しているので，その作用の軌道は右図のようであり，orbit

spaceは左図のように S2 になる．

E∗
n

F ∗

E∗
m

order n = 30

order m = 7S3S3/S1 = S2

Orbit data (iv)は，S3 上の S1-actionが例外軌道を 2つ持つ場合となる．2つの例外

軌道の orderをmと nとする．mと nは互いに素と仮定できる．例外軌道の orbit map

による像は，左図の S2 上の点となるので，それをそれぞれ赤点と青点で表している．

固定点の像を中心とする S2 を例外軌道の像に沿って広げていくと赤点と青点の 1-

parameter familyが得られるが，その拡張は途中で止まることができないので，もう一

方の固定点の像にたどり着くことになる．つまり，この固定点の像と固定点の像を繋ぐ

1-parameter familyは S3 内の結び目になる．別の言い方をすると，固定点と例外軌道の

集合の orbit mapによる像K は S3 内の結び目となる．

X を 4次元ホモトピー球面とし，S1 が locally smoothに作用しているとする．F を

固定点集合，Em を order mの例外軌道の和集合，En を order nの例外軌道の和集合と

する．F,Em, En は X の部分集合である．これらの orbit mapによる像をそれぞれ X∗,

F ∗, E∗
m, E

∗
n とする．上の構成から，En ∪ F は 4次元ホモトピー球面X 内の 2次元結び

目になることが分かる．この 2次元結び目を τm,n(K)と書くことにする．

X \ IntN(τm,n(K))には S1 が作用しているので，その軌道に沿ってモノドロミーベク

トル場を構成することで，局所自明束 X \ IntN(τm,n(K)) → S1 を得ることができる．

ここで IntN(τm,n(K))は τm,n(K)の環状近傍 N(τm,n(K))の内部を表す．このときファ

イバーは，結び目K に沿った S3 のm重巡回分岐被覆から開球体を除いたものと同相に

なる，モノドロミー hは，分岐被覆のシートを n個ずらす周期mの periodic map とな

る．補空間 X \ IntN(τm,n(K))の境界を環状近傍 N(τm,n(K)) ∼= S2 ×D2 で埋めること
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で，ホモトピー球面 X が復元される．つまり，

X =
(
(Mm(K) \開球体)× [0, 1] / (x,1)∼(h(x),0)

)
∪
(
S2 ×D2

)
が成り立つ．Paoは論文 [27]において，以下を示した．

定理 4.2 (Pao [27]). 4次元ホモトピー球面 X は S4 と微分同相である．

この定理により，S4 上の locally smooth S1-actionは定理 4.1の 4種類の orbit data

に分類されることが従う．

5 主結果の紹介

5.1 Branched twist spinの区別

前章で紹介した S4 内の 2次元結び目 τm,n(K)を branched twist spinという．この名

前は Hilmanの著書 [14, §16.3]に書かれている．Orbit data (iii) は (iv) の n = 1の場合

に対応し，τm,1(K)はK のm-twist spun knotになる．Branched twist spinを S1-action

で不変な 2 次元結び目として定式化するために，spun knot を τ0,1(K) としておく．こ

れは orbit data (i) に該当する．この定義により，4 次元球面内の 2 次元結び目 K が

S1-actionにより不変であることと，K が branched twist spinであることは同値という

ことになる．研究の目標は branched twist spin τm,n(K)の分類である．先行研究につい

ては福田の一連の研究 ([6, 7, 8, 9])を参照．また，Hilmanも論文 [15]を執筆している．

Sn+2 内の 2つの結び目 K1 と K2 に対し，微分同相写像 (Sn+2, K1) → (Sn+2, K2)が

存在するとき，K1 とK2 は同値であると定義する．今回の研究では，mと nを固定した

上で，S3 内の 2つの結び目K1 とK2 に対し，τm,n(K1)と τm,n(K2)が同値になるかにつ

いて考察した．次が主結果となる．

定理 5.1 (石川-福田 [10]). m ≥ 3とする．S3内の結び目K1, K2 は prime であり，トー

ラス結び目ではないとする．このとき， K1 と K2 が同値であることと，τm,n(K1) と

τm,n(K2)が同値であることは，必要十分である．

Branched twist spinの構成から，τm,n(K)と τm,n−2m(K)は Gluck full-twist ([12]) で

移り合うため，それらが同値であることが分かる．また，m = 0のときは π1(S
4\τ0,1(K))

と π1(S
3 \K)が同型であることが知られており，結び目補空間予想の解決 ([13]) により，

定理の主張が正しいことが従う．m = 1 のときは τ1,1(K) は自明な 2次元結び目になり，

定理の主張は成り立たないことが分かる．m = 2のときはファイバーは S3 内の結び目に

沿った 2重分岐被覆から開球体を除いたものと同相になるが，結び目 K の補空間に入る

幾何構造と 2重分岐被覆である 3次元多様体に入る幾何構造が hyperbolicから spherical

に切り替わることがあり，技術的な理由で証明できていない．

証明では結び目 K の orbifold fundamental groupを用いる．n次元 orbifoldとは Rn

の O(n)の有限部分群による商空間を局所近傍とする距離化可能空間のことであり，その
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普遍被覆空間の Deck 変換群として orbifold fundamental group が定義される．証明で

は cyclic typeと呼ばれる特別なクラスのみを利用する．この場合，orbifold fundamental

groupは
πorb
1 (O(K,m)) = ⟨π1(S3 \K) | µm = 1⟩

と表される．ここで µは結び目K のmeridianである．Branched twist spin τm,n(K)の

補空間の基本群は

π1(S
4 \ τm,n(K)) ∼= ⟨x ∈ π1(S3 \K), h | xh = hx, µmhβ = 1⟩

と表すことができ，これを ⟨h⟩ で割ると πorb
1 (O(K,m)) が得られる．h は S1-作用の

regular orbit に対応する基本群の元である．m ≥ 3 で，K1 と K2 が双曲結び目のと

き，これらが同値でないならば，πorb
1 (O(K1,m)) と πorb

1 (O(K2,m)) が同型でないこと

が，論文 [2] における m 重分岐被覆の双曲性についての定理および Mostow rigidity か

ら従う．m ≥ 2 で，K1 と K2 が satellite 結び目のとき，これらが同値でないならば，

πorb
1 (O(K1,m))と πorb

1 (O(K2,m))が同型でないことが，竹内の論文 [32]において知られ

ている．他の組み合わせについても基本群の性質を比較することで，πorb
1 (O(K1,m))と

πorb
1 (O(K2,m))が同型でないことを示すことができ，主定理が従うことになる．

5.2 Twist spun knot of twist spun knot

2次元結び目をさらに twist-spinningすることで，S5 内の 3次元のファイバー結び目

を得ることができる．特に，twist spun knotの twist spinningを考えることで，次の定

理を示すことができる．

定理 5.2 (石川-福田 [11]). m = gcd(m1,m2) とする．K が自明な結び目か m = 1 な

らば，τm2,1(τm1,1(K)) は S5 内の自明な 3 次元結び目である．逆に，m ≥ 2 でかつ

πorb
1 (O(K,m)) の center が自明であれば，τm2,1(τm1,1(K)) は S5 内の非自明な 3 次元結

び目である．

πorb
1 (O(K,m)) の center が自明という条件は ⟨h⟩ で割るときの技術的な問題であり，

今のところ深い意味があるわけではない．前半の主張では Paoの定理（定理 4.2）を使っ

ており，そのままでは branched twist spinの twist-spinning に拡張できない要因の一つ

となっている．後半の主張は定理 5.1 と同様の手法により証明される．定理 5.1 では 2

つの branched twist spinを区別していたが，定理 5.2の設定でも，orbifold fundamental

groupを用いて 2つの twist spun knot of twist spun knot を区別することができる．

Twist spun knotの twist-spinningをさらに繰り返すことで Sn 内のファイバー結び目

を得ることができる．その場合，twist-spinningの twistの回数の列を (m1,m2, . . . ,mN)

とすると，gcd(m1,m2, . . . ,mN) ≥ 3 のときに同様の主張が成り立つ．
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6 感想

重み付き斉次多項式の特異点の研究をより広い枠組みの中で進めようと思った場合，球

面上の S1-作用の研究がその枠組みの候補となる．複素 3変数の場合に限っても，S5 上

の S1-作用の研究はまだまだ未開拓であり，その研究を低次元トポロジーの技術を使っ

てリジッドに進めるのは面白いと思う．定理 5.2 で紹介した twist spun knot of twist

spun knotは安直な研究対象に見えるかもしれないが（実際，私もそう思っているが *1），

幾何というより群による考察であることに弱さを感じつつも，S5 内の結び目の研究に

orbifold fundamental groupという低次元トポロジーの技術を組み込めたことは，良い進

展だったと思っている．こういった研究が進み，3変数の複素多項式写像の特異点のより

深い理解が得られることを心の隅で期待している．
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