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1 はじめに
カンドルは結び目理論と非常に相性が良い代数系である．これまで講演者は，カンドル
およびそのホモロジーと結び目が備える幾何との関係性に興味を抱き，研究を進めて
きた．本講演では，特に「カンドルホモロジー」と「結び目補空間」をキーワードとして，
今までに得られた成果を抜粋して簡単に紹介したい．なお一部の成果は，北見工業大学の
蒲谷祐一氏との共同研究により得られたものである．

2 準備
まず最初に，カンドルについて基本事項を確認しておく．詳細については，例えば [6]

を参照されたい．なお本講演では，すべての結び目は 3次元球面 S3 内にあり，向き付け
られているものとする．
カンドルとは，集合 X とその上に定義された二項演算 ∗ : X ×X → X の組であり，
次の公理を満たすものである．

(Q1) 任意の a ∈ X に対して，a ∗ a = a．
(Q2) 任意の a ∈ X に対して，写像 ∗ a : X → X (• 7→ • ∗ a) は全単射．
(Q3) 任意の a, b, c ∈ X に対して，(a ∗ b) ∗ c = (a ∗ c) ∗ (b ∗ c)．

カンドルに対しても，適切に準同型などが定義される．カンドル X に対し，次の表示で
与えられる群 GX を，X の付随群と呼ぶ．

GX = 〈X | {(a ∗ b)−1b−1ab | a, b ∈ X}〉.

今後のため，カンドル X の要素は付随群 GX の生成元でもあることを強調しておく．
X をカンドルとし，D を結び目の図式とする．D の各弧に対して，X の要素を割り
当てることを考える．この割り当ては，D の各交点において図 1 左の条件を満たすとき，
D の X 彩色と呼ばれる．ここで図中 a, b, a ∗ b は，対応する弧に割り当てられた X の
要素を表している．D には X 彩色が施されているとし，Y を付随群 GX が右から作用
する集合とする．D の各領域に対して，さらに Y の要素を割り当てることを考える．
この割り当ては，D の各弧の周辺において図 1 右の条件を満たすとき，D の Y 彩色と
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呼ばれる．ここで図中 r, ra は，対応する領域に割り当てられた Y の要素を表す．特に
X 彩色と Y 彩色の組を，D の (X,Y ) 彩色という．詳細は割愛するが，同値な結び目を
表す図式の (X,Y ) 彩色全体の集合の間には，自然な全単射が存在する．よって，D の
(X,Y ) 彩色の総数は，結び目に不変量を与える（これを (X,Y ) 彩色数という）．以降，
(X,Y ) 彩色によって弧（および領域）に割り当てられた X（および Y）の要素を，その
弧（および領域）の色と呼ぶ．

図 1 X 彩色の条件（左）と Y 彩色の条件（右）

カンドル X と付随群 GX が右から作用する集合 Y の組に対しては，次のようにして
ホモロジーが定義される．正の整数 n に対して，CR

n (X)Y を Y × Xn が生成する
自由 Z 加群とする．また，CR

0 (X)Y を Y が生成する自由 Z 加群とする．このとき，写像
∂n : CR

n (X)Y → CR
n−1(X)Y を

∂n(r; a1, a2, . . . , an) =
n∑

i=1

(−1)i(r; a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an)

−
n∑

i=1

(−1)i(rai; a1 ∗ ai, . . . , ai−1 ∗ ai, ai+1, . . . , an)

と定めると，(CR
n (X)Y , ∂n) は鎖複体となる．図 2 に示すように，CR

n (X)Y の生成元は
適切に向き付け・ラベル付けられた n 次元立方体と同一視できる．この意味において，
∂n はその境界を読み取る写像に他ならない．さらに，CR

n (X)Y の部分加群 CD
n (X)Y を

次のように定義する．

CD
n (X)Y =

{
spanZ{(r; a1, a2, . . . , an) ∈ Y ×Xn | ai = ai+1 for some i} (n ≥ 2),

0 (n = 0, 1).

このとき，∂n(CD
n (X)Y ) ⊂ CD

n−1(X)Y が成り立つので，(CD
n (X)Y , ∂n) は (CR

n (X)Y , ∂n)

の部分鎖複体となる．よって，商 CQ
n (X)Y = CR

n (X)Y /C
D
n (X)Y を考えれば，鎖複体

(CQ
n (X)Y , ∂n) が得られる．この鎖複体から定まる（コ）ホモロジー群をカンドル（コ）

ホモロジー群と呼ぶ．CQ
n (X)Y の生成元は，場合によって幾つかの面が退化した，向き

付け・ラベル付けられた n次元立方体と同一視できる．
(X,Y ) 彩色が施された結び目図式 D の（D が描かれている 2次元球面 S2 上での）
双対グラフを考えると，その各領域は D の交点を丁度ひとつ含む四角形である．そこで
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図 2 CR
n (X)Y の生成元の図式的な理解

図 3の要領で，交わる D の弧の向き（が定める法ベクトル）と色から四角形の辺に向きと
ラベルを，交わる D の領域の色から四角形の頂点にラベルを与えることで，D の各交点
に対して CQ

2 (X)Y の要素を定めることができる．構成より，D のすべての交点について
これらの要素を足し合わせたものは，2次元サイクルとなる．詳細は割愛するが，前述の
自然な全単射で対応する同値な結び目を表す図式の (X,Y ) 彩色が定める 2次元サイクル
は互いにホモローグである．よって，2 次元コサイクルをひとつ選び，D のすべての
(X,Y ) 彩色についてそれらが定める 2次元サイクルをこの 2次元コサイクルで評価した
値を集めて得られる多重集合は，また結び目に不変量を与える（これをカンドルコサイクル
不変量という）．

図 3 (X,Y ) 彩色が施された結び目図式の交点に対応する CQ
2 (X)Y の要素

3 カンドルホモロジーと結び目補空間の理想四面体分割
本節では，カンドルホモロジーと結び目補空間の理想四面体分割との関係を紹介する．
本節の内容は，北見工業大学の蒲谷祐一氏との共同研究 [4]によって得られたものである．
まず，カンドル X に対して，新たなホモロジーを導入する．非負整数 n に対して，

B∆
n (X) を Xn+1 が生成する自由 Z 加群とする．写像 ∂n : B∆

n (X)→ B∆
n−1(X) を

∂n(a0, a1, . . . , an) =
n∑

i=0

(−1)i(a0, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an)

と定めると，(B∆
n (X), ∂n) は非輪状な鎖複体になる．B∆

n (X) の生成元は，頂点に X の
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要素が割り当てられた n次元単体と同一視できる．この意味において，∂n はその境界を
読み取る写像に他ならない．B∆

n (X) には次のように付随群 GX が右から作用するので，
この作用による B∆

n (X) の商を C∆
n (X) とする．

(a0, a1, . . . , an) a = (a0 ∗ a, a1 ∗ a, . . . , an ∗ a) (a ∈ X).

鎖複体 (C∆
n (X), ∂n)から定まる（コ）ホモロジー群を，単体的カンドル（コ）ホモロジー群

と呼ぶ．
X には次のように付随群 GX が右から作用するから，鎖複体 (CQ

n (X)X , ∂n) を考える
ことができる．

ab = a ∗ b (a, b ∈ X).

この鎖複体について，次の主張が成立する．

定理 3.1 ([4]). 具体的な鎖写像 φn : CQ
n (X)X → C∆

n+1(X) が構成できる．

一般の場合は割愛するが，n = 2 の場合，この鎖写像は任意の p ∈ X に対して次の式
で与えられる．

φ2(r; a, b) = + (p, r, a, b)− (p, r ∗ a, a, b)− (p, r ∗ b, a ∗ b, b) + (p, (r ∗ a) ∗ b, a ∗ b, b).

鎖写像 φ2 を図式的に表すと，図 4 のようになる．ここで図中，同じパターンおよび（黒
以外の）同じ色で塗られた面および辺は，それぞれ貼り合わすことができる．よって，
(X,X) 彩色された結び目 K の図式の各交点に対応する CQ

2 (X)X の要素の φ2 による像
は，図 5 右のように「S3 \K の『各交点に対応する部分』を 4つの理想四面体によって
分割したものに『彩色から定まる情報』を付与したもの」と理解することができる．これら
4つの理想四面体は交点の隣接関係に従って適切に貼り合うから，(X,X) 彩色が定める
2次元サイクルの φ2 による像は「S3 \K の理想四面体分割に『彩色から定まる情報』を
付与したもの」と理解できる．詳細は割愛するが，蒲谷氏と講演者は，この枠組みを用いて
次を示している．

図 4 鎖写像 φ2 の図式的な理解
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図 5 各交点に対応する 4つの理想四面体

定理 3.2 ([4]). PSL(2,C) の放物的元全体がなすカンドル P には，次の性質を満たす，
具体的な 2次元コサイクル cvolが定まる．K を結び目とし，G(K)をその補空間の基本群
とする．このとき，G(K)の放物的な PSL(2,C)表現に対応する K の図式の (P ,P)彩色
を考えると，この彩色が定める 2次元サイクルを cvol で評価することによって，表現の
複素体積が組み合わせ的に計算できる．

4 カンドルホモロジーとザイフェルト曲面の理想三角形分割
本節では，カンドルホモロジーと（境界を含まない）ザイフェルト曲面の理想三角形分割
との関係を紹介する．そのためにまず，群対のホモロジーを紹介する（群対に対しては
大別して 2種類のホモロジーが定義されるが，本講演では Adamson/Hochschild の流儀
[1, 3] に従う）．
Gを群として，H をその部分群とする．非負整数 nに対して，Bn(G/H)を (G/H)n+1

が生成する自由 Z 加群とする．このとき，写像 ∂n : Bn(G/H)→ Bn−1(G/H) を

∂n(g0H, g1H, . . . , gnH) =
n∑

i=0

(−1)i(g0H, . . . , gi−1H, gi+1H, . . . , gnH)

と定めると，(Bn(G/H), ∂n) は非輪状な鎖複体になる．Bn(G/H) の生成元は，頂点に
G/H の要素が割り当てられた n次元単体と同一視できる．この意味において，∂n はその
境界を読み取る写像に他ならない．Bn(G/H)には次のように Gが左から作用するので，
この作用による Bn(G/H) の商を Cn(G/H) とする．

g (g0H, g1H, . . . , gnH) = (gg0H, gg1H, . . . , ggnH) (g ∈ G).

鎖複体 (Cn(G/H), ∂n) から定まる（コ）ホモロジー群を，群対の（コ）ホモロジー群と
呼ぶ．
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再び G を群として，H をその部分群とする．さらに ρ を G の自己同型写像で，条件
ρ|H = idH を満たすものとする．このとき，右剰余集合 H \G は，次の二項演算により
カンドルとなる．

Ha ∗Hb = Hρ(ab−1)b.

慣例に従って，このカンドルを (G,H, ρ) と表すことにする．また，ρ(ab−1)b を a ∗ b と
略記する（このとき Ha ∗Hb = Ha ∗ b である）．
任意のカンドル X の付随群 GX は，無限巡回群 Z に対して，次のように右から作用
する．

ra = r + 1 (r ∈ Z, a ∈ X).

よって，鎖複体 (CQ
n (X)Z, ∂n) を考えることができる．特に X = (G,H, ρ) であるとき

は，次の主張が成立する．

定理 4.1. 具体的な鎖写像 ψn : CQ
n (X)Z → Cn(G/H) が構成できる．

一般の場合は割愛するが，n = 2 の場合，この鎖写像は次の式で与えられる．
ψ2(r;Ha,Hb) =

− (H, (ρ−r(a))−1H, (ρ−r(b))−1H) + (H, (ρ−(r+1)(a ∗ b))−1H, (ρ−(r+1)(b))−1H).

鎖写像 ψ2 を図式的に表すと，図 6 のようになる．ここで図中，赤い辺は貼り合わす
ことができる．よって，(X,Z) 彩色された結び目 K の図式 D の各交点に対応する
CQ

2 (X)Z の要素の ψ2 による像は，図 7 右のように「図式 D から定まる K の標準的
ザイフェルト曲面 S の『各交点に対応する部分』を 2つの理想三角形によって分割した
ものに『彩色から定まる情報』を付与したもの」と理解することができる．これら 2つの
理想三角形は交点の隣接関係に従って適切に貼り合うから，(X,Z) 彩色が定める 2次元
サイクルの ψ2 による像は「S の理想三角形分割に『彩色から定まる情報』を付与した
もの」と理解できる．

図 6 鎖写像 ψ2 の図式的な理解

詳細は割愛するが，K の（標準的とは限らない）任意のザイフェルト曲面 S に対して
も適切に K の図式 D を選べば，D の (X,Z) 彩色から S の理想三角形分割を得ること
ができる．この仕組みを活用すれば K の種数やファイバー性を議論できるのではないか
と考え，目下，研究を進めている．
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図 7 各交点に対応する 2つの理想三角形（状況を理解しやすいように，括弧内には，
赤い辺および理想頂点に幅を与えたものも描いておいた）

5 おわりに
ここまでカンドルホモロジーと結び目補空間の構造との関係性に着目してきたが，
定理 3.1, 4.1 で与えた鎖写像は，具体的なカンドルにコサイクルを与えるためにも利用
できる．最後に，簡単ではあるが，そのような成果を紹介する．
北見工業大学の蒲谷祐一氏は，定理 3.1 を活用して，ある条件を満たすカンドル X に
対して鎖複体 (CQ

n (X)X , ∂n) から群の鎖複体への（次元をひとつ上げる）鎖写像を構成
した [5]．（特に n = 2 の場合，この鎖写像による (X,X) 彩色が定める 2次元サイクルの
像は「結び目を分岐集合とする S3 の巡回分岐被覆空間の四面体分割に『彩色から定まる
情報』を付与したもの」と理解できる．）この鎖写像によって引き戻すことにより，群の
コサイクルからカンドルのコサイクルを構成することができる．特に「望月 3コサイクル
[2, 7]」という業界では有名な 3次元コサイクルも，この方法により群のコサイクルから
再構成できることを蒲谷氏は示している．
東京科学大学の野坂武史氏は，蒲谷氏とは別の方法で定理 3.1 を応用して，ある条件を
満たすカンドル X に対して鎖複体 (CQ

n (X){1 pt.}, ∂n) から群の鎖複体への（次元を保つ）
鎖写像を構成した [9]．この鎖写像によって引き戻すことにより，やはり群のコサイクル
からカンドルのコサイクルを構成することができる．例えば，京都大学数理解析研究所の
望月拓郎氏があるカンドルの族に対して与えた全てのコサイクル [8]（望月 3コサイクル
はそのひとつ）も，この方法により群のコサイクルから再構成できることを野坂氏は示して
いる．
講演者も，定理 4.1 を活用して，結び目の研究に有益と思われるカンドルのコサイクル
を幾つか構成している．しかし，その紹介は別の機会に譲りたい．
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