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1 序
f(x, y) ∈ C[x, y]を被約な複素二変数多項式とし，C = {(x, y) ∈ C2 | f(x, y) = 0}を

f が定義する代数曲線とする．代数曲線は最も基本的な代数多様体であり，代数幾何，ト
ポロジーの両観点から長く研究されてきた対象である．本稿では，補集合M = C2 \ C
のトポロジーについて扱う．
平面代数曲線の補集合のトポロジーに関して最も注目すべき最初の結果は 1929 年の

Zariskiによるもの [22]であろう．Zariskiは元々，与えられた平面曲線を分岐集合として
持つ二変数関数の存在（分岐被覆の存在）問題を考えており，それを補集合の基本群の問
題へと帰着させ，補集合の基本群を計算する手法について考察した．基本群を計算する
手法は後に van Kampen[12]により完成され，現在 Zariski–van Kampenの方法として，
代数曲線のトポロジーにおける基本的な技術として知られている（Zariski–van Kampen

の方法については [17, 18]も参照）．
主題とはやや逸れるが，Zariskiの論文 [22]において述べられたいくつかの問題は，そ

の後長年の代数曲線のトポロジーにおける主要な研究対象となっていた．例えば，「通
常二重点のみを特異点として持つ曲線の補集合の基本群は可換であるか」という問 *1は
Zariski 予想として長年注目された．他にも，特異点の “組合せ的情報” が等しいが補集
合のトポロジーが異なる曲線の組（現在 Zariski 対と呼ばれる）についても言及されてい
た．Zariski対は 1990年代以降多くの研究者により調べられ，現在も注目されている対
象である [3]．
さて，Zariski–van Kampenによる補集合の基本群を求めるアルゴリズムは，1980年頃

Moishezon により導入されたブレイドモノドロミーの概念へと発展する [15]．ブレイド
モノドロミーにより得られる補集合の基本群の表示は Zariski–van Kampenの方法に比
べて表れる関係式の数が少なく，「良い」表示である．実際 Libgoberにより，ブレイドモ
ノドロミーにより得られる基本群の表示に付随して定まる 2次元CW複体が，補集合とホ
モトピー同値となることが示されている [13]．さらにその後 Artal–Carmona–Cogolludo

により，C2 内の曲線の射影閉包として得られる CP 2 内の射影曲線の埋め込みの位相が，
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ブレイドモノドロミーによって決まることが示された [2]（彼らは補集合の微分同相型を
具体的に記述したわけではないことに注意する）．このように代数曲線のトポロジーにお
いてブレイドモノドロミーは強力な手法であった．そして著者は近年，ブレイドモノド
ロミーのアイデアに基づき，平面代数曲線補集合のハンドル分解や Kirby図式の記述を
得た [19]．本稿では，Libgoberによるブレイドモノドロミーを用いたホモトピー型の記
述から復習し，著者による研究で得られた結果について紹介したい．
2 基本的な例，1次ホモロジー群
まず本題へ入る前に，代数曲線の補集合としてどのような空間が現れるか，基本的な例

を通して紹介したい．
例 2.1 曲線 C = {y = 0}とする．このとき，補集合はM = {(x, y) ∈ C2 | y "= 0} ∼=
C×C∗ となり，S1 とホモトピー同値である．1次ホモロジー群H1(M,Z) ∼= Zの生成元
は複素直線 y = 0の周りを小さく回るループにより代表される．
例 2.2 曲線C = {xy = 0}とする．このとき，補集合はM = {(x, y) ∈ C2 | x, y "= 0} ∼=
C∗ ×C∗となり，S1 ×S1とホモトピー同値である．1次ホモロジー群H1(M,Z) ∼= Z2の
生成元はそれぞれ複素直線 x = 0, y = 0の周りを小さく回るループにより代表される．
例 2.3 曲線 C = {xp+ yq = 0}とする．ただし p, qはともに非負整数であるとする．原
点中心とする球体 B4 と曲線との交わり B4 ∩ C は，その境界との交わり S3 ∩ C の錐と
なる（[14], Theorem 2.10）ので，補集合は (S3 \ (S3 ∩ C)) × (0,∞) と同相である．曲
線 C が S3との交わりで作る絡み目は T (p, q)（(p, q)-トーラス絡み目）であるから，曲線
の補集合は S3 \ T (p, q)とホモトピー同値である．上記二つの例は，座標変換を行うこと
でそれぞれ (p, q) = (0, 1), (2, 2)の場合とみなせる．
一般に，平面曲線の補集合の 1次ホモロジー群について次が成り立つ．
命題 2.4 C2 内で定義された代数曲線 C が r 個の既約成分を持つとする．このとき
H1(M,Z) ∼= Zr である．
これは Lefschetz 双対定理とホモロジー群の長完全列を使うことで証明できる．詳細

は [7] の Proposition 4.1.3 などを参照されたい．これは S3 内の絡み目の補集合の 1 次
Betti数が絡み目の成分数と一致することに類似する結果である．
3 ブレイドモノドロミーによる基本群，ホモトピー型の記述
本節では，代数曲線のブレイドモノドロミーについて述べ，補集合の基本群やホモト

ピー型について紹介する．ブレイドモノドロミーに関する詳細は [4, 5, 15]を参照された
い．また，代数曲線補集合の基本群については，[18]の第一部に詳細な解説がある．そち
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らも参照されたい．
f(x, y) ∈ C[x, y]を複素二変数の被約な n次多項式とし，yn の係数が 0でないと仮定

する．多項式 f(x, y)が定める代数曲線を C = {(x, y) ∈ C2 | f(x, y) = 0}とし，その補
集合をM = C2 \ C とおく．第一成分への射影を π : C2 → Cとし，各 x ∈ Cに対し，
Lx = π−1(x)とおく．射影の各ファイバーと曲線の交わり Lx ∩C は高々 n点集合である
ことに注意する．複素平面 C内の部分集合 X を以下で定義する：

X = {p ∈ C | #(Lp ∩ C) < n}.

これは Lp が C と接するか，C の特異点を含むような点 pの集まりである．別の言い方
をすれば，各 p ∈ Cを固定するごとに得られる y についての n次多項式 f(p, y)が重根
を持つような pの集まりである．X は有限集合であり，X = {p1, . . . , pN}と表す．任意
の pi ∈ X に対して，Lpi が C の特異点または C との接点を高々 1点含むようにジェネ
リックに仮定できる．このとき以下が成り立つ．証明は例えば [7]の Lemma 3.3.5など
を参照．
命題 3.1 射影の制限 π : C2 \ (C ∪ π−1(X)) → C \X は C \ (n points)をファイバーに
持つファイバー束である．
このファイバー束のモノドロミーについて観察していく．各点 pi ∈ X を中心とする

十分小さい円板 Ui とし，これの境界の円周から一点 p′i ∈ ∂Ui をとる．基点 p0 ∈ C \X
をとり，p0 と p′i を結ぶ自己交叉のない道 si を，「i "= j ならば si ∩ sj = {p0}」となる
ようにとる（このような道の集まり (s1, . . . , sN)を基点 p0 と集合 {p′1, . . . , p′N} に関する
Hurwitz系と呼ぶことにする）．p0 を基点とし，si, ∂Ui, s

−1
i を結んでできる道のホモトピー類を γi ∈ π1(C\X, p0)とおく．γ1, . . . , γN は π1(C\X, p0) ∼= FN (階数N の自由群)

の生成系をなす．各ループ γi に沿って，ファイバー束 π : C2 \ (C ∪ π−1(X)) → C \X
を自明化することで，Lp0 内の Lp0 ∩C を保つような自己同相が得られる．そのためこの
ファイバー束からは準同型

Φ : π1(C \X, p0) → B(Lp0 , Lp0 ∩ C)

を得る．ここで，B(Lp0 , Lp0 ∩ C) は Lp0 ∩ C を保つような Lp0 の写像類群であり，n

本の紐からなるブレイド群 Bn と同型である．そのため，この準同型 Φ は代数曲線の
ブレイドモノドロミーと呼ばれる．各生成元 γi に対するモノドロミーを βi = Φ(γi) ∈
B(Lp0 , Lp0 ∩ C)とおく．
基点のファイバーと曲線の交わりを Lp0 ∩C = {q1, . . . , qn}とおく．Lp0 \ (Lp0 ∩C)か
ら基点 q0をとり，基点 q0と集合 {q1, . . . , qn}に関する Lp0 内の Hurwitz系をとり，先と
同様に対応する π1(Lp0 \ (Lp0 ∩ C), q0)の生成元を e1, . . . , en とする．
また，p ∈ ∂Ui に対して Lp ∩ C は n点集合である．点 pが pi に近づくとき，このう
ち mi 点が一点に潰れる（Lpi が C と横断的に交わるとき，mi は特異点の重複度に一致
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する）と仮定し，この潰れるmi 点に対応する Lp0 ∩ C の点の集まりを {qi1 , . . . , qimi
}と

おく．対応する添字集合を Ii = {i1, . . . , imi−1}とおく．
以上の準備のもと，以下が成り立つことが知られている．

定理 3.2 ([13]) 補集合M = C2 \ C は以下の基本群の表示から得られる 2次元の CW

複体とホモトピー同値である：
π1(C2 \ C) ∼= 〈e1, . . . , en | βi · ej = ej, i = 1, . . . , N, j ∈ Ii〉.

ここで ·はブレイド群の自由群への Artin作用を表す．
この定理は補集合を上記の表示を持つ 2次元 CW複体へとレトラクトさせていくこと

で証明される．ここで，「S3 内の結び目群のWirtinger表示，そして Artin表示が表す 2

次元 CW複体は補集合とホモトピー同値である」という事実を局所的に用いている．添
字集合 Ii が mi 個ではなく mi − 1 個の元からなるのは，結び目群のWirtinger 表示や
Artin表示の不足数が 1であることに由来する．
さて著者の研究は，ここで得られた基本群の表示の生成元が 1-ハンドルに，関係式が

2-ハンドルに対応するようなハンドル分解を補集合が持つのではないか，という疑問が出
発点であった．
4 補集合のハンドル分解
本節では，代数曲線の補集合M = C2 \ C のハンドル分解について述べる．本節と次

節の内容について，詳細は著者のプレプリント [19]を参照されたい．
補集合 M は開多様体であるので，C2 内の十分大きな半径を持つ多重円板 D × D

（角を解消すれば 4 次元球体と微分同相）と曲線に対する十分小さくジェネリックな正
則近傍 ν(C) をとり，M0 = (D × D) \ ν(C) のハンドル分解を考えることにする．こ
のとき M0 はコンパクト境界付き 4 次元多様体であり，M0 の内部は M と微分同相で
ある．射影 π を M0 へと制限したものを π0 : M0 → D とおく．このとき，π0 の制限
π0 : M0 \

(⋃N
i=1 π

−1
0 (Ui)

)
→ D \

⋃N
i=1 Ui はやはりファイバー束であり，そのファイバー

は n + 1個の境界成分を持つ種数 0 の曲面（つまり，大きさのある穴を n個開けた円板
Dn）であることに注意されたい．
基点 p0 と ∂D を結ぶ自己交叉のない道 s0 で，s0 ∩ si = {p0} (i = 1, . . . , N)となるよ
うなものをとり，各 i = 0, 1, . . . , N に対して道 si の十分小さい管状近傍 ν(si) とする．
さらに ν(Γ) =

⋃N
i=1 Ui ∪

⋃N
i=0 ν(si)とおく（図 1を参照）．

このとき，D \ ν(Γ)は円板と同相であり，したがって可縮である．よってこの上では，
射影から得られるファイバー束は自明となり，ファイバーは n個穴あき円板 Dn である
から，次を得る．
命題 4.1 π−1

0 (D \ ν(Γ))は 1ハンドル体 &n(S1 ×D3) (∼= Dn ×D2) と微分同相である．
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p0

p′1
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p′2
s2

p′N
sN

s0

U1

U2

UN

ν(Γ)

図 1 道の集まり s0, s1, . . . , sN と ν(Γ)

ハンドル分解を求めたい多様体はM0 = π−1
0 (D \ ν(Γ)) ∪ π−1

0 (ν(Γ))であるから，後は
上記の 1ハンドル体に π−1

0 (ν(Γ)) がどのように接着されているかを見ればよい．
各 i = 1, . . . , N に対し，Vi ⊂ Ui を pi を中心とする円板で，任意の p ∈ Vi が

Lp ∩ C ∼= Dn−(mi−1) を満たすようにとる．点 pi のまわりでパーツ分けし，A,B を図 2

のように定める．

A

Bpi

Vi si

ν(si)

p′i

図 2 領域 Aと B

このとき，実は π−1
0 (A)，π−1

0 (Vi)を順に接着しても多様体の微分同相型が変わらない
ことがわかる *2．そして，残る部分 π−1

0 (B)をこれに接着することが，mi − 1個の 2-ハ
ンドル接着になっている．この 2-ハンドル接着の概要を，簡単のためにmi = 2と仮定し
て見てみよう．B の両端の連結成分について，∂Ui 側では Lp ∩ C から得られる二つの連
結成分があるが，Vi側では，Viに対する仮定より Lp ∩C から得られる連結成分は一つに
なっている（図 3）．さらに図のように，∂Ui 側から Vi 側へ近づくにつれ，Lp ∩C から得
られる連結成分が二つから一つへ真っ直ぐに減っていることがわかる *3．B を放物線状
の孤で区切っていき，そのファイバーの様子を見ていくと，孤 α2 のファイバー上にある
青色の円が孤を右に進めていくと消えていく様子がわかる（図 4）．このとき，この青い
円がハンドルの接着円となるような，2-ハンドルの接着が行われていることがわかる *4．
*2詳細は [19]の 6ページの議論を参照．
*3これは C の正則近傍を十分小さくとることにより可能になっている．
*4実際に 2-ハンドルの接着になっていることは，境界の 3次元多様体へ制限して得られる安定写像が不定値折
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また，mi ≥ 3の場合もこの操作を繰り返していくことで，同様の 2-ハンドルの接着が行
われることがわかる．残りの部分 π−1

0 (ν(si))の接着は全て多様体の微分同相型をかえず，
結局各 iに対して，mi − 1個の 2-ハンドルが接着されるようなハンドル分解をM0 は持
つことがわかる．

(

π−1
0 (()

π0

図 3 π−1
0 (B)の様子．#は B 内の半径方向に伸びる直線である．

αr1 αr2 αr3 αr4S

(π0|∂M0)
−1(αr1) (π0|∂M0)

−1(αr2) (π0|∂M0)
−1(αr3) (π0|∂M0)

−1(αr4)

q

図 4 B 内の孤とその上のファイバー

5 補集合の Kirby図式
本節では，前節で得られたハンドル分解を表す Kirby図式の記述方法について述べる．

4次元多様体のハンドル分解や Kirby図式については，[1, 8, 11]を参照．
補集合M0 は 2-ハンドル体であることがわかったので，1-ハンドルの接着を表す点付

き円，2-ハンドルの接着を表す枠付き絡み目を描ければよい．まず初めに，1-ハンドル
り目のみを特異点にもつことを用い，具体的に座標を表示することからわかる．
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B

図 5 Kirby図式の局所的な様子

の接着は，適切に埋め込まれた円板 D2 を取り除くこと（キャンセリング 2-ハンドルの
除去）によっても得られることを思い出す．このようにして得られる 1-ハンドル接着の
Kirby図式における点付き円は，取り除かれる円板の境界 ∂D2 そのものであった（キャ
ンセリング 2-ハンドルのベルト球面に対応）．現在ハンドル分解を考えている多様体の 1-

ハンドル体は，π−1
0 (D \ ν(Γ)) である．そして，これは 4 次元球体 π−1(D \ ν(Γ)) から

π−1(D \ ν(Γ)) ∩ C が作る n個の互いに交わらない適切に埋め込まれた円板を除くこと
により得られている．よって 1-ハンドル接着を表す点付き円は π−1(∂(D \ ν(Γ))) ∩ C と
なる．
続いて 2-ハンドルの接着を考える．2-ハンドルの接着は，各 pi ∈ X に対し，Lpi の周りで局所的に行われていた．このとき，Kirby図式において 2-ハンドルの接着を表す接

着円は，ブレイドに橋をかけるように，図 5のように表される．ここで，B は pi に付随
する局所的なモノドロミーを表すブレイドである．これらをつなぎ合わせていくことで，
M0の Kirby図式を得る．また，フレーミング係数はどのような場合でも全て 0であるこ
ともわかる．
例 5.1 定義式を f(x, y) = xp − yq とする．このときX = {0}である．グラフ Γを図 6

のようにすると，そこから得られる Kirby図式は図 7のようになる．ここで，Bp,q は q

本の紐からなるブレイド群 Bq の元で，隣り合う i番目と i + 1番目の紐の半捻りを表す
標準的な生成元 σi とした時に，Bp,q = (σ1σ2 · · · σq−1)p と表される元である．
6 今後の展望
6.1 Stein構造
複素多様体が複素ユークリッド空間に双正則埋め込みができるとき，Stein多様体と呼

ばれる．代数曲線の補集合は，対応 C2 . (x, y) /→ (x, y, 1/f(x, y)) ∈ C3 により C3 に埋
め込まれ，Stein多様体となる（M は複素 2次元のため，特に Stein曲面である）．Stein
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D

0

Γ

図 6 定義式 f(x, y) = xp − yq に対して定まるグラフ Γ

B
p
,q

B
−
1

p
,q

1

2

q

図 7 曲線 xp − yq = 0の補集合の Kirby図式

曲面は複素解析だけでなく，4次元トポロジーの観点からも盛んに研究されている対象で
ある [10, 16]．複素多様体が Stein構造を許容する同値条件として，その多様体の上に狭
義多重劣調和（strictly plurisubharmonic, spsh と略す）関数が存在するというものが知
られている．spsh関数が存在したとき，ジェネリックにそれはMorse関数と仮定してよ
い．したがって，この spsh関数からハンドル分解を得ることができる．このように得ら
れたハンドル分解を Stein構造に適合するハンドル分解という．
本研究では，代数曲線の補集合を具体的なパーツに分解することでハンドル分解を得

ており，spsh関数を用いて構成されているものではない．そこでM の Stein構造と適合
するハンドル分解を求めることは自然な問題である．（ちなみに，[20]において，複素化
実直線配置の補集合のハンドル分解が記述されているが，これは [21]において多重劣調
和Morse関数を用いて得られたホモトピー型を元に構成されており，Stein構造に適合す
るハンドル分解である．）
6.2 射影曲線
本稿ではアフィン空間 C2 内の平面曲線の補集合のトポロジーを扱った．そこで，射

影空間 CP 2 内の射影平面曲線の補集合のトポロジーを調べることは自然な問いであ
ろう（アフィン曲線は，既約成分の一つに直線を持つような射影曲線だとみなせる）．
Zariski–van Kampenの方法により，基本群は「すべての生成元の積 = 1」を追加すれば
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得られる．しかしながら著者の知る限りでは，Libgoberの定理のようなホモトピー型や
同相型を具体的に記述する一般的な方法はまだ知られていない（[4]の Question 3.2.2も
参照）．射影空間 CP 2 は C2 に無限遠直線 CP 1 を貼り合わせて得られるが，これに対応
する曲線の補集合の貼り合わせの記述が問題である．
他にも，代数曲線のトポロジーにおいては，モジュライ空間の連結性や，Zariski対の

存在やその判別などの基本的で重要な問題がある．これらに対しても，ハンドル分解や
Kirby図式を用いた新たなアプローチができることを期待したい．
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HodgeରԠͱUniformizationʑଟ༷ମͷඇՄࠤ

૮୩ɹٱ (େࡕେֶ)∗

֓ ཁ

1. Introduction
ෛͷΦΠϥʔΛͭ࣋ίϯύΫτϦʔϚϯ໘্ฏ໘H(୯Ґԁ൫ B)ͷ PSL2(R)
(PSU(1, 1))ͷ܈ࢄ Γ\H (Γ\B)Ͱද͞ΕΔ. ͜ͷݹయతͳҰҙԽఆཧ (Uniform-

mization)ͷHiggsଋΛ༻͍ͨผূ໌͕Hitchin[7]ʹΑΓ༩͑ΒΕ͍ͯΔ. Hitchinͷํ
๏ʹΑΓҰҙԽ͞ΕΔྲྀΕʹ͍ͭͯ֓͠؍Α͏. ίϯύΫτϦʔϚϯ໘M্ͷਖ਼ଇϕ
ΫτϧଋK−1/2 ⊕K1/2্ʹ߃ࣸ૾ T 1,0M → T 1,0M͔Βఆ·ΔHiggs θΛ༩͑Δ.

͜ͷHiggsଋ (E, θ)͕҆ఆͰ͋Δ͜ͱͱMͷΦΠϥʔ͕ෛͰ͋Δ͜ͱಉͰ͋Δ.

͜ͷ࣌, ҆ఆͳHiggsଋMͷجຊ܈π1(M)ͷSU(1, 1)දݱʹରԠ͢Δ (ඇՄHodge

ରԠ [10, 12]). ͜ͷରԠ͢Δදݱπ1(M) → SU(1, 1)͕ҰҙԽM = Γ\BΛ༩͑Δ.

͏গ͠Hitchinͷߏʹ͍ͭͯৄ͘͠ΈΑ͏. Hitchinͷఆཧ [7](ΑΓҰൠʹSimpson

ͷHiggsଋͷখྛ-HitchinରԠ [10])ʹΑΓ, Higgsଋه্ (E, θ)͕҆ఆ (⇔ΦΠϥʔ
͕ෛ)Ͱ͋ΕEʹΤϧϛʔτ͕ྔܭଘͯ͠ࡏ, Hitchinͷ ఔࣜํ(ରݾࣗ)

R2 +
[
θ, tθ

]
= 0

∂̄Eθ + θ∂̄E = 0

Λຬͨ͢ (RΤϧϛʔτ͔ྔܭΒఆ·Δۂ).

͞Βʹ, (E, θ)ͷS1ରশੑ͔ΒΤϧϛʔτྔܭK−1/2 ⊕K1/2Λަͱ͢ΔͷͰ
͋Γ, ͞ΒʹHitchinͷํఔࣜ

R2 +
[
θ, tθ

]
= 0

Dθ + θD = 0

ͱॻ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δ (DΤϧϛʔτ͔ྔܭΒఆ·Δଓ). ͜ΕΒͷࣜSU(1, 1)Λ
,Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͯݟͱ͢ΔMaurer-Cartanํఔࣜͱ܈ߏ ͦͷMonodromyදݱͱͯ͠
දݱπ1(M) → SU(1, 1)͕ಘΒΕΔ.

Λ .ΈΑ͏্ͯ͛ͪ࣋ʹݩ࣍Β3͔ݩ࣍2(࣮) ϦʔϚϯ໘MʹΤϧϛʔτྔܭΛऔ
Γ, ͦΕʹؔ͢Δ୯ҐԁपଋΛS(M)ͱ͢Δ. ͜ͷ࣌, Mͷਖ਼ଇଋΛS(M)ʹҾ͖
ͨ͠ S(M)্ͷෳૉઢଋ, (v, v) ∈ S(M) × T 1,0M͕େҬతͳϑϨʔϜͱͳΓ C∞ࣗ
໌Խ͞ΕΔ. ͜ͷࣗ໌ԽΑΓ, MͷLevi-CivitaଓͷଓࣜܗS(M)্େҬతʹఆ
ٛ͞Ε࣮ͨඍࣜܗ ηΛఆΊΔ. Higgs͍ͨͯ͑ߟͨ· θS(M)্ͷෳૉඍࣜܗ
wΛఆΊΔ. ͜Εʹؔͯ͠, .Δ͑ߟΛߏHitchinͷه্ ಘΒΕͨΤϧϛʔτྔܭ
K−1/2 ⊕K1/2Λަͱ͍ͯ͠ΔͨΊ, K−1/2ʹΤϧϛʔτྔܭΛఆΊ͍ͯΔ͜ͱʹͳΓ

ຊڀݚՊݚඅ (՝൪߸:19H01787, 24K00524)ͷॿΛड͚ͨͷͰ͋Δɻ
∗˟ 560-0043ɹେࡕ๛தࢢ݉ࢁொ̍-̍ɹେࡕେֶେֶӃཧֶڀݚՊֶઐ߈
e-mail: kasuya@math.sci.osaka-u.ac.jp
web: https://sites.google.com/site/hisashikasuyamath/home
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T 1,0M =
(
K−1/2

)2
ʹ (ͭ·ΓMʹ)ΤϧϛʔτྔܭΛఆΊΔ. Hitchinͷํఔ͔ࣜΒಘ

ΒΕͨํఔࣜ
R2 +

[
θ, tθ

]
= 0

Dθ + θD = 0

͜ͷMͷΤϧϛʔτ͔ྔܭΒఆ·ΔS(M)্ͷࣗ໌ԽΛ͑ߟΔ͜ͱʹΑͬͯ, S(M)

্ͷඍࣜܗʹؔ͢Δํఔࣜ
√
−1dη + w ∧ w̄ = 0

dw + 2
√
−1η ∧ w = 0

ͱද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ͜ͷࣜ Lie su(1, 1)ͷߏؔࣜͰ͋Δ. ͜ΕʹΑͬͯ,

S(M)͕ίϯύΫτͰ͋Δ͜ͱ͔Β, S(M) ˜SU(1, 1)(SU(1, 1)ͷීวඃ෴܈)Λීว

ඃ෴ʹͭ࣋͜ͱ͕Θ͔Δ. ͭ·Γ, S(M)زԿ S̃L2(R)Λݩ࣍3ͭ࣋ଟ༷ମͰ͋Δ [9].

͜ͷΑ͏ͳٞΛ ʢෳૉݩ࣍2 ʹΒग़ൃ͔ͤͣ(ݩ࣍1 Կֶͱ͠زଟ༷ମ্ͷݩ࣍3
ͯల։͢Δ͜ͱ͕ࠓճൃද͢ΔཧͷجຊతൃͰ͋Δ.

ຊߘͷͶΒ͍
ຊߘͰ, HodgeରԠͱUniformizationʹؔͯ͠,ҰൠΛల։ʑଟ༷ମͷඇՄࠤ
͢Δ͜ͱΑΓ, τϙϩδʔతʹಛʹڵຯਂ͍ͱࢥΘΕΔ3ࠤݩ࣍ʑଟ༷ମͷ߹ʹ
ϑΥʔΧεͯ͠ΑΓ۩ମతʹཧղ͢Δ͜ͱΛ͢ࢦ. ಉςʔϚʹ͍ͭͯ, ͍ߴͷݩ࣍
߹ؚΊͨΑΓ֓આతͳࣄه,ʠࠤʑଟ༷ମͷHiggsଋɺݱঢ়ͱ͜Ε͔Βʡ(2024
ຊֶձಛผߨԋ༧ߘ)ΛReseachmapͰެ։͍ͯ͠ΔͷͰ, ͦͪΒࢀর͞Ε͍ͨ.

2. ʑଟ༷ମ:ఆٛͱྫࠤݩ࣍3
͜͜Ͱ, .Δ͑ߟ͍ͯͭʹʑଟ༷ମࠤఆͯ͠ݶʹ߹ͷݩ࣍3 Ұൠͷ߹ʹ͍ͭͯ
Boyer-GalickiͷςΩετ [5]Λࢀর͞Ε͍ͨ. MΛ࣮3ݩ࣍Մඍଟ༷ମͱ͢Δ. M

ͷ৮ࣜܗͱM্ͷҰ࣍ඍࣜܗ ηͰ͋ͬͯ, η ∧ dη͕Mͷ֤Ͱ 0Ͱͳ͍ͷ
Ͱ͋Δ. ৮ࣜܗηʹର͠MͷϕΫτϧ ξͰ͋ͬͯ, η(ξ) = 1͔ͭ ιξdη = 0Λຬͨ͢
ͷ͕Ұҙʹఆ·Δ (ReebϕΫτϧ). ͜ͷ࣌, TM = Rξ ⊕ ker ηͰ͋Δ. ߏʑࠤ
(η, T 1,0)ͱ, ৮ࣜܗηͱෳૉϕΫτϧଋker η⊗Cͷෳૉ෦ઢଋT 1,0 ⊂ ker η⊗CͰ
T 0,1 = T 1,0ͱ͓͘ͱT 1,0 ∩ T 0,1 = 0ͱͳΔͷ (CRߏ)Ͱ͋Γ͞ΒʹҎԼΛຬͨ͢:

• T 1,0 , ∀W .= 0,
√
−1dη(W,W ) > 0;

• [ξ,Γ(T 1,0)] ⊂ Γ(T 1,0).

MͷϦʔϚϯྔܭͰ͋ͬͯ, TM = Rξ ⊕ ker ηަͰ͋Γ, ξͷ͞1͔ͭker η্
Ͱdη͔Βఆ·ΔΤϧϛʔτྔܭͱͳΔͷΛ͑ߟΔ. ͜ͷྔܭࠤʑྔܭͱݺ
ΕΔ. .ͳΔʹྔܭਲ਼ΛͱΔͱέʔϥʔྔܭྔܭʑࠤ ͜ͷΑ͏ͳੑ࣭ͷϦʔϚϯܭ
ྔͱͯ͠ࠤʑߏΛఆٛ͢Δ͜ͱՄͰ͋Δ.

ྫ 1 (ඪ४తࠤʑଟ༷ମ) M = R3ͱ͢Δ. ඪ࠲ (x, y, t) ∈ R3ʹର͠, η = dt + xdy

ͱ͢ΔͱR3ͷ৮ࣜܗͰ͋Δ. ReebϕΫτϧ ∂tͰ͋Δ. w = dx +
√
−1dyͱ͓

͘ͱ,

dη =

√
−1

2
w ∧ w̄.
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dw = 0

ཱ͕͢Δ. TR3∗ ⊗ C = Cξ ⊕ Cw ⊕ Cw̄ʹ͍ͭͯ, Cw͕ରʹͳΔΑ͏ʹ, T 1,0Λఆ
ΊΕ, (η, T 1,0)R3ͷࠤʑߏͰ͋Δ. (: T 1,0 .= C

(
∂x−

√
−1∂y

)
)

ྫ 2 (Moving frame) ΣΛϦʔϚϯ໘ͱ͢Δ. Σ֤Ͱۂ͕ 0ʹͳΒͳ͍Τϧ
ϛʔτྔܭΛͭ࣋ͱ͠, ͦͷ୯ҐԁपଋS(Σ)Λ͑ߟΔ. ਖ਼ଇଋΛS(Σ)ʹҾ͖ͨ͠
S(Σ)্ͷෳૉઢଋ, (v, v) ∈ S(Σ)× T 1,0Σ͕େҬతͳϑϨʔϜͱͳΓC∞ࣗ໌Խ͞Ε
Δ. ͜ͷࣗ໌ԽΑΓ, ΣͷLevi-CivitaଓͷଓࣜܗS(Σ)্େҬతʹఆٛ͞Ε࣮ͨ
ඍࣜܗηΛఆΊΔ. dηΣͷۂͰ͋Δ. (v, v)ͷରͱͳΔS(Σ)্ͷෳૉඍࣜܗ
Λwͱ͢Δͱ, ํఔࣜߏ

dw = −
√
−1η ∧ w,

dη = −
√
−1

2
Kw ∧ w̄

Λຬͨ͢ (KΨεۂ). Αͬͯ, ±ηͱwʹΑͬͯS(Σ)ͷࠤʑߏ͕༩͑ΒΕΔ.

Σ͕έʔϥʔͰ͋Δ͜ͱ͔Β, Σ͕ίϯύΫτ͔ͭୈҰChernྨ c1(Σ)͕ඇࣗ໌ͳΒ
ৗʹ͜ͷΑ͏ͳߏʹΑͬͯࠤʑଟ༷ମS(Σ)͕ಘΒΕΔ.

ྫ 3 (SeifertϑΝΠόʔۭؒ) ΣΛίϯύΫτΦʔϏϑΥʔϧυϦʔϚϯ໘ͱ͢Δ. ௨
ৗͷϦʔϚϯ໘ͷ߹ͱಉ༷ʹͯ͠, ΦʔϏϑΥʔϧυΤϧϛʔτྔܭʹର͠, ୯Ґԁ
पଋS(Σ)Λ͑ߟΔͱ. S(Σ)Σ্ͷSeifertԁपଋͰ͋Γ, ଟ༷ମͰ͋ݩ࣍Β͔ͳ3
Δ. ୈҰChernྨ c1(Σ)͕ඇࣗ໌ͳΒ௨ৗͷϦʔϚϯ໘ಉ༷దͳΤϧϛʔτྔܭʹ
ΑͬͯS(Σ)ʹࠤʑߏ͕ఆ·Δ.

ྫ 4 (܈Lieݩ࣍3) ࣮ ݩ࣍3 Lie gͱͦͷର g∗ Λ͑ߟΔ. gͷࠤʑߏ
g∗ ⊗ C = Cη ⊕ w ⊕ w̄, η ∈ g∗͓Αͼߏํఔࣜ

dη = −
√
−1w ∧ w̄,

dw = Cη ∧ w

ʹΑΓಛ͚ͮΒΕΔ. g͕ࠤʑߏΛ࣌ͭ࣋, gΛLieͱ͢ΔϦʔ܈Gࠨෆม
.ͭ࣋Λߏʑࠤ Γ ⊂ GΛ܈ࢄͱ͢ΔͱΓ\Gࠤʑଟ༷ମͰ͋Δ. ߏʑࠤ
Λͭ࣋LiegҎԼͷࡾछʹݶΒΕΔ.

(n3) abelͰͳ͍3ݩ࣍ႈྵLie Heisenbergݩ࣍3) algebra)n3ʹ

dη =

√
−1

2
w ∧ w̄,

dw = 0

ʹΑΓࠤʑߏ͕ೖΔ. .Ͱ͋Δ܈N3͕ରԠ͢ΔLie܈Heisenbergݩ࣍3 N3ͷ
ΛೖߏʑࠤϢʔΫϦουۭؒʹඪ४ݩ࣍-ΛೖΕͨͷ3ߏʑࠤෆมࠨ
ΕͨͷͰ͋Δ. ,Δͱ͑ߟΛྔܭʑࠤ .ԿNil3ʹରԠ͢Δز

(su1,1) su1,1
∼= sl2(R)ʹ

dη =
√
−1w ∧ w̄,
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dw = −2
√
−1η ∧ w

ʹΑΓࠤʑߏ͕ೖΔ. PSU(1, 1), SU(1, 1)͓Αͼ͜ΕΒͷීวඃ෴܈ ˜SU(1, 1)

ରԠ͢ΔϦʔ܈Ͱ͋Δ. ,Δͱ͑ߟΛྔܭʑࠤ Կز S̃L2(R)ʹରԠ͢Δ.

(su(2)) su(2)ʹ
dη =

√
−1w ∧ w̄,

dw =
√
−1η ∧ w

ʹΑΓࠤʑߏ͕ೖΔ. SU(2), SO(3)ରԠ͢ΔϦʔ܈Ͱ͋Δ. Λྔܭʑࠤ
,Δͱ͑ߟ .ԿS3ʹରԠ͢Δز SU(2)ͷC2ͷઢ࡞ܗ༻ͷيಓΛ͑ߟΔ͜ͱʹ
ΑΓ, SU(2)S3ͱಉҰࢹͰ͖Δ.

(M, η, T 1,0)ΛίϯύΫτ3ࠤݩ࣍ʑଟ༷ମͱ͢Δ. gΛ্ࡾهछͷ͍ͮΕ͔ͱ͢Δ.

͕ߏʑࠤ g-ߏͰ͋ΔͱT 1,0∗ͷେҬϑϨʔϜwͰ͋ͬͯ, η, w্͕هͷ gʹର
Ԡ͢ΔߏํఔࣜΛຬͨ͢͜ͱͰ͋Δ. ͜ͷ࣌, FrobeniusͷఆཧΑΓ, Mࠤʑଟ
༷ମͱͯ͠Γ\Gͱද͞ΕΔ. ΣΛίϯύΫτϦʔϚϯ໘ͱ͢Δ.

• Σ͕ਖ਼ఆۂྔܭΛͯ࣋, ԁपଋS(Σ) su(2)-ߏΛͪ࣋,

• Σ͕ෛఆۂྔܭΛͯ࣋, ԁपଋS(Σ) su(1, .ͭ࣋Λߏ-(1 (Introductionͷ
ٞΛࢀর)

Σ͕0ۂྔܭΛͭ࣋߹, T 1,0∗ͷԁपଋS(Σ)ࣗ໌ͱͳΓࠤʑଟ༷ମʹͳΒͳ͍.

͜ͷ߹, ඇࣗ໌ͳෳૉઢଋʹؔ͢Δ୯Ґԁपଋ͕n3-ߏΛͭ࣋.

3. ʑଟ༷ମͷϕΫτϧଋͱHiggsଋࠤ
(M, η, T 1,0)Λ3ࠤݩ࣍ʑଟ༷ମͱ͢Δ. ξΛͦͷReebϕΫτϧͱ͢Δ. (A∗(M), d)

ΛMͷde Rhamෳମͱ͢Δ. ඍࣜܗα͕

ιξα = ιξdα = 0

Λຬͨ࣌͢, basicͰ͋Δͱ͍͍, basicͳඍ͕ࣜܗͳ͢A∗(M)ͷ෦ۭؒΛA∗
B(M)

Ͱද͢. (A∗
B(M), d) (A∗(M), d)ͷ෦ෳମͰ͋Δ. ͦͷίϗϞϩδʔΛH∗

B(M)Ͱද
͠, basicίϗϞϩδʔͱݺͿ.

ξ͕ੜ͢ΔϑϩʔΛ͑ߟΔͱ, T 1,0ʹΑͬͯԣஅతਖ਼ଇ foliation͕ఆ·Δ. ຊߘͰ
TMCͷ෦ଋCξ⊕T 1,0Λࠤʑଟ༷ମ (M, η, T 1,0)ͷਖ਼ଇߏͱ͑ߟΔ. ྫ͑, ਖ਼
ଇؔ fͱ ξ(f) = Z(f) = 0 (∀Z ∈ T 0,1)Λຬͨ͢ෳૉؔͰ͋Γ, ಛʹ f ∈ A0

B(M)

Ͱ͋Δ. ਖ਼ଇҰ࣍ඍࣜܗϕͱ, ϕ(ξ) = ϕ(Z) = ιξdϕ = ιZdϕ = 0Λຬͨ͢ෳૉҰ࣍
ඍࣜܗͰ͋Γ, ಛʹϕ ∈ A1

B(M)Ͱ͋Δ.

(E, h)ΛM্ͷC∞Τϧϛʔτଋͱ͠, ∇ΛͦͷϢχλϦଓͱ͢Δ. (E, h,∇)͕ਖ਼
ଇΤϧϛʔτଋͰ͋Δͱ, ∇ͷۂR͕

∀Z ∈ T 0,1, R(ξ, Z) = 0

Λຬͨ͢͜ͱͰ͋Δ. ͜ͷ࣌ ∇ξ ʹ͍ͭͯฏߦͳہॴϑϨʔϜΛऔΔ͜ͱʹΑͬͯ,

TrR ∈ A∗
B(M)͕Θ͔Δ. basic Chernྨ

cB,1(E) =

[
− TrR

2π
√
−1

]
∈ H2

B(M)
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͕ఆ·Δ. M͕ίϯύΫτͳΒ, H2
B(M) = 〈[dη]〉Ͱ͋Δ. Αͬͯ, ͜ͷ࣌, ࣮Cʹ

Αͬͯ, cB,1(E) = C[dη]ͱॻ͚Δ.

ਖ਼ଇΤϧϛʔτଋ (E, h,∇)ʹର͠, ∇͔Βఆ·Δ 〈ξ〉 ⊕ T 0,1ʹ͍ͭͯͷภඍଓ
∇′′
ΛEͷਖ਼ଇߏ (Dolbeault࡞༻ૉ)ͱݺͿ. ʑଟ༷ମͷਖ਼ଇϕΫτϧଋࠤ (Τϧ

ϛʔτྔܭͱແؔʹ)ϕΫτϧଋͱฏୱͳภඍଓͷΈͱͯ͠ఆٛͰ͖Δ͕,

ෳૉଟ༷ମͷਖ਼ଇϕΫτϧଋͱҟͳΓ, ͯ͢ͷਖ਼ଇϕΫτϧଋ͕ਖ਼ଇΤϧϛʔτଋ
ͷߏΛͭ࣋Θ͚Ͱͳ͍.

ྫ 5 CΛ࣮ఆͱ͢Δ. LC = (M × C, h = 1,∇ = d− 2Cπ
√
−1η)ਖ਼ଇΤϧϛʔτ

ଋͰ͋Γ, cB,1(LC) = C[dη] ∈ H2
B(M)͕Γཱͭ.

ਖ਼ଇΤϧϛʔτଋ (E, h,∇)ʹର͠, దͳCͰLCͱEͷςϯιϧੵΛऔΔ͜ͱͰ,

basic ChernྨΛࣗ໌ʹ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

ਖ਼ଇϕΫτϧଋ (E,∇′′
)ʹର͠, θ ∈ A1(M,End(E))͕HiggsͰ͋Δͱ,

θ(ξ) = θ(Z) = 0 ∀Z ∈ T 0,1,

(∇′′
θ + θ∇′′

)(ξ, X) = (∇′′
θ + θ∇′′

)(Z,X) = 0 ∀Z ∈ T 0,1, ∀X ∈ TM

Λຬͨ͢͜ͱͰ͋Δ. ਖ਼ଇϕΫτϧଋ (E,∇′′
)ͱHiggsθͷ (E, θ)ΛHiggsଋͱݺͿ.

ਖ਼ଇΤϧϛʔτଋ (E, h,∇)Ͱ cB,1(E) = 0ͱͳΔͷΛ͑ߟΔ. Higgsଋ (E, θ)͕
stableͰ͋Δͱ, θʹΑͬͯอͨΕΔਅͷਖ਼ଇ෦ଋF ⊂ E͕ৗʹ cB,1(E) = −C[dη]

(C > 0)Λຬͨ͢͜ͱͰ͋Δ. Corlette-SimpsonʹΑΔඇՄHodgeରԠ [6, 10, 12]ͷ
,ʑ൛͕Biswas-Kasuya[2ࠤ 3]ʹΑͬͯ༩͑ΒΕ͍ͯΔͷͰ, ͦΕͷ3ݩ࣍ͷ߹ʹͭ
͍ͯड़Δ.

ఆཧ 1 ,HodgeରԠʑଟ༷ମͷඇՄࠤ) Biswas-Kasuya[2, 3]) ίϯύΫτݩ࣍3
,ʑଟ༷ମ(Mࠤ η, T 1,0)্Ͱ,୯७ฏୱෳૉϕΫτϧଋͱ(্هͷҙຯͰ)stableͳHiggs

ଋ (E, θ)1ର1ʹରԠ͢Δ.

ྫ 6 ʑଟ༷ମࠤ (M, η, T 1,0)ͷ࣮ଋTMҎԼͷੑ࣭Λຬͨ͢ଓ∇TWΛҰҙʹ
ͱ͕ΒΕ͍ͯΔͭ࣋͜ (Tanaka-Websterଓ [13, 14])

1. ∇TWT 1,0Λอͭ.

2. ∇TWdη = ∇TWη = ∇TW ξ = 0.

3. ∇TWͷτʔγϣϯΛT TWͱ͢Δͱ,

T TW (X, Y ) = −dη(X, Y )ξ.

∇TW , dηʹΑͬͯ, T 1,0ਖ਼ଇΤϧϛʔτଋͱͳΔ.

ਖ਼ଇΤϧϛʔτଋ T 1,0 ⊕ Cʹର͠, T 1,0M → T 1,0M ͔Βఆ·Δ Higgs θΛ༩͑
Δ. cB,1(M) = −C[dη]ͱ͢Δͱ, E = (T 1,0 ⊕ C) ⊗ LC/2ͱ͓͚ cB,1(E) = 0. Higgs

ଋ (E, θ)ͷ θʹΑͬͯอͨΕΔਖ਼ଇ෦ଋT 1,0 ⊗ LC/2Ͱ͋ΔͷͰ, Higgsଋ (E, θ)͕
stableͰ͋Δ͜ͱͱC > 0ಉͰ͋Δ. Αͬͯ͜ͷ࣌, ඇՄHodgeରԠʹΑΓ, M

ͷ୯७ෳૉฏୱଋ, Αͬͯجຊ܈ͷ୯७ઢܗද͕ݱಘΒΕΔ.
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ͯ͞, IntroductionͰͷٞΛ͍ࢥग़ͯ͠, ͷHiggsଋྫه্ (E, θ)ͷඇՄHodge

ରԠʹΑΔ3ࠤݩ࣍ʑଟ༷ମͷҰҙԽΛ͑ߟΑ͏. ఆཧΛड़Δલʹ४උΛ͢Δ.

ʑଟ༷ମࠤ (M, η, T ߏʑࠤͱܗͷมߏʑࠤ,͍͓ͯʹ(1,0 (η′, T
′1,0)Ͱ͋ͬ

ͯ, η, η′ఆഒΛআ͍ͯಉ͡ReebϕΫτϧΛͪ࣋, ͞ΒʹT
′1,0 ⊂ Cξ⊕ T 1,0ͱͳΔ

ͷͰ͋Δ. ͜͜Ͱ, Cξ ⊕ T 1,0 = Cξ ⊕ T
′1,0Ͱ͋Δ͜ͱʹҙ͢Δͱ͜ͷมܗʹΑͬͯ

ਖ਼ଇߏมԽ͍ͯ͠ͳ͍͜ͱ͕Θ͔Δ (͜ͷͰKodaira-Spencerͷมܗͱҟ࣭ͳ
ͷͰ͋Δ). (M, η, T 1,0)্ͷਖ਼ଇϕΫτϧଋHiggsଋͰ͋Δ͜ͱͱ (M, η′, T

′1,0)ͷ
ਖ਼ଇϕΫτϧଋHiggsଋͰ͋Δ͜ͱಉ͡Ͱ͋Δ.

ఆཧ 2 (ʑଟ༷ମͷҰҙԽఆཧKasuya-Miyatake[8]ࠤ) ʑଟࠤίϯύΫτݩ࣍3
༷ମ (M, η, T 1,0)͕ cB,1(M) = −C[dη] (C > 0)Λຬͨ͢ͱ͢Δͱ, దʹ༗ݶඃ෴Λऔ

Δͱ, su(1, .ՄͰ͋Δܗʹมߏ(1 Αͬͯ, ಛʹ ଟ༷ମMݩ࣍3 زԿ S̃L2(R)Λ
.ͭ࣋

ఆཧͷৄࡉΛ֓͠؍Α͏. cB,1(M) = −C[dη]ͱ͍͏Ծఆ͔Β, M্ʹ ξͷϑϩʔ͕
S1࡞༻Λੜ͢Δ͜ͱ͕Θ͔Δ. ·ͨ, ಉมίϗϞϩδʔΛ༻͍Δͱ, T 1,0S1-ಉมଋ
ͱͯ͠, L−CʹಉܕͱΈͳͤΔ.ʢͨͩ͠τʔγϣϯઢଋΛআͨ͘Ί, Mదͳ༗ݶ
ඃ෴ʹͱΓ͔͑Δඞཁ͕͋Δ.) ಛʹ T 1,0େҬࣗ໌ԽͰ͖Δ. Higgsଋ (E, θ) stable

ΑΓ, ඇՄHodgeରԠΑΓ, Hitchinͷํఔࣜ

R2 +
[
θ, tθ

]
= 0

Λ༩͑Δਖ਼ଇΤϧϛʔτଋ (E, h,∇)͕ಘΒΕΔ. (E, θ)S1ʹ͍ͭͯରশੑ͕͋Δ͜
ͱ͔Β, T 1,0 ⊗ LC/2ʹ (ΑͬͯT 1,0ʹ)Τϧϛʔτ͕ྔܭఆ·Δ. T 1,0ʹ͍ͭͯ, ͜ͷΤ
ϧϛʔτྔܭʹΑΔ୯ҐϕΫτϧWʹΑͬͯ, T 1,0ΛS1-ಉมଋͱͯ͠L−Cʹಉܕͱͳ
ΔΑ͏ʹࣗ໌Խ͢Δ. WʹରԠ͢Δඍࣜܗwͱଓࣜܗ η′Λ͑ߟΔͱ, Hitchinͷํ
ఔࣜྻߦඍࣜܗʹ͍ͭͯͷࣜͱͳΓ, su(1, 1)ͷߏؔࣜ

√
−1dη′ + w ∧ w̄ = 0

dw + 2
√
−1η′ ∧ w = 0

Λಋ͘. ͜͜Ͱ, η′ ৮ߏͰ͋Γ, ͷݩ ηʹ͔͠Δ͖ Rescaling Λ͢Δ͜ͱͰ
η − η′ ∈ A1

B(M)ͱͳΔ. w ∈ T 1,0∗ΑΓ, su(1, ݩߏʑࠤ͔Βఆ·ΔMͷߏ-(1
ͷࠤʑߏͷมܗͱͳ͍ͬͯΔ͜ͱ͕Θ͔Δ.

ҙ 1 (ϦʔϚϯ໘) ʑଟ༷ମࠤίϯύΫτݩ࣍3 (M, η, T 1,0)͕, ϦʔϚϯ໘Σ্ͷ
ԁपଋS(Σ)ͱ͢Δ. ͜ͷ࣌, cB,1(M) = −C[dη] (C > 0) c1(Σ)ෛͰ͋Δ͜ͱͱಉ
Ͱ͋Γͭ·ΓΣͷΦΠϥʔ͕ෛ2− 2g < 0Ͱ͋Δ͜ͱͱಉͰ͋Δ. ͜͜ͰgҐ૬
తछ. MΛҰҙԽ͢Δࡍʹ, ্Ͱ͍ͯ͑ߟΔHiggsଋ (E, θ) (K−1/2 ⊕K1/2, θ)ΛҾ
͖ͨ͠ͷʠͰͳ͍ʡ͜ ͱʹҙ. Γࡍ࣮ ⊂ PSU(1, 1)ͷʠ SU(1, 1)ͷࣗવͳϦ
ϑτ ʡ͕ (E, θ)ʹඇՄHodgeରԠ͢Δ୯७ฏୱଋͷϞϊυϩϛʔදݱͰ͋Δ. ͭ·
Γ, ͦͷ૾ΓͰͳ͘, Z2 × ΓʹಉܕͰ͋Δ. ΓͷSU(1, 1)ϦϑτͷղZ2 × Γͷऔ
Γํ22g͋ݸΓ, ඪ४ଋͷϧʔτK1/2ΛऔΔ͜ͱʹରԠ͍ͯ͠Δ. ͜͜Ͱ, M = S(Σ)

ͷجຊ܈Γ ⊂ PSU(1, 1)ͷϦϑτ Γ̃ ⊂ ˜PSU(1, 1)Ͱ͋Γ, ΓͷZʹΑΔத৺֦େͱಉ
.Ͱ͋Δܕ
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ҙ 2 (ΦʔϏϑΥʔϧυ) ,ʑଟ༷ମ(MࠤίϯύΫτݩ࣍3 η, T 1,0)͕,ΦʔϏϑΥʔ
ϧυϦʔϚϯ໘Σ্ͷSeifertԁपଋS(Σ)ͱ͢Δ. ͜ͷ࣌, Σ্ͷΦʔϏϑΥʔϧυde

RhamෳମM্ͷA∗
B(M)ʹҾ͖͢͜ͱ͕Ͱ͖, H2

B(M)H2(Σ,R)ʹಉܕͰ͋Δ.

Σ্ͷਖ਼ଇϕΫτϧʠVʡଋM্ͷਖ਼ଇΤϧϛʔτଋʹҾ͖͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ. Σ্
ͷਖ਼ଇHiggsʠVʡଋϦʔϚϯ໘্ͷಛҟతHiggsଋͰ͋ΔRegular Filtered Higgsଋ
([11])ͷҰछͰ͋Δ.

T 1,0Σͷਖ਼ଇϕΫτϧʠVʡଋT 1,0ΣΛҾ͖ͨ͠ͷͰ͋Δ. cB,1(M) = −C[dη]

(C > 0)T 1,0ΣͷΦʔϏϑΥʔϧυChernྨ͕ෛͰ͋Δ͜ͱͱಉͰ͋Γ,ΑͬͯΦʔ
ϏϑΥʔϧυEuler͕ෛ

2− 2g − n−
n∑

i

1

pi
< 0

Ͱ͋Δ͜ͱʹಉͰ͋Δ. gҐ૬తͳछ, nΦʔϏϑΥʔϧυͷ, pi֤Φʔ
ϏϑΥʔϧυͷ࣍.

ҙ 3 (ʑଟ༷ମͷྨࠤݩ࣍3) ,ҰҙԽఆཧͷओுه্ Belgun[1]ʹΑΔ3ݩ࣍
ʑଟ༷ମͷྨఆཧ,ʠࠤ ,ඃ෴ΛऔΔͱݶʑଟ༷ମదʹ༗ࠤίϯύΫτݩ࣍3

n3, su(1, 1), su3ͷ͍ͣΕ͔ҰͭͷߏʹมܗͰ͖Δʡ͔ Βಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δ. Belgunͷ
ূ໌ෳૉۂ໘ͷEnriques-KodairaͷྨΛ༻͍͍ͯΔ. ,ճͷূ໌ࠓ ଞͷྨఆཧ
ʹґଘ͠ͳ͍ͷͰ͋Γݩ࣍ߴԽ͕ՄͰ͋Δ. n3-ߏʹม͞ܗΕΔ߹ʹؔͯ͠,

͜ͷΑ͏ͳূ໌͕ՄͰ͋Γݩ࣍ߴԽͰ͖Δ (Biswas-Kasuya[4]).

ఆཧ 3 (Biswas-Kasuya[4]) ʑଟ༷ମࠤίϯύΫτݩ࣍3 (M, η, T 1,0)͕ cB,1(M) =

0Λຬͨ͢ͱ͢Δͱ, దʹ༗ݶඃ෴ΛऔΔͱ, n3ߏʹมܗՄͰ͋Δ. Αͬͯ, ಛʹ
.ͭ࣋ԿNil3Λزଟ༷ମMݩ࣍3

4. ʑଟ༷ମͷTeichmüllerࠤݩ࣍3 ۭؒ(ޙࠓͷ՝)
ίϯύΫτ3ࠤݩ࣍ʑଟ༷ମ (M, η, T 1,0)͕ su(1, ߏ(1

√
−1dη + w ∧ w̄ = 0

dw + 2
√
−1η ∧ w = 0

͔Βఆ·͍ͬͯΔͱ͢Δ. ͜ͷ࣌, T 1,0 = L−1/πͰ͋Δ. E = L−1/2π ⊕ L1/2πͱ͢Δ,

θ =

(
α β

γ −α

)
w (α, β, γ ∈ C∞(M))ͱ͓͘ͱ, θ͕HiggsͰ͋ΔͨΊͷඞཁे

݅ҎԼࣜΛຬͨ͢͜ͱͰ͋Δ:

ξ(α)− 2
√
−1(α) = W (α) = 0 (ਖ਼ଇҰ࣍ඍ),

ξ(β) = W (β) = 0 (ਖ਼ଇؔ),

ξ(γ)− 4
√
−1(γ) = W (γ) = 0 (ਖ਼ଇೋ࣍ඍ).

MίϯύΫτͳͷͰβఆͰ͋Δ. Higgsଋ (E, θ)͕ stableͱͳΔඞཁे݅
β .= 0Ͱ͋Δ.

α = 0, β = 1ͱԾఆ͢Δ. (E, θ)ͷඇՄHodgeରԠΛ͑ߟΔ. M্ͷਖ਼ؔhΛ

h4|γ|2 − h−4 + 1 = 0
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Λຬͨ͢ͷͱͯ͠ఆΊΔͱ, η
′
= η + d log(h), w

′
= h−2w + h2γ̄w̄ͱ͢Δͱ, D

′
=

d+

( √
−1η

′
0

0 −
√
−1η

′

)
, θ

′
=

(
0 w

′

0 0

)
ͱ͓͘ͱ, Hitchinͷํఔࣜ

R
′2 +

[
θ
′
, tθ′

]
= 0

͕ಘΒΕΔ. Αͬͯ, ৽ͨʹ su(1, ߏ(1
√
−1dη

′
+ w

′ ∧ w′ = 0

dw
′
+ 2

√
−1η

′ ∧ w ′ = 0

͕ಘΒΕΔ.

Αͬͯ, ਖ਼ଇೋ࣍ඍʹର͠, su(1, .ΛରԠ͚ͮΔ͜ͱ͕Ͱ͖ͨߏ(1 ͜ͷରԠʹ
Αͬͯ, Hitchin[7]ʹΑΔTeichmüllerۭؒͷߏͷࠤʑ൛͕ظ͞ΕΔ.

༧ 1 ਖ਼ଇೋ࣍ඍ͕ͳۭؒ͢ͱࠤʑߏͷมܗಉྨͷ্ۭؒهରԠʹΑͬͯ
ඍಉ૬Ͱ͋Δ.
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