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1 背景
本講演では，多様体の三角形分割に対する van Kampen-Flores 型の定理に関する，岸

本大祐氏（九州大学）との共同研究 [15, 16]について述べる．特に断りがない場合，単体
複体は有限幾何学的単体複体のことを意味し，しばしばその幾何学的実現と同一視する．
また，埋め込みとは位相空間の間の位相的埋め込みのことを意味するものとする．
1.1 van Kampen-Flores の定理
van Kampen-Flores の定理とは，単体複体のユークリッド空間への埋め込みに関する

定理である．まず，次の基本的な事実から始める．
事実 1. 任意の d次元単体複体K は，R2d+1 に埋め込むことができる．
実際，K の頂点集合 V (K)から R2d+1 への写像を，頂点が一般の位置に配置されるよ

うに取り，それらを K の各単体上にアフィンに拡張した写像を f : K → R2d+1 とすれ
ば，f は埋め込みになっている．
一方で，次の van Kampen-Flores の定理は，任意の正の整数 dに対し，d次元単体複
体で，R2d に埋め込むことができないものが常に存在することを示している．
定理 2 (van Kampen-Flores の定理 [5, 14]). (2d+ 2)-次元の単体∆2d+2 の d-骨格∆2d+2

dは，R2d に埋め込むことができない．
van Kampen-Flores の定理と関連する定理について述べる．
一般的に，R2 に埋め込むことができないグラフのことを非平面的グラフという． van

Kampen-Flores の定理の d = 1の主張は，5頂点完全グラフ K5 が非平面的グラフであ
ることを主張している．ここで，n頂点完全グラフ Kn とは，n個の頂点と，相異なる 2

頂点は辺で結ばれているようなグラフである．非平面的グラフの代表例として，もう一
つ完全二部グラフK3,3（すなわち，三点離散空間二つのジョイン）がある．K5 あるいは
K3,3 と同相な部分グラフを持つグラフは非平面的であるが，グラフ理論の古典的な定理
である Kuratowski の定理（例えば [21]）によれば，グラフ Gが非平面的であることと，
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K5 あるいはK3,3 と同相な部分グラフを持つことは同値である．
また，n 点からなる離散空間を [n] で表すことにすると，K3,3 は [3] の二つのジョイ

ン [3] ∗ [3]である．一般に，[3]の (d+ 1)-重のジョイン [3]∗(d+1) は d次元単体複体 R2d

に埋め込むことができないということが知られている．この事実と定理 2 をまとめて
van Kampen-Flores の定理ということもある．しかし，本稿では定理 2 のことを van

Kampen-Flores の定理と呼ぶことにする．
最後に多様体の埋め込みとの比較について述べる．古典的な Whitney の埋め込み定理

（例えば [1]参照）によれば，第二可算公理を満たす任意の d次元微分可能多様体は，R2d

に滑らかに埋め込むことができる．したがって，単体複体の場合はそれより 1だけ評価
が悪いということになる．
1.2 van Kampen-Flores の定理の一般化
van Kampen-Flores の定理にはいくつかの一般化の方法が考えられている（[3, 4,

6, 7, 11, 12, 13, 19, 20] などを参照）．ここでは，「単体複体 K の d-骨格が R2d に埋
め込めない」というタイプの一般化について考え，このようなタイプの主張を，「van

Kampen-Flores 型の定理」と呼ぶことにする．本講演では多様体の三角形分割に対する
van Kampen-Flores 型の定理について，岸本大祐氏との共同研究 [15]と [16]から，結果
を紹介する．ここで，Z/2-ホモロジー n-球面とは，n次元位相多様体M で，任意の非負
整数 k に対し Hk(M ;Z/2) ∼= Hk(Sn;Z/2)が成立するもののことをいう．
定理 3 (岸本-松下 [15]). 任意の Z/2-ホモロジー (2d+ 1)-球面の三角形分割の d-骨格は，
R2d に埋め込むことができない．
定理 4 (岸本-松下 [16]). M を (2d + 1)-次元の境界を持たない微分可能多様体で，全
Stiefel-Whitney 類 w(M)が自明でないものとする．このとき，M の任意の三角形分割
K に対し，K の d-骨格Kd は R2d に埋め込むことができない．
定理 5 (岸本-松下 [16]). M を (2d)-次元の微分可能閉多様体で，χ(M)は奇数でかつ向
き付け可能であるとする．このとき，M の任意の三角形分割K に対し，K の d-骨格Kd

は R2d に埋め込むことができない．
本稿の残りの構成について述べる．第 2節では， van Kampen-Flores の定理と関連す
るトピックとして， Sarkaria の彩色埋め込み定理について述べる．これは単体複体の埋
め込みが，彩色数と関連していることを示す重要な定理であり，定理 3の証明と関連して
いる．第 3節では位相的 Radon の定理を紹介し，Gromov [10]により考案された，位相
的 Radon の定理から van Kampen-Flores の定理を導出する方法を紹介する．この導出
法は制約法 (constraint method)と言われ，定理 4および定理 5の証明に関連している．
定理 3および定理 4の証明は，離散的除去積 (discretized deleted product)の Stiefel-

Whitney 高さ (Stiefel-Whitney height) の評価により行われるが，離散的除去積と埋め
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込み， Stiefel-Whitney 高さとの関係については第 4章で説明する．また，第 5章では主
定理の証明の概要を述べる．
2 Sarkaria の彩色埋め込み定理
Sarkaria の彩色埋め込み定理は， van Kampen-Flores の定理とグラフの彩色問題にお

ける Lovász-Kneser の定理を系に持つ強力な定理である．彩色埋め込み定理は [24, 25]

によって示された．[19]も参照．
彩色埋め込み定理を説明するために，いくつか用語を準備しておく．集合 X と非負整

数 k に対し，(
X
k

)で X の k-元部分集合全体のなす集合を表すものとする．本稿では，グ
ラフとは有限集合 V と (

V
2

)の部分集合 E の組 (V,E)を意味するものとする．グラフの
n-彩色とは，写像 f : V → {1, · · · , n}であって，{v, w} ∈ E ならば f(v) %= f(w)となる
もののことである．グラフ Gに対して，Gの n-彩色が存在するような最小の nを Gの
染色数 (chromatic number)といい，χ(G)で表す．染色数を求める問題をグラフの彩色
問題という．
超グラフとは，有限集合X と，X の部分集合族H との組 (X,H)のことである．X の

ことを頂点集合というが，しばしば X の言及を省略して，「H は超グラフである」など
ということもある．超グラフ (X,H)からは，次のように単体複体とグラフを構成するこ
とができる：
(1) X の部分集合 σ で，e ⊂ σ となる e ∈ H が存在しないとき，σ を H の独立集合と
いう．独立集合全体は抽象的単体複体となり，それを I(H)と書いて H の独立複体
(independence complex)という．

(2) H に付随する Kneser 型のグラフ KG(H)とは，H を頂点集合とし，σ, τ ∈ H に対
し，σ ∩ τ = ∅となるとき隣接しているとして定義されるグラフである．
単体複体 K に対し，e(K)で K から Rn に埋め込むことが出来る最小の nを表すもの

とする． Sarkaria の彩色埋め込み定理は次のように定式化される：
定理 6 (Sarkaria の彩色埋め込み定理). H = (X,H)を超グラフとする．このとき次の
不等式が成立する：

χ(KG(H)) + e(I(H)) ≥ |X|− 1.

例えば，X = {1, · · · , 2d+ 3}とし，H =
(

X
d+2

)とする．このとき，H の相異なる二つ
の元が交わりを持たないことはあり得ないから，KG(H)は辺を持たず，χ(KG(H)) = 1

である．一方で I(H) ∼= ∆2d+2
d となるから，

e(I(H)) ≥ 2d+ 1

となり， van Kampen-Flores の定理が得られる．
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注意 7. X = {1, · · · , n}，H =
(
X
k

)のとき，KG(H)のことを KG(n, k)で表し，このよ
うなグラフを Kneser グラフという． Kneser グラフ KG(n, k)の彩色数は，n ≥ 2kのと
きに n − 2k + 2であることが Kneser によって [17]で予想され， Lovász によって [18]

で示された（Lovász-Kneser の定理）． Lovász による証明はグラフ Gに対して近傍複体
という単体複体 N(G)を対応させ，N(G)の連結度と Gの染色数との関係を論じて示す
ものである．一方で， Sarkaria の彩色埋め込み定理からも Lovász-Kneser の定理を示す
ことができる．実際，彩色埋め込み定理から

χ(KG(n, k)) ≥ n− 1− e(I(H))

が成立するが，このとき I(H) の次元は k − 2 であるから，e(I(H)) ≤ 2k − 3．した
がって，

χ(KG(n, k)) ≥ n− 1− e(I(H)) ≥ n− 1− (2k − 3) = n− 2k + 2

が成立する．逆の不等式は容易にわかる． Sarkaria の彩色埋め込み定理はグラフの彩色
問題と単体複体の埋め込みとを関連付ける定理であり，このような文脈で組合せ論の文脈
において van Kampen-Flores の定理は興味が持たれている（例えば [6, 19]等を参照）．
3 位相的 Radon の定理と制約法
Radon の定理 [23]とは Rd の (d + 2)-元部分集合 X に対し，交わりのない X の部分
集合 Y1, Y2 で conv(Y1) ∩ conv(Y2) %= ∅となるものが存在することをいう．アフィン写像
f : ∆d+1 → Rd で ∆d+1 の d + 2個の頂点を X のそれぞれの点に移すようなものを考え
れば， Radon の定理とは ∆d+1 の面 σ と τ で σ ∩ τ = ∅かつ f(σ) ∩ f(τ) %= ∅となるも
のが存在することをいう．アフィン写像だけでなく，一般の連続写像に対しても成立す
ると主張するものが，以下に述べる位相的 Radon の定理である．
定理 8 (位相的 Radon の定理 [2]). ∆d+1 から Rd への任意の連続写像 f に対し，∆d+1

の交わりのない面 σ と τ で，σ ∩ τ = ∅かつ f(σ) ∩ f(τ) %= ∅となるものが存在する．
位相的 Radon の定理は， Borsuk-Ulam の定理から直接証明することができる（例え
ば [8]や 4.4節を参照）．
位相的 Radon の定理から， van Kampen-Flores の定理を導くことができる．次に示
す証明は，2010年に Gromov [10]によって考案されたものであり，これにより，様々な
van Kampen-Flores 型の定理が，位相的 Radon（型）の定理から，導出する手法が本分
野において標準的な手法となった（例えば [3]を参照）．
位相的 Radon の定理から van Kampen–Flores の定理を導く方法 背理法で示す．
f : ∆2d+2

d → R2d を位相的埋め込みとする．f̃ : ∆2d+2 → R2d を連続写像としての拡張と
する．また，連続写像 ϕ : ∆2d+2 → Rで，ϕ−1(0) = ∆2d+2

d となるものを取る．このとき，
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これを並べた写像
F = (f̃ ,ϕ) : ∆2d+2 → R2d+1, x ,→ (f̃(x),ϕ(x))

を考える．このとき，位相的 Radon の定理から，∆2d+2 の交わりを持たない面 σ と τ

で，F (σ) ∩ F (τ) %= ∅となるものが存在する．x ∈ σと y ∈ τ で，F (x) = F (y)となるも
のが存在する．このとき，ϕ(x) = ϕ(y)であるが，この値が 0か否かで場合分けを行い，
いずれにしても矛盾することを見る．
(1) ϕ(x) = ϕ(y) = 0とする．このとき，ϕ−1(0) = ∆2d+2

d だから，x, y ∈ ∆2d+2
d が成立

する．一方で，F (x) = F (y)だから f(x) = f(y)となるが，これは f : ∆2d+2
d → R2d

が埋め込みであることに反する．
(2) ϕ(x) = ϕ(y) %= 0とする．このとき，ϕ−1(0) = ∆2d+2

d から σ と τ は ∆2d+2
d に含ま

れない．したがって，σと τ の次元は d+ 1以上である．しかし，∆2d+2 の d+ 1以
上の次元の面二つは，必ず交わりを持つ．これは σ と τ が交わりを持たないことに
反する．

以上により，∆2d+2
d が R2d に埋め込むことができないということがわかる．

上記の証明のような手法は制約法 (constraint method) と呼ばれ，その応用範囲は
かなり広い．制約法に関する詳細な研究は Blagovic-Frick-Ziegler [3]を参照．
4 離散的除去積
4.1 除去積
二つの位相空間 X と Y が与えられたとき，X から Y への埋め込みが存在しないこと

を示す基本的な手法として，2点配置空間の間の同変写像の非存在性に着目するという方
法がある（例えば [1]参照）．ここで，位相空間 X の 2点配置空間とは，

Conf2(X) = {(x1, x2) ∈ X ×X | x1 %= x2}

のことである．位相的組合せ論の文脈では，2 点配置空間のことを除去積 (discretized

product)ということもある（例えば [19]参照）．f : X → Y が連続な単射であるならば，
連続写像

Conf2(X) → Conf2(Y ), (x1, x2) ,→ (f(x1), f(x2))

が存在する．ここで，Conf2(X) への Z/2 の作用を (x1, x2) ↔ (x2, x1) とすることで考
えると，Conf2(f) : Conf2(X) → Conf2(Y )は Z/2-連続写像であることがわかる．した
がって，まとめると次がわかる：
補題 9. X と Y を位相空間とする．Conf2(X)から Conf2(Y )への Z/2-同変連続写像が
存在しないならば，X から Y への連続な単射は存在しない．
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4.2 離散的除去積と概埋め込み
K を単体複体とする．このとき離散的除去積 Conf∆2 (K)を

Conf∆2 (K) =
⋃

{σ × τ | σ と τ はK の単体で σ ∩ τ = ∅}

と定義する．離散的除去積を用いると，次の概埋め込みの非存在性がわかることがある．
定義 10 (概埋め込み). K を単体複体とし，X を位相空間とする．K から X への概
埋め込み (almost embedding) とは，K の交わりを持たない任意の単体 σ と τ に対し，
f(σ) ∩ f(τ) = ∅が成立することをいう．
定義から埋め込みは概埋め込みである．したがって，「概埋め込みが存在しない」とい

う主張は，「埋め込みが存在しない」という主張より強い．位相的 Radon の定理は「∆d+1

から Rd への概埋め込みは存在しない」ということを意味し，第 3節において紹介した制
約法の証明においては，概埋め込みが存在しないという点が本質的に効いている．
補題 9と同様の議論で，次のことがわかる．

補題 11. K を単体複体，X を位相空間とする．Conf∆2 (K)から Conf2(X)への Z/2-同
変連続写像が存在しないならば，K から X への概埋め込みは存在しない．
定義から，離散的除去積 Conf∆2 (K)は除去積 Conf2(K)の Z/2-同変部分空間である．

離散除去積と通常の除去積との間には，次の関係がある．
補題 12 (Shapiro [26]). K を単体複体とするとき，包含 Conf∆2 (K) ↪→ Conf2(K)は Z/2-
ホモトピー同値である．
上記の補題について一つ注意をする．本稿では除去積 Conf2(X)は 2点の配置空間の

こととしたが，明らかなやり方で，k 重の除去積（k 点配置空間）Confk(X)や，k 重の
離散除去積 Conf∆k (K)なども同様に定義することができる．k ≥ 3の場合，これらのホ
モトピー型は一般には異なることがある．
4.3 Stiefel-Whitney 高さ
4.1 節および 4.2 節で述べたように，二つの空間 X と Y とが与えられたとき，X か

ら Y への（概）埋め込みの非存在性を，（離散）除去積の間の Z/2-同変写像の非存在か
ら導けることがある．Z/2-同変写像の非存在を示す基本的な方法として，以下に述べる
Stiefel-Whitney 高さ (Stiefel-Whitney height)を比べるというものがある．
Z を自由な Z/2-空間とし，その軌道空間を Z で表すとする．このとき，Z/2 ∼= O(1)

であるから，被覆写像 Z → Z は主 O(1)-束である．その第一 Stiefel–Whitney 類を
w1(Z) ∈ H1(Z;Z/2) とする．このとき，Z の Stiefel-Whitney 高さ (Stiefel-Whitney

height)を
htZ/2(X) = sup{n | w1(X)n %= 0}
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と定義する．Stiefel-Whitney 類の自然性から，次の事実が直ちに導かれる．
補題 13. Z とW を自由 Z/2-空間とする．Z からW への Z/2-連続写像が存在するなら
ば，htZ/2(Z) ≤ htZ/2(W )が成立する．すなわち，htZ/2(Z) > htZ/2(W )なら，Z からW

への Z/2-同変写像は存在しない．
二重被覆 Z → Z に関する Gysin 列から次が成立する．

補題 14. Z を自由 Z/2-空間，nを非負整数とする．任意の i ≤ nに対し H̃ i(Z;Z/2) = 0

であるならば，htZ/2(Z) ≥ n+ 1である．
位相的 Radon の定理の証明 位相的 Radon の定理は ∆d+1 が Rd に概埋め込みでき
ないという定理だが，これは ∂∆d+1 が Rd に概埋め込みできないという主張と同値
である．∂∆d+1 は Sd に同相で，射影 Conf2(Sd) → Sd は可縮なファイバーを持つ
ファイブレーションだからホモトピー同値であり，補題 12 より htZ/2Conf

∆
2 (∂∆

d) =

htZ/2Conf2(∂∆d) = d を得る．一方で Conf2(Rd) /Z/2 Sd−1 だから，補題 11 から ∂∆d

から Rd への概埋め込みは存在しない．
5 主定理の証明の概要
5.1 定理 3の証明について
定理 3の証明について述べる．[15] には本定理の証明を二通り与えている．一つは蓮

井-岸本-武田-蔦谷 [11]の次の位相的 Radon 型の定理に，制約法を適用する方法である．
定理 15 (蓮井-岸本-武田-蔦谷 [11]). K を d-次元の Z/2-ホモロジー球面の三角形分割と
する．このとき，任意の連続写像 f : Sd → Rd に対し，σ, τ ∈ K で，

σ ∩ τ = ∅, f(σ) ∩ f(τ) %= ∅, dim σ + dim τ ≤ d

となるものが存在する．
注意 16. [11]ではK は単体的球面の場合のみを考え，さらに dim σ + dim τ ≤ dという
条件は書かれていないが，証明を見ればこれらの条件で定理が成立することがわかる．
もう一つは [19]における彩色埋め込み定理の証明と類似した手法を用いることであり，

この場合は定理 3より次の（少なくとも見かけ上は）強い定理を導出することができる．
定理 17 (岸本-松下 [15]). M を (2d+ 1)-次元の Z/2-ホモロジー球面とする．このとき，
M の任意の三角形分割 K と，その d-骨格 Kd の R2d+1 への埋め込み f : Kd → R2d+1 に
対し，f と α ◦ f はイソトピックではない．ここで αは R2d+1 の鏡映変換である．
5.2 定理 4および定理 5の証明の概要
定理 4と定理 5は，同じ手法で証明することができる．
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まず，M を微分可能多様体とし，TM をその接束とする．M のリーマン計量 g を取
る．M 上の連続関数 ε : M → R>0 に対し，SεM ⊂ TM で，TxM 上で長さ ε(x)となる
接ベクトル全体のなす球面束とする．εをうまく取って，expを SεM の各ファイバーに
制限したとき単射であるようにとっておく．このとき，写像

f : SεM → Conf2(M), v ,→ (exp v,− exp v)

を定義すると，f は Z/2-同変写像になる．ここで，SεM の Z/2-作用は (−1)倍によって
定義している．以上により，

htZ/2(SεM) ≤ htZ/2(Conf2(M))

を得る．htZ/2(SεM)のことを α(M)と定義すると，次が成立することがわかる：
補題 18. α(M) ≤ htZ/2(Conf2(M))

ここで，SεM の第 1 Stiefel-Whitney 類を α，M の次元を n とする． Leray-Hirsch

の定理より，SεM/(Z/2) の Z/2-係数コホモロジーは 1,α, · · · ,αn−1 を基底に持つ自由
H∗(M ;Z/2)-加群であり，

αn = wn(M) · 1 + · · ·+ w1(M) · αn−1

が成立する．ここで，wi(M) ∈ H i(M ;Z/2)はM の第 i Stiefel-Whitney 類である．こ
の記述から，定理 4と定理 5は，次の定理から示すことができる．
定理 19. α(M) ≥ 2d+ 1ならば，M の任意の三角形分割K に対し，K の d-骨格Kd は
R2d に埋め込むことができない．
定理 19を示すには，対応する位相的 Radon 型の定理を離散的除去積を用いて証明し，

それに制約法を適用することで得られる．
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