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概 要
Jones は 2017 年, Thompson 群と呼ばれる群のユニタリ表現を研究する過程
で, Thompson群の元から結び目（絡み目）を構成する手法を発見し, 任意の結
び目や絡み目がこの手法で得られることを示した [7]. 一方, どのような元が同
じ結び目（絡み目）を与えるのかは, 現在でもあまりわかっていない. 我々は,

Jones の手法をより深く理解するための足がかりとして, Thompson 群の部分
集合, 特に部分群に着目し, そこから得られる結び目や絡み目の集合を調べてき
た. 本稿では, 得られた一連の結果 [10–12]を紹介する.

1 Thompson群 F

Thompson群とは, 1965年に R. Thompsonによって定義された 3つの群 F, T, V のこ
とである. 本稿ではこの群のうち F のみを扱う. F の同値な定義は数多く知られている
が, ここでは単位閉区間 [0, 1]上の同相群の部分群として定義する.

定義 1.1 次の 3条件を満たす閉区間 [0, 1]上の同相写像全体からなる群を, Thompson

群 F という.

(1) 各写像は向きを保つ区分線形写像.

(2) それぞれの線形な部分では, その傾きは 2の冪.

(3) 折れる点 (∈ [0, 1]× [0, 1])は Z[1/2]× Z[1/2]の元.

ただし, 二項演算は写像の合成で定める.

以降, F の [0, 1]への自然な右作用を考える. 図 1の写像は F の元の例である.

F の各元は区分線形なので, 各写像は定義域 [0, 1]の分割と値域 [0, 1]の分割で表すこ
とができる. 例えば図 1の写像は, 定義域を [0, 1/4], [1/4, 1/2], [1/2, 1], 値域を [0, 1/2],

[1/2, 3/4], [3/4, 1]と分割することで表される. ただし, この表し方は一意ではない. 例え
ば, 定義域を [0, 1/8], [1/8, 1/4], [1/4, 1/2], [1/2, 1], 値域を [0, 1/4], [1/4, 1/2], [1/2, 3/4],

[3/4, 1]と分割したとしても, 得られる写像は再び図 1の写像である.

F の元を表す際に必要な分割は,（根付き）2分木による [0, 1]の分割で表すことができ
る. 以下, 2分木における, ただひとつの次数 2の頂点を根, 次数 1の頂点を葉といい, 頂
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図 1 F の元の例 図 2 2分木による [0, 1]の分割の例

点が根と 2つの葉のみからなる 2分木を caretという. まず, 根に区間 [0, 1]を対応させ
る. そして, 葉でない頂点に区間 [a, b]が対応しているとき, その 2つの子に [a, (a+ b)/2]

と [(a+ b)/2, b]を対応させると決めることで, 全ての頂点に区間を対応させることができ
る. このとき, 葉に対応する区間をすべて集めることで, [0, 1]の分割を得ることができる.

例えば, caretに対応する分割は [0, 1/2], [1/2, 1]であり, 図 2の 2分木に対応する分割は
[0, 1/2], [1/2, 5/8], [5/8, 3/4], [3/4, 1]である.

葉の数が等しい 2分木の組 (T+, T−)を考える. このとき, T+ と T− それぞれに [0, 1]の
分割が対応する. T+ に対応する区間の分割を定義域の分割, T− に対応する区間の分割を
値域の分割と定めることで, [0, 1]上の区分線形写像が得られる. 実は, この写像はいつで
も F の元である *1. さらに, 次が成り立つ.

命題 1.2（[5]） 任意の F の元 f に対して, 得られる写像が f であるような 2分木の組
(T+, T−)が存在する. また, F の各元に対して, その写像を与える, 葉の数が最も少ない 2

分木の組 *2が一意に存在する.

葉の数が最も少ない 2分木の組を, reducedな 2分木の組という.

上の事実は（少なくとも筆者らには）明らかではない. そこで, 前半の主張を Burillo

による note*3に基づき証明する. 後半の主張については, 群の表示や各元を一意に表す語
（normal form）等を経由する大掛かりな説明が必要なため, 本稿では解説しない.

さて, f を F の元とし, (a1, b1), . . . , (ak, bk) ∈ Z[1/2]× Z[1/2]を, f の全ての折れる座
標を小さい順に並べたものとする. 全ての ai, bi は Z[1/2] の元なので, ある n および m

が存在して, a1 = a′1/2
n, . . . , ak = a′k/2

n, b1 = b′1/2
m, . . . , bk = b′k/2

m と表すことができ
*1条件 1は明らかである. 各葉に対応する区間の長さが 1/2k という形をしていることから, 条件 2も容易に確
かめられる. 条件 3についても, 折れる点の候補が各葉に対応する区間の端点であることから明らかである.

*2一般に, 区分線形の “折れる点の数 +1” と葉の数が一致するとは限らない. 例えば, 定義域の区間の分割
が [0, 3/4], [3/4, 13/16], [13/16, 7/8], [7/8, 1] で, 値域の区間の分割が [0, 3/4], [3/4, 7/8], [7/8, 15/16],
[15/16, 1]である写像を表すのに必要な葉の数は, 少なくとも 5である.

*3https://web.mat.upc.edu/pep.burillo/book_en.php
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図 3 2分木の組から tree diagramを作る方法

る. 自然数 j に対して Tj を, どの葉から根までの辺の数も j であるような 2分木とする.

Tn に対応する区間の分割は, 分割 [0, a1], [a1, a2], . . . , [ak−1, ak], [ak, 1] の細分であること
に注意する. Tm についても同様である.

区間 [ai, ai+1]と, その f による像 [bi, bi+1]に着目する. この区間上では f の傾きが一
定であるので, その傾きを 2ri とおく. nの定め方から, ある自然数 li を li = a′i+1 − a′i と
したとき, ai+1 − ai = li/2n が成り立つ. この区間上では f の傾きが 2ri であったので,

bi+1 − bi = (li2ri)/2nが成り立つ. 一方mの定め方から, ある自然数 l′iを l′i = b′i+1 − b′iと
したとき, bi+1 − bi = l′i/2

m も成り立つ. 以上をまとめると, l′i = li × 2(ri+m−n) を得る.

まず, ri +m− n > 0の場合を考える. このとき, li 個の葉が区間 [ai, ai+1]に対応して
いて, l′i 個の葉が区間 [bi, bi+1]に対応しているから, Tn の li 個の葉全てに, Tri+m−n を貼
り付ける. このとき, これらの葉は [ai, ai+1]と [bi, bi+1]に対応し, かつ葉の数がともに l′i

となる. そして, 得られる写像の各葉に対応する区間上での傾きは,

1
2m

1
2n+(ri+m−n)

= 2ri

である. ri +m − n < 0であったときには, 同様のことを Tm の l′i 個の葉に対して行う.

また, ri +m− n = 0であったときには, 何も行わない.

以上の操作を全ての区間で行えば, 葉の数が等しい 2分木の組 (T+, T−)で, f を与える
ものを得ることができる.

2 Jonesの構成法
本節では, Jones自身によるレビュー論文 [9]に基づき, F の元から結び目（絡み目）を
構成する方法を概説する. 以降, 結び目と絡み目を区別せず, 全て結び目と呼ぶ.

葉の数が等しい（reducedとは限らない）2分木の組を (T+, T−)とする. T− を上下反
転させて, T+ と T− の葉同士をくっつけて得られる図を tree diagramという. 例えば
図 3は, 図 1に対応する 2分木の組から得られる tree diagramである. 結び目（の図式）
は, 以下の方法で構成される.

Step 1: tree diagramは（平面に埋め込まれていると思うと）領域の分割を与えている
ことに注意する. このとき, 各有界な領域に対して, T+ 及び T− のある頂点がひとつずつ
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図 4 tree pairから結び目を作る方法

存在して, その頂点を根とする caretが有界な領域を構成する辺の一部となる. 領域内で
この 2点を辺で結ぶ操作を, 全ての有界な領域で行う. さらに, T+ と T− の根を, 外側の
非有界な領域内でも辺で結ぶ. こうして得られたグラフは, 葉以外の全ての頂点の次数が
4であることに注意する.

Step 2: 次数が 4の頂点を, , というルールに従って書き換える.

すなわち, 元々の caretが over crossingとなるように書き換える. 合わせて, T+ と T− の
それぞれの葉を共有している 2 本の辺を（葉を頂点とみなさず）1 本の辺とみなすこと
で, 結び目の図式を得る.

図 4は各 stepの具体例であり, この tree pairから得られる結び目は三葉結び目である.

前節で述べたように, F の同じ元を表す区間の分割は一意ではなく, 対応する 2分木の組
も一意ではない. ただし, reducedな 2分木の組は一意に存在するのであった. そこで, F

の元に対して, その reducedな 2分木の組から定まる tree diagramにより得られる結び
目を対応させる写像を Lとする. このとき次が成り立つ.

定理 2.1（[7, Theorem 5.3.1]） L : F → {全ての結び目 }は全射.

この事実は, 組み紐群と結び目の関係にちなんで, Alexander の定理と呼ばれる. ま
た, 任意の結び目K に対して, 逆像 L−1({K})は無限集合であることがわかっている. こ
の事実は, 例えば [11, Lemma 2.5]より従う.

3 固定部分群と結び目の関係
我々は, Jonesの理論をより深く理解するために, Thompson群 F の部分群に注目して,

次のような問題を考えた.

問題 3.1 Thompson群 F の部分群 Gに対して, 制限写像
L|G : G → {全ての結び目 }

の像を特定せよ.
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この節では, F の [0, 1]への自然な作用に関する固定部分群に対して得られた結果を紹
介する. S を [0, 1]の部分集合とし, S の固定部分群を, Stab(S) := {f ∈ F | f(S) = S}
と表す.

3.1 1点の固定部分群
rを [0, 1]の元とし, Stab({r})を単に Stab(r)と書く.

定理 3.2（[11, Theorem 1.2]） 1点の固定部分群については, 以下が成り立つ.

(1) r %= 1/2のとき, L|Stab(r) : Stab(r) → {全ての結び目 }は全射である.

(2) r = 1/2のとき, Im(L|Stab(r)) = {L &© | Lは全ての結び目 } ∪ {©}.

ここで, ©は自明な結び目を表す.

なお, r = 0, 1のときは, 作用の定義より Stab(0) = Stab(1) = F となり, 全射性は明ら
かである. r = 1/2のときは, 1成分の自明な結び目が必ず現れてしまい, 全射とはならな
いが, この自明な結び目の違いを無視すれば, “ほとんど全射”と思うことができる. また,

r, r′ ∈ (0, 1)が 2進有理数のとき, Stab(r′)は Stab(r)の共役部分群である. 従って, F の
部分群の Lによる像は, その埋め込み写像に依存して定まることがわかる.

この定理は, 各 r( %= 1/2)に対して, Stab(r)の非自明な元でありながら 1成分の自明な
結び目を与えるものを見つけることで示される. このような元は人工的に構成されてお
り, 現時点では, 2点以上の有限集合に関する固定部分群の考察はほとんど進んでいない.

詳細は [11]を参照していただきたい.

問題 3.3 S ⊂ [0, 1] を有限集合とする. このとき, 制限写像 L|Stab(S) の全射性を判定
せよ.

3.2 無限集合の固定部分群
次に, [0, 1]の無限部分集合に関する結果を述べる. Jonesは [7]内で, oriented subgroup

−→
F という部分群を定義した. 紙面の都合上ここで詳細な定義は述べない（例えば [2]が詳
しい）が,

−→
F は tree diagramから定まる Γ-graphが 2部グラフとなるもの全体からなる

部分群として定義される *4. 名前の通り,
−→
F の元から得られる結び目には自然に向きをつ

けることができる. そこで, 有向結び目に対しても, 写像 Lの全射性の問題を考える.

定理 3.4（[7, Theorem 5.3.15], [2, Theorem]） L|−→
F
:
−→
F → {全ての有向結び目 }は全

射である.

上の定理について, もう少し詳しく説明すると, まず Jones [7]が弱い意味での全射性を
示した. ここで, 「弱い意味」とは, 「いくつかの自明な結び目との非交和の違いを除い
*4なお, Γ-graphが Tait graphとなるような結び目の図式を描くことができるが, その結び目は 2節で得られ
た結び目と同じものになる. Jonesは, この方法を用いて Alexanderの定理を証明した.
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て」という意味である. そして, 後に Aiello [2]が, 本来の意味での全射性を示した.

また, Golan–Sapir [6]は, oriented subgroup
−→
F を, F の [0, 1]への作用に関する固定

部分群として特徴づけた.

定理 3.5（[6, Theorem 2]） 集合 S ⊂ [0, 1]を
S :=

{
r ∈ Z[1/2] ∩ [0, 1] | rを 2進小数 0.a1 · · · am と表したとき,

m∑

i=1

ai ≡ 1 mod 2

}

で定める. このとき,
−→
F = Stab(S)が成り立つ.

さらに, 彼らは −→
F を一般化し, 2 以上の整数 n に対して n-oriented subgroup

−→
Fn を

Γ-graphを用いて定義し, 固定部分群としての解釈を与えた.

定理 3.6（[6, Theorem 5.11]） 集合 Si を
Si :=

{
r ∈ Z[1/2] ∩ [0, 1] | rを 2進小数 0.a1 · · · am と表したとき,

m∑

i=1

ai ≡ i mod n

}

と定める. このとき,
−→
Fn =

⋂n
i=1 Stab(Si)が成り立つ.

筆者らは,
−→
Fn に対して, 次の結果を得た.

定理 3.7 制限写像 L|−→
F3
:
−→
F3 → {全ての結び目 }は全射である. また, 2以上の整数 nに

対して, L|−−−−→
F2n+1

:
−−−→
F2n+1 → {全ての結び目 }は弱い意味で全射である.

問題 3.8 4以上の整数 nに対して, 制限写像 L|−→
Fn

:
−→
Fn → {全ての結び目 }の（本来の

意味での）全射性を判定せよ.

Golan–Sapir [6]は, n-oriented subgroup
−→
Fn に対して, さらに別の解釈も与えている.

その説明のために, Brown–Thompson群 F (n)を導入する.

定義 3.9 2以上の整数 nに対し, 次の 3条件を満たす閉区間 [0, 1]上の同相写像全体か
らなる群を, Brown–Thompson群 F (n)という.

(1) 各写像は向きを保つ区分線形写像.

(2) それぞれの線形な部分では, その傾きは nの冪.

(3) 折れる点 (∈ [0, 1]× [0, 1])は Z[1/n]× Z[1/n]の元.

定義より, F (2) = F である. また, F と同様に, F (n) の元は, 葉の数が等しい根付き
n 分木の組で表すことができる. さらに, 一般の n 分木は, 頂点が根と n 個の葉のみか
らなる n分木（n-caret, 図 5参照）を組み合わせて得られる. この n-caretを, 葉の数が
同じであるような 2分木に置き換えたり, (2-)caret を m-caretに置き換えたりする操作

102



図 5 n-caret

図 6 単射準同型 F (4) → F (3)の例

図 7 単射準同型 F (n+ 1) → F を誘導する置き換え

を組み合わせると, Brown–Thompson群の間の単射準同型 F (n) → F (m)が得られる *5

（m,nは 2以上の整数, 図 6参照）. Golan–Sapirは, 次の結果を示した.

定理 3.10（[6, Lemma 5.10]） 2以上の整数 nに対して, 図 7の置き換えで得られる単
射準同型 F (n+ 1) → F の像は,

−→
Fn と一致する. 特に,

−→
Fn

∼= F (n+ 1)である.

一方, Jonesは [8]において, 3-colorable subgroup F という部分群も定義した. この部
分群は, tree diagramが領域の彩色に関するある条件を満たすもの全体からなる部分群と
して定義される. この条件の正確な定義も述べない（例えば [1]が詳しい）が, 以下の特
徴付けが知られている.

定理 3.11（[3, Lemma 2.7]） i ∈ {0, 1, 2}に対して, 集合 Ti ⊂ [0, 1]を
Ti := {r ∈ Z[1/2] ∩ (0, 1) | ω(r) ≡ i ∈ Z/3Z}

*5一般に, F (n)から F (m)への単射準同型は, nとmの大小に関わらず, 無数に存在する. また, このような
caretを置き換えることで得られる写像は, 擬等長埋め込み写像であることが知られている [4, Theorem 6].
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図 8 単射準同型 F (2q) → F を誘導する置き換え

で定める. ただし, rを 2進小数 0.a1 · · · an としたとき, ω(r) = Σn
i=1(−1)iai と定め, 自然

に Z/3Zの元とみなす. このとき, F =
⋂2

i=0 Stab(Ti)が成り立つ.

Aielloは [1]において, 「L|F : F → {全ての結び目 }は全射か？」という Questionを
挙げた. 次の定理は, この写像は全射ではないということを主張するものである.

定理 3.12（[10, Theorem 1.2]） f を F の非自明な元とする. このとき, L(f)は 3彩色
可能な結び目である.

筆者らはさらに, 3 以上の奇数 p に対し, F3 = F を満たす, p-colorable subgroup Fp

を定義した. この群は, p = 3のときと同様に, F の固定部分群として記述することがで
きる.

定理 3.13（[12, cf. Theorem 4.14]） i ∈ {0, 1, . . . , p− 1}に対して, 集合 Ti ⊂ [0, 1]を
Ti := {r ∈ Z[1/2] ∩ (0, 1) | ρ(r) ≡ i ∈ Z/pZ}

で定める. ただし, r を 2進小数 0.a1 · · · an としたとき, ρ(r) = Σn
i=1ai/2

i と定め, 自然に
Z/pZの元とみなす. このとき, Fp =

⋂p−1
i=0 Stab(Ti)が成り立つ.

また, Ren [13, Theorem 5.9]は, F が Brown–Thompson群 F (4)と同型であることを
示した. 我々は, この結果を拡張し, 次を示した.

定理 3.14（[12, Proposition 4.1]） 3以上の奇数 pに対して, 図 8の置き換えで得られ
る単射準同型 F (2q) → F の像は, Fp と一致する. 特に, Fp

∼= F (2q) である. ここで,

q = min{r ∈ Z>0 | 2r ≡ 1 mod p}である.

Fp もまた, 全ての結び目を与えない部分群の一例である.

定理 3.15（[12, Theorem 3.8]） f を Fp の非自明な元とする. このとき, L(f)は p彩色
可能な結び目である.

問題 3.16 L|Fp : Fp → {全ての p彩色可能な結び目 }の全射性を判定せよ.
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