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写像類群の生成系に関する研究の変遷
門田　直之 (岡山大学)∗

概 要
曲面の写像類群は, 3次元や 4次元トポロジーなどを研究する際にも現れる
重要な群の一つであるが, 写像類群それ自身も非常に興味深い研究対象であ
る. 本講演では, 曲面の写像類群の代数構造の研究, 特に生成系に関する研究
の変遷を講演者の視点から紹介したい.

1. Introduction

曲面の写像類群とは, 曲面の自己同相写像のアイソトピー類のなす群である (より細か
い定義は後で紹介する). 曲面の写像類群は, 3次元多様体のHeegaard分解における貼
り合わせや, 円周上の曲面束やLefschetz fibrationのモノドロミーとして現れる. また,

種数gの有向閉曲面Σgの写像類群M(Σg)は, 種数gのタイヒミュラー空間Tg(i.e. Σg上
の複素構造のアイソトピー類)に固有不連続に作用する. 特に, 商空間Tg/M(Σg)は, 代
数幾何学において重要な空間である種数 gのRiemann面のモジュライ空間Mgになる.

さらに, Mgのorbifold基本群と写像類群M(Σg)は同型であり, 加えて, MgとM(Σg)の
有理数係数のコホモロジー群には自然な同型が存在する. このように, 写像類群は様々
な数学の分野で活躍することから, 数学における重要な研究対象の1つである.

さて, 与えれた有限生成群Gに対し, 次のような古典的かつ基本的な 2つの問題を考
えよう.

問題 1.1. 群Gの最小の生成系を与えよ.

問題 1.2. 群Gが torsion(特に involution)で有限生成できるとき, torsion(特に involu-

tion)からなる最小の生成系を与えよ.

ここで, torsionとは有限位数の元であり, involutionとは位数2の元のことである. 上
記2つの問題は有限単純群 (i.e. 自明群と自分自身以外の正規部分群を持たない群)にお
いて, 広く研究されてきた (例えば [10]を参照). 本講演では, 曲面の写像類群について,

これらの問題に関する研究の変遷を講演者の研究結果も含めながら紹介したい. また,

講演者が疑問に生じた部分を問題として提示したい.

全体を通し, 記号について次のような注意を述べておく. 曲面の自己同相写像をfと
したとき, そのアイソトピー類 (つまり写像類群の元)は [f ]とかく方が好ましいと思わ
れるが, 記号が煩雑になるため, fのアイソトピー類も同様にfとかくことにする.

2. 有向曲面の写像類群
まず始めに, 有向曲面の写像類群の定義と元の例を紹介する.

本研究は科研費 (課題番号:20K03613)の助成を受けたものである。
2010 Mathematics Subject Classification: 57M07, 57N05
キーワード：写像類群, 生成系
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定義 2.1. 種数gの有向閉曲面Σg上のp個の点x1, x2, . . . , xpを指定する. Σg−{x1, . . . , xp}
をΣg,p とかき (図1参照), 集合

M(Σg,p) = {Σg,pの向きを保つ自己同相写像全体}/isotopy

をΣg,pの写像類群という (実際, 写像の合成を積とすることで群となる).

x

x

xp -
xp

g

図 1:

Σgには標準的な向きを入れ, Σg,pにはΣgから向きを誘導する. 点xiを抜き取ったあ
との穴も xiとよぶことにする. Σg,pの自己同相写像は穴 x1, x2, . . . , xpの入れ替えを許
すことに注意してほしい. p = 0のとき, 簡単のためM(Σg,0) = M(Σg)とかく.

この節では, Dehn twistとhalf twistとよばれるM(Σg,p)の代表的な元を紹介したい.

定義 2.2. Σg,p上の単純閉曲線 cに沿ってΣg,pを切断し, 切断面の片方を右回りに2πね
じってから貼り付けることでえられるM(Σg,p)の元を, cについてのright-handed Dehn

twistといい, tcとかく (図 2参照). tcは, cの正則近傍の外側では恒等写像である.

c c

tc

図 2: 単純閉曲線 cについての right-handed Dehn twist tc

定義から, Dehn twistは穴x1, x2, . . . , xpを入れ替えることができない. よって, p ≥ 2

のとき, 穴を入れ替えるようなM(Σg,p)の元を考える必要がある. そのような元の例と
して, half twistがあげられる.

定義 2.3. Σg,p の穴 xi と xj を結ぶ弧 ℓを考え, 正則近傍 N(ℓ)を考える. σℓ(ℓ) = ℓ,

σℓ(xi) = (xj), σ(xj) = xi, σ
2
ℓ = t∂N(ℓ)となるような写像類群の元 σℓを, ℓについての

right-handed half twistという (図 3参照).

xi

ℓ ℓ
xj

σℓ

xj xi

∂N(ℓ)

図 3: 弧 ℓについての right-handed half twistσℓ

以上の例をもとに, M(Σg,p)の生成系について紹介する.
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3. 有向曲面の写像類群の生成系
まず, p = 0, 1の場合のM(Σg,p)の生成系について紹介する. M(Σ0,p)は自明群になる
ことが知られているため, g ≥ 1を仮定しておく. M(Σg)が有限生成であることが示さ
れたのは1938年で, Dehnの結果である ([9]).

定理 3.1 ([9]). M(Σg)は有限個のDehn twistで生成される (よって, 有限生成可能).

Dehn twistは代数・幾何的に便利な性質があるだけでなく, トポロジーにおいて様々
な場所で現れることもあり, Dehn twistから成るM(Σg)の生成系を考えるというのは
メリットが多い. とはいえ, Dehnの生成系は 2g(g − 1)個も元があり, いささか数が多
い. Lickorishは, 1964年にこの数を次のような数まで減らした.

定理 3.2 ([27]). M(Σg)は3g − 1個のDehn twistで生成される (g ≥ 1).

定理 3.1,3.2から, 「Dehn twistのみでM(Σg)を生成する場合, 最低何個必要だろう
か?」という問題が考えられる. この問題について, HumphriesはM(Σg,0)に対し (1979

年), JohnsonはM(Σg,1)に対し (1983年), それぞれ解答を与えている. つまり, 彼らは,

Dehn twistのみから成るM(Σg,p)の最小の生成系を与えた (p = 0, 1).

定理 3.3 ([16, 20]). p = 0, 1とする. M(Σg,p)は 2g + 1個のDehn twistで生成される.

さらに, M(Σg,p)は2g個以下の任意のDehn twistで生成できない (g ≥ 2).

次に, p ≥ 2に対して, M(Σg,p)の生成系を紹介する. M(Σ0,p)はp− 1個のhalf twist

で生成されるという事実があるため, やはり g ≥ 1を仮定する. Dehn twistは穴の入れ
替えができないので, p ≥ 2でMg,pを生成するにはhalf twistなどの穴を入れ替える元
も必要となる. 実際, M(Σg,p)は2g+ p個のDehn twistとp− 1個のhalf twistで生成さ
れるという事実がある. この生成系からDehn twistやhalf twistの個数をどれだけ減ら
せるかを考えよう. half twist σℓを穴の集合P = {x1, x, . . . , xp}上に制限すると, σℓ|P
はPの対称群Sympの互換になるため, half twistはp− 1個から減らすことができない.

一方, Laburuere–ParisはDehn twistの個数を減らしている (2001年).

定理 3.4 ([24]). Mg,pは2g + 2個のDehn twistとp− 1個のhalf twistで生成される.

定理3.4から, Dehn twistの個数はどこまで減らすことができるのだろうかという疑
問が生じるが, 講演者はその答えや関連する結果を知らない.

問題 3.5. p ≥ 2とする. M(Σg,p)をDehn twistと half twistで生成する場合, Dehn

twistの個数を2g + 2個から減らすことは可能か?

4. M(Σg,p)の最小の生成系
この節では, 写像類群M(Σg,p)の最小の生成系について紹介する. すなわち, M(Σg,p)

に対する問題1.1の解答を紹介する.

M(Σg,p)の生成系の元をDehn twistとhalf twistだけにこだわらなければ, より小さ
い生成系を与えることができる. 実際, 1964年に, LickorishはM(Σg)が 4個の元で生
成できることを示した ([27]). この結果から24年後の1988年に, LuはM(Σg)の生成元
を3個に減らしている ([29]). ここで, 次のような事実がある.

事実 4.1. M(Σg,p)は任意の巡回群と同型でない (g ≥ 1). よって, M(Σg,p)は 1元生成
不可能であり, 生成元は2個以上必要である.
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この事実のもと, 1996年, Wajnrybは p = 0, 1の場合にM(Σg,p)は 2元で生成される
ことを示した ([53]). つまり, p = 0, 1に対し, M(Σg,p)の最小の生成系を与えた. ちな
みに, KorkmazはWajnrybと異なる最小の生成系を与えている ([22]). 次に, p ≥ 2に関
する研究を紹介したい. まず, 2003年にKassabovにより g ≥ 8の場合に, 4元から成る
M(Σg,p)の生成系が与えられた ([21]). そののち, 2011年に講演者は, g ≥ 1に対し, 3元
で生成できることを示し ([36]), 2021年には g ≥ 3, p ≥ 2でもM(Σg,p)が 2元生成可能
であることを示した ([39]). これまでの話をまとめると, 次のようになる.

定理 4.2 ([53, 39]). g = 1, 2かつp ≥ 2の場合を除き, M(Σg,p)は2元生成可能である.

一方, g = 1, 2かつp ≥ 2の場合は未解決であるので, 問題として挙げておく.

問題 4.3. g = 1, 2かつp ≥ 2のとき, M(Σg,p)は2元生成可能であるか?

5. 有限位数の元からなる写像類群の生成系
ここでは, 写像類群M(Σg,p)に対し問題1.2を考えよう.

無限個の torsionからなるM(Σg,p)の生成系を与えたのはMaclachlanで, 1971年の
ことである ([31]). 1979年には, Pattersonがこの結果を拡張し, M(Σg,p)が (無限個
の)torsionで生成されることの必要十分条件は (g, p) ̸= (2, 5k + 4)であることを示した
([42]). 系として, 彼らはリーマン面Σg,pのモジュライ空間が単連結であることを示し
ている ((g, p) ̸= (2, 5k + 4)). 無限個の involutionからなる生成系が与えられた (g ≥ 3)

のは 1987年で, McCharthy–Papadopoulosの結果である ([40]). 一方, g = 1, 2のとき,

M(Σg,p)は involutionで生成できないことが知られている (p ≥ 0).

Birmanは 1971年にM(Σg,0)が 4g + 4個の torsionで生成できることを示した ([5]).

M(Σg,p)の有限個の involutionからなる生成系が見つかったのは2000年のことで, Luo

により与えられた ([30]). Luoの生成系の involutionの個数は gと pに依存するため, g

と pに依存しない個数の torsionでM(Σg,p)を生成できるかという問題が提案された.

p = 0, 1の場合に答えたのがBrendle–Farbで, 2004年に彼らは 3つの torsionから成る
M(Σg,0)の生成系を与えた ([7]). さらに, g ≥ 3, p = 0と g ≥ 4, p = 1のとき, M(Σg,p)

が6つの involutionで生成できることを示している. M(Σg,0)の torsionから成る最小の
生成系を与えたのはKorkmazで, 2005年に以下のことを示した.

定理 5.1 ([22]). p = 0, 1のとき, M(Σg,p)は2つの torsionで生成される.

p ≥ 2に対しては 2003年のKassabovの結果 ([21])と 2011年の講演者の結果 ([37])が
あり, M(Σg,p)は4つの involutionで生成されることがわかっている (g ≥ 7, p ≥ 0). こ
の結果から次のような問題が考えられる.

問題 5.2. (g, p) ̸= (2, 5k + 4), p ≥ 2とする. n個の torsionでM(Σg,p)が生成できると
き, nの最小値は2, 3, 4のどれか?

写像類群M(Σg,p)を torsionで生成するという研究は他にもたくさんあるが, ページ
数の都合上, 文献を挙げるに留めさせていただく ([38, 11, 25, 56, 55]).

さて, 2つの involutionで生成される群は virtually abelianであるため, M(Σg,p)を
involutionで生成するには3つ以上必要となる. 2020年にKorkmazは, g ≥ 8かつp = 0

に対し, 次のような最善の結果を与えている (後にYildizにより g ≥ 6に改善された).

定理 5.3 ([23, 54]). g ≥ 6のとき, M(Σg,0)は3つの involutionで生成される.
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p ≥ 1のとき, 上述のKassabovと講演者の結果 ([21, 37])より鋭い結果はえられてい
ないため, 以下を問題として挙げたい.

問題 5.4. g ≥ 3, p ≥ 0のとき, M(Σg,p)は3つの involutionで生成可能だろうか?

6. 向き付け不可能閉曲面の写像類群の生成系
ここでは, 向き付け不可能閉曲面の写像類群の生成系について紹介する.

定義 6.1. 球面から g個の開円板を取り除き, 各境界の対蹠点を同一視することでえら
れる曲面をNgとかき, 種数 gの向き付け不可能閉曲面とよぶ (図 4参照). また, 境界の
対蹠点を同一視した部分をcrosscapという. さらに,

M(Ng) = {Ngの自己同相写像全体}/isotopy

をNgの写像類群という.

g

図 4: 種数 gの向き付け不可能閉曲面 (
⊗は crosscapを表す)

M(Ng)の代表的な元として, Dehn twistと crosscap slideがある. Dehn twistはすで
に紹介したので, crosscap slideについて紹介する.

定義 6.2. µ, αをそれぞれNg上の単純閉曲線とし, µの正則近傍がメビウスの帯, αの正
則近傍がアニュラスとなり, µとαは1点で横断的に交わるものとする (このとき, µ∪α

の正則近傍は境界を1つもつクラインの壺であるので, 2つの crosscapをもつ). また, α

には向きを入れておく. 図 5のように, µの正則近傍をαの向きに沿って移動させ, も
との位置にもどすことでえられるM(Ng)の元をαに沿ったµのcrosscap slide (ある
いはY -homeomorphism)といい, Yµ,αとかく.

µ

α

Yµ,α

図 5: 単純閉曲線αに沿った単純閉曲線µについての crosscap slide Yµ,α

Lickorishは, 1963年にM(Ng)がDehn twistと crosscap slideで (無限)生成されるこ
とを示し ([26]), さらにDehn twistだけでは生成されないことを示している ([28]). 1969

年にはChillingworthによりM(Ng)の有限生成系が与えられた ([8]). 2013年になって
Szepietowskiは [8]の生成系を減らし, 以下のような結果を与えた.
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定理 6.3 ([52]). M(Ng)は g個のDehn twistと1つの crosscap slideで生成される.

さらに, 廣瀬氏により, 2018年に次のようなHumphriesの結果の類似が与えられた.

定理 6.4 ([13]). g ≥ 4とする. M(Ng)がn個のDehn twistとk個の crosscap slideで生
成されるならば, n ≥ gかつk ≥ 1である.

M(Ng)に対する問題1.1と問題1.2に関する話題について紹介する. Szepietowskiの
2006年の結果より, M(Ng)は g ≥ 3について 3元で生成できることが判明した ([52]).

特に, 1972年のBirman-Chillingworthの結果 ([6])から, M(N3)が 3つの involutionで
生成されることがわかる. これに対し, Szepietowskiは 2004年に g ≥ 4でM(Ng)が
involutionで生成できることを示し ([49]), 2006年には4つの involutionで生成できるこ
とを示した ([50]). また, M(Σg)と同様の理由により, M(Ng)を生成するには 2元以上
必要となり, involutionで生成するには3つ以上必要となることがわかる. M(Ng)に対
する問題1.1と問題1.2の解答を与えたのはAltunöz-Pamuk-Yildizである (2022年)

定理 6.5 ([2]). g ≥ 19に対し, M(Ng)は 2元生成可能である. また, g ≥ 26に対し,

M(Ng)は3つの involutionで生成される.

7. Torelli群と level L 写像類群の生成系
定義 7.1. Fgを種数 gの閉曲面 (つまり, Fg = ΣgまたはFg = Ng)とし, ZL = Z/LZと
おく (L ≥ 2). ただし, Z0 = Zと定義しておく. 次のM(Fg)の部分群

ΓL(Fg) := {f ∈ M(Fg) | f∗ = id : H1(Fg;ZL) → H1(Fg;ZL)}

を Fgの level L 写像類群という (L ≥ 2). Γ0(Fg)を I(Fg)とかき, FgのTorelli群と
いう.

次の理由で, Torelli群 I(Σg)や level L 写像類群ΓL(Σg)は活発に研究されている.

• 種数 gのタイヒミュラー空間TgをI(Σg)で割った空間はTorelli空間とよばれ, 代
数幾何においても重要な研究対象の1つである. また, 3次元球面S3からΣgを境
界にもつハンドル体Hgを抜きとり, そのときえられる貼り合わせ写像とI(Σg)の
元の合成で再びHgを貼りなおすと, ホモロジー 3球面がえられる. 実は, 任意の
ホモロジー3球面はこのような方法でえられる.

• ΓL(Σg)は, level L 構造をもつ種数gのリーマン面のモジュライ空間のorbifold基
本群として現れる. さらに, L ≥ 3のとき, ΓL(Σg)と level L 構造をもつ種数 gの
リーマン面のモジュライ空間の整係数ホモロジー群は一致する.

まずはTorelli群 I(Fg)の生成系についての話題を紹介しよう. I(Fg)の代表的な元
として, 分離的単純閉曲線 cについての Dehn twist tc(以後, BSCC-mapとよぶ)と
BP-map tc1t

−1
c2
がある. ただし, c1, c2は非分離的単純閉曲線でFg − {c1, c2}が連結成

分が2つになるものである.

Fg = Σgのとき, I(Σg)は torsion-freeであるため,残念だが問題1.2を考えることがで
きない. そこで, 問題1.1に話を絞ろう. 1971年のBirmanの結果 ([4])に基づき, Powell

は I(Σg)がBSCC-mapとBP-mapで無限生成されることを 1978年に示した ([44]). こ
の 1年後の 1979年, Johnsonは I(Σg)を生成するにはBSCC-mapが不要であることを
示し ([18]), さらに, 1983年に次のような結果を与えた.
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定理 7.2 ([20]). g ≥ 3について, I(Σg)はBP-mapで有限生成される.

正確には, I(Σg)は 9 · 22g−3 − 4g2 + 2g − 6個のBP-mapで生成される (g ≥ 3). 一
方, I(Σ2)は有限生成でなく ([34]), 無限階数の自由群である ([35]). JohnsonはI(Σg)の
アーベル化を決定しており ([19]), この結果から I(Σg)を生成するには最低 1

3
(4g3 − g)

個の元が必要であることがわかる. 特に, g = 3のとき, Johsonの与えた生成系は最小
である. g ≥ 4に対し,

(
57g
3

)個 (つまりO(g3)の個数)の元からなる生成系がPutmanに
より与えられた ([46])が, 最小の生成系は知られていない.

問題 7.3. g ≥ 4に対し, I(Σg)の最小の生成系を見つけよ.

Fg = Ngの場合については, 次の廣瀬氏と小林氏の2017年の結果がある.

定理 7.4 ([20]). g ≥ 4について, I(Ng)はBSCC-mapとBP-mapで無限生成される.

しかし, I(Ng)に対して問題1.1と問題1.2はほとんど未解決のようである.

問題 7.5. I(Ng)は有限生成可能であるか? また, torsionで (有限)生成可能か?

最後に, level L 写像類群ΓL(Fg)に関する話題を紹介する. ΓL(Fg)は, M(Fg)の指数
有限部分群であることが知られており, その理由から有限生成である. しかし, Fg = Ng

かつL = 2の場合を除き, 具体的な有限生成系は知られていないようである.

問題 7.6. (Fg, L) ̸= (Ng, 2)のとき, ΓL(Fg)の具体的な有限生成系を与えよ.

Fg = Σgの場合, Lが 4で割り切れないとき, ΓL(Σg)のアーベル化が決定されている
ため ([43, 48, 45, 47]), ΓL(Σg)を生成するために必要な元の個数の下からの評価がわ
かっている. ちなみに, ΓL(Σg)の無限生成系として, 以下のものが知られている.

定理 7.7. ΓL(Σg)は非分離的単純閉曲線についてのDehn twistのL乗とBSCC-mapに
より無限生成される ([32]). 特に, L = 2のときと, g = 2かつL = 3のとき, BSCC-map

は必要ない ([17]).

ΓL(Σg)に対する問題 1.1の話題はまだまだ未解決な部分が多い. 一方, 残念なこと
に, ΓL(Σg)に対し問題 1.2を考えることはできない. なぜなら, L ≥ 3のとき, ΓL(Σg)

は torsion-freeだからである. Γ2(Σg)は torsion-freeではないが, torsionはhyperelliptic

involutionと共役な元のみである. 佐藤氏の結果 ([48])から, Γ2(Σg)は involutionで生成
できないため, やはり問題1.2を考えることができない.

Fg = Ngの場合, L = 2のときのみ様々な結果が存在する. 2012年にSzepietowskiは
Dehn twistの2乗と crosscap slideがΓ2(Ng)の元であることと, Γ2(Ng)は crosscap slide

で無限生成されることを示した ([51]). 2013年にはΓ2(Ng)の有限生成系を具体的に与
えている ([52]). Γ2(Ng)の最小の生成系は佐藤氏と廣瀬氏により与えられた ([15]).

定理 7.8 ([15]). g ≥ 4とする. Γ2(Ng)は
(
g
3

)
+
(
g
2

)個の元で生成できる. さらに, これよ
り少ない個数の元ではΓ2(Ng)を生成できない.

彼らは, Szepietowskiの生成系から元を減らし, Γ2(Ng)のアーベル化を求めることで最
小性を示している. Γ2(Σg)は involutionで生成できないことはすでに述べたが, Γ2(Ng)

は involutionで生成できることが示されている ([51]). 講演者は, 最近, Altunöz-Pamuk-

Yildizとの共同研究により, Γ2(Ng)に対し, 次のような問題 1.2の解答を与えた. これ
は, 佐藤氏と廣瀬氏の与えたΓ2(Ng)の最小の生成系 ([15])から, 上手く involutionを作
り出すことで示された.
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定理 7.9 ([1]). g ≥ 4とする. Γ2(Ng)は
(
g
3

)
+
(
g
2

)個の involutionで生成できる. さらに,

これより少ない個数の involutionではΓ2(Ng)を生成できない.

一般に有限表示群Gの指数有限部分群Hは有限表示可能である. 写像類群M(Fg)は
有限表示可能であるので (例えば, [33, 41]など), M(Fg)の指数有限部分群である level

L 写像類群ΓL(Fg)も有限表示可能である. 一方, Torelli群I(Fg)は指数有限でない. そ
こで, この予稿集の最後に, 次の未解決問題を挙げておく.

問題 7.10. g ≥ 3に対し, I(Fg)は有限表示可能であるか?
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[1] T. Altunöz, N. Monden, M. Pamuk and O. Yildiz, Generating the Level 2 Subgroup by

Involutions, arXiv:2202.06224.
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ルジャンドル特異点と情報幾何学
中島　直道 (北海道大学大学院情報科学院，JSPS 特別研究員 DC2)∗

1 はじめに
情報幾何学では，統計モデルや機械学習モデルのパラメータ空間を，フィッシャー情報

行列をリーマン計量とするリーマン多様体とみなし，さらにその上にある双対性を満た
す二種類のアファイン接続を考える．統計多様体とは，この双対的な構造を微分幾何学
的な観点から定式化した概念である．
情報幾何学は，このような空間構造を通してパラメータ空間を扱うことにより，統計学

や機械学習，最適化問題等への統一的な幾何学的解釈をもたらし，様々な解析を可能とす
る [2, 3]．
特に情報幾何学における主要な空間概念として，甘利・長岡により導入された双対平

坦多様体がある [2]．双対平坦多様体は，アファイン接続が平坦である統計多様体であり，
これはアファイン微分幾何学におけるヘッセ多様体と同一の概念である（志摩 [17]）．す
なわち，双対平坦多様体では，局所アファイン座標系においてリーマン計量が局所凸ポテ
ンシャル関数のヘッセ行列で与えられる．さらに，二種類の平坦アファイン接続それぞ
れに付随する局所凸ポテンシャルは互いにルジャンドル双対性により結びついている．
双対平坦多様体は実応用の観点からも注目されている一方で，深層学習を含め実応用

で現れる空間ではしばしば計量が退化する [19]．すなわち，局所ポテンシャル関数は非凸
で変曲的あるいは多価になり得る．このような場合には，厳密には，双対平坦多様体の理
論が適用できない．そこで著者らは，計量の退化性を許容する双対平坦多様体の理論の
一般化として概ヘッセ多様体の理論を接触幾何学と特異点理論の観点から建設した [15]．
理論刷新の核は，波面，すなわち非凸ポテンシャルあるいは多価ポテンシャルのグラフに
依然として働くルジャンドル双対性である．
本稿では [15, 14] に基づき，情報幾何学の概説を行い，概ヘッセ多様体の理論につい

て，統計多様体の幾何学との関連を踏まえて紹介する．統計多様体の幾何学は，コントラ
スト関数の理論と密接に関連する．コントラスト関数は，多様体上のある条件を満たす
非対称な “距離（二乗）関数”であり，統計多様体上にさまざまなテンソルを導入する．
これらのテンソルは統計多様体の幾何学を特徴づけ，その関連について江口は徹底的に
調べている [9]．特に 4次テンソルに基づく統計多様体の幾何学は，概ヘッセ多様体の幾
何学との関連が示唆されるものである．
本稿を通して，写像や多様体は全て滑らかなものを考え，太字は列ベクトルを表すもの

とする，e.g.，x = (x1, · · · , xn)T．

∗〒060-0814　札幌市北区北 14条西 9丁目
e-mail: nakajima-n@ist.hokudai.ac.jp
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2 情報幾何学の概観
本節では情報幾何学に登場する諸概念についての定義を整理しながら，双対平坦多様

体の理論についての紹介を行う．
M を n次元多様体，hをその上の擬リーマン計量（非退化な対称 (0, 2)テンソル場）と

する．∇を接束 TM の捩率がゼロであるアファイン接続とする．(M,h,∇)が統計多様
体であるとは，(0, 3)テンソル場 C := ∇hが全対称であるとき，すなわち任意のベクト
ル場 X,Y, Z ∈ X(M)に対して次が成り立つときをいう：

(∇Xh)(Y, Z) = (∇Y h)(X,Z).

このときテンソル C を Amari-Chentsov の 3 次テンソルと呼ぶ [2]．統計多様体
(M,h,∇)に対し，TM の接続である∇の双対接続∇∗ を次式で定義する：

Xh(Y, Z) = h(∇XY, Z) + h(Y,∇∗
XZ).

ここで，X,Y, Z はM 上の任意のベクトル場である．このとき，双対接続∇∗もまた捩率
が消えている．上記の統計多様体の定義と同値な定義として Lauritzen によるものがあ
る [11]．すなわち，擬リーマン多様体 (M,h)上に対称な (0, 3)テンソル場 C が与えられ
ているとき，次式によりアファイン接続 ∇,∇∗ を定義すると (M,h,∇)は統計多様体と
なる：

h(∇XY, Z) = h(∇̄XY, Z)−
1

2
C(X,Y, Z), h(∇∗

XY, Z) = h(∇̄XY, Z) +
1

2
C(X,Y, Z).

ここで，∇̄は hのレビ・チビタ接続である．いずれの定義であっても統計多様体の幾何
学を考える上では (h,C,∇,∇∗)を考えることが重要である．
統計多様体 (M,h,∇)において，∇が平坦であることと，その双対接続∇∗ が平坦であ
ることが同値となる．このような統計多様体 (M,h,∇,∇∗)を双対平坦多様体 [2]あるい
はヘッセ多様体 [17]と呼び，(h,∇,∇∗)をM 上の双対平坦構造と呼ぶ．双対平坦多様体
(M,h,∇,∇∗)は次の重要な性質をもつ．

命題 2.1 M の各点 pの周りにおいて ∇に関するアファイン座標系（∇-アファイン座
標系）x = (x1, · · · , xn)とその上の関数 z = f(x)が存在して，次が成り立つ：

(1) 任意の 1 ≤ i, j ≤ nに対し，h( ∂
∂xi
, ∂
∂xj

) = ∂2f
∂xi∂xj

；
(2) pi :=

∂f
∂xi

(1 ≤ i ≤ n) で定義される p = (p1, · · · , pn) は ∇∗-アファイン座標系で
ある；

(3) h( ∂
∂xi
, ∂
∂pj

) = δij；
(4) ∇∗-アファイン座標系 p上の関数 z′ = ϕ(p)が存在して，z + z′ − xTp = 0を満
たす；

(5) C( ∂
∂xi
, ∂
∂xj
, ∂
∂xk

) = ∂3f
∂xi∂xj∂xk

．
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上記の命題 2.1における∇∗-アファイン座標系 pは∇-アファイン座標系 xの双対座標
と呼ばれ，関数 f(x)はポテンシャル関数，ϕ(p)は f の双対ポテンシャル関数あるいは
ルジャンドル変換と呼ばれる．
双対平坦多様体 (M,h,∇,∇∗) では，局所的にポテンシャル関数 f(x) と双対ポテン

シャル関数 ϕ(p)が存在するが，これらを用いて定義される

D :M ×M → R, D(p, q) = f(x(p)) + ϕ(p(q))− x(p)Tp(q)

をブレグマンダイバージェンスという（厳密には，M の対角線集合の近傍で定義され
る）．上式の定義はアファイン座標系 x,pやポテンシャル関数 f, ϕの取り方にはよらな
いことに注意する．情報幾何学の応用を考える上でブレグマンダイバージェンスは重要
な役割を果たすものである [2]．

3 接触幾何学と概ヘッセ多様体の理論
本節では，2節で述べた双対平坦多様体の理論の一般化である概ヘッセ多様体の理論の

紹介を行う．証明等の詳細は [15]を参照されたい．
N を 2n + 1次元多様体，ξ をその上の超平面場とする．(N, ξ)が接触多様体であると

は，超平面場 ξ が局所的に θ ∧ (dθ)n 6= 0 なる 1 次微分形式 θ の核で表されるときをい
う．このとき，θ を（局所）接触形式という．2n + 1 次元接触多様体 (N, ξ) に対して，
n次元部分多様体 L ⊂ N がルジャンドル部分多様体であるとは，各点 p ∈ N において
TpL ⊂ ξp なるときをいう．
R2n+1(= T ∗Rn × R)に対して，(x,p, z)でその標準的な座標系を表すものとする．こ

こで，xと pはそれぞれ T ∗Rn の底空間とファイバーの座標系を表し，これら二つの空
間を Rn

x と Rn
p と書き，区別することにする．R2n+1 上の 1次微分形式 θを

θ := z − pTdx = z −
n∑

i=1

pidxi

で定める．このとき，(R2n+1, θ)は接触多様体であり，この接触多様体を標準接触多様体
と呼ぶ．
標準接触多様体 (R2n+1, θ)に対して，ファイバー束

π : R2n+1 → Rn
x × Rz, (x,p, z) 7→ (x, z)

はルジャンドルファイブレーション（各ファイバーがルジャンドル部分多様体である）を
与える．変換 L : R2n+1 → R2n+1，

L(x,p, z) = (x′,p′, z′) = (p,x,xTp− z)

を考えると，これは微分同相写像であり接触超平面場を保つ．ファイバー方向への射影

π′ := π ◦ L : R2n+1 → Rn
p × Rz′ , (x,p, z) 7→ (p,xTp− z)
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もまたルジャンドルファイブレーションとなる．このとき，二つのルジャンドルファイブ
レーションからなる次の図式を標準接触多様体 (R2n+1, θ)に対するダブルファイブレー
ション構造と呼ぶ．

Rn
x × Rz R2n+1πoo π′

// Rn
p × Rz′

L ⊂ R2n+1 をルジャンドル部分多様体とする．Lに対し，ルジャンドル写像

πe := π ◦ ι : L→ Rn
x × Rz, πm := π′ ◦ ι : L→ Rn

p × Rz′

をそれぞれ e/m-ルジャンドル写像という．ここで，ι : L→ R2n+1 は包含写像である．

定義 3.1（[15]） e/m-ルジャンドル写像 πe と πm に対して，

We(L) := πe(L) ⊂ Rn
x × Rz, Wm(L) := πm(L) ⊂ Rn

p × Rz′

をそれぞれ Lに付随する e/m-波面と呼ぶ．

L上のベクトル束 E (= EL)を

E := { (p, w) ∈ L× (Rn
x × Rz) | dzp(w)− p(p)Tdxp(w) = 0 }

で定める．Lはルジャンドル部分多様体であることから，dπe(TpL) ⊂ Ep が各点 p ∈ L

において成り立つ．ここで Ep は pにおけるファイバーである．このことから，束写像

Φ : TL→ E, vp 7→ dπe
p(vp)

が意味を持つことに注意する．
∇̃を Rn

x × Rz 上の平坦アファイン接続とし，ψp : Rn
x × Rz → Ep を z-軸に沿った線形

射影とする．このとき，
∇E

Xη(p) := ψp ◦ ∇̃Xη(p)

により E 上のアファイン接続∇E を定義する．ここで，X は L上のベクトル場であり η

は E の切断である．

命題 3.2（[15]） 接続∇E は平坦であり，任意の L上のベクトル場 X,Y に対し

∇E
X(Φ(Y ))−∇E

Y (Φ(X)) = Φ([X,Y ])

が成り立つ．

(E,Φ,∇E)を e-波面We(L)に付随する連接接束と呼ぶ（cf. [16]）．同様にして，m-波
面Wm(L)に対しても連接接束 (E ′,Φ′,∇E′

)を定める．
これらベクトル束 E,E ′ は L上で定義されたものであるが，R2n+1 上で定義され得る

ものである．超平面場 ξ は直和分解

ξp = ker dπ′
p ⊕ ker dπp ' Ep ⊕ E ′

p ' Rn
x ⊕ Rn

p
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をもつことに注意する．このとき，ξ上にシンプレクティック形式 ωと (n, n)型の擬リー
マン計量 τ が

ω :=
n∑

i=1

dxi ∧ dpi, τ :=
n∑

i=1

dxidpi =
1

2

n∑
i=1

(dxi ⊗ dpi + dpi ⊗ dxi)

により自然に定義される．

定義 3.3（[15]） L上の概ヘッセ計量 hを τ の引き戻しにより定義する：

h(Y, Z) := τ(ι∗Y, ι∗Z) (Y, Z ∈ TL).

ここで，ι∗ = Φ⊕ Φ′ : TL ↪→ ξ = E ⊕ E ′ は包含写像である．

一般に，ルジャンドル部分多様体 L ⊂ R2n+1 は局所的に母関数 g(xI ,pJ)を用いて

L = {(xI ,xJ ,pI ,pJ , z) ∈ R2n+1 | pI =
∂g
∂xI
,xJ = − ∂g

∂pJ
, z = pT

JxJ + g(xI ,pJ)}

のように表される [5]．ここで，I t J = {1, · · · , n}は分割であり，(xI ,pJ)は Lの局所
座標系である．また， ∂g

∂xI
は列ベクトル ( ∂g

∂xi
)Ti∈I を表すものとする．

命題 3.4（[15]） g(xI ,pJ)を Lの母関数とする．このとき，

h =
∑
i,k∈I

∂2g

∂xi∂xk
dxidxk −

∑
j,l∈J

∂2g

∂pj∂pl
dpjdpl.

Rn
x × Rz と Rn

p × Rz′ 上のアファイン変換

F (x, z) = (Ax+ b, z + cTx+ d), F ∗(p, z′) = (A′p+ b′, z′ + c′Tp+ d′)

はアファインルジャンドル同値 LF : R2n+1 → R2n+1，

LF (x,p, z) = (Ax+ b, A′p+ b′, z + cTx+ d)

を定める．ここで，Aは正則行列で，A′ = (AT )−1, b′ = A′c, b = Ac′，d′ = b′Tb− dで
ある. この変換 LF はダブルファイブレーション構造と接触構造を保つ（従って ωと τ も
保つ）．
二つのルジャンドル部分多様体 L1, L2 がアファインルジャンドル同値 LF により同一

視されているとする：LF (L1) = L2．このとき，LF は概ヘッセ計量を保ち，連接接束間
の同型 EL1 ' EL2 , E

′
L1

' E ′
L2
を自然に引き起こす．この同型はまた，連接接束上の平坦

アファイン接続を自然に同一視する．

定義 3.5（[15]） 概ヘッセ多様体 (M,U = {Lα}) とは，ルジャンドル部分多様体
Lα ⊂ R2n+1 をアファインルジャンドル同値により張り合わせてできたものである．この
とき，各 Lα の構造から，M 上に退化し得る (0, 2)型テンソル hと連接接束 (E,Φ,∇E)，
(E ′,Φ′,∇E′

)が well-definedに定まる．各 Lα をM の局所モデルと呼ぶ．

15



以上の構成により概ヘッセ多様体M を含む接触多様体が自然に定義されることに注意
する．
(M,h, (E,Φ,∇E), (E ′,Φ′,∇E′

)) を概ヘッセ多様体とする．M 上の任意のベクトル場
Y, Z に対して，

(η, η′) := (Φ⊕ Φ′)(Y ), (ζ, ζ ′) := (Φ⊕ Φ′)(Z), τ(η, ζ ′) := τ(η ⊕ 0, 0⊕ ζ ′)

とおく．

定義 3.6（[15]） 概ヘッセ多様体M に対して，標準 3次テンソル C を次で定義する：

C(X,Y, Z) := τ(η,∇E′

X ζ
′) + τ(ζ,∇E′

X η
′)− τ(∇E

Xη, ζ
′)− τ(∇E

Xζ, η
′).

ここで，X,Y, Z はM 上のベクトル場である．

命題 3.7（[15]） 標準 3次テンソル C は局所的に母関数 g(xI ,pJ) の 3次導関数であ
る：任意の k, l,mに対し

C(∂k, ∂l, ∂m) = ∂k∂l∂mg.

ここで，∂k := ∂
∂xk

(k ∈ I)または ∂k :=
∂

∂pk
(k ∈ J)である．従って，C は対称である．

注意 3.8 概ヘッセ計量 h がいたるところ非退化であるとき，M 上には従来の双対
平坦構造が自然に復元される．実際このとき Φ,Φ′ は同型写像であり，Φ(∇XY ) =

∇E
XΦ(Y ), Φ′(∇∗

XY ) = ∇E′
X Φ′(Y ) により TM 上の接続 ∇,∇∗ が一意的に定まる．ここ

で，X,Y はM 上の任意のベクトル場である．さらにこのとき，

τ(∇E
Xη, ζ

′) = τ(∇E
XΦ(Y ),Φ′(Z)) = τ(Φ(∇XY ),Φ′(Z)) =

1

2
h(∇XY, Z),

τ(η,∇E′

X ζ
′) = τ(Φ(Y ),∇E′

X Φ′(Z)) = τ(Φ(Y ),Φ′(∇∗
XZ)) =

1

2
h(Y,∇∗

XZ).

である．このため Amari-Chentsovテンソルも自然に復元される：
C(X,Y, Z) = 1

2
(h(∇∗

XY, Z)− h(∇XY, Z)) +
1
2
(h(∇∗

XZ, Y )− h(∇XZ, Y ))

= (∇h)(X,Y, Z).

双対平坦多様体上のブレグマンダイバージェンスは概ヘッセ多様体上の正準ダイバー
ジェンスとして以下のように一般化される．L ⊂ R2n+1 をルジャンドル部分多様体とす
る．p ∈ Lについて，R2n+1 の座標系 (x,p, z)を用いて

p = (x(p),p(p), z(p)) ∈ R2n+1, z′(p) = x(p)Tp(p)− z(p) ∈ R

と書くことにする．L上の正準ダイバージェンス DL : L× L→ Rを
DL(p, q) = z(p) + z′(q)− x(p)Tp(q)

で定義する．概ヘッセ計量が非退化であるとき，DL はブレグマンダイバージェンスに他
ならない．DL はアファインルジャンドル同値の下で不変である [15]．このため，自然に
概ヘッセ多様体 (M,U = {Lα})上に正準ダイバージェンス DM が定義される．
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4 コントラスト関数の理論と概ヘッセ多様体の幾何学
本節では，江口によるコントラスト関数の理論を通して，統計多様体の幾何学と概ヘッ

セ多様体の幾何学の関連について述べる．
多様体M 上の関数 ρ : M ×M → Rとベクトル場 X1, · · · , Xk, Y1, · · · , Yl を用いて，

関数 ρ[X1 · · ·Xk|Y1 · · ·Yl] :M → R，

ρ[X1 · · ·Xk|Y1 · · ·Yl](r) = (X1)p · · · (Xk)p(Y1)q · · · (Yl)q(ρ(p, q))|p=q=r

を定義する．関数 ρ :M ×M → Rがコントラスト関数であるとは，任意の r ∈M とM

上のベクトル場 X,Y に対して次を満たすときをいう：

(i) ρ[−|−](r) = ρ(r, r) = 0,

(ii) ρ[X|−](r) = ρ[−|X](r) = 0,

(iii) −ρ[X|Y ] はM 上の擬リーマン計量である．

一般に，M 上にコントラスト関数 ρ :M ×M → Rが与えられたとき，

h(X,Y ) := −ρ[X|Y ], C(X,Y, Z) := −ρ[Z|XY ] + ρ[XY |Z] (1)

によりM 上に擬リーマン計量 hと対称 3次テンソル C が導入され，(M,h,C)は統計多
様体になる．このとき同時に，

h(∇XY, Z) = −ρ[XY |Z], h(∇∗
XY, Z) = −ρ[Z|XY ]

により，アファイン接続 ∇とその双対接続 ∇∗ も導入されることに注意する．江口はこ
のようなコントラスト関数から導入される統計多様体の幾何学を徹底的に調べている [9]．
また，統計多様体 (M,h,C)に対し，上式 (1)によって統計多様体の構造を復元するコン
トラスト関数が存在することが知られている [12]．
(1, 1)テンソル場 B,B∗ をコントラスト関数の 4階微分を用いて次で定義する：

h(B(X,Y )Z,W ) = −ρ[XY Z|W ]− h(∇X∇YZ,W ), (2)

h(Z,B∗(X,Y )W ) = −ρ[Z|XYW ]− h(Z,∇∗
X∇∗

YW ). (3)

これらテンソルは江口により [9]で与えられたものであり，また，[13]においては（双
対）バートレットテンソルと呼ばれ，hや∇，∇∗ の曲率との関連が調べられている．
2節で扱ったブレグマンダイバージェンスは双対平坦多様体上のコントラスト関数であ

り，その構造を復元する．

命題 4.1 双対平坦多様体 (M,h,∇,∇∗)と 3次テンソル C = ∇hに対し，ブレグマンダ
イバージェンス D :M ×M → Rは次を満たす：

h(X,Y ) = −D[X|Y ], C(X,Y, Z) = −D[Z|XY ] +D[XY |Z].
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命題 4.2（[9]） 双対平坦多様体 (M,h,∇,∇∗)において，ブレグマンダイバージェンス
D :M ×M → Rから定義されるテンソル B，B∗ は共に消える．すなわち，

h(∇X∇YZ,W ) = −D[XY Z|W ],

h(Z,∇∗
X∇∗

YW ) = −D[Z|XYW ].

概ヘッセ多様体 (M,h, (E,∇E,Φ), (E ′,∇E′
,Φ′))における正準ダイバージェンス DM :

M ×M → Rは，コントラスト関数の条件式 (i), (ii)を満たし，(iii)は一般には満たさな
い．このような関数を弱コントラスト関数と呼ぶ [15]．正準ダイバージェンスは概ヘッ
セ多様体の構造を復元する．

定理 4.3（[15]） 概ヘッセ多様体 (M,h, (E,∇E,Φ), (E ′,∇E′
,Φ′))と標準 3次テンソル

C に対し，正準ダイバージェンス DM :M ×M → Rは次を満たす：

h(X,Y ) = −DM [X|Y ], C(X,Y, Z) = −DM [Z|XY ] +DM [XY |Z].

概ヘッセ多様体上では，概ヘッセ計量の非退化性は一般には保証されないため式 (2)や
(3)のようにしてバートレットテンソルを定義することはできないが，特に次の定理の式
(5)は双対平坦多様体におけるブレグマンダイバージェンスとバートレットテンソルの関
係を反映したものである．

定理 4.4（[14]） X,Y, Z,W をM 上のベクトル場とする．このとき，次が成り立つ：

τ(Φ(Z),∇E′

Y Φ′(W )) = −1

2
DM [Z|YW ], (4)

τ(Φ(Z),∇E′

X ∇E′

Y Φ′(W )) = −1

2
DM [Z|XYW ]. (5)

注意 4.5 定理 4.4の式 (4)，(5)に現れる τ(Φ(Z),∇E′
Y Φ′(W ))や τ(Φ(Z),∇E′

X ∇E′
Y Φ′(W ))

は，概ヘッセ多様体における e/m-波面のある特異点を判定する量になっている．詳細は
[14]を参照されたい．

5 機械学習との関連と今後の展望
本節では概ヘッセ多様体の理論と機械学習との関連，および今後の展望について述べ

る．情報幾何学の典型的な応用として，統計的推定の幾何学的解釈や em-アルゴリズム
がある [2]．
M = {p(x|θ)}θ∈U , p(x|θ) = exp(xT θ−ψ(θ))を指数型分布族とする．ここで x ∈ Rn

は確率変数（測度は dµ）であり，θ ∈ U はパラメータである（U ⊂ Rn は開集合）．M
をパラメータ空間 U と同一視することにより指数型分布族を可微分多様体とみなす．こ
のとき，M 上のフィッシャー・ラオ計量 hと，座標系 θ をアファイン座標系とする接続
∇を考え，正規化関数 ψ(θ)をポテンシャル関数とみることにより (M,h,∇,∇∗)は双対
平坦多様体になる [2]．ここで，∇∗ は ∇の双対接続である．さらにブレグマンダイバー
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ジェンス D :M ×M → Rは情報理論で知られている KLダイバージェンスとなる：

DKL(p, q) = KL[q, p] :=

∫
q(x) log

q(x)

p(x)
dµ.

統計モデル S := {p(x|θ(u))}u∈V ⊂ M が曲指数型分布族，すなわち S が M の部
分多様体であるとする．ここで V ⊂ Rm は開集合で，u ∈ V はパラメータである．統
計的推定では，観測データ {xi}Ni=1 が定める観測点 p̂ ∈ M に対し，p̂ の最も良い近似
p(x|θ(u0)) ∈ S を求めることを考える．統計的推定の一つである最尤推定とは，観測
データ {xi}Ni=1 から定義される尤度関数 l(u) :=

∑N
i=1 log p(xi|θ(u)) を最大にするパラ

メータ u0 を求めるものであり，この u0 は最尤推定値と呼ばれる．情報幾何学は最尤推
定の幾何学的解釈を与える．すなわち，最尤推定値 u0は関数DKL(−, p̂) : S → Rを最小
にするものであり，また，p̂から S への∇∗-測地線に関する直交射影により与えられる．
一般に最尤方程式 ∂

∂u l(u) = 0の解として最尤推定値を求めることが多い一方で，最尤
方程式は複数の解を持つことがあり，その個数は観測点 p̂ ∈ M の位置に応じて変化する
（分岐現象）．最尤方程式の複数解が与える推定への影響については実験的に調べられて
いるが [18]，統一的な理論的枠組みは存在しない．
関数 F : S ×M → Rを

F (q, p) = DKL(ι(q), p)

で定義する．ここで，ι : S →M は包含写像である．このとき，F を大域的な母関数族と
みなすことで得られる T ∗M × R内のルジャンドル部分多様体 LS [5]は概ヘッセ多様体
の典型例であり，LS に付随するコースティクスにより解の分岐現象を特徴づけられ得る．
この枠組みは，em-アルゴリズムにも有効である．em-アルゴリズムとは，二つの部分
多様体 S,D ⊂M に対し，∇-測地線および∇∗-測地線に関する直交射影を S とDの間で
交互に繰り返すことにより，S ×D 上におけるダイバージェンスの最小化を図るアルゴ
リズムである．このアルゴリズムは統計学における EM-アルゴリズム [8] の幾何学的解
釈を与えるものであり，実際，これらアルゴリズムは適切な仮定の下で一致する [1, 7]．
この場合，二つの部分多様体 S,Dそれぞれに付随する概ヘッセ多様体を通じて EM/em-

アルゴリズムの挙動が記述され得る．
また，多くの統計モデルはそのフィッシャー情報行列が退化する特異統計モデルであ

り [19]，深層学習等に現れる多層ニューラルネットワーク（MLP）はその典型例である．
回帰の設定においては，しばしばMLPの出力に一定の分散を持つガウスノイズを加える
ことで，MLPを統計モデルとみなす [2]．このとき，重みパラメータからなるパラメータ
空間M 上では 3次テンソル C が消え，M は退化したフィッシャー・ラオ計量 hを持つ
自己双対なリーマン多様体 (M,h,∇ = ∇∗)とみなされる．この観点に基いた深層学習の
解析として，従来の逆伝播学習法（back-propabation method）に替わり，甘利により自
然勾配学習法（natural gradient method）が提案されている [4]．
しかしながら，上記の枠組みではガウスノイズの分散は固定されている一方で，より
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一般に分散をパラメータに含めるほうが理論上は自然であろう [6, 10]．この場合，パラ
メータ空間上では 3次テンソルはゼロにはならず，真に特異な計量を許す双対平坦構造
（すなわち概ヘッセ構造）からの解析が必要となる．これは今後の課題である．
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拡張不可能な不変擬準同型の空間について

丸山 修平 (名古屋大学)∗

1 序

本稿では不変擬準同型の理論について, 主に [KKM+21]と [MMM22]の内容に焦点を

当てて概略を述べる. これらは川崎盛通氏 (青山学院大学), 木村満晃氏 (京都大学), 松下

尚弘氏 (琉球大学), 見村万佐人氏 (東北大学)との共同研究である.

1.1 拡張不可能な不変擬準同型の空間

群 G上の実数値関数 µ : G→ Rで

sup
g,h∈G

|µ(gh)− µ(g)− µ(h)| <∞

を満たすものを擬準同型 (quasimorphism)という. さらに任意の巡回部分群上で準同

型となる擬準同型を斉次擬準同型 (homogeneous quasimorphism) という. 以下で

は斉次擬準同型のことを単に擬準同型と書く. G上の擬準同型全体のなす実線形空間を

Q(G)で表す. 定義から Q(G)は G上の実数値準同型全体 H1(G;R)を部分空間として含
むが, その差は非常に巨大になり得る. 例えば Gが有限階数の自由群や曲面群 (より一般

に非初等的双曲群)の場合には, H1(G;R)は有限次元な一方で Q(G)は連続無限次元であ

る ([Bro81], [EF97]).

以下では, 擬準同型の定義域の拡張問題, つまり Gの正規部分群 N 上の擬準同型が G

上の擬準同型に拡張できるか, という問題を考える. この拡張問題を扱う上で基本的な概

念にG不変性がある. N 上の擬準同型 µ : N → RがG不変であるとは, 任意の g ∈ Gと
x ∈ N に対し

µ(gxg−1) = µ(x)

が成り立つときをいう. G不変性は N 上の擬準同型の Gへの拡張の必要条件である. つ

まり, N 上の擬準同型が G上に拡張可能だとすると, それは G不変でなければならない.

これは, N 上の G不変擬準同型全体を Q(N)G で表したとき, 「包含写像 i : N → Gによ

る引き戻しが写像 i∗ : Q(G)→ Q(N)G を誘導する」と言い換えることができる.

本稿では, この自明な必要条件を満たした上での拡張問題, つまり不変擬準同型の拡張

問題を扱う. そこで, 以下の「拡張不可能な不変擬準同型の空間」を導入する;

Q(N)G
/(

H1(N ;R)G + i∗Q(G)
)
.
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e-mail: m17037h@math.nagoya-u.ac.jp

本研究は科研費 (課題番号:JP18J00765, JP21K13790, JP20H00114, JP21J11199, JP19K14536,
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分母に現れる空間はそれぞれ

• H1(N ;R)G : N 上の G不変実数値準同型の空間

• i∗Q(G) : G上に擬準同型として拡張可能な G不変擬準同型の空間

である. この商空間の非零元は, 不変準同型で調整しても G上の擬準同型に拡張不可能な

N 上の不変擬準同型で代表される.

1.2 有限次元性

上述のように擬準同型の空間 Q(G)は連続無限次元となる場合がある (Gが非初等的双

曲群のときなど). また, Q(N)G が連続無限次元となる例も豊富に存在する (Gが非初等

的双曲群で G/N がアーベル群となるときなど). したがって拡張不可能な不変擬準同型

の空間 Q(N)G
/(

H1(N ;R)G + i∗Q(G)
)
は, その次元が有限次元となるか無限次元となる

かすら直ちには判断がつかない.

[KKM+21]において, 比較的緩やかな条件で Q(N)G
/(

H1(N ;R)G + i∗Q(G)
)
が有限次

元となることを示した.

定理 1 ([KKM+21]). 商群 G/N が boundedly 3-acyclic*1のとき

dimR
(
Q(N)G

/(
H1(N ;R)G + i∗Q(G)

))
≤ dimRH2(G;R)

が成り立つ. ここで H2(G;R)は Gの実数係数 2次群コホモロジーである.

定理 1 より, 例えば G が有限表示群, N がその交換子部分群の場合において,

Q(N)G
/(

H1(N ;R)G + i∗Q(G)
)
の次元は有限次元となる.

次に非自明性を考える. Q(N)G
/(

H1(N ;R)G + i∗Q(G)
)
̸= 0となる例 (で筆者の知る

限り最初の例)は [KK22]で与えられた. その例は, Gが種数 2以上の閉曲面のシンプレ

クティック微分同相群, N がそのハミルトン微分同相群である. とくにこの場合 Gや N

は無限次元リー群である. Gが有限生成群で Q(N)G
/(

H1(N ;R)G + i∗Q(G)
)
̸= 0となる

例を [KKM+21]で与えた. より強く, 以下の定理 2の形でその次元決定まで行った.

定理 2 ([KKM+21]). 拡張不可能不変擬準同型の空間 Q(N)G
/(

H1(N ;R)G + i∗Q(G)
)
の

次元は

(i) Gが自由群で N が交換子部分群のとき 0次元,

(ii) Gが種数 2以上の閉曲面の基本群で N が交換子部分群のとき 1次元,

(iii) Gが 3次元閉双曲写像トーラスで N がファイバーの基本群の交換子部分群のとき

1 + dimRH
1(Σ;R)φ∗

,

*1群 Γが boundedly 3-acyclicとは, Γの実数係数有界コホモロジーが 3次まで消滅するときをいう. 例えば
従順群, とくにアーベル群や可解群などは条件を満たす.

22



(Σはファイバー, φ : Σ→ Σは写像トーラスのモノドロミー写像, H1(Σ;R)ϕ∗
は実

数係数コホモロジー群 H1(Σ;R)の φの作用に関する不変部分空間)

となる.

定理 1により, 多くの組 (G,N)に対し Q(N)G
/(

H1(N ;R)G + i∗Q(G)
)
が有限次元と

なる. 次に気になるのは, Q(N)G
/(

H1(N ;R)G + i∗Q(G)
)
の非零元を代表する不変擬準

同型はどのようなものか, である. しかし定理 1や定理 2の証明手法は構成的でなく, 不

変擬準同型の形をその証明から見ることは難しい.

[MMM22]において, Gの円周への作用を用いた N 上の G不変擬準同型の記述を与え

た. 例えば, 定理 2 の (iii) の例における拡張不可能不変擬準同型は, 3 次元閉双曲写像

トーラス上の taut foliationから誘導される円周への作用 (universal circle 表現)を用い

て記述できる (定理 5). また, この拡張不可能不変擬準同型の具体的な記述は, 安定交換

子長の比較問題に応用を持つ (定理 9).

本稿の構成は以下である. 2章で群コホモロジーや有界コホモロジーの言葉の準備をし,

3章で定理 1と定理 2の証明の概略を述べる. 4章で不変擬準同型の具体的な記述のアイ

デアを述べ, 5で安定交換子長への応用について述べる.

2 準備

2.1 群コホモロジー

この節と次節では, 群コホモロジー, 有界コホモロジー, および擬準同型について, 本稿

に関係する範囲で述べる. これらに関する教科書にはそれぞれ [Bro82], [Fri17], [Cal09]

がある.

M をアーベル群とする. 群 Gの n個 (n ≥ 0)の直積 GnからM への写像を G上のM

係数 nコチェインといい, G上のM 係数 nコチェイン全体を Cn(G;M)で表す. ここで

G0 は自明群とみなす. コバウンダリ写像 δ : Cn(G;M)→ Cn+1(G;M)を n > 0のとき

δc(g1, . . . , gn+1) = c(g2, . . . , gn+1)+
n∑

i=1

(−1)ic(g1, . . . , gigi+1, . . . , gn+1)+(−1)n+1c(g1, . . . , gn)

で定め, δ : C0(G;M)→ C1(G;M)は零写像として定義する. このとき, (C∗(G;M), δ)は

コチェイン複体をなし, そのコホモロジー H∗(G;M) を G の M 係数群コホモロジーと

いう.

低次の群コホモロジーについては以下の言い換えが知られている. まず 0次コホモロ

ジー H1(G;M)はM と同型である. また 1次コホモロジー H1(G;M)は GからM への

準同型全体と同型である. これらはコバウンダリ写像の定義から直ちに従う.

GのM 係数 2次コホモロジーは Gの中心M 拡大の同値類全体との一対一対応

H2(G;M)
1:1←→ {Gの中心M 拡大 }/ ∼ (1)
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が存在する. ここで群 Gの中心M 拡大とは, 群の完全列

1→M
i−→ E

p−→ G→ 1

であって, i(M)が E の中心に入るときをいう. また, 二つの中心拡大が同値であるとは,

可換図式

1 //M // E1
//

��

G // 1

1 //M // E2
// G // 1

が存在するときをいう. (1)の一対一対応の下で中心M 拡大 1 → M → E → G → 1に

対応する 2次コホモロジー類を e(E)と書き, 中心拡大 E のオイラー類という.

中心拡大のオイラー類は群準同型の持ち上げの障害を与える.

命題 1 ([Fri17, Lemma 2.4]). Γを群, 1→M → E
p−→ G→ 1を中心拡大とし, ψ : Γ→ G

を群準同型とする. このとき, 引き戻し ψ∗e(E)が 0であることと, 群準同型 ψ の E への

持ち上げが存在することは同値である. ここで群準同型 ψ の E への持ち上げとは, 群準

同型 Ψ: Γ→ E であって p ◦Ψ = ψ を満たすものである.

2.2 有界コホモロジーと擬準同型

以下ではコホモロジーの係数を R とする. Gn 上の実数値有界関数 (有界コチェイ

ン)全体からなる線形空間を Cn
b (G;R)で表すと, これは (C∗(G;R), δ)の部分複体を定め

る. そのコホモロジー H∗
b(G;R) を (実数係数) 有界コホモロジーという. コチェインの

間の包含写像 Cn
b (G;R) → Cn(G;R) がコホモロジーに誘導する写像を比較写像といい,

cG : H
n
b (G;R)→ Hn(G;R)で表す.

(有界)コホモロジーと擬準同型との関係においては δ : C1(G;R)→ C2(G;R)が重要で
ある. このコバウンダリ写像を具体的に書き下すと次のようになる:

δc(g1, g2) = c(g2)− c(g1g2) + c(g1).

ここで g1, g2 ∈ Gである. つまりコチェイン c ∈ C1(G;R)が (斉次とは限らない)擬準同

型であることと δc ∈ C2
b(G;R)となることが同値である. また, δδ = 0より δcは有界コ

サイクルであり, 有界コホモロジー類を定める. さらに δcは (有界でない)群コチェイン

としてはコバウンダリであり, したがってこの有界コホモロジー類は群コホモロジー内で

消滅する. 以上のことは次の完全列の形に言い換えることができる.

命題 2 ([Cal09, Theorem 2.50]). 次は完全列である:

0→ H1(G;R)→ Q(G)→ H2
b(G;R)

cG−→ H2(G;R).

擬準同型のなす空間 Q(G) はよりコホモロジカルに記述することができる. コチェイ

ン複体 (C∗(G;R), δ)とその部分複体 (C∗
b(G;R), δ)の相対コホモロジー H∗

/b(G;R)を考え
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る. ここで相対コホモロジー H∗
/b は商複体 C∗/C∗

b のコホモロジーである. この商複体の 1

次コホモロジー H1
/b(G)が擬準同型の空間 Q(G)と同型となる. この見方をすると, 命題

2の完全列はコチェイン複体の短完全列

0→ C∗
b(G;R)→ C∗(G;R)→ C∗(G;R)/C∗

b(G;R)→ 0

から誘導されるコホモロジー長完全列の最初の 4項だと解釈することもできる.

擬準同型の例を一つだけ紹介する.

例 1 (Poincaré translation number). 円周の向きを保つ同相群を Homeo+(S
1) で表し,

その普遍被覆群を Hõmeo+(S
1)で表す. Hõmeo+(S

1)は以下の表示を持つ:

Hõmeo+(S
1) = {f : R→ R : 同相写像, f ◦ T = T ◦ f}.

ここで T : R→ Rは +1平行移動である. このとき, f ∈ Hõmeo+(S
1)に対し

τ(f) = lim
n→∞

fn(0)

n

は well-defined であり, τ : Hõmeo+(S
1) → R は擬準同型となる. この擬準同型 τ を

Poincaré translation numberという.

3 五項完全列と定理 1, 定理 2

本稿のメインテーマは不変擬準同型の拡張問題である. 不変擬準同型の前にまず不変

準同型の拡張問題, つまり G を群, N をその正規部分群とし, N 上の G 不変準同型で

あって G上に準同型として拡張できないものが存在するか, を考える. つまり, 包含写像

i : N → Gの誘導する写像 i∗ : H1(G;R)→ H1(N ;R)G が全射かどうか考える. この問題

については群コホモロジーの五項完全列が完全な解答を与える.

定理 3 (群コホモロジーの五項完全列). 1→ N
i−→ G

p−→ Γ→ 1を群の完全列とする. こ

のとき, 次の完全列が存在する:

0→ H1(Γ;R) p∗−→ H1(G;R) i∗−→ H1(N ;R)G d2−→ H2(Γ;R) p∗−→ H2(G;R).

この五項完全列により, 写像 i∗ : H1(G;R) → H1(N ;R)G が全射であることと写像
p∗ : H2(Γ;R) → H2(G;R) が単射であることが同値である. したがって, 例えば商群

Γ = G/N の 2次コホモロジーが消滅するとき, N 上の G不変準同型は常に G上の準同

型に拡張可能である.

不変擬準同型の拡張問題に戻る. 擬準同型の空間の完全列として次のものは知られて

いた.

命題 3 ([Cal09, Remark 2.90]). 1→ N
i−→ G

p−→ Γ→ 1を群の完全列とする. このとき,

次の完全列が存在する:

0→ Q(Γ)
p∗−→ Q(G)

i∗−→ Q(N)G.
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この完全列のままだと, 不変擬準同型の拡張問題にうまく適用できない (i∗ の全射性の

議論ができない). そこで, この完全列を延長するような以下の完全列を [KKM+21]で与

えた.

定理 4 ([KKM+21], 相対コホモロジーの五項完全列). 1 → N
i−→ G

p−→ Γ → 1を群の完

全列とする. このとき, 次の完全列が存在する:

0→ Q(Γ)
p∗−→ Q(G)

i∗−→ Q(N)G
d2−→ H2

/b(Γ;R)
p∗−→ H2

/b(G;R).

また, 次の図式は可換である:

0 // H1(Γ;R) //

��

H1(G;R) //

��

H1(N ;R)G //

��

H2(Γ;R) //

��

H2(G;R)

��
0 // Q(Γ) // Q(G) // Q(N)G // H2

/b(Γ;R) // H2
/b(G;R).

この完全列により, Q(G)→ Q(N)G が全射 (つまり不変擬準同型が常に拡張可能)なこ

とと H2
/b(Γ;R)→ H2

/b(G;R)が単射なことが同値である.

Remark 1. 例えば Γ が有限群のときや, 切断 Γ → G が存在するときは H2
/b(Γ;R) →

H2
/b(G;R) が単射となり, 不変擬準同型は常に拡張可能である. これらの事実はそれぞ

れ [Ish14], [Sht16] で直接示されている. また, 拡張可能性のためのこれらの充分条件は

「G→ Γが virtually splitする」という条件にまで一般化されている [KKMM20].

また, 上可換図式で diagram chasingをすることにより, 次を示すことができる.

系 1 ([KKM+21]). Γが boundedly 3-acyclicとする. このとき, 拡張不可能不変擬準同型

の空間 Q(N)G
/(

H1(N ;R)G + i∗Q(G)
)
は

Im
(
p∗ : H2(Γ;R)→ H2(G;R)

)
∩ Im

(
cG : H

2
b(G;R)→ H2(G;R)

)
と同型である.

Γが boundedly 3-acyclicであるという仮定により, 写像 H2(Γ;R)→ H2
/b(Γ;R)が同型

となる. 系 1の同型は, 上の可換図式上で Q(N)Gから H2(G;R)へ写像を右上右と辿った
写像から誘導される.

系 1により, N 上の不変擬準同型の拡張問題を Gや Γの群コホモロジーおよび有界コ

ホモロジーの問題に帰着することができる. 系 1から定理 1が直ちに導かれる.

定理 2の証明の概略 (i)は系 1と自由群の 2次コホモロジーが自明なことから従う. (ii)

と (iii) は, 系 1, 双曲群に対し比較写像 cG : H
2
b(G;R) → H2(G;R) が全射なこと, そし

て写像 p∗ : H2(Γ;R) → H2(G;R) がそれぞれのケースでともに全射となることから従
う.
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4 円周への作用と不変擬準同型

以下, 曲面群と書いたら種数 g ≥ 2 の閉曲面の基本群を指し, Gg で表す. 定理 2 の

(ii) により, 曲面群の交換子部分群 G′
g 上の不変擬準同型で Gg に拡張出来ないものは,

H1(G′
g;R)Gg + i∗Q(Gg)の差を除いて一意に定まる. この一意に存在する不変擬準同型の

ある程度具体的な記述を [MMM22]で与えた.

アイデアを述べる. 曲面群の Homeo+(S
1) への表現 ρ : Gg → Homeo+(S

1) を一

つとる. このとき, 中心拡大 0 → Z → Hõmeo+(S
1) → Homeo+(S

1) → 1 のオイ

ラー類 e の引き戻し ρ∗e ∈ H2(Gg;Z) が非零であるようにとる (例えば Fuchsian 表現

Gg → PSL(2,R) ⊂ Homeo+(S
1) などをとる). 交換子部分群 G′

g は自由群であり, 2 次

コホモロジーが自明である. とくに包含写像 i : G′
g → Gg によるオイラー類の引き戻し

i∗ρ∗eは 0である. このことと命題 1を合わせると, 以下の可換図式を得る:

G′
g

ρ̃ //

i
��

Hõmeo+(S
1)

��
Gg

ρ // Homeo+(S
1).

Hõmeo+(S
1) 上には Poincaré translation number τ が存在するので, それを ρ̃ で引

き戻すことで G′
g 上に擬準同型を得ることができる. 一方, ρ∗e は非零なことから

ρ : Gg → Homeo+(S
1)の持ち上げ Gg → Hõmeo+(S

1)が存在せず, 故に Gg 上に同様の

方法で擬準同型を構成することはできない.

一般に Poincaré translation number τ の引き戻しは不変性を満たすとは限らない. そ

のため上の構成そのものでは不変擬準同型を構成できないが, 次を示すことができる.

命題 4 ([MMM22]). ρ, ρ̃を上のものとする. このとき, ある準同型 h ∈ H1(G′
g;R)が存在

して, ρ̃∗τ + hが拡張不可能 Gg 不変擬準同型となる.

命題 4の不変擬準同型を µρ(= ρ̃∗τ + h)とおく. この µρ は H1(G′
g;R)Gg の差を除いて

一意に定まる. この µρ について以下が成り立つ.

命題 5 ([MMM22]). 任意の g1, · · · , gn ∈ Gg, x1, · · · , xn ∈ G′
g に対し

µρ([g1, x1] · · · [gn, xn]) = −τ([ρ̃(g1), ρ̃(x1)] · · · [ρ̃(gn), ρ̃(xn)])

が成り立つ. ここで ρ̃(gi), ρ̃(xi) ∈ Hõmeo+(S
1) はそれぞれ ρ(gi), ρ(xi) ∈ Homeo+(S

1)

の持ち上げである.

定理 2 の (iii) の例についても, 同様の方法で拡張不可能不変擬準同型を構成する

ことができる. まず, 定理 2 の (iii) では 3 次元閉双曲写像トーラス X の基本群を

考えていた. X 上の taut foliation F を一つとると, universal circle 表現という表現
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ρ : π1(X) → Homeo+(S
1) が得られる *2. 曲面群のケースでの不変擬準同型の構成を

universal circle 表現に対して行えば, 定理 2の (iii)の例における不変擬準同型が得られ

る. とくに, taut foliation のオイラー類が非零のとき, 得られる不変擬準同型は拡張不可

能である. また以下の意味で, 写像トーラスの例における拡張不可能不変擬準同型は全て

上の構成で得られる.

定理 5 ([MMM22]). X を 3次元閉双曲写像トーラス, Gをその基本群, N をファイバー

の基本群の交換子部分群とする. X 上の taut foliation の universal circle 表現から構成

される不変擬準同型を µF とおく. このとき,

{µF | F は X 上の taut foliation}

は Q(N)G
/(

H1(N ;R)G + i∗Q(G)
)
を張る.

5 安定交換子長への応用

この章では, 拡張不可能不変擬準同型とその空間の, 安定交換子長への応用を紹介する.

Gの交換子部分群 G′ の元 xに対し, それを交換子の積として表すために必要な交換子

の最小数を xの交換子長 (commutator length)といい, clG(x)で表す. 交換子長は劣

加法性を満たすので, 極限

sclG(x) = lim
n→∞

clG(x
n)

n

が存在する. これを xの安定交換子長 (stable commutator length)という.

安定交換子長と擬準同型には以下の関係がある.

定理 6 ([Bav91], Bavard双対定理). Gを群とする. 任意の x ∈ [G,G]に対し

sclG(x) = sup
[µ]∈Q(G)/H1(G;R)

|µ(x)|
2D(µ)

が成り立つ. ここで Q(G) = H1(G;R)のときには右辺を 0とみなす.

N を Gの正規部分群とする. 群 Gの元 g と N の元 xに対し, [g, x] = gxg−1x−1 を混

合交換子 (mixed commutator)といい, 混合交換子により生成される群を [G,N ]で表

す. 元 y ∈ [G,N ]に対し, y を積の形で表すために必要な混合交換子の最小数を clG,N(y)

で表し, y の混合交換子長 (mixed commutator length)という. 混合交換子長も劣加

法性を満たすので, その安定化

sclG,N(y) = lim
n→∞

clG,N(y
n)

n

*2余次元 1の foliation F が tautであるとは, 任意の葉 λに対し, F に横断的な円周で λと交わるものが存
在するときをいう. taut foliationや universal circle表現については [CD03], [Cal07]参照.
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が存在する. これを y の安定混合交換子長 (stable mixed commutator length) と

いう.

混合安定交換子長と不変擬準同型の間にも Bavard双対定理と同様の関係は成立する.

定理 7 ([KKMM20]). Gを群, N をその正規部分群とする. 任意の y ∈ [G,N ]に対し

sclG,N(x) = sup
[µ]∈Q(N)G/H1(N ;R)G

|µ(y)|
2D(µ)

が成り立つ. ここで Q(N)G = H1(N ;R)G のときには右辺を 0とみなす.

以上のことから, [G,N ]の元 y に対して安定交換子長と安定混合交換子長

sclG(y), sclG,N(y)

を考えることができる. 定義から不等式

sclG(y) ≤ sclG,N(y)

が成り立つ.

[KKM+21]において, これら二つの安定交換子長と拡張不可能不変擬準同型の空間の関

係を明らかにした.

定理 8 ([KKM+21]). Q(N)G
/(

H1(N ;R)G + i∗Q(G)
)
= 0のとき, ある C ≥ 1が存在し

て, 任意の y ∈ [G,N ]に対し

sclG(y) ≤ sclG,N(y) ≤ C · sclG(y)

が成り立つ. とくに sclG と sclG,N は [G,N ]上で双リプシッツ同値である.

例えばGが自由群でN がその交換子部分群のときQ(N)G
/(

H1(N ;R)G+i∗Q(G)
)
= 0

となる (定理 2)ので, 定理 8より sclG と sclG,N は [G,N ]上で双リプシッツ同値となる.

次に sclG と sclG,N は [G,N ] 上で双リプシッツ同値とならない例を考える. 定理 8 に

より, そのような組 (G,N)は Q(N)G
/(

H1(N ;R)G + i∗Q(G)
)
̸= 0を満たす必要がある.

先述のように Q(N)G
/(

H1(N ;R)G + i∗Q(G)
)
̸= 0となる最初の例は [KK22]で与えられ

ていた. その例は Gが種数 2以上の閉曲面のシンプレクティック微分同相群, N がハミ

ルトン微分同相群というものだったが, この場合には sclG と sclG,N が [G,N ]上で双リプ

シッツ同値とならないことも [KK22]で証明されている. Gが有限生成群の場合では, 例

えば定理 2の (ii)や (iii)が双リプシッツ同値とならない例の候補となる. これらの例で

もやはり双リプシッツ同値とならないことを [MMM22]で証明した.

定理 9 ([MMM22]). 以下の組 (G,N)について, sclG と sclG,N は [G,N ]上で双リプシッ

ツ同値とならない:

• Gが種数 2以上の閉曲面の基本群で N がその交換子部分群.
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• Gが 3次元閉双曲写像トーラスで N がファイバーの基本群の交換子部分群.

これらは, Gが有限生成群であって sclG と sclG,N が [G,N ]上で双リプシッツ同値とな

らないことの判明した初めての例である.
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曲面のスケイン代数と量子クラスター代数
湯淺 亘 (大阪公立大学数学研究所)∗

0. はじめに
本稿は g = sl3, sp4 に付随するスケイン代数と量子クラスター代数に関する石橋典氏（東北大
学）との共同研究 [IY21, IY22] について、スケイン代数の視点から解説したものである。まず
スケイン代数 S q

g,Σ と量子クラスター代数 A q
g,Σ の関係について sl2 の場合を例に解説して、そ

の一般化を sl3 や sp4 の場合に行う上での困難や、その困難をどのように回避するかを中心に
解説した。そのため [IY21, IY22] の内容の一部しか紹介できていないが、S q

g,Σ を A q
g,Σ の包

含関係を示す方針を理解してもらうことを目標として解説した。

1. 背景 : sl2 における Muller 氏の仕事
まず始めに、我々の研究の発端となる sl2 の場合における Muller [Mul16]の仕事を振り返ろう。
1.1. Muller の定理
sl2 に付随する曲面のスケイン代数は Kauffman bracket スケイン代数として、低次元トポロ
ジーにおいて広く知られている対象だと思う。その元は曲面上の結び目図式の Z[q±1]-係数の
線型結合であり、Kauffman bracket スケイン関係式

= q + q−1 , = −(q2 + q−2)

を満たす。これは曲面の内部の局所的な図を描いて関係式を表したものであり、関係式に描い
ていない部分の図は全て一致している。Muller は境界に指定点 M を持つ曲面 Σ を考え、指定
点に端点を持つタングルを元として含むような Zq = Z[q±1/2] 係数の Kauffman bracket スケ
イン代数 S q

sl2,Σ
(M) を定義した。M の 1 点 p に対してタングルの端点がいくつ刺さっていて

も良いが、p に刺さる端点の間には（同じ高さを持つことも許す）上下関係の情報が付加され
ている。この上下情報は、下にある端点ほど p から離して描くことで表す。さらに、S q

sl2,Σ
(M)

においては、上下が隣り合う端点についてスケイン関係式が定義されている:

q−
1
2 = = q

1
2 , = 0.

2 つタングルを表す図 D1 と D2 の積 D1D2 を D2 の上に D1 を重ねた図で定義し、その積を
Zq 上線形に拡張することで S q

sl2,Σ
(M) における積を定める。Muller はこのようなスケイン代

数 Ssl2,Σ を定義し、その分数体 FracS q
sl2,Σ

(M) の中に量子クラスター代数 A q
sl2,Σ

を構成した。
量子クラスター代数 A q

sl2,Σ
はクラスター変数と呼ばれる M を結ぶ単純アークに対応する生

成元を持っており、境界孤に対応する可逆な frozen 変数とそれ以外の unfrozen 変数が存在
する。クラスター変数全体の集合はクラスターと呼ばれる q-可換なクラスター変数の部分集合
によって覆われている。このクラスターは頂点をそのクラスターで含まれるクラスター変数で
ラベル付けしたクイバーを用いて表すことができる。また、このクイバーの unfrozen 変数に
対応する各頂点に対して変異と呼ばれる操作で別のクイバーを得ることができる。この変異に

本研究は科研費（課題番号：JP19K14528）の助成を受けたものである。
キーワード：スケイン代数, 量子クラスター代数

∗ e-mail: wyuasa@kurims.kyoto-u.ac.jp
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よってクラスターは別のクラスターと移り合い、それらのクラスター変数の間にはクイバーを
用いて計算される量子交換関係式 1が成立する。Asl2,Σ の場合は、理想三角形分割とクイバー
が一対一対応しており、フリップが変異に対応している。

A1

A2

A3

A4

A5
A1

A2

A3

A4

A′
5

交換関係式
A5A

′
5 = A1A3 +A2A4

変異

また、全てのクラスターにおいてクラスター変数の Laurent 多項式として表される元のなす
FracS q

sl2,Σ
(M) の Zq-部分代数を量子 upper クラスター代数とよび　U q

sl2,Σ
で表す。A q

sl2,Σ
⊂

U q
sl2,Σ

であることは量子 Laurent 現象 (Berenstein–Zelevinsky [BZ05])により知られている。
このとき、Muller は次を証明した。

Theorem 1.1 (Muller [Mul16]). Σ を連結で境界に指定点 M を持つ向き付け可能曲面とす
る。 #M ≥ 2 のとき、A q

sl2,Σ
= S q

sl2,Σ
(M)[∂−1] = U q

sl2,Σ
が成り立つ。

ここで、S q
sl2,Σ

(M)[∂−1] は境界弧に対応する積閉集合（Ore 集合）で局所化したスケイン代
数であり、frozen 変数が可逆であることからこのような局所化を考える必要がある。
1.2. 四角形における対応
量子（upper）クラスター代数については何も説明しないが、上の同型を通して四角形 Q （ 4

点の指定点を境界にもつ円盤）の場合に Asl2,Q
∼= Ssl2,Q[∂

−1] による同一視を通してクラス
ター代数の構造を見てみよう。まず、クラスター変数は M の 2 点を結ぶ単純アークになるの
で e1 = , e2 = , e3 = , e4 = , e5 = , e′5 = の 6 つになる。ここ
で、e1, e2, e3, e4 は frozen 変数に対応するので可逆な元である。クラスターは理想三角形分割
に対応するので、C = {e1, e2, e3, e4, e5} と C′ = {e1, e2, e3, e4, e′5} の 2 つである。同じクラス
ターに入っている元が q-可換であることも指定点におけるスケイン関係式からすぐに分かる。
そしてこの 2 つの理想三角形分割はフリップで移りあう。このフリップに対応する変異におけ
る量子交換関係式はスケイン関係式 e5e

′
5 = qe1e3 + q−1e2e4 となる。このように、量子交換関

係式は unfrozen 変数をひとつ Ai から A′i に取り替える関係式で AiA
′
i = q•X + q•Y (X,Y は

共通のどちらにも含まれるクラスター変数の単項式) という形になっている。また、この関係
式から e′5 = qe1e3/e5 + q−1e2e4/e5 と FracS q

sl2,Σ
(M) の中で Laurent 多項式で書けることか

ら e′5 ∈ Usl2,Σ も簡単に見ることができる。しかし、一般の曲面（または g）においてはクラス
ター C に含まれるクラスター変数を C′ に含まれるクラスター変数で展開するときは、複数回の
変異を経由するので、任意のクラスター変数が Laurent 展開できるか（つまり、量子 Laurent
現象 A q

g,Σ ⊂ U q
g,Σ）は明らかではない。

1.3. Muller の手法
ここでは Muller が論文 [Mul16] で A q

sl2,Σ
= S q

sl2,Σ
(M)[∂−1] = U q

sl2,Σ
を証明する際に用いた方

法を簡単に紹介して、それが sl2 における特殊な状況を用いていることを理解してもらう。そ

1正確には q の冪を定める compatibility 行列の情報も必要である。ここで述べているのは正確な定義ではなくス
ケイン代数から簡単に見ることができる量子クラスター代数のいくつかの構造を述べているだけなので、正確な
定義は [BZ05] などを参照していただきたい。
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して、我々の g = sl3, sp4 におけるクラスプ付きスケイン代数と量子クラスター代数の比較に
用いた新しい手法の説明へと移りたい。Muller の証明は次の手順で行われる。

(Ore 整域) まずMuller は単純アークが零因子でないことを示すことで、S q
sl2,Σ

(M) が Ore 整
域であることを証明 2している。よって　S q

sl2,Σ
(M) ⊂ FracS q

sl2,Σ
(M) が分かる。

(A q ⊂ S q) 次に、クラスター変数を対応する単純アークが表すスケイン代数の元に送ること
で A q

sl2,Σ
⊂ S q

sl2,Σ
(M)[∂−1] を示した。

(S q ⊂ U q) 任意のタングルが任意の理想三角形分割 ∆ に付随するクラスターで Laurent 展
開できることを示す。これは任意のタングルが理想三角形分割の単純アークを十分たく
さん掛けることで理想三角形分割と横断的に交わらないタングルの線形和になることか
らわかる。実際、スケイン関係式 = q + q−1 により、理想三

角形分割とタングルとの横断的な交差を減らすことができる。これは単なるスケイン関
係式であるが我々は cutting trick と呼び g = sl3, sp4 の場合も同様の手法を用いる。

(A q = U q) Muller は [Mul14] で量子化されていないクラスター代数が “locally acyclic” なと
きに upper クラスター代数と一致するということを証明している。この定理の量子化版
を証明して A q

sl2,Σ
が条件を満たすことを確認し U q

sl2,Σ
との一致を示した。

以上の手順により

A q
sl2,Σ

⊂ S q
sl2,Σ

(M)[∂−1] ⊂ U q
sl2,Σ

⊂ FracS q
sl2,Σ

(M) かつ A q
sl2,Σ

= U q
sl2,Σ

が示されたので、はさみうちにより A q
sl2,Σ

= S q
sl2,Σ

(M)[∂−1] = U q
sl2,Σ

がわかる。
我々の目標は、Theorem 1.1 を sl2 以外の単純リー代数 g について拡張することである。し
かし、Muller の方法をそのまま適用しようとしても特に (A q ⊂ S q) や (A q = U q)　の手順
で困難が生じる。これらの手順においては sl2 におけるクラスターが理想三角形分割と一対一
対応しているという事実が重要となっているが、一般の g についてはそうでない。実際に本稿
で扱う g = sl3, sp4 においても、理想三角形分割に対応していないクラスターが存在しているだ
けでなく、理想三角形分割に付随するクラスターにおいても弧に対応するクラスター変数以外
に三角形（面）に対応するクラスター変数が存在する。このような理想三角形分割の面に付随
するクラスター変数がどのようなスケインの元で表されるかという問題も自明ではない。しか
し、我々は sticking trickと呼んでいる手法で [Mul16]とは逆の包含関係 S q

g,Σ(M)[∂−1] ⊂ A q
g,Σ

を g = sl3, sp4 の場合に証明した。
次の節では、[IY21, IY22] で得られたクラスプ付きスケイン代数（sl2 の場合は Muller のス

ケイン代数）と量子クラスター代数の包含関係を [IYprep] で取り扱ったステイト付きスケイン
代数との対応も込めてまとめる。

2この命題は量子クラスター代数との比較からは少し話題がずれたスケイン代数の代数的性質の証明となる。とて
も大切なことではあるが、今の目的を考えるとその証明は脇道に逸れてしまうので解説はしない。 g = sl3, sp4
のときも Muller とは違う手法ではあるがステイト付きスケイン代数を使う少し脇道に逸れる形で証明を行なっ
ている。
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2. 結果と手法
我々の論文 [IY21, IY22, IYprep] における目標は、指定点の集合 M を境界に持つ曲面 Σ を舞
台として異なる立場（低次元トポロジー・表現論や組み合わせ論・幾何）から定義された代数
たちの関係を明らかにすることである。そして、それぞれの分野における問題を翻訳すること
で, それぞれの代数の特徴を生かして問題解決に繋げたいと考えている。g = sl3, sp4 として、
次の代数たちが登場する:　

S q
g,Σ(M) : クラスプ付き 3スケイン代数

S q
g,Σ(B) : ステイト付きスケイン代数 (B は境界弧、つまり ∂Σ \M の連結成分の集合）
A q

g,Σ : 量子クラスター代数
U q

g,Σ : 量子upperクラスター代数
O(AG,Σ) : 飾り付き捻れ G-局所系全体のなすモジュライ空間 AG,Σ の正則関数のなす環

クラスプ付きスケイン代数やステイト付きスケイン代数の元は、ウェブと呼ばれる曲面上の
1 価頂点と 3 価頂点と交差を持つグラフの線形結合で表される。ウェブの各辺は g の基本表現
で色が付けられており, 3 価頂点においてこれらの色付けはある条件を満たしている。Section 1
で sl2 の場合（この場合 3 価頂点はなかった） に見たように、クラスプ付きスケイン代数は
ウェブの 1 価頂点（端点）が全て境界の指定点に刺さっており、それらは elevation の情報を
持っていた。一方で、ステイト付きスケイン代数では 1 価頂点が向き付けられた境界弧上の異
なる点に刺さっており、それらはステイトと呼ばれる集合 Λ の元でラベルが付けられている。
例えば、[BW11, Lê18] で定義された sl2 の場合には、Λ = {1, 2} で向き付けられた境界弧にお
けるスケイン関係式は次のようになる。

i j

= Uij where (Uij) =

(
0 −A− 5

2

A− 1
2 0

)
, = A

1
2

1 2

−A
5
2

2 1

sl3 の場合は Higgins [Hig20] で、より一般に sln の場合は Lê–Sikora [LS22] で、 sp4 の場合
は [IYprep] でステイト付きスケイン代数が定義されている。
飾り付き捻れ G-局所系全体のなすモジュライ空間 AG,Σ [FG06, Le19, GS19] の有理関数

体の中にクラスター代数 Ag,Σ が構成できることが知られている。さらに、指定点周りで　 “
飾り” に条件を加えた開部分スタック A×G,Σ 上の正則関数のなす環を O(A×G,Σ) としたとき、
Ag,Σ = Ug,Σ = O(A×G,Σ) となることが Ishibahi–Oya–Shen [IOS22] によって証明されている。
2.1. 主結果
Theorem 2.1 ([IY21, IY22]). g = sl3, sp4 とする。#M ≥ 2 のとき、

S q
g,Σ(M)[∂−1] ⊂ A q

g,Σ ⊂ U q
g,Σ ⊂ FracS q

g,Σ(M)

が成り立つ。

3なぜクラスプ付きスケイン代数と呼んでいるかというと、境界の指定点における関係式が Kuperberg [Kup96] に
よって定義された external claspにおける関係式に対応しているからである。この external claspは Jones-Wenzl
射影子と同様、基本表現のテンソル積から既約表現への射影子に対応している。
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Theorem 2.2 (state-clasp 対応 [IYprep]). g = sl3, sp4 とする。このとき、ウェブを境界
付近で変形させることで構成される代数準同型写像 SM→B : S q

g,Σ(M)[∂−1] → S q
g,Σ(B)rd と

SB→M : S q
g,Σ(B)rd → S q

g,Σ(M)[∂−1] が存在し、互いに逆写像となる。ここで S q
g,Σ(B)rd　はス

テイト付きスケイン代数を “bad arcs” のなすイデアルで割って得られる被約ステイト付きスケ
イン代数 4である。
さらに、q = 1 において Wilson line の行列要素にステイト付きのアークを対応させること

で準同型写像 O(A×G,Σ) → S 1
g,Σ(B)rd が作れる。また [IOS22] の結果 Ag,Σ = Ug,Σ = O(A×G,Σ)

を併せることで次の同型が得られる。
Theorem 2.3 ([IYprep]). g = sl3, sp4 とする。#M ≥ 2 のとき、

O(A×G,Σ)
∼= S 1

g,Σ(B)rd ∼= S 1
g,Σ(M)[∂−1] = Ag,Σ = Ug,Σ

が成り立つ。
2.2. S q ⊂ A q の証明方法
g = sl3, sp4 において Theorem 2.1 の包含関係を構成するレシピは以下のようになる。さ
らに、この他の単純リー代数に対しても同様の指針で証明が進められると考えている。以後
は、ステイト付きスケイン代数については取り扱わないのでクラスプ付きスケイン代数を単に
S q

g,Σ = S q
g,Σ(M) と書く。

手順 1. 境界に指定点を持つ曲面 Σ = (Σ,M) に対して、M におけるスケイン関係式を定義し
て、クラスプ付きスケイン代数 S q

g,Σ を定義する。そして、Ore 整域であることを示す。

手順 2. A q
g,Σ をクラスプ付きスケイン代数の分数体 FracS q

g,Σ の中に構成する。

(i) 三角形 T において A q
g,T の各クラスターに対応するウェブの集合（q-可換なウェブ

の集合たちで量子交換関係を満たすもの）を探す。クラスターに対応するウェブの
集合をウェブクラスターと呼ぶ。各ウェブクラスターは “decorate” された T に対
応している。

(ii) Σ の decorated 理想三角形分割 ∆ に付随するウェブクラスターは各理想三角形に
対して　 (i) で見つけたウェブクラスターを集めることで Σ の　∆ に付随するウェ
ブクラスターが構成できる。

(iii) decorated 理想三角形分割のフリップを実現する変異列が存在するので、対応する
ウェブクラスターの列を特定し、量子交換関係がスケイン関係式で実現できること
を示す。（sl2 のときは一回の変異でフリップが実現できた。）

(iv) decorated理想三角形分割に付随するクラスターと隣接するクラスターをウェブクラ
スターとして実現すると、[BZ05, Theorem 5.1] によって A q

g,Σ ⊂ U q
g,Σ ⊂ FracS q

g,Σ

が分かる。

手順 3. 境界弧に沿うウェブで局所化したクラスプ付きスケイン代数 S q
g,Σ[∂

−1] の単純な生成
元を “stiking trick” によって構成して、これらの生成元が上で特定したウェブクラスター
のどれかに含まれることを確かめる。

4 sl3 の被約ステイト付きスケイン代数 [Hig20] では定義されておらず [IYprep] で定義している。
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次節以降では、クラスプ付きスケイン代数について紹介して、手順 2. における decorated
理想三角形分割に付随するウェブクラスターの紹介と、手順 3. において重要となるクラスプ
付きスケイン代数の生成元について sp4 の場合を例として解説する。もう一度、これまで説明
したスケイン代数とクラスター代数の関係をまとめると次のようになる。

S q
g,Σ(B)rd S q

g,Σ(M)[∂−1] A q
g,Σ U q

g,Σ FracS q
g,Σ(M)

∼=

state-clasp
対応

sticking
trick

Laurent
現象

3. スケイン関係式と sticking trick

3.1. スケイン関係式
まず g = sl3, sp4 に関するスケイン関係式について紹介する。sl2 の場合は、Section 1 で紹介
したように Muller [Mul16] が Kauffman bracket スケイン関係式を境界の指定点において拡
張した。Kuperberg [Kup94, Kup96] によって rank 2 の単純リー代数 sl3, sp4, g2

5 に対応す
るウェブが導入され、内部におけるスケイン関係式が定義された。sl3 のウェブは各辺が向き
付けられており、 3 価頂点は sink もしくは、source となっている。境界の指定点に
おけるスケイン関係式は [FS20] 6で定義されている。sp4 のウェブは各辺が　 type 1 (一重線)
と type 2　（二重線） の二種類で、 3 価頂点は となっている。その境界の指定点におけ
るスケイン関係式は [IY22] において定義している。紙面の都合上、スケイン関係式を載せる
ことができなかったので [IY21, IY22] を参照していただきたい。基本的にこれら境界の指定
点におけるスケイン関係式は、内部のスケイン関係式と指定点におけるライデマイスター変形

を要請することで自然に導かれる。
3.2. cutting trick と sticking trick

ここで、sp4 の場合を例にとってスケイン関係式から導かれる 2つの公式を紹介する。一つは
cutting trick と我々が呼んでいるものである。
Lemma 3.1 (cutting trick).

= q2 + q + q−1 + q−2

= q4 + q2 + [2] + q−2 + q−4

この公式は Section 1 の (S q ⊂ U q) で紹介したウェブを理想三角形分割に沿って切る公式
である。今回は説明しないが、sl3 や sp4 の場合もウェブを Laurent 展開する際に用いる。さ
らに、全ての係数が正であることを用いて “elevation-preserving” というクラスのウェブが正
係数を持つ Laurent 多項式として展開できることを証明した。これはクラスター代数における
Laurent 正値性予想という予想に関係する結果である。
もう一つは sticking trick と呼んでいるウェブを境界に貼り付けて細かく分割していくた

めの公式である。

5 g2 のスケイン関係式には誤りがあるが Yonezawa–Sakamoto [?] で修正されている。
6 [FS20]においてウェブの端点は境界弧に刺さっているが、これは描き方が似ているだけでステイト付きスケイン
代数とは異なる。我々のウェブの記法における elevation が低い端点から順にずらして境界弧に並べて描いたも
のが [FS20] のウェブである。
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Lemma 3.2 (sticking trick).

= q − q2 + q3 − q4 ,

= q2 − q4 + q4[2] − q4 + q7 .

この公式は Sg,Σ の生成元の議論に用いる重要な公式である。

4. ウェブクラスターの例 : sp4 の場合
この節では sp4 の場合を例にとって、decorated 理想三角形に付随するウェブクラスターや、
フリップを実現するウェブクラスターの列を紹介する。
4.1. 三角形の例 ∗

+

∗−

∗+

∗
−

∗+

∗−
sp4 の場合、理想三角形の decoration は角の指定と符号 {±}
の選び方から 6 種類ある。それぞれの decorated 理想三角形
分割にクラスターが対応しており、各クラスターには、各辺に
2 個ずつの frozen 変数と面に 2 個の unfrozen 変数、合計 8

個のクラスター変数が含まれている。変異は unfrozen 変数に
対応して行われ、変異で移り合うクラスター同士を線で結ぶと
右図のような長さ 6 のサイクルを持つグラフになる。よって
三角形 T の場合は sl2 の場合と同様に全てのクラスター変数に対応するウェブを特定すること
で A q

sp4,T
⊂ S q

sp4,T
[∂−1] が分かる。実際に、これら 6 種類の decorated 理想三角形分割に対応

するウェブクラスターは
∗
+ =

{
,

}
∪∂ と

∗
− =

{
,

}
∪∂

で与えられる。ここで ∂ は境界弧に沿う type 1 と type 2 のウェブの集合である。実際に線で
繋がっているウェブクラスター同士はあるウェブ e を e′ に取り替えることで移り合うことが
簡単に確認できる。そして、これらのウェブの積 ee′ が満たすスケイン関係式とクイバーから
計算される量子交換関係式の一致も確認できる。
一方で、S q

sp4,T
の基底をなすウェブは具体的に図で描くことができる。このウェブたちを上

記のウェブクラスターに含まれるウェブの積として書くことで S q
sp4,T

[∂−1] ⊂ Asp4,T 示せる。
以上より、S q

sp4,T
[∂−1] = Asp4,T を得る。

4.2. 四角形の例
四角形の場合、各クラスターは frozen 変数を 12 個（各辺に 2 個ずつ）と unfrozen 変数を 6

個持つ。三角形の場合と異なり、decorated 理想三角形分割に付随するクラスター以外にもク
ラスターが存在して、さらにクラスター変数全体は無限個となる。よって、全てのクラスター
変数にウェブを対応させることは難しいが decorated 理想三角形分割に付随するクラスターを
何回か変異して得られるクラスターについては対応するウェブを見つけることも可能である。
例えば、Section 2.2 の手順 2.で必要となる decorated 理想三角形分割 +

−∗ ∗ と +
− ∗∗ を繋

ぐ変異列に対応すウェブクラスター（境界孤のウェブは省略）には次のようなものがある。
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始めの矢印は 2 回、二番目の矢印は 4 回、最後の矢印は 2 回の変異を省略して書いている。各
ウェブクラスターは黄色に塗ったウェブでそれぞれ変異することで右のウェブクラスターへと
移る。また、これらのウェブクラスターに含まれるウェブが q-可換であることもスケイン関係
式を用いて簡単に確かめることができる。この他にも、[IY22] では無限個のウェブクラスター
からなる変異列を構成している。

5. クラスプ付きスケイン代数の生成元
Section 4 で四角形の場合に見たように、decorated 理想三角形分割に付随するウェブクラス
ターから出発して変異列を辿ることで現れるウェブは A q

g,Σ に含まれることがわかる。例えば、
sp4 の場合は Σ の任意の decorated 理想三角形に付随するウェブ以外に、Σ の理想四角形内に
含まれるウェブ などが Asp4,Σ に含まれることが確認できる。もし、この
ようなウェブたちがクラスプ付きスケイン代数を生成することが分かれば S q

g,Σ の任意の元が
A q

g,Σ に含まれていることがわかり S q
g,Σ[∂

−1] ⊂ A q
g,Σ が証明できる。この節では、このような

理想三角形や理想四角形に付随する “基本的”なウェブによる生成系を得る方法を解説する。こ
の節でも sp4 の場合を例にとって説明する。
5.1. 基底ウェブ
まず、S q

g,Σ の基底について紹介する。Kuperberg [Kup96] は rank 2 の単純リー代数 g に付
随する円盤上の（境界上に異なる端点を持つウェブからなる）スケイン加群に対してウェブの
囲む elliptic face を定義して、このような elliptic face を持たないウェブが基底となることを
証明した。このような elliptic face を持たないウェブを基底ウェブと呼ぶ。さらに、Sikora–
Westbury [SW07] はスケイン加群のように図の線形和でその元と関係式が表される加群に対
して基底を得る手法を発見した。これはスケイン加群における diamond lemma のようなもの
で、“複雑”なウェブを “単純”なウェブの線形和で置き換える reduction rules と呼ばれる規則た
ち（スケイン関係式の “左辺”を “右辺”に置き換える規則）が terminal と locally confluence と
いう条件を満たすと、どのような reduction rule の経路を辿ってウェブを簡単にしても一意的
に “既約”なウェブの線形和として表されるという定理である。その既約なウェブがスケイン加
群の基底（基底ウェブ）を与える。sp4　の場合は基底ウェブを得るために 4 価頂点

:= − 1

[2]
= − 1

[2]
.

を用いたウェブの表示が必要になる。これは Kuperberg [Kup96] によって導入されたものであ
る。我々はこの 4 価頂点を crossroad と呼び、右辺に現れるような内部にある type 2 の辺を
rung と呼ぶことにする。そして、crossroadを許す rungを持たないウェブを crossroadウェブ
と呼ぶ。任意のウェブはスケイン関係式で交差を持たないウェブに置き換えることができる。そ
して、任意の rung は　 crossroad に置き換えて消去することができる。このような reduction
rules を定義して、それらが “terminal” で “locally confluence” であることを確認して Ssp4,Σ

の基底ウェブを得た。7 Ssp4,Σ の基底ウェブは elliptic face と交差を持たない crossroad ウェブ
として定義される。elliptic face については詳しく述べないが、例えば　3 個以下の crossroad
を頂点としてもつウェブで囲まれる　Σ の内部にある面は elliptic face である。

7 sp4 のスケイン関係式や crossroad の定義を見てわかるように Ssp4,Σ の自然な係数は Zq[1/[2]] である。ここ
で得られる基底ウェブも Zq[1/[2]]-係数の加群として考えたときに得られる基底である。我々は [IY22] でこの基
底ウェブの Zq-span が部分代数 (Zq-形式と呼ぶ)となることを示し、この Zq-形式と元から自然に Zq 上で定義
されている Asp4,Σ との比較を行った。
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5.2. 下降ウェブによる生成系
次に、S q

sp4,Σ
の生成元について紹介する。曲面 Σ 上のに描かれた交差を持つループもしくは

M の 2 点を結ぶのアークで表されるウェブを考える。ループの場合はある基点から、アーク
の場合は端点から出発して任意の交点においてまず始めに上を通るような図で表されるウェブ
を下降ループや下降アークと呼ぶ。そして type 1 の下降ループや下降アーク γ に対して、M
の点と γ 上の点を結ぶ交点を持たない type 2 のアーク（脚と呼ぶ）をいくつか付けて得られ
るウェブを脚付き下降ループや脚付き下降アークと呼ぶことにする。このとき次の定理が成り
立つ。
Theorem 5.1. S q

sp4,Σ
は下降ループ、下降アーク、脚付き下降ループ、脚付き下降アークたち

によって生成される。ここで下降ループや下降アークは type 1、type 2 ともに考える。
証明方針は、任意のウェブ G に対して内部における交差の数と crossroad の個数の和で複雑

度 |G| を定義して、複雑度に関する帰納法で証明する。基底ウェブ G の始点を端点（端点が
なければ内部の適当な点）に取る。そして、その始点からウェブに沿って進んでいき crossroad
にぶつかるたびにスケイン関係式 = − v − v−1 によって自分の進む道
が overarc となるように crossroad を交差に置き換える。もし脚の生えた 3 価頂点にぶつかっ
たら、脚は無視してもう一方の type 1 の辺へと進む。このように G を変形していくことで G

から（脚付き）下降ループやアークを剥がすことができ、剥がした後に残ったウェブや上のス
ケイン関係式で出てくる余分な項は複雑度が小さくなる。このようにして帰納法で証明するこ
とができる。
5.3. Sticking trick

最後に、S q
sp4,Σ

[∂−1] の生成元について紹介する。S q
sp4,Σ

[∂−1] は境界孤で局所化されている
ので、境界孤に沿うウェブを分母に持つような Laurent 多項式も扱うことができる。よって、
S q

sp4,Σ
で見た下降ウェブより単純なウェブで生成元を記述することができるが期待される。具

体的にこの単純な生成元が本節の始めに挙げた理想四角形に付随するウェブになることの証明
を紹介する。
まず、Theorem 3.2 (sticking trick) を思い出そう。この公式はウェブ上の 1 点と境界孤を

一つ選ぶことによって、ウェブをその点で分断し、分断された端点をその境界孤に “貼り付け
た” ウェブで記述できることを主張している。分断してできた端点の境界孤への貼り付け方は

のいずれかである。このような形をした境界孤の近傍にお
けるウェブをステイト付き端点 8と呼ぶことにする。
Theorem 5.2 ([IY22]). #M ≥ 2 のとき、S q

sp4,Σ
[∂−1] はステイト付き端点を持つ単純アーク

9で生成される。
ステイト付き端点を持つ単純アークは、本節の始めに述べた理想四角形内に含まれるクラス

ター変数に対応するウェブであるから、この定理から S q
sp4,Σ

[∂−1] ⊂ A q
sp4,Σ

がわかる。
以下では、sticking trick をどのようにして使ってこの定理を得るか解説する。Theorem 5.1

で下降ウェブによる生成系が得られているので、下降ウェブに対して sticking trick を適用して

8これらの境界孤に貼り付けられたウェブは satate-clasp 対応によって、左から順に 1, 2, 3, 4 のステイトを持つ
ステイト付きスケイン代数のウェブに対応している。

9 q = 1の場合 Theorem 2.3の同型を通して O(AG,Σ)が単純Wilson lineの行列要素で生成されるという [IOS22]
の定理に対応している。
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みよう。まず下降ループは sticking trick で始点を適当な境界孤に貼り付けることで脚付き下
降アークになる。よって、以下では脚付き下降アークのみを考えよう。まず脚付き下降アーク
の基点からスタートしてアークを下っていく。そして、脚にぶつかる手前で sticking trick を
適用すると次のようになる。

←−

= v − v2 + v3 − v4

= v3 − v3

そして、また進んでいき脚にぶつかる度に sticking trick でウェブを境界孤に貼り付けていく。
貼り付けたウェブの交差の上下関係と下降の向きが一致していることから、このような操作で
得られる展開はステイト付き端点を持つ下降アークの（Laurent）多項式であることがわかる。
よって、ステイト付き端点を持つ下降アークが自己交差を持たないステイト付き端点を持つ下
降アークで展開できることを証明すれば良い。自己交差の個数に関する帰納法と sticking trick
を用いて証明する。まず下降アークの始点からスタートして下っていくと、どこかでアークの

下を潜る交差に到達する。そこまでのアークの近傍を描くと、例えば のようになって
いる。ここで、交差の下を潜るアークに対して sticking trick を使うと、同じ境界孤にステイ
ト付き端点を二つ持つアークと、自己交差の減ったステイト付き端点も持つ下降アークの積を
項に持つ多項式となる。同じ境界孤にステイト付き端点を持つアークはステイト付き端点の部
分で交差を持つかもしれないが、（#M ≥ 2 という条件より）別の境界孤が存在するのでアー
クの中点をその境界孤に sticking trick でさらに貼り付けることで自己交差を持たないステイ
ト付き端点を持つアークに展開できる。
このように、何度も sticking trick を用いることでステイト付き端点を持つ単純アークによっ

て S q
sp4,Σ

が生成されることが証明できる。ちなみに、q = 1 の時は交差の上下を気にしないで
いいので下降ウェブによる生成系を通さなくてもよい。基底ウェブの全ての辺を sticking trick
で境界孤に貼り付けることで証明ができる。
5.4. sl3 の場合
sl3 の場合も sp4 で説明したのと全く同様の手順で証明することができる。つまり、基底ウェ
ブから下降ウェブによる生成元を得て、その生成元を sticking trick で境界孤に貼り付けるこ
とによって理想四角形の中のステイト付き端点

を持つ単純アークで生成することが証明できる。

6. Fomin–Pylyavskyy [FP16] の予想
これまで説明したようにクラスプ付きスケイン代数と量子クラスター代数の包含関係 S q

g,Σ ⊂
Ag,Σ を g = sl3, sp4 で証明することができた。一方で、sl2 の場合はすでに全てのクラスター
変数が M を結ぶ単純アークに対応していることが知られている。同様に、g = sl3, sp4　の場
合にもどのようなウェブがクラスター変数に対応しているのかという自然な問題が思いつく。
この問題は q = 1 の場合に sl3 で　Fomin–Pylyavskyy [FP16]　によって多くの具体例の計算
ととも tree の形をしたウェブがクラスター変数に対応しているという予想を立てている。そし
て、我々も sp4 の場合に tree-type というウェブを定義して、同様の予想を立てているが今の
ところ成立するかどうか全くわからない。しかし、これまで計算で得ているクラスター変数に
対応するウェブは全て tree-type となっている。
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TOPOLOGICAL COMPLEXITY OF KHALIMSKY CIRCLE

吉瀬流星（九州大学）

1. はじめに

有限集合上の位相空間を finite spaceという. 一般の finite spaceは discreteではなく, そ
れらのトポロジーにはホモトピー論的に興味深いものがある. 例えば, McCordは単体複
体に対し, 弱ホモトピー同値な finite space が存在することを証明した [McC66]. 他にも,
Cianci, Ottinaは [CO16]でホモトピー群が全て自明だが可縮でない最小の finite spaceを発
見している.

finite spaceは有限集合上の位相空間であるため, そのホモトピー的性質の多くは組み合
わせ的に記述することができ, finite spaceは組み合わせ論とトポロジーを結ぶ重要な数学
的対象として研究されている [BM08, FMP16]. finite spcaeのホモトピー論を通じて, トポ
ロジーや代数の未解決問題へのアプローチをしようとしている研究もある [CM13, Bar11].
本講演では,位相的複雑さ（topological complexity）というホモトピー不変量を finite space

に関して調べる. 具体的には, [Tan18]の中で田中氏によって点が少ないケースにおいて部
分的に調べられていた Khalimsky circleの位相的複雑さを, 全てのケースで決定し, 結果と
して, 田中氏が挙げた finite spaceの位相的複雑さに関する予想が成り立つことを述べる.

2. finite space

この章では, finite spaceの基本的な性質について説明する.

2.1. finite spaceと半順序集合. まず Alexandroffによって与えられた finite spaceと順序集
合の関係について紹介しよう. X を finite spaceとする. finite space X 上の点 xに対し,

Ux =
∩

{U | Uは xの開近傍}

とする. X は finite spaceなので, Uxもまた開集合であることに注意しておく.
次に P (X)を次の関係を持つ集合 X として定義する.

x ≤ y ⇐⇒ Ux ⊂ Uy
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ここで, Ux = Uy ならば x = y であることは一般には成り立たないため, P (X)は反対称律

を満たさない. しかし, 同値関係 x ∼ yを

x ∼ y ⇐⇒ x ≤ y, y ≤ x

と定めることで, 次が成り立つ.

命題 2.1. 商写像 q : X → X/∼ はホモトピー同値写像である.

このとき, 商空間 X/∼は T0-空間である. よって, finite spaceのホモトピー論を考える
上では, finite T0-spaceを対象にすれば十分であることが分かる. 以降, finite spaceは finite
T0-spaceの場合のみを考えることとしよう. Alexandroffは次の定理を証明した.

定理 2.2 ([Ale37]). 次は圏同値である.

P : {finite T0-spaces} → {finite partial order sets}

ここで注目すべき点は, P は関手になっていて, 射に対しても対応があるということであ
る. 実際, finite spacesの間の連続写像 f に対して, P (f)は順序を保つ写像になっているこ

とが確かめられる.

2.2. finite spaceと単体複体. finite T0-spaceに対し, 半順序の構造が入ることがわかった.
一方, 半順序集合 P0 から (抽象)単体複体 ∆(P0)を構成できる. 半順序 P0 に対し, n + 1個

からなる部分全順序集合 x0 < x1 < . . . xnを n単体とみなせばよい.
そうすると, finite T0-spaceから単体複体への関手 Kが P と ∆の合成によって得られる.

K = ∆ ◦ P : {finite T0-spaces} → {simplicial complexes}

例 2.3 (4点からなる Khalimsky circle). S1
2 = {a1, a2, b1, b2}とする. 左図の各円に囲まれる

部分集合族を開基底とすることで, S1
2上の位相を定める.

a1 a2

b1

b2

S1
2

a1 a2

b1

b2

K(S1
2)
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McCordはこの finite spaceと単体複体との関係について, 次の定理を示した.

定理 2.4 ([McC66]). finite T0-space X に対して, 弱ホモトピー同値写像

µX : |K(X)| → X

が存在する. つまり µX∗ : π∗(|K(X)|)
∼=→ π∗(X)が同型となる.

例 2.5. 例 2.3の S1
2は, |K(S1

2)| = S1である. よって, S1
2は S1と弱ホモトピー同値である.

3. 位相的複雑さ

3.1. 位相的複雑さの定義. 位相的複雑さは Farberによってロボットの経路計画アルゴリズ
ムの設計に関連したホモトピー不変量として定義された [Far03].

定義 3.1. X を位相空間とする. X の位相的複雑さは次のように定義される:

TC(X) = min{n | X×X = U0 ∪ U1 ∪ . . . ∪ Un s.t. 各開集合 Uiは πの局所的切断をもつ}

ただし, π : X [0,1] → X ×X; ℓ 7→ (ℓ(0), ℓ(1)).

特に, 位相的複雑さが 0のときは, 次の意味で “単純な”空間になっている.

命題 3.2. 位相空間 X に対し, TC(X) = 0 ⇐⇒ X は可縮.

位相的複雑さは, 次の LSカテゴリーと深い関係がある.

定義 3.3. X を位相空間とする. X の LSカテゴリーは次のように定義される:

cat(X) = min{n | X = U0 ∪ U1 ∪ . . . ∪ Un s.t. 各開集合 Ui ↪→ X は null-homotopic}

定理 3.4 ([Far03]). 位相空間 X に対して次が成り立つ.

0 ≤ cat(X) ≤ TC(X) ≤ cat(X ×X) ≤ (cat(X) + 1)2 − 1.

さらに, X が正則空間ならば次が成り立つ.

cat(X ×X) ≤ 2 cat(X).

注意 3.5. finite space X が正則空間のとき, X は discreteとなるので, 一般の finite spaceの
位相的複雑さの評価には, 上方の不等式を使うしかない.
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3.2. 単体的複雑さ. 位相的複雑さは位相空間に対して定義されるが, 単体複体で類似のもの
を定義しようという試みがある. [Gon18]の中で導入された単体的複雑さについて説明しよ
う. それを見るためには, 次の定義で与えられる, 単体写像における “強いホモトピー”の概
念を用いる.

2つの単体写像 f, g : K → Lに対して,

• f ∼c g ⇐⇒
def

f = f0,∃f1,∃f2, . . . , ∃fn−1, fn = g s.t. ∀i,∀σ ∈ K, fi(σ) ∪ fi+1(σ) ∈ L

• f ∼ g ⇐⇒
def

f = f0,∃f1,∃f2, . . . , ∃fn−1, fn = g s.t. ∀i, fi ∼c fi+1

と定義する.
f ∼ g : K → Lのとき, 各単体の中でホモトピーを作っていくことで, それらの幾何学的

実現 |f |, |g| : |K| → |L|はホモトピックであることがわかる.

注意 3.6. X が CW複体や finite spaceの場合は, exponential lawを用いることで, 次の定義
に置き換えることができる.

TC(X) = min{n | X×X = U0∪U1∪. . .∪Un s.t. 各開集合 Uiに対し π1|Ui
, π2|Ui

はホモトピック}

ただし, πj : X ×X → X は第 j 成分への射影.

定義 3.7. 単体複体 K に対し, K の 0-単体的複雑さとは

SC0(K) = min{n | ∆(K×K) = L0 ∪ L1 ∪ . . . ∪ Ln s.t. 各部分複体 Liに対し, π1|Li ∼ π2|Li}

ただし ∆(K×K)はプリズム分解によって得られる複体であり, πj : ∆(K×K) → K は第 j

成分への射影.

注意 3.8. SC0(K)はプリズム分解の取り方に依存する可能性がある.

0 ≤ nに対して, K の n-単体的複雑さ SCn(K)が定義されているが, 全ての組み合わせを
確かめて n-単体的複雑さを計算するには, Sdn(∆(K×K))の部分複体による被覆のパターン

を考える必要があり, nが増えるに従って計算量が増大する. 一方で, K に対してある NK

が存在して, NK ≤ nならば SCn(K) = TC(|K|)となることが [Gon18]の中で示されている.

注意 3.9. ここでは紹介しないが, 単体的複雑さと別に, 単体複体に対する離散的位相複雑
さという量が [FTMVMV18]で導入されている.

3.3. finite spaceの位相的複雑さ. finite space X から, 単体複体 K(X)とその幾何学的実現

|K(X)|が与えられるが, それらの位相的複雑さには次のような大小関係がある.
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定理 3.10 ([Gon18]). X を finite spaceとする. 任意の 0 ≤ nに対し,

0 ≤ TC(|K(X)|) ≤ SCn(K(X)) ≤ TC(X).

CW複体や多様体などの位相的複雑さは, コホモロジーによるウエイトを計算して下か
ら評価する方法が知られているが, finite space X に関しては |K(X)|と X が弱ホモトピー

同値になるため, 定理 3.10より, TC(|K(X)|)がその評価になってしまう. よって, CW複体
や多様体などの位相的複雑さの研究で用いられている手法は, finite spaceには適用しにく
い. もちろん単体的複雑さや finite spaceの位相的複雑さは, 原理的には全ての組み合わせ
を網羅することで決定可能であるが, 点の数が増えるにしたがって, 計算量が膨大になり,
決定するのが困難になる. 事実, 位相的複雑さが決定されている finite spaceの例は, (今回
の Khalimsky circleの結果を除けば), 点の数が少ないいくつかの場合だけである.

4. Khalimsky circleとその位相的複雑さ

Khalimsky circle S1
nとは, S1と弱ホモトピー同値となる 2n個の点からなる finite spaceで

ある. Khalimskyはデジタルトポロジーの分野の中で, デジタル画像の位相的性質を調べる
ため, Z2 上のある位相構造を導入した [Kha87]. その位相空間 Z2 は Khalimsky Planeと呼
ばれており, S1

nはその上の Jordan曲線であることから, Khalimsky circleと呼ばれている.

定義 4.1. n ≥ 2に対し, Khalimsky circle S1
nは

S1
n = {a1, a2, . . . , an; b1, b2, . . . , bn},

で {{ai, bi, ai+1}}i∈Z/nZを準開基底として位相を定めたものである.

例 4.2. S1
2と S1

3の例を図で表す. 色のついた円で囲まれている集合が準開基底となる.

a1 a2

b1

b2

(a) S12

a1

a2a3

b1 b2

b3

(b) S13
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Khalimsky circleは可縮でない基本的な finite spaceの例であり, finite spaceの位相的複雑
さを考える中で, まず Khalimsky circleについて調べてみようと考えるのは自然である.
田中氏は [Tan18]の中で finite spaceに対する位相的複雑さを, 組み合わせ的な記述で与

え, 4点と, 6点からなる Khalimsky circleに対して, 位相的複雑さを決定した.

定理 4.3 ([Tan18]).

TC(S1
2) = 3,TC(S1

3) = 2.

しかし, n ≥ 4に関しての S1
nの位相的複雑さについては未解決な問題として残っていた.

円周 S1 については TC(S1) = 1が知られているので, π への局所的切断を持つような 2枚

の開集合からなる S1×S1の被覆が存在する. よって, nが大きい時には, S1の開集合を “近
似”するように S1

n の開集合を与えれば良さそうな気がするかもしれないが, 一般にこの方
法ではうまくはいかない. 田中氏は, すべての n ≥ 2について, TC(S1

2n) = 2となることを予

想していた.
私は n ≥ 4に関しての S1

n の位相的複雑さを決定するために, πへの局所的切断を持つよ
うな S1

n×S1
n の部分空間について考察をした. すると, Khalimsky circle間の写像のホモトピ

ー類を分類する次の補題が重要であることに気づいた.

補題 4.4. 2つの異なる写像

f, g : S1
m → S1

n,

が deg f = deg g > 0を満たしているとする. このとき,

f ≃ g ⇐⇒ m > n · deg f.

この補題 4.4は, Khalimsky circle間の写像のホモトピー類を分類するためには, 写像度だ
けでなく定義域の Khalimsky circleの点の個数が関係することを述べている.
補題 4.4を用いることで TC(S1

4) = 2を示すことができ, さらに補題 4.4から, 開被覆の目
星をつけ, すべての n ≥ 5に対し, π への局所的切断を持つような 2枚の開集合からなる

S1
n×S1

nの開被覆を発見した. （開被覆の具体的な形については講演の中で紹介する）
まとめると, 以下の結果になる.

定理 4.5. Khalimsky circle S1
n の位相的複雑さは次で与えられる:

TC(S1
n) =


3, n = 2,

2, n = 3, 4,

1, n ≥ 5.
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この結果は,

『位相的複雑さは, ホモトピー同値で不変だが, 弱ホモトピー同値で不変ではない』

ことがわかる１つの例となっている.
さらにこの定理 4.5の結果は, 次の田中氏の finite spaceの位相的複雑さに関する次の予想

の解決につながった.

予想 4.6 ([Tan18]). finite space X で TC(X) < cat(X×X)をみたすものが存在する.

5 ≤ nについて, Kandola[Kan18]の結果から cat(S1
n×S1

n) = 2である. 定理 4.5と合わせて,
1 = TC(S1

n) < cat(S1
n×S1

n) = 2となり, 田中氏の上記の予想は正しいことが分かる.

5. 今後の課題

ここでは, finite spaceの位相的複雑さに関連するの問題を 3つ挙げる.

5.1. Sdr Snの位相的複雑さ. Khalimsky circleの位相的複雑さの結果を高次元の場合に拡張
できないか？というのは自然な疑問である. Khalimsky circleが S1 と弱ホモトピー同値で

あったように, Sn と弱ホモトピー同値な finite spaceが存在する. 例えば, 次で定義される
Snは Snと弱ホモトピー同値な最小の finite spaceである.

定義 5.1. Sn = [n]×{−1, 1}は次の族を準開基底として位相を定める:

{[k − 1]×{−1, 1} ∪ [k]×{ϵ} | 0 ≤ k ≤ n, ϵ = ±1}

ただし, [−1] = ∅, [n] = {0, 1, . . . , n}とする.

例 5.2. S1 = S1
2.

単体複体の重心細分と同じように, finite spaceX に対して, その重心細分 SdX が定義さ

れる. 例えば, Sdr S1=Sdr S1
2=S1

2r.

問題 5.3. r ≥ 1に対して,

TC(Sdr Sn) =?

5.2. finite spaceの間の写像のホモトピー類. 一般の finite spaceの位相的複雑さを調べる
には, 今回の Khalimsky circleの場合のように, 写像のホモトピー類について調べる必要性
があると考える.
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finite space X が |K(X)| = Snをみたすと仮定しよう. このとき, 任意の n ≥ 0に対して,

f, g : Sdn X → X がホモトピック =⇒ deg f = deg g

が成り立つ.
逆について考えよう. 次の命題が成り立つ.

命題 5.4. |K(X)| = Sn となる finite space X に対し, f, g : Sdr X → X が deg f = deg g = d

を満たしていると仮定する. このとき,

∃rd,X ≥ 0 s.t. rd,X < r =⇒ f, g : SdnX → X がホモトピック.

この命題の証明は, ルベーグ数の存在によって証明される. よって rd,X がどのくらい大

きくなるかがわからない. Khalimsky circleのケースでは, 補題 4.4から, rd,S1n = log2(d)と取

れることが分かる.

問題 5.5. 命題 5.4の中で出てくる rd,X は, どのくらい大きくなるのか？

5.3. 重心細分と位相的複雑さ. finite space X に対し, 重心細分をすると, LSカテゴリーは
小さくなることが知られている.

定理 5.6 ([FTMVV15]). finite space X に対して,

cat(X) ≥ cat(SdX)

位相的複雑さに関しては, Khalimsky circleの場合は, 次が成り立っていた.

TC(S1) > TC(SdS1) > TC(Sd2 S1) = TC(Sd3 S1) = · · · = TC(S1)

.
しかし一般の finite space X に対して, TC(X) ≥ TC(SdX)が成り立つかは分かってい

ない.

問題 5.7. 次の不等式をみたすような finite space X は存在するか？

TC(X) < TC(SdX)
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C∗環に値をとる連続写像のなすバナッハ環上の
保存問題

大井　志穂 (新潟大学)*

1 保存問題について
保存問題とは，大雑把に言うと，「与えられた線形空間の上で定義された写像が，あ

る関数や集合，関係を保存するとき，その写像の特徴づけを与えよ。」というような問
題の総称である。例えば，[28]に書かれているものを少し一般化すると，次の問題は
保存問題の一例である。
問題 1.1. Xを線形空間とし，Fを X上のスカラー値写像とする（もしくは Fはベクト
ル値や集合値写像としてもよい）。このとき，線形写像 T : X → Xが

F(T (a)) = F(a), a ∈ X

をみたすとき，T を特徴づけよ。
問題 1.1の例として，保存問題の起源とも言える二つの結果を紹介する。一つ目は，

1897年のFrobenius [15]の結果で，Xをn次複素正方行列全体Mn(C)，写像F : Mn(C)→
Cを F(A) = det(A)とした場合である。すなわち，線形写像 T : Mn(C)→ Mn(C)が

det(T (A)) = det(A), A ∈ Mn(C)

をみたすとき，det(MN) = 1をみたす M,N ∈ Mn(C)が存在して，
T (A) = MAN, A ∈ Mn(C)

もしくは
T (A) = MAtN, A ∈ Mn(C)

が成り立つ。二つ目は，等距離写像である。Xをユークリッドノルム ‖ · ‖が定まった n
次元実ユークリッド空間 Rnとする。写像 T : Rn → Rnが，任意の x, y ∈ Rnに対して

‖T (x) − T (y)‖ = ‖x − y‖
をみたすとき，ある n × n直交行列Uと，a ∈ Rnが存在して

T (x) = Ux + a, x ∈ Rn

が成り立つ。一般に，有限次元線形空間の間の等距離写像はアフィン写像になるので，
これは F(x) = ‖x‖とした場合に対する，問題 1.1の例と言える。
最近では，線形性を仮定しない写像に対して，保存問題を考え，結果としてある種

の線形性を導くような研究も盛んに行われている。保存問題は数学において自然な問
題であり，多くの対象に対して考えうる問題であろう。一方，現在の保存問題の研究対
象は，関数解析学における，ヒルベルト空間上の有界線形作用素全体，バナッハ環，バ
ナッハ空間などノルム構造をもった線形空間やその部分構造がほとんどであることを
述べておく。保存問題の理論や研究対象の詳細はMolnárによる [32]を参照されたい。
本稿では，保存問題においても基本的で重要とされる問題の一つである，バナッハ

空間上の全射線形等距離写像について述べる。
*〒 950-2181新潟市西区五十嵐２の町 8050番地新潟大学理学部理学科数学プログラム

e-mail: shiho-oi@math.sc.niigata-u.ac.jp
本研究は，科研費（課題番号: JP21K13804)の助成を受けたものである。
2020 Mathematics Subject Classification: 47B49, 47B48,46E40.
Keywords:全射等距離写像，Jordan ∗同型写像，バナッハ環.
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2 全射等距離写像
近代的な等距離写像の研究は，1932年のBanach[2]による。コンパクト距離空間 X

に対して，CR(X) = { f : X → R | f は連続 }と表す。CR(X)の二つの関数の和，積および
スカラーと関数の積を普通の意味の関数の和，積，スカラーとの積で定義し，そのノ
ルムを ‖ f ‖∞ = sup{ | f (x)| | x ∈ X}と定義すれば，CR(Ω)は実バナッハ環となる。Banach
はこの間の全射等距離写像について，次を示した。

定理 2.1 ([2] Chapter XI, Theorem 3 and Remark ). 二つのコンパクト距離空間 X1 と X2

が同相であるための必要十分条件は，CR(X1)とCR(X2)の間の全射等距離写像が存在す
ることである。さらに，全射等距離写像 T : CR(X1)→ CR(X2)が T (0) = 0をみたすなら
ば，同相写像 φ : X2 → X1と実数値連続関数 α : X2 → {−1, 1}があって，

T ( f )(y) = α(y) f (φ(y)), f ∈ CR(X1), y ∈ X2

が成り立つ。

その後，1937年に StoneはΩ1, Ω2をコンパクトハウスドルフ空間としたときの，全
射等距離写像 T : CR(Ω1) → CR(Ω2)を特徴づけた [39]。また，Ωをコンパクトハウス
ドルフ空間とするとき，C(Ω) := { f : Ω → C | f は連続 }, ‖ f ‖∞ = sup{ | f (x)| | x ∈ Ω}と
定めると，C(Ω)は複素バナッハ環となる。一般に任意の単位的可換C∗環は，あるコ
ンパクトハウスドルフ空間Ωが存在してC(Ω)とバナッハ環として等距離同型である。
Banachと Stoneの結果を複素化し，得られる定理を今日ではBanach-Stoneの定理とい
う。すなわちBanach-Stoneの定理は，単位的可換C∗環の間の全射複素線形等距離写像
の特徴づけを与えた定理である。

定理 2.2 (Banach-Stoneの定理). 写像 T : C(Ω1) → C(Ω2)が全射複素線形等距離写像で
あるための必要十分条件は，同相写像 φ : Ω2 → Ω1と連続関数 α : Ω2 → S 1 := {α ∈ C |
|α| = 1}が存在して，

T ( f )(y) = α(y) f (φ(y)), f ∈ C(Ω1), y ∈ Ω2

が成り立つことである。

Banach-Stoneの定理では，全射等距離写像 T が複素線形であることを仮定している
が，実はこれは本質的ではない。実際，最初に述べたように，有限次元ノルム空間の
間の等距離写像は自動的にアフィン写像になるがこれを一般の（無限次元）実ノルム
空間に拡張したMazur-Ulamの定理が良く知られている。

定理 2.3 (Mazur-Ulamの定理). 二つのノルム空間 N1,N2の間の写像 T : N1 → N2が全
射等距離写像であるならば，T − T (0)は実線形である。

よって，本稿では，全射線形等距離写像を考えることにする。また，以下とくに断
らない場合は，バナッハ空間，バナッハ環といえば全て複素バナッハ空間，複素バナッ
ハ環を意味することにする。
2.1 等距離写像と同型写像の不思議な関係性
さて，コンパクトハウスドルフ空間Ωに対して，C(Ω)は可換バナッハ環であった。

そこで，T : C(Ω1)→ C(Ω2)の間の多元環としての同型写像を考えることができる。「同
型写像を特徴づけよ」という問題も保存問題における自然な問題の一つであり，Gelfand
とKolmogrovによる結果がある。
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定理 2.4 ([16]). コンパクトハウスドルフ空間Ω1,Ω2に対して，T : C(Ω1) → C(Ω2)が
同型写像であるための必要十分条件は，ある同相写像 φ : Ω2 → Ω1が存在して，

T f (y) = f (φ(y)), f ∈ C(Ω1)

が成り立つことである。
これらのことから，C(Ω)のバナッハ空間としての等距離同型性と多元環としての

代数構造が同値であることが分かる。一見すると全く関係のない積の構造を等距離写
像は自動的に保存するという結果は大変驚くべき結果である。
2.1.1 Banach-Stoneの定理の一般化

Banach-Stoneの定理については，拡張やその類似の結果がこれまでに多く報告され
ている。詳細については，Fleming and Jamison [12, 13]を参照されたい。ここではその
うちの 3つを紹介することにする。コンパクトハウスドルフ空間Ωに対して，C(Ω)の
部分多元環Uが，Ω上の関数環であるとは，(1)UがC(Ω)の中で閉であり，(2)U 3 1,
ただし 1は恒等的に 1である定数関数，さらに，(3) Uが Ωの点を分離する，つまり
Ωの任意の異なる 2点 y1, y2に対して，ある f ∈ Uが存在して f (y1) , f (y2)が成り立
つときをいう。関数環は非常に抽象的に定義されるが，もともとは関数論における諸
定理を関数解析学の手法を用いて一般化し，統一的に扱うことを目標として研究され
ている可換バナッハ環である。関数環の例として基本的なものは，円板環である。複
素平面上の単位円周 S 1の上で定義された複素数値連続関数で，単位開円板の解析関数
に連続的に拡張できるもの全体は S 1上の関数環となる。これを円板環という。関数環
Uに対して，Uの極大イデアル空間をM(U)と書くことにする。Banach-Stoneの定理
は，次のように関数環に拡張されることが知られている。
定理 2.5 (Nagasawa [34], de Leeuw, Rudin and Wermer [10]). 関数環U1,U2に対して，写
像 T : U1 →U2が全射複素線形等距離写像であるならば，任意の y ∈ M(U2)に対して
|α(y)| = 1をみたす α ∈ U2と，同相写像 φ :M(U2)→M(U1)が存在して，

T f (y) = α(y) f (φ(y)), f ∈ U2, y ∈ M(U2)

が成立する。またこの逆も成立する。
Banach-Stoneの定理が単位的可換C∗環上の全射複素線形等距離写像の特徴づけで

あることを考慮すると，任意のC∗環の間の全射複素線形等距離写像に拡張できるかと
いう疑問が自然に生じる。これを解答したのが，Kadison [24]である。C∗環Aにおい
て，任意の a, b ∈ Aに対して a ◦ b = 1

2 (ab + ba)と定義された演算 ◦を Jordan積と呼
ぶ。ここで，二つのC∗環A1,A2に対して，全単射な複素線形写像 τ : A1 → A2が条
件 τ(a∗) = τ(a)∗, τ(a ◦ b) = τ(a) ◦ τ(b)を任意の a, b ∈ A1で満たすとき，τを Jordan ∗-同
型写像と呼ぶ。Kadisonによって与えられた Banach-Stoneの定理の非可換化は，次の
とおりである。
定理 2.6 (Kadison [24]). A1,A2を単位的C∗環とする。写像 T : A1 → A2が全射複素線
形等距離写像であるとき，ユニタリー元 u ∈ A2と，Jordan ∗-同型写像 τ : A1 → A2が
存在して，

T = uτ

となる。またこの逆も成立する。
つまり，Kadisonの定理によって，二つのC∗環A1,A2の間の全射複素線形等距離

写像は，Jordan積の構造を保存することが示された。一般の単位的C∗環の間の等距離
写像が，結局 Jordan∗環としての代数構造を保存する。
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最後は，他のバナッハ環に対しても Banach-Stoneの定理と類似の結果が得られる
かという問題である。一様ノルムではない完備なノルムを持つ連続関数からなる多元
環に対して，その間の全射線形等距離写像を特徴づける問題は，Cambernによって始
められた ([8])。のちに詳しく述べることだが，等距離写像を特徴づける一つの鍵は
単位球の形である。一様ノルムや作用素ノルムではないノルムの場合，単位球の形が
複雑になることが多い。このことが一因となって，その間の等距離写像を特徴づける
ことは難しい場合が多い。Cambernは，[0, 1]上の複素数値連続微分可能関数全体に
‖ f ‖ = maxx∈[0,1]{| f (x)|+ | f ′(x)|}でノルムを定めたBanach環C1([0, 1])と，[0, 1]上の複素
数値絶対連続関数全体に ‖ f ‖ = maxx∈[0,1]{| f (x)|} +

∫ 1

0
| f ′(x)|dxでノルムを定めたバナッ

ハ環 AC([0, 1])に対して，その間の全射線形等距離写像の特徴づけを与えた。Cambern
の結果を皮切りに，数多くの一様ノルムとは異なるノルムで定められる可換バナッハ
環に対して，その間の全射線形等距離写像を決定する問題が研究されるようになった。
特に，Raoと Roy[38]は,閉区間 [0, 1]上のリプシッツ関数全体に ‖ f ‖ = ‖ f ‖∞ + ‖ f ′‖∞を
ノルムとしてできるリプシッツ環 Lip([0, 1])の間の全射線形等距離写像を決定した。
定理 2.7 ([38]). 写像 T : Lip([0, 1])→ Lip([0, 1])が全射複素線形等距離写像であるとき，
α ∈ S 1が存在して，

T ( f )(x) = α f (x), f ∈ Lip([0, 1]), x ∈ [0, 1]

または
T ( f )(x) = α f (1 − x) f ∈ Lip([0, 1]), x ∈ [0, 1]

が成り立つ。またこの逆も成立する。
これ以降，リプシッツ環の間の全射複素線形等距離写像の研究が始まった。リプシッ

ツ環の定義は定義 4.4を参照のこと。また，リプシッツ環の一般論は [41]が詳しい。[38]
では，「Xを任意のコンパクト距離空間としたとき，Lip(X)の間の全射線形等距離写像
は荷重合成作用素で表せるか。」という問題が提唱されたが，完全な回答は最近まで得
られていなかった。後で述べることに関係するのであるが，(Lip(X), ‖ · ‖L)の双対空間
の単位球の端点が決定できず，等距離写像を決定するのが難しい（第 2.3章参照）。[38]
の問題は [18]において解決された。証明はここでは紹介しないが，Choquet境界から
必要な情報を得ることにより証明された。双対空間の単位球の端点を決定することは
現在のところ未解決と思われることを注意しておく。
定理 2.8 ([18]). 任意のコンパクト距離空間 Xi (i = 1, 2)に対して，写像 T : Lip(X1) →
Lip(X2)が全射複素線形等距離写像であるとき，α ∈ S 1と全射等距離写像 φ : X2 → X1

が存在して，
T ( f )(x) = α f (φ(x)), f ∈ Lip(X1), x ∈ X2

が成立する。また，この逆も成立する。
もちろん任意のバナッハ環に対して Banach-Stone型の定理が得られるはずはなく，

単位的半単純可換バナッハ環の範疇でも Banach-Stone型の定理が成り立たないバナッ
ハ環が存在する。例えば，局所コンパクト群G上のフーリエ環 A(G)は，半単純可換バ
ナッハ環であるが，その間の全射複素線形等距離写像は荷重合成作用素で表せるとは
限らない。つまり，全射複素線形等距離写像であっても自動的に積や Jordan積の構造
を保存するとは限らないバナッハ環が存在する。
2.2 Banach-Stoneの定理の証明

Banachが [2]で付けた証明は，やや複雑な証明であるが，その後多くの研究者によっ
て別証が与えられ，今ではBanach-Stoneの定理の証明はいくつも知られている。その
うちの二つを紹介し，等距離写像を決定するための手法について簡単に述べる。
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2.3 extreme point argumentと技術的困難
定義 2.9. Xをノルム空間とし，Xの共役空間を X∗と書く。このとき，Ext X∗を {x∗ ∈
X∗ | ‖x∗‖ ≤ 1}の端点全体の集合とする。
事実 2.10. コンパクトハウスドルフ空間Ωに対して，

Ext C(Ω)∗ = {αδx | α ∈ S 1, x ∈ Ω}.

ただし，任意の f ∈ C(Ω)に対して，δx( f ) = f (x)と定める。
この事実 2.10を用いて，Banach-Stoneの定理を示す。

Banach-Stoneの定理の略証１. T : C(Ω1)→ C(Ω2)を全射複素線形等距離写像とする。
このとき共役作用素 T ∗ : C(Ω2)∗ → C(Ω1)∗に対して，

T ∗(Ext C(Ω2)∗) = Ext C(Ω1)∗ (1)

であることが簡単にわかる。事実 2.10により，任意の y ∈ Ω2に対して, α(y) ∈ S 1と
φ(y) ∈ Ω1が存在し，

T ∗(δy) = α(y)δφ(y)

が成り立つ。このとき任意の f ∈ C(Ω1)に対して，T f (y) = T ∗(δy)( f ) = α(y)δφ(y)( f ) =
α(y) f (φ(y))を得る。 f = 1を考えれば，α ∈ C(Ω2)であることが分かり，ウリゾーンの
補題より，φがΩ2からΩ1への同相写像であることもすぐにわかる。 □

実際，（1）はより一般に成立する。すなわち任意のノルム空間 N1,N2の間の全射複
素線形等距離写像 T が与えられたとき，

T ∗(Ext N∗2) = Ext N∗1

が成り立つ。つまり，C(Ω)に対する事実2.10のように，
::::::::::::::::::::::::::::::::
Ext N∗が具体的に決定できれば，

Banach-Stoneの定理の略称１と同様の議論により T : N1 → N2を決定できる。その際，
次がかなり有用である。
定理 2.11 (Brosowski and Deutschの定理 [7]). Eをノルム空間として，XをC(Ω, E)の
部分空間とする。このとき

Ext(C(Ω, E)∗) = {x∗ ◦ δt | x∗ ∈ Ext E∗, t ∈ Ω}

Ext(X∗) ⊂ {x∗ ◦ δt | x∗ ∈ Ext(E∗), t ∈ Ω}
が成り立つ。ただし，δtは任意の F ∈ C(Ω, E)に対して δt(F) = F(t)で定められる写像
である。
双対空間の単位球の端点を決定し，上のように等距離写像を特徴づけるこの手法を

extreme point argumentといい，現在の等距離写像の研究においては最も主流の手法の
一つである。
一方で，この extreme point argumentには技術的困難がある。C∗環のノルムでない

ノルムで定まっているバナッハ空間に対しては，その双対空間の単位球の端点を決定
することは容易ではないことが多い。例えば，Lip(X)の場合は，あるコンパクトハウ
スドルフ空間K上の連続関数空間C(K)に等長に埋め込むことができるため，定理 2.11
より，双対空間の単位球の端点が決定できそうに思えるかもしれないが，これは簡単
ではない。実は Kはいくつかの集合の直積であり，集合としてかなり大きくなってし
まうからである。よって，extreme point argumentは理論上は，非常に有益で任意のバ
ナッハ空間やノルム空間に対して，その上の全射等距離写像を決定するためのアルゴ
リズムが与えられているともいえるが，双対空間の単位球の端点が決定できなければ，
まったく使えない。
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2.4 T 集合
そこで，双対空間の単位球の端点に頼らない何か良い方法はないだろうか？次に T

集合を用いた証明を紹介する。ノルム空間上の T 集合は，Myers[33]によって導入さ
れた。
定義 2.12. Nをノルム空間とする。Nの部分集合Cが

x1, · · · , xn ∈ C =⇒ ‖x1 + · · · + xn‖ = ‖x1‖ + · · · + ‖xn‖

をみたし，この性質について極大であるとき，Cを Nの T 集合という。
例 2.13. R2上の各単位球に対して，次が T 集合の例である。

図 1: 円 図 2: 正方形 図 3: 正 6角形

事実 2.14. C ⊂ C(Ω)が T 集合のとき，ある α ∈ S 1, x ∈ Ωが存在して，

C = { f ∈ C(Ω) | ∃r ≥ 0s.t. f (x) = rα, | f (x)| = ‖ f ‖∞} := ∆x,α

Banach-Stoneの定理の略証 2. 全射複素線形等距離写像 T : C(Ω1) → C(Ω2)に対して，
T は，C(Ω1)の T 集合を C(Ω2)の T 集合に写し，その対応は 1対 1対応である。よっ
て，任意の x ∈ Ω1に対して，T (∆x,1) = ∆ψ(x),α(x)を満たす α(x) ∈ S 1と ψ(x) ∈ Ω2が存在
する。ここで任意の f ∈ ∆x,1を選ぶと，ある r ≥ 0が存在して， f (x) = rかつ ‖ f ‖∞ = r
となる。T は等距離写像であり，さらに T f ∈ ∆ψ(x),α(x)であるので，T f (ψ(x)) = rα(x)か
つ ‖T f ‖∞ = rがなりたつ。すなわち，T f (ψ(x)) = α(x)r = α(x) f (x)を得る。ウリゾーン
の補題を用いると， f (x) = 0をみたす f ∈ C(Ω1)に対して，T f (ψ(x)) = 0であること
がわかるので，任意の f ∈ C(Ω1)に対して，T ( f − f (x)1)(ψ(x)) = 0を得る。以上より，
T f (ψ(x)) = f (x)T1(ψ(x)) = α(x) f (x)となる。あとは，ψが同相写像であること，αが連
続写像であることを証明すればよい。 □

3 ベクトル値連続関数のなすバナッハ空間上の全射線形等距離写像
3.1 Banach-Stone property
ベクトル値連続関数のなすバナッハ空間C(Ω, E)の間の全射線形等距離写像の研究

は，Jerison[22]が始めた。補題 3.1はすぐにわかる。
補題 3.1. E1, E2 をバナッハ空間，Ω1, Ω2 をコンパクトハウスドルフ空間とする。さ
らに，ある同相写像 φ : Ω2 → Ω1 と，任意の y ∈ Ω2 に対して，y 7→ Vy が強位相で
連続であるような全射線形等距離写像 Vy : E1 → E2 が存在したとする。このとき，
T : C(Ω1, E1)→ C(Ω2, E2)を，

T F(y) = Vy(F(φ(y))), F ∈ C(Ω1, E1) (2)

と定義すると，T : C(Ω1, E1)→ C(Ω2, E2)は全射線形等距離写像となる。
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この逆が成り立つのか？ということが問題である。すなわち，全射複素線形等距離
写像 T : C(Ω1, E1) → C(Ω2, E2)が与えられたとき，必ず (2)をみたすような同相写像
φ : Ω2 → Ω1と,全射線形等距離写像 Vy : E1 → E2の族が存在するだろうか。
定義 3.2 ([9]). Eをバナッハ空間とする。Eが Banach-Stone propertyをみたすとは，任
意のコンパクトハウスドルフ空間Ω1, Ω2に対して，全射線形等距離写像T : C(Ω1, E)→
C(Ω2, E)が与えられたとすると，ある同相写像 φ : Ω2 → Ω1と，任意の y ∈ Ω2に対し
て，y 7→ Vyが強位相で連続であるような全射複素線形等距離写像 Vy : E → Eが存在
し，(2)をみたすときをいう。
ベクトル値連続関数を考える動機は何だろうか？Banach-Stoneの定理は，バナッハ

空間 Cが Banach-Stone propertyをみたすことを主張していると解釈することができる
ため，[22]を読むと，Jerison自身のモチベーションはBanach-Stoneの定理の一般化を
得ることであったようである。一方でベクトル値の連続関数の間の全射等距離写像を
調べると，基本的なところに様々な現象が起こる。そこでいくつかの古典的な結果を
紹介したい。
3.2 Banach-Stone propertyを満たす例
定義 3.3. バナッハ空間 E が狭義凸であるとは，x, y , 0である x, y ∈ E に対して，
‖x + y‖ = ‖x‖ + ‖y‖が成り立つならば，ある λ > 0が存在して，x = λyが成り立つとき
をいう。二つの T 集合C1,C2が不一致であるとは，C1 ∩ C2 = {0}もしくは，ある T 集
合C3が存在して，C1 ∩C3 = C2 ∩C3 = {0}が成り立つときをいう。狭義凸空間ならば，
任意の二つの T 集合が不一致であることは明らかである。図 1より，単位球が円とな
る 2次元ユークリッド空間 R2は，狭義凸である。また，単位球が正方形となる R2空
間は，不一致でない二つの T 集合が存在するが (図 2)，単位球が正 6角形となるR2空
間は，狭義凸空間ではないが任意の二つの T 集合が不一致である (図 3)。
定理 3.4 ([22]). 任意の二つの T 集合が不一致であるような実バナッハ空間（特に狭義
凸空間）は Banach-Stone propertyを満たす。
定理 3.4はBehrendsによって，定理 3.11と一般化された。説明するために，幾つか

の定義と事実を簡単に紹介する。
定義 3.5. Eを {0}でない (実もしくは複素)バナッハ空間とする。有界線形作用素T : E →
Eがmultiplierであるとは，任意の p ∈ Ext E∗に対して，p◦T = aT (p)pが成り立つ写像
aT : Ext E∗ → Cが存在するときをいう。さらに，Mult(E) := {T : E → E | Tはmultiplier}
とする。
任意の S ,T ∈ Mult(E)に対して，Ext E∗ 上で，(S ◦ T − T ◦ S )∗ = 0が成り立つ。

Krein-Milmanの定理より，Mult(E)は E上の有界線形作用素のなす多元環の
:::::::
可換な部

分多元環である。
定義 3.6. Eを (実もしくは複素)バナッハ空間とする。有界線形作用素 T : E → Eが
M-boundedとは，ある λ > 0が存在して，T x ∈ {µx | µ ∈ K, |µ| ≤ λ}であるときをいう。
ただしKは Eのスカラー体である。
ここで，任意の x ∈ E, λ > 0に対して，Rλ(x) :=

∩{D | Dは閉球 s.t. {µx | µ ∈ K, |µ| ≤
λ} ⊂ D}と定める。すると有界線形作用素 T : E → EがM-boundedのとき，ある定数
λ > 0があって，T x ∈ Rλ(x)が任意の x ∈ Eに対して成り立つ。
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例 3.7. R2上の各単位球に対して，点 x0におけるR1(x0)は図 4, 5のとおりである ([3])。

OO

図 4: 単位球が円のとき

OO

図 5: 単位球が正方形のとき

図 4より，次が分かる。
例 3.8. ‖ · ‖2をユークリッドノルムとする。T : (R2, ‖ · ‖2)→ (R2, ‖ · ‖2)がM-boundedの
とき，ある k ∈ Rが存在して，T = kIとなる。
さらに次の事実が知られている。

事実 3.9 ([3]). Eを (実もしくは複素)バナッハ空間とする。有界線形作用素 T : E → E
に対して T が multiplierであることとM-boundedであることは同値である。
定義 3.10. (実もしくは複素)バナッハ空間 E に対して，T ∈ Mult(E)に対して，S ∈
Mult(E)が T の共役であるとは，aS = aT のときをいう。また，Eの centralizerとは，
Z(E) = {T ∈ Mult(E) | ∃S ∈ Mult(E) s.t.T は S の共役 }のことをいう。Eが実バナッハ
空間の場合は Z(E) = Mult(E)となる。Eが trivial centralizerを持つとは，Z(E) = K IdE

であるときをいう。
例 3.8と事実 3.9より，(R2, ‖ · ‖2)は trivial centralizerを持つことがわかる。

定理 3.11 ([3]). 二つの (実もしくは複素)バナッハ空間 E1,E2が trivial centralizer を持
つとする。任意のコンパクトハウスドルフ空間Ω1, Ω2に対して，全射線形等距離写像
T : C(Ω1, E1)→ C(Ω2, E2)が存在するならば，同相写像 φ : Ω2 → Ω1と任意の y ∈ Ω2に
対して，y 7→ Vyが強位相で連続であるような全射線形等距離写像 Vy : E1 → E2が存在
して，

T F(y) = Vy(F(φ(y))), F ∈ C(Ω1, E1), y ∈ Ω2

と書ける。特に，C(Ω1, E1)とC(Ω2, E2)が等距離同型ならば，Ω1とΩ2は同相であり，
かつ E1と E2は等距離同型である。
系 3.12. trivial centralizerをもつバナッハ空間は Banach-Stone propertyを満たす。
3.3 Banach-Stone propertyを満たさない例
満たさない例もいくつも知られるが，ここでは有名なものを紹介する。

定理 3.13 ([40]). 任意の n ≥ 2をみたす自然数 nに対して，ℓ∞n は Banach-Stone property
を満たさない。
Ω1, Ω2, M1, M2 をコンパクトハウスドルフ空間とする。このとき C(Ω,C(M))は

C(Ω×M)に等距離同型であることとBanach-Stoneの定理より, C(Ω1,C(M1))とC(Ω2,C(M2))
が等距離同型であるための必要十分条件は，Ω1 ×M1とΩ2 ×M2が同相であることで
ある。よって次が分かる。
定理 3.14 ([14], [3]). C([0, 1])は Banach-Stone propertyを満たさない。

60



図 6: [3] p143

Proof. M,Nを図 6のように与えられた二つのR2のコンパクト集合とする。M,Nは同相
ではない。一方で, M × [0, 1]と N × [0, 1]は同相な位相空間であるので，C(M,C([0, 1]))
とC(N,C([0, 1]))は等距離同型である。
よって，C([0, 1])は Banach-Stone propertyを満たさない。 □

以上より，バナッハ空間 Eが，Banach-Stone propertyをみたすには，かなり強い条
件が必要そうである。さらに，その証明についても，バナッハ空間 Eの単位球の形や
Mult(E)のような隠れた可換環に着目して，等距離写像の形を決定している。第 2.1章
でも述べた通り，いくつかのバナッハ環上の等距離写像は積の構造を結果として保存
するが，そもそも定理の主張や証明の鍵が，可換な部分環に着目することであること
を強調しておく。
3.4 バナッハ束
ここでバナッハ束を定義し，ベクトル値連続関数を考えるもう一つのモチベーショ

ンを紹介する。
定義 3.15 ([11]). ハウスドルフ空間Ωに対して，あるハウスドルフ空間 Bと，連続で全
射な開写像 π : B → Ωの組 (B, π)をΩ上の束という。このとき，任意の x ∈ Ωに対し
て，Bx := π−1(x)を xのファイバーという。連続な cross-sectionの集合を ΓΩ = { f : Ω→
B | π ◦ f = IdΩ, f は連続 }とおく。Ω上のバナッハ束とは，(B, π)がΩ上の束であり，各
ファイバー Bxがバナッハ空間となり，次を満たすときをいう。

1. s ∈ Bに対して，s 7→ ‖s‖が連続
2. π(s) = π(t)である s, t ∈ Bに対して，(s, t) 7→ s + tが連続
3. s ∈ B, λ ∈ Cに対して，s 7→ λsは連続
4. 任意の x ∈ Ω, {si} ⊂ B s.t. ‖si‖ → 0, π(si)→ x ∈ Ωのとき，si → 0xが成り立つ。た
だし 0xは Bxの零元である。

例 3.16. 任意のバナッハ空間を Eとする。このとき B = Ω × E, π : B→ Ωを π(x, a) = x
とする。すると，(B, π)はΩ上のバナッハ束となり，ΓΩはC(Ω, E)と同一視できる。
定義 3.17 ([11]). バナッハ束 (BΩ1 , πΩ1), (BΩ2 , πΩ2)が isometrical bundle isomorphicである
とは二つの同相写像Φ : BΩ1 → BΩ2 と ψ : Ω1 → Ω2が存在し，次を満たすときをいう。
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1. πΩ2 ◦ Φ = ψ ◦ πΩ1

2. Φ|Bx : Bx → Bψ(x)は全射線形写像
3. 任意の b ∈ Bxに対して，‖Φ(b)‖ = ‖b‖
このとき，(Φ, ψ) : (BΩ1 , πΩ1)→ (BΩ2 , πΩ2)は, φ = ψ−1 : Ω2 → Ω1, hy = Φ|Bφ(y) : Bφ(y) →

Byとおき，
T f (y) = Φ( f (φ(y))) = hy( f (φ(y))), f ∈ ΓΩ1 , y ∈ Ω2

とおくと，全射線形等距離写像 T : ΓΩ1 → ΓΩ2が構成できる。とくに，例 3.16で定めた
自明束の間の isometrical bundle isomorphismはC(Ω, E)の間の全射線形等距離写像を誘
導する。この逆が成り立つのか？（つまり，自明束に対して，ΓΩ間の全射線形等距離写
像は，自明束の間の isometrical bundle isomorphismを導くか？）というのが，C(Ω, E)
の間の全射線形等距離写像の問題である。
4 主結果

C(Ω, E)やその部分空間の間の全射線形等距離写像や Banach-Stone propertyの研究
は，JerisonやMyers以来，現在も盛んに行われている。例えば [1, 4, 5, 6, 17, 19, 20, 21,
23, 25, 26, 31, 35]などがある。一方，Banach-Stone propertyをみたすバナッハ空間 Eが
ほかにあるとしたら，それは何らかの意味で積の構造をもち，それが等距離写像と関
連をもっていると予想するのは自然であろう。よって，バナッハ環 Eに対して，Eに
値をとる連続関数空間の間の全射複素線形等距離写像を決定してみたい。このような
理由から，筆者は Eが単位的C∗環Aである場合に興味がある。
4.1 C(Ω,A)上の全射複素線形等距離写像
Aが単位的C∗環の場合，C(Ω,A)もまた単位的C∗環であることはすぐにわかる。

よって定理 2.6により，C(Ω1,A1)からC(Ω2,A2)の間の単位的全射複素線形等距離写
像は Jordan ∗同型写像になる。さらに実は，次の定理が成り立つ。
定理 4.1 ([37]). Jordan ∗同型写像 J : C(Ω1,A1) → C(Ω2,A2)に対して，A2の任意の
pure state ρに対してある連続写像 φρ : Ω2 → Ω1が存在し，また任意の y ∈ Ω2に対して
Jordan ∗準同型写像 Vy : A1 → A2が存在して

πρ(JF(y)) = πρ(Vy(F(φρ(y)))), F ∈ C(Ω1,A1)

が成り立つ。ただし，A2の任意の pure state ρに対して, πρ : A2 → B(Hρ)はA2上の
GNS表現 (既約表現)である。
実は，上の定理では，φρと Vyが全射であるとは限らない。例えばC({a},C({b, c}))

とC({a, b},C({c}))の間に ∗同型写像が存在するが，{a}と {a, b}, {b, c}と {c}が同相でな
いことから分かるであろう。ただし，A1,A2が因子環つまり，任意の y ∈ Aiに対して
xy = yxが成り立つならば x = C1が成り立つとき，次がわかる。
定理 4.2 ([17, 37]). A1,A2が単位的因子 C∗環とする。このとき写像 J : C(Ω1,A1) →
C(Ω2,A2)が Jordan ∗同型写像であるための必要十分条件は，ある同相写像φ : Ω2 → Ω1

と任意の y ∈ Ω2 に対して y 7→ Vy が強位相で連続であるような Jordan ∗同型写像
Vy : A1 → A2が存在して

JF(y) = Vy(F(φ(y))), F ∈ C(Ω1,A1)

が成り立つことである。
以上より，次がわかる。定理 3.14（C([0, 1])は単位的可換C∗環である)と比較して

ほしい。
定理 4.3. 単位的因子C∗環は Banach-Stone propertyをみたす。
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4.2 Lip(X,A)上の全射複素線形等距離写像
リプシッツ環の場合はどうか。まず初めに，リプシッツ環の定義を述べておく。

定義 4.4. コンパクト距離空間 (X, d)とバナッハ環 (E, ‖·‖E)とする。写像F : X → Eに対し
て，L(F) := supx,y

‖F(x)−F(y)‖E
d(x,y) と定める。このとき，Lip(X, E) := {F : X → E | L(F) < ∞}

とする。Lip(X, E)は通常の関数の演算で多元環となり，‖F‖L = supx∈X ‖F(x)‖E + L(F)で
ノルムを定めると，バナッハ環となる。

Eが単位的C∗環Aのとき，対合 ∗を F∗(x) = [F(x)]∗で定義することで，Lip(X,A)
は単位的バナッハ ∗環となる。Lip(X,A)におけるノルム ‖ · ‖LはC∗条件を満たさない
ノルムであるため，第 2.3章で述べたように，双対空間の単位球の端点がかなり複雑で
ある。定理 2.11を使って Ext(Lip(X,A))∗を決定することは避け，第 2.4章や,第 3章で
紹介したような古典的な道具や対象に立ち返ってヒントを得た。次が Lip(X,A)上の等
距離写像に関する結果である。

定理 4.5 ([36]). X1,X2をコンパクト距離空間とし，A1,A2を単位的因子 C∗環とする。
写像 T : Lip(X1,A1)→ Lip(X2,A2)が単位的全射複素線形等距離写像であるための必要
十分条件は，単位的全射線形等距離写像 V : A1 → A2と全射等距離写像 φ : X2 → X1

が存在して，
T F(y) = V(F(φ(y))), F ∈ Lip(X1,A1), y ∈ X2

が成り立つことである。

4.2.1 定理 4.5の証明
証明の鍵は，エルミート作用素と T 集合である。エルミート作用素は，Lumer[29]

によって提唱された作用素である。

定義 4.6. Eをバナッハ空間とする。写像 [·, ·] : E × E → Cが任意の x, y, z ∈ E, λ ∈ Cに
対して，次を満たすとき，[·, ·]を E上の semi-inner productと呼ぶ。

1. [x + y, z] = [x, z] + [y, z]

2. [λx, y] = λ[x, y]

3. x , 0ならば [x, x] > 0

4. |[x, y]|2 ≤ [x, x][y, y]

このとき，有界線形作用素 T : E → Eがエルミート作用素であるとは，Eの semi-inner
product [·, ·]Eに対して

[T x, x]E ∈ R, x ∈ E

を満たすときである。

まず，Hahn-Banachの定理より，任意のバナッハ空間に対して semi-inner productが
存在することがわかる。さらにエルミート作用素の定義は，semi-inner productの選び
方に依存しないことが知られている [29]。

注意 4.7. T ∈ Mult(E)が，任意の p ∈ Ext∗(E)に対して，aT (p) ∈ Rが成り立つとき，T
はエルミート作用素である。
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定理 4.8 ([36]). Xをコンパクト距離空間，Eをバナッハ空間としたとき，T : Lip(X, E)→
Lip(X, E)がエルミート作用素であるための必要十分条件は，あるエルミート作用素
ϕ : E → Eが存在して，

T F(x) = ϕ(F(x)), F ∈ Lip(X, E)

が成り立つことである。
また，semi-inner productと等距離写像の関係について，次が知られている。

定理 4.9 ([27]). ノルム空間N1,N2の上の全射複素線形等距離写像U : N1 → N2に対して，
Ni上の semi-inner product [·, ·]iが存在して，任意の x, y ∈ N1に対して，[Ux,Uy]2 = [x, y]1

が成り立つ。
U : N1 → N2を全射複素線形等距離写像とする。するとこの定理より，T が N1上

のエルミート作用素のとき，UTU−1は N2上のエルミート作用素になる。このように
して，N1上のエルミート作用素と N2上のエルミート作用素の 1対 1対応をつけること
で，全射複素線形等距離写像 Uに関する情報を取り出すことができる。Lumer[30]に
よって，エルミート作用素を用いて等距離写像を決定する研究が始められた。
ここで，定理4.5の証明のポイントを述べる。定理4.8を用いると，任意の f ∈ Lip(X1),

x ∈ X2に対して，U( f ⊗ 1)(x)は単位的C∗環A2の centerに属することがわかる。今，
A2は因子環であったので，ある g ∈ Lip(X2)が存在して，T ( f ⊗ 1) = g ⊗ 1となる。感
覚的な言葉で説明すると，U( f ⊗ 1)(x)がA2の:::::

可換な元となり，Aiが因子環であるこ
とから Lip(Xi)とAiを「分離」することができる。よって X1と X2の間の全射等距離
写像 φ : X2 → X1が構成できる。実は定理 4.5の証明も，可換な部分環に着目すること
が鍵となっていることを強調したい。
このようにして Lip(X)とAを「分離」することができたのだが，再度 Lip(X)とA

を結合させ，Lip(X,A)に復元するときに，T 集合がうまく働く。ただし，ノルム空間
上の T 集合では，言葉が不十分であったため，半ノルム空間上に対しても考えられる
ように T 集合の定義を拡張し，（定義はノルム空間の場合と同様である）Lip(X, E)の T
集合を次のように特徴づけた。
定理 4.10 ([36]). Eをバナッハ空間とする。S がLip(X, E)の T 集合であるための必要十
分条件は，ある E上の T 集合Uと，Lip(X, E)上の半ノルム L(·)に関する T 集合Tが存
在して，

S = {F ∈ Lip(X, E) | F(x) ∈ U, ‖F(x)‖E = ‖F‖∞, F ∈ T}
が成り立つ。
定理 4.10を用いて，「分離」された Lip(X)とAを結合させ，定理 4.5を示すことが

できる。さらに次も独立に示せた。
定理 4.11 ([37]). X1,X2をコンパクト距離空間とし，A1,A2を単位的原始C∗環とする。
写像 J : Lip(X1,A1) → Lip(X2,A2)が Jordan ∗同型写像であるための必要十分条件は，
任意の y ∈ X2 に対して y 7→ Vy が強位相でリプシッツ連続となる Jordan ∗同型写像
Vy : A1 → A2とリプシッツ同型写像 φ : X2 → X1が存在して，

JF(y) = Vy(F(φ(y))), F ∈ Lip(X1,A1)

を満たすことである。
定理 4.5と定理 4.11と定理 2.6より，単位的原始C∗環Aiに対して，任意の単位的

全射複素線形等距離写像 T : Lip(X1,A1)→ Lip(X2,A2)は，Jordan ∗同型写像であるが
その逆は不成立であることが分かった。バナッハ空間としての等距離同型性は，Jordan
積での ∗多元環としての代数構造の同型性よりも強い条件であることが分かった。
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“折り目写像のトポロジー”

佐久間一浩（近畿大学理工学部）

1 Introduction

本稿では，「折り目写像の存在問題」

“任意の n次元閉多様体Mn が折り目写像 f : Mn → Rp (n ≥ p)を許容するための必
要十分条件を求めよ”

を中心に論じるのが目的である．これは同時に，折り目以外の特異点の消去可能性問題でもある．

ここで，折り目写像 f : Mn → Rp (n ≥ p)とは，Mn を n次元閉多様体としたとき，その上の

写像 f に，特異点として局所的対応が

(x1, x2, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xp−1,±x2
p ± · · · ± x2

n)

となる折り目特異点のみが現れる写像のことをいう．なお，折り目写像は，しばしば ‘submersion
with folds’とよばれる（[11]）こともある．p = 1のときは，f はMorse関数に他ならないので，
任意の n次元閉多様体Mnは折り目写像（関数）f : Mn → Rを許容する．（したがって，p = 1の
場合の折り目写像の存在問題は自明に解決している．ただし，任意の閉多様体上にMorse関数が
存在することの証明は自明ではない．）

続いて p = 2の場合，「写像の特異点消去可能性問題」は，この分野（大域的特異点論）ではよ
く知られているように 1960年代に Thom-Levineにより，完全に決着している：

　定理 1.1. Mn を n次元閉多様体とし，n ≥ 2とする．折り目写像 f : Mn → R2 が存在す

るための必要十分条件は，オイラー標数 χ(Mn)が偶数となることである．

これは「オイラー標数の偶奇」が折り目以外の特異点消去の唯一の障害であるという主張である．

p ≥ 2のとき，折り目写像の存在に関して，歴史的に最初に与えられたものを紹介しよう．Mnに

位相的に強い条件を課すと存在問題は明解な解がある：

　定理 1.2. Mnを安定平行化可能な n次元閉多様体とする．このとき，折り目写像 f : Mn →
Rp (n ≥ p ≥ 2)はいつでも存在する．
特に n = pのとき，Mnが向き付け可能ならば，折り目写像 f : Mn → Rnが存在するための

必要十分条件は，Mn が安定平行化可能なことである．

これは，Y. Eliashbergによるもので（[9]），彼自身による折り目写像のホモトピー原理（[10]参
照）の帰結である．これは，1969年の John Matherによって提起された折り目写像に関する問題：

“球面のホモトピー群 πn(Sp) (n ≥ p)の任意のホモトピー類には，折り目写像が含ま
れるか？”
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への肯定的解決として与えられたものである．定理 1.2でMn が安定平行化可能とは，Mn の接

束 TMnと自明な直線束 ε1のWhitney和 TMn⊕ ε1が自明束になるときをいう．安定平行化可能

という条件は，多様体の構造に強い制約を課すため，折り目写像の存在を精密に論じるには，安定

平行化可能という条件をどこまで緩められるかが重要な問題となる．実際の Eliashbergの定理は，
もう少し広く値域多様体をユークリッド空間に限らず，安定平行化多様体Npとして，証明されて

いる．もちろん，任意の球面は安定平行化可能なので，その結果からMatherの問題が肯定的に解
決する．

さて一般に，ジェネリックな写像 f : Mn → R2には，特異点としては折り目特異点とカスプ特

異点のみが現れるので，定理 1.1は，平面への写像の「カスプ特異点消去問題」の完全解であり，
カスプ消去の障害がオイラー標数の偶奇であることを主張している．ここで，カスプ特異点とは局

所的対応が

(x1, x2, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xp−1, x
3
p + x1xp ± x2

p+1 ± · · · ± x2
n)

となるものである．この場合，カスプ特異点は離散点として現れることに注意する（詳しくは [1]
参照）．

続いて，オイラー標数の偶奇が関連する折り目写像の非存在に関する結果を紹介する：

　定理 1.3. Mnをオイラー標数が奇数であるような n次元閉多様体とする．ただし，次元 n

は必然的に偶数である．もしも折り目写像 f : Mn → Rp が存在するならば，p = 1, 3あるい
は 7でなければならない．

これは，オイラー標数が奇数であることと，（J. F. Adamsによって解決された）Hopf不変量 1
の元の（非）存在問題の解が結びつくことに依る．つまり，オイラー標数が奇数であると折り目以

外の特異点が Hopf不変量 1の元の（非）存在に ‘ひっかかり’，その特異点を消去できないことを
意味する．このように，折り目写像の存在を考える限り，値域の次元が p = 3, 7の場合は特別な位
置を占めるのである．（なお，p = 7に折り目写像が存在する，折り目以外の特異点が現れないとい
うのはとてつもなく強い制限1)を加えるものであることに注意する．）p = 3, 7のときには，実際に
オイラー標数が奇数であるMn に対して，折り目写像 f : Mn → Rp を構成することができるが，

p = 3の場合については後で触れることにする．そこで次節でオイラー標数の偶奇が登場すること
の意味を「多様体上のベクトル場問題」との関連で明らかにしたい．

2 安定スパンと折り目写像

1960年頃，Smale-Hirschにより，はめ込み写像のホモトピー原理がはめ込み写像の空間から，そ
れぞれの接束へのファイバーの単射準同型写像の空間への対応 f 7→ df で定まる写像 dの誘導準同

型 d∗ が弱ホモトピー同値になる（[5]）という形で証明された．
Y. Eliashbergは，1972年に折り目写像の 1-jet レベル（すなわち，接束 TMnから接束 TNpへ

の準同型束；J1(Mn, Np) = Hom(TMn, TNp)）におけるホモトピー原理を証明した（[9]）．定理
の正確な記述には，場所をとるため詳しくは，[4]の第 8章を参照いただきたい．ここで折り目写像

1)実際，[16] では例えば (n, p) = (8, 7) において，折り目写像の非存在についての多くの例に触れている．
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のホモトピー原理を大雑把に述べると，折り目写像全体の空間からそれぞれの接束へのファイバー

を保つ準同型写像の空間への対応 f 7→ df で定まる連続写像 dの π0間の誘導重同型 d∗が全射であ

るという形で定式化される．これは，Smale-Hirschの強い結果とは対照的である．それは，はめ
込み写像という本来特異点を持たない写像と，折り目写像という本質的に特異点を有する写像の複

雑さの違いに起因するのが理由である．折り目写像のホモトピー原理の使い方は，それぞれの接束

へのファイバーを保つ準同型写像の空間が空でないことを示せばいいので，簡単にはMn, Np を

安定平行化可能とすれば適当なベクトル場が存在するために，折り目写像の存在が直ちにしたがう

というのが定理 1.2の意味するところである．
ところで，折り目写像の存在のための必要条件として，1992年に佐伯修氏が次の重要な命題（[18,

Proposition 3.1]）を証明した：

　命題 2.1. もしも tameな折り目写像 f : Mn → Np が存在するならば，fiberwise epimor-
phism TMn ⊕ ε1 → TNp が存在する．ここで，ε1 はMn 上の自明な直線束を表す．

さてこの命題と関連して，安藤良文氏は折り目写像の 2-jet レベル（[3]参照）,

J2(Mn, Np) = Hom(TMn, TNp)⊕Hom(TMn ◦ TMn, TNp),

におけるホモトピー原理を証明した（[7]）．ここで，TMn ◦ TMnは接束の対称積を表す．安藤の

ホモトピー原理を述べるためにいくつか準備をする．

折り目写像 f : Mn → Npの折り目特異点集合（p− 1次元のMnの正則部分多様体）F (f)への
制限写像（余次元 1はめこみ）f |F (f) : F (f) → Np の微分の直線法束が自明のとき，f を ‘tame’
という2)．これは，Coker(df |F (f))が自明と言っても同じことである．ただし nが偶数，pが奇数

のとき，オイラー標数 χ(Mn)が奇数であるような多様体が折り目写像 f : Mn → Np を許容する

ならば，f は必ず non-tameであることが簡単に証明できる．安藤氏は，2-jet束まで精密化して，
この命題の逆を考察した：

　定理 2.2. n ≥ p ≥ 2とする．もしも fiberwise epimorphism TMn ⊕ ε1 → TNp が存在す

るならば，折り目写像 f : Mn → Np が存在する．特に，n− pが偶数ならば，その逆も成り

立つ．

定理の後半部分についてだが，w1(Coker(df |F (f))) = (n−p)α が計算できる．したがって，n−p

が偶数ならば Coker(df |F (f))が自明になるので，命題 2.1から逆も成り立つのである．我々は，折
り目写像 f : Mn → Rp の存在を論じるのが目的であるが，その際に定理 2.2は重要な役割を果た
す．定理 2.2を応用するために，「多様体の安定スパン」の概念に触れる必要がある．

Mn を n次元閉多様体とするとき，span(Mn)をMn 上の一次独立なベクトル場の最大個数を

表し，Mn のスパン (span)という．同じく，span0(Mn)により，ベクトル束 TMn ⊕ ε1 の一次

独立な切断の最大個数から 1引いた数と定義し，Mn の安定スパン (stable span)という．Mn が

安定平行化可能であることと，span0(Mn) = nは同値である．定義から，直ちに dim Mn = n ≥

2)用語の定義は，佐伯氏による．
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span0(Mn) ≥ span(Mn)を得る．また，古典的に知られているスパンおよび安定スパンに関わる
微分トポロジーの結果を述べておく：

(1) span(Mn) ≥ 1 ⇐⇒ χ(Mn) = 0

(2) span0(Mn) ≥ 1 ⇐⇒ χ(Mn) ∈ 2Z

(3) span(Sn) = span(RPn) = 2c + 8d− 1 (n + 1 = (2a + 1)2c+4d, 0 ≤ c ≤ 3).

(4) span0(Sn) = n, span(RPn) = span0(RPn)

(1)はよく知られた Poincaré-Hopfの定理（[6]の第 8章参照）そのものである．(2)はそれの安
定版の結果（[13]参照）である．(3)は，1961年の有名な J. F. Adamsの解であるが，拙著 [4]に
これに関連する話題（多元体の存在次元，外積の存在次元，球面の平行化可能性問題，Hopf不変
量 1の元の（非）の存在，オイラー標数が奇数の多様体から Rpへの折り目写像が存在する次元 p

の制約，等）とその証明の概説があるので，参照されたい．また，安定スパンに関して，次が成り

立つことが容易に確かめられる：

∃ fiberwise epimorphism TMn ⊕ ε1 → εp ⇐⇒ span0(Mn) ≥ p− 1.

したがって，定理 2.2は安定スパンの言葉で次のように言い換えられる：

　定理 2.3. n ≥ p ≥ 2とする．もしも span0(Mn) ≥ p− 1ならば，折り目写像 f : Mn → Rp

が存在する．特に，n− pが偶数ならば，その逆も成り立つ．

折り目写像の問題はベクトル場の問題としてかなりの部分解くことができる．例えば，f : Mn →
R2をジェネリック写像とすると，その特異点集合 S(f)は一次元部分多様体なので，Coker(df |S(f)))
は自明束である．したがって，折り目写像f : Mn → R2の存在のための必要十分条件は，span0(Mn) ≥
1が成り立つことである．これは上の (2)にあるように，χ(Mn) ∈ 2Zであり，冒頭で述べた定
理 1.1と合致する3)．

さてそこで，span0(Mn) ≥ p−1の解き方を簡単に述べるが，これはホモトピー論の範疇の問題と
して解くことができる．まずは，BOを分類空間（[1]）とするとき，連続写像 τ : Mn → BO(n+1)
をベクトル束 TMn ⊕ ε1の分類写像とするならば，連続写像Mn → BO(n− p + 1)への持ち上げ
を見出せばよい．ここで，射影 π : BO(n − p + 1) → BO(n + 1)のファイバーは Stiefel多様体
Vp(Rn+1)（Rn+1における正規直交 p枠全体の空間）であることに注意する．ファイバーのホモト

ピー群 πi(Vp(Rn+1))は，よく知られているのであとは Postnikov towerによる議論に障害理論を
適用して，持ち上げが存在するための障害類が計算されるというのが strategyとなる（[22]参照）．
一般に，pの値が大きくなると span0(Mn) ≥ p − 1をホモトピー論的に計算するのは，primary
obstructionに加えて，secondary obstructionなども存在するので難しくなる．なお，ベクトル場
の問題 span0(Mn) ≥ 2は n ≥ 3の奇数の場合は primary obstructionのみ4)で決まるので比較的易

3)この事実は，本来 H. Levineにより，intrinsic derivativeによる込み入った計算により示されるが，安藤のホモトピー
原理によりベクトル場の問題の帰結として直ちにわかる．

4)実は，これがカスプの Thom 多項式と一致する．
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しくて，これを求めることにより，定理 3.1および定理 3.2が得られる．n = 4かつM4が向き付け

可能な場合は，span0(Mn) ≥ 2 である必要十分条件は，ある特性的ホモロジー類 x ∈ H2(M4;Z)
が存在して，x · x = 〈p1, [M4]〉を満たさなければならないので，定理 3.3が得られるのである．
ちなみに，span0(M4) ≥ 3となるための必要十分条件が計算することができて (詳細は [17]参照)，

　定理 2.4. M4 を 4次元閉多様体とするとき，折り目写像 f : M4 → R4 が存在するための

必要十分条件は，w2 = 0かつ p1 + (βw1)2 = 0を満たすことである．ここで，β は完全系列

0 → Z 2→ Z → Z2 → 0に対応する Bockstein作用素である．

定理 2.4において，w2 が primary obstruction（カスプの Thom多項式）であり，p1 + (βw1)2

が secondary obstructionである．前節で述べたように，例えば RP 4の偶数個の連結和 ]2kRP 4に

関して，どちらの障害類も消えるので，折り目写像 f : ]2kRP 4 → R3 が存在することが従う．な

お，ベクトル場問題を解くのが少し難しくなるが，折り目写像 f : Mn → Rn (n = 5, 6, 7)の必要
十分条件の決定が [17]において成されている．
安定スパンの性質 (3)と (4)から，実射影空間上の折り目写像について，次のことが直ちにした

がう：

ベクトル場問題 span0(Mn) ≥ p− 1が仮に解けても，n− pが奇数のときは，tameな折り目写
像の（非）存在が分かるのみで，実際存在しないときに non-tameな折り目写像の（非）存在につ
いては分からないことが多い．個別の閉多様体に関して，具体的に折り目写像を構成しようとして

も，non-tameなものを構成するのは，一般に難しい．典型的なのが本節で述べた二つの予想であ
る．例えば，次のような問題も案外難しいかもしれない：

折り目写像 f : RP 2 × RP 2 → R3 を具体的に構成せよ．χ(RP 2 × RP 2) = 1なので，存在する
としても f は必ず non-tameであることに注意する．

3 p = 3の折り目写像

本節では，p = 3の場合，すなわち n ≥ 3としてジェネリックな写像 f : Mn → R3 を考える．

このとき，f には次の三つの型の特異点が一般に現れる：

(1) (x1, x2, . . . , xn) 7→ (x1, x2,±x2
3 ± · · · ± x2

n)

(2) (x1, x2, . . . , xn) 7→ (x1, x2, x
3
3 + x1x2 ± x2

4 ± · · · ± x2
n)

(3) (x1, x2, . . . , xn) 7→ (x1, x2, x
4
3 + x2

1x2 + x1x3 ± x2
4 ± · · · ± x2

n)

(1)は折り目特異点（2次元），(2)はカスプ特異点（1次元），(3)は燕の尾特異点（離散点）とよ
ばれる．カッコ内は部分多様体として次元を表す．特異点集合 S(f) = {x ∈ Mn; rank dfx < 3}の
位相形から，燕の尾特異点は偶数個であることがわかる．f の折り目特異点集合を F (f)，カスプ
特異点集合を C(f)，燕の尾特異点集合を SW(f)とすると，特異点集合の stratificationが位相的
閉包を用いて

S(f) = F (f) = F (f) ∪ C(f) ∪ SW(f), C(f) = C(f) ∪ SW(f)
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で与えられる．さらにこのとき，特異点の Thom多項式（定義と計算例について [3]の第 II部参
照）が

[S(f)]∗2 = wn−2(Mn) ∈ Hn−2(Mn;Z2), [C(f)]∗2 = wn−1(Mn) ∈ Hn−1(Mn;Z2)

となることが R. Thomによって計算されている．ここで，[X]2はX のmod 2ホモロジー類を表
し，上付きの ∗はポアンカレ双対を，wi ∈ Hi(Mn;Z2)はMn の i次 Sitefel-Whitney類を表す
（[2]）．

n = 3で，M3 が向き付け可能なときは，定理 1.2にもあるように，Eliashberg（[8]）によって
いつでも折り目写像 f : M3 → R3 が存在することが証明されている．それでは，M3 が必ずしも

向き付け可能とは限らない，一般の場合はどうかが問題となるが，次が知られている（[22]）：

　定理 3.1. M3 を 3次元閉多様体とする．折り目写像 f : M3 → R3 が存在するための必要

十分条件は，w2(M3) = 0となることである．

なお，3次元という特殊性により，M3が向き付け可能ならばM3は平行化可能であることに注

意する．したがって，定理 3.1は，定理 1.2の (n, p) = (3, 3)で定義域多様体が向き付け可能な場
合の結果を含んでいる．

そこで，M3 が向き付け不可能な場合を考える．例えばM3 = S1 × RP 2 とするとき，定理 1.1
より，g : RP 2 → R2 には必ず消去不可能なカスプ特異点が現れる．そこで，合成写像

S1 × RP 2 id×g−→ S1 × R2 ↪→ R3

を f とすると，f : S1 × RP 2 → R3 にはカスプ特異点の 1 次元 locus が現れて，[C(f)]∗2 =
w2(S1 ×RP 2) 6= 0なので，このカスプ特異点は消去できない．ただし，二番目の写像は自然な埋
め込みである．このように定理 3.1は，カスプの Thom多項式が折り目写像が存在するための唯
一の障害であることを示している．なお，この定理 3.1は次のように一般化される（[22]）：

　定理 3.2. Mn を n 次元閉多様体とする．ただし，n ≥ 3を奇数とする．折り目写像 f :
Mn → R3 が存在するための必要十分条件は，wn−1(Mn) = 0となることである．

n ≥ 3を奇数とすると，上と同様にカスプのThom多項式が折り目写像が存在するための唯一の障
害であることを示している．nが奇数なので，定理 [?]より，これはベクトル場の問題 span0(Mn) ≥ 2
を解くことに得られる結果である．

では，当然起こる問題として

「nが偶数の場合はどうなるであろうか？」

実は，この場合は奇数のときに比べてずっと難しい．その最も nが小さい場合，すなわち n = 4の
場合をこれから述べる．折り目写像 f : M4 → R3 が存在するための必要条件は，もちろんカスプ

の Thom多項式 w3 ∈ H3(M4;Z2)が消えることが含まれるが，n = 4の場合にこれは十分条件に
はなり得ない．折り目写像 f : Mn → Rp の存在問題は，n− pが偶数の場合はベクトル場問題と

同じである（からホモトピー論として解き易い）が，n− pが奇数の場合はベクトル場問題からは

折り目写像の存在は従うが，その逆は必ずしも成立しない，という難しさがある．つまり，折り目

写像の存在問題は，次元対 (n, p)の選び方によって様相が異なるのである．詳しくは，次節で論じ
る多様体の（安定）スパンの議論を参照されたい．
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さてここで，(n, p) = (4, 3)で，M4が向き付け可能な場合の佐伯氏による解（[19]参照）を述べ
よう：

　定理 3.3. M4 を向き付けられた 4次元閉多様体とする．折り目写像 f : M4 → R3 が存在

するための必要十分条件は，

∃x ∈ H2(M4;Z) s.t. x2 = p1 ∈ H4(M4;Z) (∗)

を満たすことである．

ここで，p1 ∈ H4(M4;Z)はM4 の第 1次 Pontrjagin類（[2]参照）を表す．ジェネリック写像
f : M4 → R3 が与えられたとき，カスプの Thom多項式は w3 ∈ H3(M4;Z2)であるが，「任意の
向き付け可能な 4次元閉多様体M4に対して，w3 = 0である」ことを H. Whitenyが 1940年代に
証明した5)．したがって，カスプの Thom多項式は消えているが，定理 3.3は，カスプの Thom多
項式以外の secondary obstructionが（4次のコホモロジー類として）存在することを主張してい
る．実際，b2(M4) = 1, 2であるような向き付け可能な 4次元閉多様体M4に対して，折り目写像

f : M4 → R3 が存在しない，e.g. M4 = CP 2 または CP 2]CP 2，ことがわかる．ただし，ここで

注意して欲しいのが CP 2]CP 2 上には，折り目写像 f : CP 2]CP 2 → R3 が存在する（具体的に構

成するのは容易）ので，定理 3.3で向きの入れ方は，本質的である．このことから，大事な系が得
られる：

　系 3.4. M4を任意の向き付け可能な 4次元閉多様体とする．このとき，N4 = M4]S2×S2

またはM4]CP 2]CP 2 に対して，折り目写像 f : N4 → R3 はいつでも存在する．

これは，上のようなN4に対しては，定理 3.3の方程式 (∗)を満たす 2次コホモロジー類 xが必

ず見つかるからである．なお，佐伯氏の論文 [19]には，R3への折り目写像を許容するM4の交叉

形式による特徴づけが証明されている．

こうして見てくると，自然に次の問いが浮かぶであろう：

M4 が向き付け不可能な場合はどうか？

具体的な折り目写像の構成が [18, Example 3.11] において，与えられた．M4 を RP 2 上の非

自明な RP 2 束の全空間とするとき，折り目写像 f : M4 → R3 がつくられ，その特異点集合は，

S(f) = S2 ∪ RP 2 である．ここで，ファイバー束はオイラー標数に関して，乗法性をもつので，

χ(M4) = χ(RP 2) · χ(RP 2) = 1であることに注意する．そこで構成されている折り目写像は，必
然的に non-tame （定義は次節参照）となることにも注意する．
ところで，4次元の無向コボルディム群について，N4

∼= Z2⊕Z2が知られているが，それぞれの

生成元は，コボルディム類 [RP 2×RP 2], [RP 4]である（[2]）．すぐ上で述べたM4はRP 2×RP 2

にコボルダントである．では，RP 4はどうだろうか？もう少し正確に問題を述べると，「RP 4は R3

への折り目写像を許容するだろうか？」となる．

さて，[16, Theorem 1.3]において，次のことが証明された（ただし，ここで必要な形に限定し
て引用）：

5)この事実は，写像 f : M4 → R3 のカスプ特異点の Thom 多項式が消えていることと直接に結び付くことに注意する
のは，4 次元多様体論的に価値がある．
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　定理 3.5. Mnを n次元閉多様体とし，折り目写像 f : Mn → Rn−1が存在するとする．こ

のとき，ある x ∈ H2(Mn;Z)が存在して，x2 = p1 ∈ H4(Mn;Z)de がmod 4-torsionで成り
立つ．

ここで，Z は局所係数を表し，Mn が向き付け可能ならば，Z = Zである．コホモロジー類の
等式が折り目写像存在のための必要条件だという主張である．

そこで，RP 4のときに，この必要条件が成り立つか否かを確かめよう．まずは，RP 4は向き付け不

可能なので，H4(RP 4;Z) ∼= Z2であるから，p1 = w4を得る．なぜまら，RP 4の全 Stiefel-Whitney
類は，

w(RP 4) = (1 + α)5 = 1 + α + α4 (∗∗)
なので（[2]），p1 = α4 = α2 ^ α2 を得る（ただし，α ∈ H1(RP 4;Z2) ∼= Z2 は生成元である）．

したがって，x = α2 ととれば，必要条件は満たされることが分かった．

いまのところ，折り目写像 f : RP 4 → R3が存在するための障害は見当たらない．筆者は次のよ

うに予想している：

【予想】“RP 4 は R3 への折り目写像を許容するだろう！”
なお，[17]で（ベクトル場問題の解の系として）証明されているように，RP 4]RP 4 は R3 への

折り目写像を許容する．（もっと一般に，RP 4の偶数個の連結和はR3への折り目写像を許容する）．

現在までのところ，R3への折り目写像を許容しない向き付け不可能な 4次元閉多様体は知られて
いない．なお，何気ないことではあるが，(∗∗)より，w3 = 0だからカスプの Thom多項式は消え
ていることにも注意．したがって，次の予想はもっともらしい：

【予想】“任意の向き付け不可能な 4次元閉多様体M4はR3への折り目写像を許容するだろう！”
ここで述べた二つの予想は，（筆者の知る限り）おそらく未解決である．

4 6次元閉多様体上の折り目写像

前節で，向き付け可能な 2n次元閉多様体M2m が R3 への折り目写像を許容するか否かが問題

であり，n = 2の場合は完全解が与えられているのを見た．そこで，本節では n = 3の場合，すな
わち 6次元の場合を考察するのを目的とする6)．

最初に 6 次元特有の結果に言及しておく．それは，“向き付けられた六次元コボルズム群は自
明群である” という事実である．言い換えれば，任意の向き付け可能な 6次元閉多様体M6 は零

コボルダントである．したがって，特にそのオイラー標数 χ(M6) は偶数であるから，§ 2 より，
span0(M6) ≥ 1が成り立つことに注意する．あとは取り合えず span0(M6) ≥ 2が成り立つ条件を
考察すればよい．

そこで，簡単な予備的考察を行う．例えば，X5を任意の向き付け可能な 5次元閉多様体とする．
span0(X5) ≥ 1に注意する．このとき，M6 = S1 ×X5 とおくと，

span0(M6) = span0(S1) + span0(X5) ≥ 2

が成り立つので，折り目写像 f : M6 → R3が存在することになる．N4を任意の向き付け可能な 4
次元閉多様体とするとき．M6 = S2×N4とおくと，同様に折り目写像 f : M6 → R3が存在するこ

6)八次元以上は将来の研究課題であるが，案外六次元における方法論と平行の議論で解決するかもしれない．
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とになる．直積構造をもたない場合，例えば 3次元複素射影空間 CP 3に関して，span0(CP 3) = 3
が知られている（[14]）ので，やはり折り目写像 f : CP 3 → R3 が存在することになる．したがっ

て，ここまでに R3 への折り目写像を許容しない向き付け可能な 6次元閉多様体は存在しない．
ここで，一見すると我々の問題設定とは無関係に思える結果に言及する．定理 3.3の直後でも

触れたように，「任意の向き付け可能な 4 次元閉多様体 M4 に対して，w3 = 0 である」ことを
H. Whitenyが 1940年代に証明したがこの結果は 1960年にW. S. Masseyにより，次の形で一般
化された ([15])：「任意の向き付け可能な 2n次元閉多様体M2nに対して，w2n−1 = 0が成り立つ．」
これは奇数次元では一般に成立しないことに注意する．これを我々の問題設定に焼き直すと次のよ

うになる7)：任意の向き付け可能な 2n次元閉多様体M2nが与えられたとき，任意のジェネリック

写像 f : M2n → R3 のカスプの Thom多項式は恒等的に消えている，すなわち

[C(f)]∗2 = w2n−1 = 0.

したがって，任意のジェネリック写像 f : M2n → R3 のカスプ特異点（一次元 locus）の primary
obstructionは消えているので，それが消去可能か否かは直ちにはわからない．ただし，前節で見
たように 2n = 4では，4次元多様体の交叉形式が b2 = 1, 2のとき二次障害類となるのを見た．つ
まり，4次元の場合は特異点の情報が例外的に深いことを意味する．
実は，n = 6では次のことが証明できる：

　定理 4.1. M6を向き付け可能な6次元閉多様体とする．任意のジェネリック写像 f : M6 → R3

は折り目とカスプのみを特異点にもつものとしてよいが，カスプ特異点はいつでも消去でき

る，すなわち折り目写像 g : M6 → R3 がいつでも存在する．

証明には，Ando-Elishbergのホモトピー原理を用いて成される．まだ，きちんと詰めていない
が，その方法論で 2n ≥ 8以上の場合も証明できると思われる．

参考文献

[1] 『特異点のこころえ』佐久間一浩著（日本評論社），2019年 5月．

[2] 『特性類講義』J. W. ミルナー＆ J. D. スタシェフ共著（佐伯修/佐久間一浩共訳），シュプ
リンガー・フェアラーク東京，2001年 11月．

[3] 『幾何学と特異点』泉屋周一・佐野貴志・佐伯修・佐久間一浩著（共立出版），2001年 5月．

[4] 『数 “8”の神秘』佐久間一浩著（日本評論社），2013年 8月．

[5] 『埋め込みとはめ込み』足立正久著 (岩波書店)，1984年 12月．

[6] 『微分位相幾何学』田村一郎著 (岩波オンデマンドブックス)，2015年 7月．

[7] Y. Ando, Existence theorems of fold-maps, Japan. J. Math. (N.S.) 30 (2004), 29–73.

[8] Y. Eliashberg, On singularities of folding type, Math. USSR Izv. 4 (1970), 1119–1134.
7)Massey の定理は，私が修士の院生頃に別の研究で初めて読んだ．n が偶数のときなぜ wn−1 = 0 が成り立つことの

背景に何があるのか当時は不思議だったが，実はカスプの Thom多項式なのだと気付いて，Thom多項式の定義の普遍性
に改めて触れた気がした．

75



[9] Y. Eliashberg, Surgery of singularities of smooth mappings, Math. USSR Izv. 6 (1972),
1302–1326.

[10] Y. Eliashberg and N. Mishachev, Introduction to the h-principle, Grad Studies in Math.
vol. 48, Amer. Math. Soc., Providence, Rhode Island, 2002..

[11] M. Golubitsky and V. Guillemin, Stable mappings and their singularities, Grad. Texts in
Math., vol. 14, Springer-Verlag, New York-Heidelberg-Berlin, 1973.

[12] B. Kalmar, Fold maps on low dimensional manifolds, preprint (2021).
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複素3次元空間の座標の絶対値で理解する
葉層とMilnor束のトポロジー

森　淳秀 (大阪歯大)∗

1. 序に代えて：Reeb葉層のこと
球体の直積Bp × BqにおいてBp × {y}をプラーク 1と呼ぶ．Bp × Bqのコピーを貼り
合わせて多様体をつくるとき，全てのプラークどうしが貼り合わされて p次元多様体
になるようにする制約を (p+ q)次元多様体上の余次元 qの葉層構造という．

図 1: 球体の積 (p = 2, q = 1)のプラークへの分解，貼り合わせ (斜線部)，葉層

2つのチャートBp × BqとB′p × B′qの共通部分において (x, y) ∈ Bp × Bqに対応する
点は (f(x, y), g(y)) ∈ B′p×B′qと書かれる．プラークを貼り合わせたp次元多様体の連
結成分を葉と呼び，葉を点とする等化空間を葉空間と呼ぶ．葉空間は一般にHausdorff

性を持たないが，上のg(y)がCr級であればCr-微分構造のアトラスは持つ．葉空間が
通常のCr-多様体になる例は，葉をファイバーとするファイバー束である．ファイバー
束は底空間の方向だけを局所化した，直積の拡張であったが，葉層は更にファイバー
方向にも局所化した拡張である．微分トポロジーの起源をPoincaréによる微分方程式
の解の定性的研究とすれば，葉層は当初から研究されてきた固有の課題である．
さてReeb葉層とは，3次元球面S3上に以下のように構成される余次元1のC∞-葉層
の位相的な同値類のことである．ここでS3はC2の単位超球面である:

S3 :=
{
(z1, z2) ∈ C2 | |z1|2 = t, |z2|2 = 1− t, 0 ≤ t ≤ 1

}
関数 t = |z1|2を用いて，S3に単射ではめ込まれた次の曲面群を考える．

R±
θ :=

{
t <

1

2
, arg z2 = θ ∓ exp

(
1

1− 2t
− 1

t

)}
⊂ S3 (θ ∈ R/2πZ)

E±
θ′ :=

{
t >

1

2
, arg z1 = θ′ ± exp

(
1

2t− 1
− 1

1− t

)}
⊂ S3 (θ′ ∈ R/2πZ)

∗ 573-1121 大阪府枚方市楠葉花園町 8-1 email: mori-a@cc.osaka-dent.ac.jp
1プラークは平たい素材とくに額のこと．医学では歯垢や動脈硬化巣などのバイオフィルムのこと．
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R+eeb 成分 R+eeb 成分

E+xterior E−xterior

図 2: 左が正しい向きのReeb葉層であり，向きを保つ同相写像では右にうつらない．左
でも右でも見やすいようにトーラス葉 t = 1

2
は分けて書いたが，同一の葉である．

R±
θ (∀θ)の正負どちらかとE±

θ′ (∀θ′)の正負どちらかとトーラス T := {t = 1
2
} ⊂ S3を葉

とする葉層がReeb葉層である．多様体と葉には向きを考えることが多く，その場合は
RとEの符号が同じか異なるかで出来上がる葉層を区別して前者をReeb葉層と呼ぶ．
葉空間は θと θ′が動く2つの円周と，Tの1点集合の和である．葉Tには他の葉が巻き
付き，点Tの近傍は葉空間全体なので，葉空間はnon-Hausdorffである．低次元トポロ
ジーの議論により，S3の任意の余次元1葉層はトーラス葉を持つことが分かり 2，葉空
間はnon-Hausdorffである（Novikovの閉葉定理 [24]）．こうしてみるとReeb葉層はS3

の最も基本的な葉層である．Reeb葉層を上のB2×B1の形のチャートで被覆するとき，
貼り合わせはC∞級にできるが，Cω級にはできない．実際，T の近傍を arg z1 = 0で
切って arg z2を 0から 2πまで動かすと，Rθ上の点はT に近づき，Eθ′上の点は元の点
に戻る．このように定義域の半分だけで自明な写像はCω級ではない．
曲面による余次元 1葉層は局所的には 2変数 1未知関数 1階 2連立の偏微分方程式系
の解である．幾何学的にはR5（∋ (x, y, z, p, q)）の接触形式α = dz− pdx− qdyに対し
てα|M ̸= 0，α ∧ dα|M = 0となる 3次元部分多様体Mに kerαが定める葉層である 3．
Reeb葉層は S3をトーラス葉で切り分けて構成するので，切り貼りの産物とみなされ
ることが多かったが，筆者 [19]はMを埋め込まれたS3とする大域的微分方程式を構成
したので，そうとばかりも言えなくなってきた．Novikovの閉葉定理からCω級の構成
は不可能であり，C∞級も困難と思われたが，本稿で述べるC3の座標の絶対値の利用
によりC∞級の構成が自然にできて，Reeb葉層はその解となる．これと同時に平面分
布としてReeb葉層とホモトピックな接触構造を持つ (R5, kerα)の接触部分多様体の対
も得られて，正のほうはタイト，負のほうは過旋で，それらの適当な接触イソトピー
変形の共通の極限がそのReeb葉層になっているという絵ができる 4．

2 4次元以上の多様体の余次元 1のC∞-葉層はどの葉も稠密であるC∞-葉層に改変できるので，これは
低次元に特有の現象である（Meigniez[14]）．低次元に特有の現象はシンプレクティック／接触構造の
トポロジーに受け継がれることが多く，葉にそのような構造を入れるのは自然である（三松 [16]）．

3未知関数を z = f(x, y)として，公式 dz = ∂z
∂xdx + ∂z

∂ydy を kerαと表す (p = ∂z
∂x , q = ∂z

∂y )とき，
(R5, kerα)はR2からRへの関数の 1-ジェット空間J1(R2,R)であり，α|M ̸= 0, α∧ dα|M = 0のとき，
ker(α)は微分方程式系M上で非特異可積分となり，解による葉層を定める（Frobeniusの定理）．

4この収束は正負のHopfバンドを介した収束である．一般にオープンブックを介した接触構造の葉層
への収束に限ればタイトか否かが相対Thurston不等式の成否に遺伝する（Bennequinの補題 [17]）．
相対Thurston不等式は正の向きのReeb葉層について成り立ち，負の向きのものでは成り立たない．
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2. 面積速度と非可積分性
C3の第 k座標を極表示して ρk exp(iψk) とする (k = 1, 2, 3)．単位S5 ⊂ C3から 2-単体
∆ = {(x, y, z) ∈ R3 | x+ y + z = 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0}への射影pr : S5 → ∆を

pr(ρ1 exp(iψ1), ρ2 exp(iψ2), ρ3 exp(iψ3)) =
(
ρ1

2, ρ2
2, ρ3

2
)
∈ ∆

によって定める．P を∆の内部の点とするとき，ファイバー pr−1(P )は標準的な座標
(ψ1, ψ2, ψ3)を持つ 3次元トーラス T 3 = (R/2πZ)3である．∆を含む平面上の有理点
Q(q1, q2, q3) (q1, q2, q3 ∈ Q, q1 + q2 + q3 = 1)とパラメータ θ ∈ R/2πZに対して，

Σ(P,Q, θ) := {(ψ1, ψ2, ψ3) | q1ψ1 + q2ψ2 + q3ψ3 = θ} ⊂ pr−1(P ) = T 3

は2次元トーラスである．S5の標準接触形式をλ := ρ1
2dψ1 + ρ2

2dψ2 + ρ3
2dψ3として，

Pt(p1, p2, p3)を∆の内部の動点，θ = θtを動角とするとき，次が成り立つ．

補題 (M[19]，古川遼)．トーラス族{Σ(Pt, Q, θt)}t∈Rを写像s : T 2 ×R → S5とみなした
ときの引き戻し s∗λの非可積分性 s∗(λ ∧ dλ)/dvolは，動点Ptの定点Qを中心とする面
積速度の負の定数倍である．とくに，s(T 2 ×R)が (S5, kerλ)の正の接触部分多様体で
あるとき，半直線QPtは∆を含む平面上で時計回りに回転する．

証明．面積速度は∆の法ベクトルのスカラー倍であるから，定点Qの位置ベクトルと
の内積 I(t)が次のように非可積分性N(t)に比例することより補題が従う．

I(t) =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣
q1 q2 q3

p1 − q1 p2 − q2 p3 − q3
ṗ1 − 0 ṗ2 − 0 ṗ3 − 0

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣
q1 q2 q3
p1 p2 p3
ṗ1 ṗ2 ṗ3

∣∣∣∣∣∣∣
N(t) =

(p1dψ1 + p2dψ2 + p3dψ3) ∧ dt ∧ (ṗ1dψ1 + ṗ2dψ2 + ṗ3dψ3)

dt ∧ {dψ1 ∧ dψ2 ∧ dψ3/(q1dψ1 + q2dψ2 + q3dψ3)}
= −2I(t)

□

Reeb葉層の構成．∆の重心をQとして，P0 = (0, 1, 0)と P1 = (1, 0, 0)を結ぶ Ptを，
半直線QPtが時計回りに回転するようにとる．このとき s(T 2 × [0, 1]) ∼= S3であり，
{ρ3 = 0} ⊂ S5と同じタイトな接触構造を持つ．P0からP1へ向かう動点のQを中心と
する面積速度が常に 0となる例として，Ptが線分P0Qをこの向きに進み，続けて線分
QP0をこの向きに進むことが考えられる．ただし s(T 2 × [0, 1])がC∞級となるために，
折れ点QではPtの速度が0に滑らかに接し，その瞬間の θtの微分は0でない．

図 3: 点線は正のタイト接触構造，実線はReeb葉層 (θ方向も必要)
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このときλの s(T 2 × [0, 1])への制限はReeb葉層を定める．この新しい描像ではタイト
な接触構造の変形の極限としてReeb葉層が得られることや，Reeb葉層がCω級でない
ことが一目瞭然となる．また (S5, kerλ)から任意の1点を除いたものと (R5, kerα)の間
の接触同相写像はGeigesの教科書 [4]に書かれているので，我々はReeb葉層を解に持
つ2変数1階偏微分方程式系をS3のC∞-埋め込みとして構成したことになる．

Lutz管と過旋円盤．上のReeb葉層の構成では，∆の底辺を面積速度が負のままで変
形して重心Qを通る折れ線にしたが，そのままQを超えて変形すると，Qを中心とす
る面積速度は正になる．負のタイトな接触構造と正のタイトな接触構造は有向平面場
としてホモトピックではないので，今得られた負の接触構造は過旋である．3次元接触
構造の場合，過旋接触構造とはLutz管を持つ接触構造であり，Lutz管のメリディアン
円盤として過旋円盤が得られる．我々の描像ではこれらがはっきり見える．

図 4: 左が負の過旋接触構造，右がLutz管で，ψ2 =一定が過旋円板

レンズ空間の接触構造．古川氏は上の負の過旋接触多様体を表すPtから再び正の接触
構造を得るために，q1 = q2 = −1/mとすることによってQを∆の外部に置いた．条
件 −ψ1 − ψ2 + (m + 2)ψ3 = mθ = 0が定める T 2は，P0と P1において円周につぶ
れる 5．このとき T 2 × [0, 1]の像はレンズ空間 L(m + 2,m + 1)である．粕谷氏 ([5])

はこの接触部分多様体が複素曲面 Zm+2 − XY = 0 ((X,Y, Z) ∈ C3)と S5の交わり
{ρ3m+2 = ρ1ρ2, (m+ 2)ψ3 = ψ1ψ2} ∩ S5 にイソトピックであることを示した．

図 5: 左が負の過旋接触構造を持つS3，右が正の接触構造を持つレンズ空間

5その手前で Ptが∆の斜辺に滑らかに入るように修正すれば，q1と q2の分子を−1としたおかげで，
∂∆上の条件なしのT 2ファイブレーションに多重にならずに繋がって，P0, P1上の円周につぶれる．
過旋接触多様体において負の接触構造であったものが今は正の接触構造であるのは，q1, q2が負であ
るためにT 2の向きが反対になるからである．なおm = 0,−1の場合もこの構成は有効である．
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3. Tpqr特異点のMilnor束とS5の葉層
前節のレンズ空間は，∆の1つの頂点の原像(S1)で交わる2つの斜辺の原像（S3∪S ′3）か
ら異なるスムージングによって得た無限個の接触部分多様体である．もちろんpr−1(∂∆)

から∆の 3頂点の原像でスムージングを行えば，様々なトーラス束が得られる．粕谷
氏 [5]はこれを複素特異点論と結びつけて，全てのTpqr-特異点のリンクがpr−1(∂∆)の
あるスムージングと接触イソトピックであることを示した．ここで複素孤立特異点の
リンクとは特異点で0をとる非負狭義多重劣調和関数の0に十分近い正則値の逆像であ
る 6．またTpqr-特異点とは p−1 + q−1 + r−1 ≤ 1を満たす正の整数 p, q,rに対するC3の
超曲面Xp+ Y q +Zr +XY Z = 0の特異点 (0, 0, 0)である 7．Tpqr-特異点のMilnor束は
S5の余次元 1葉層のトポロジーにおいて最重要である．S5には葉空間がReeb葉層の
葉空間と同相になる葉層があり，一方のS1はTpqr-特異点のリンクLのT 2ファイバー
に法円板D2を掛けたものを葉とした葉空間，他方のS1はMilnor束のファイバーを葉
とした葉空間，付け加える1点はリンクの近傍L×D2の境界L×S1を葉としたもので
あり，この葉にはReeb葉層と同じ要領で他の葉を巻きつける．p = q = r = 3の場合
がLawson [8] によってS5上に構成された葉層であることから，われわれはこの葉層を
Tpqr-特異点に付随するLawson葉層と呼ぶ．Tpqr-特異点とLawson葉層について次の 3

つの結果が絡み合うことから，5次元はいよいよ低次元になったように思う．

定理 (三松 [16])．Lawson葉層のL×D2の近くは，LのT 2-ファイバーをつぶせばReeb

葉層の一部になるので，各葉に積シンプレクティック構造が入る．それがコンパクト葉
L× S1に定める向きにMilnorファイバーが巻きつくとして，葉のシンプレクティック
構造はMilnor束の部分にも拡張し 8，S5に余階数1の正則Poisson構造を定める．

定理 (Massot-Niederkrüger-Wendl [11])．Tpqr-カスプ特異点のリンクにLutz-M管 9を挿
入するなど「捻り」を加えた接触構造は弱シンプレクティック充填可能でなくなる．

定理 (M[20, 21])．S5の標準的接触構造は，概接触構造としてはEliashberg-Thurstonの
コンフォリエーション 10を経由して三松氏の正則Poisson構造に収束し，同時に超平面
場としては接触構造のイソトピー変形を経由してLawson葉層に収束する．

6超曲面特異点の場合には，特異点を中心とする十分小さい半径の超球面との交わりがリンクである．
前節のレンズ空間の例では距離 2乗関数に 1以下の臨界点が無いことから半径 1は十分小さい．

7複素曲面の単純楕円型特異点またはカスプ特異点であってC3に埋め込めるものはTpqr-特異点である．

カスプ特異点のリンクはT 2-束であり，モノドロミーはM(t) =

(
t −1
1 0

)
(t ∈ Z>0) の形の行列の積

として表されるT 2の双曲的自己同型である．T (p, q, r)特異点のモノドロミーは単純楕円型の場合も
含めてM(r − 1)M(q − 1)M(p− 1)であり，双曲性の条件は p−1 + q−1 + r−1 < 1である．

8Milnor束のファイバーから得られる葉のシンプレクティック構造は完全形式ではなく，もとのKähler
構造を境界付近で改変しても得られない．また各葉への制限がシンプレクティック形式であるような
多様体上の閉 2-形式は存在しない．そのような閉形式があるとMartinez-Torres[10]の結果から葉空
間はある 3次元多様体のトート葉層のものと同相となり，Reeb葉層のものと同相にならない．

9T 2-束LのモノドロミーはAnosovなので，L× [−1, 1]には双接触構造を 2つの凸境界成分に持つ完全
シンプレクティック構造が入り，L× {0}にはAnosov葉層が現れる ([15]を見よ)．これを一方の境界
成分に沿って回転させて得られる接触多様体は Lutz管の高次元化であり，筆者の未公刊論文に含ま
れたことからLuts-Mori管と呼ばれる．捻りを加える操作については，境界成分に沿う回転ではなく
単にS1を掛けたものを挟む場合 (こちらはGiroux捻りの一般化に相当)も含めて議論されている．

10概正則版ではあるが，多変数複素解析の擬凸性そのもの ([2])であり，ただの弱非可積分性ではない．
筆者 [20] は擬凸性を僅かに緩めて一般次元の結果を得たが，5次元では擬凸性と同値 ([21])である．
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4. 粕谷-児玉-三松-M(KKMM)の結果について

ωは 1の虚立方根
−1 +

√
3i

2
とする．射影 pr : S3 → ∆の定義域をC3，ターゲットを

R3内の平面に拡張し，その平面をCと同一視した p̃r : C3 → Cを次で定義する．

p̃r : (ρ1 exp(iψ1), ρ2 exp(iψ2), ρ3 exp(iψ3)) 7→ ρ1
2 + ωρ2

2 + ω2ρ3
2

ここで∆の頂点 (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)は，それぞれC上の点 1, ω, ω2で表される．
C3の各座標の絶対値の2乗によるモーメント写像を単位S5に制限したものがprなので，
制限をしないモーメント写像を考えて，その代わり∆を含む平面に法ベクトル (1, 1, 1)

に沿って正射影したものが p̃rである．像をCにしたが，p̃rは複素正則ではない．

ρ2
2 (ρ1

2, ρ2
2, ρ3

2) ρ1
2 + ωρ2

2 + ω2ρ3
2 ∈ C

ρ1
2

ρ3
2

図 6: 関係式1 + ω + ω2 = 0は，(1, 1, 1)方向が面に垂直であることを意味する．

さて複素超曲面 f(X,Y, Z) = 0が孤立特異点 (0, 0, 0)を持つとき，Milnorファイバー
Fθには 2種類あり，小さな半径 0 < R ≪ 1の球面 S5

Rからリンクを除いたところで
Fθ = {arg f = θ} ∩ (S5 \ L)としたものと，小さな半径 0 < R ≪ 1の球体B6

R上で
0 < ε ≪ Rに対してF ′

θ = {f = ε exp(iθ)} ∩ B6
Rとしたものがある．どちらも位相的に

は同じであるが，prの定義域を拡張した理由は後者のF ′
θに着目するためである．

図 7: 左が特異点の近傍の境界のFθ，右が特異超曲面の管状近傍の境界のF ′
θ

定理(KKMM[6])．p−1+q−1+r−1 ≤ 1, f(X,Y, Z) = Xp+Y q+Zr+ε−1XY Zのとき，p̃r
のF ′

θへの制限の臨界点は(ε
1
p exp( i(θ+2πj)

p
), 0, 0) (j = 0, . . . , p−1)，(0, ε

1
q exp( i(θ+2πk)

q
), 0)

(k = 0, . . . , q − 1)，(0, 0, ε
1
r exp( i(θ+2πl)

r
)) (l = 0, . . . , r − 1)の合計 (p + q + r)個ある．

これらの臨界点の個数と位置と，F ′
θが凸シンプレクティック部分多様体であるという

性質を変えずに，f(X,Y, Z)を複素正則でないC∞関数に変形して，p̃rのF ′
θへの制限

がLagrangeトーラスファイブレーションであるようにできる．このとき，各臨界点は
モノドロミーが右Dehn捻りであるようなLefschetz型特異点である．
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注意．ターゲットCの向きは恣意的だが，Milnorファイバーには向きが定まるので，
ターゲットの向きを定めるとファイバーの向きも定まる．定理によるとターゲットにお
いて臨界値の周りを反時計回りに一周するとファイバーの方で右Dehn捻りが生じる．
もしターゲットの向きを反対にすると，臨界点の周りの反時計回り一周はファイバー
に逆写像を生じるが，ファイバーの向きも反対なので，この逆写像が右捻りになる．

証明．[0, 1]への非増加C∞-関数β : R → [0, 1]をβ(0) = 1, β(1
2
) = 0となるように取る．

φ1 =
√

|Y |2 + |Z|2/|X|, φ2 =
√

|Z|2 + |X|2/|Y |, φ3 =
√

|X|2 + |Y |2/|Z|として，

h(X,Y, Z) = β ◦ φ1 ·Xp + β ◦ φ2 · Y q + β ◦ φ3 · Zr + ε−1XY Z

とおき，Milnor束を定義する関数を (1− τ)f(X,Y, Z) + τh(X,Y, Z) (0 ≤ τ ≤ 1) で変
形する．τ = 1に至ると，最初の3項のサポートが交わらなくなるので，ファイバーは
Lagrange部分多様体になる．実際，p̃rとβ ◦φ1 ·X + ε−1XY Zは∂ψ2 − ∂ψ3が生成する
S1-作用 (X,Y, Z) 7→ (X, exp(it)Y, exp(−it)Z)で不変であり，また p̃rのファイバー上で
はその虚部

√
3
2
(r2

2 − r3
2)が一定だから，C3のシンプレクティック形式について

ι∂ψ2−∂ψ3 (2ρ1dρ1 ∧ dψ1 + 2ρ2dρ2 ∧ dψ2 + 2ρ3dρ3 ∧ dψ3) = −2ρ2dρ2 + 2ρ3dρ3

はファイバー上消える．特異点はEliasson [3] の結果から分かる．他は省略する． □

Lefschetzファイブレーションを持つ 4次元多様体にはGompfによるシンプレクティッ
ク構造がある．Presasは5次多様体の余次元1葉層から3次元多様体の余次元1有向葉
層に葉ごとのLefschetzファイブレーションがあるときにも同様の構成で余階数1正則
Poisson構造が得られることを示していて，前節で述べた三松氏によるLawson葉層の
Poisson構造についても，この事実に基づく別の構成があると予想した．上の定理から
S3のReeb葉層に対してそのような Lefschetzファイブレーションが構成できていて，
ここから基本的には三松氏の構成と同じものが得られるはずである．

Milnor束のトポロジー．Milnorファイバーの2次ホモロジーは交叉までよく知られて
いるが，C3の座標の絶対値を見るとMilnor束の構造について微分トポロジー的な理解
が深まる．絶対値を見るのでトーリック幾何と並走するが (たとえば [7])，同じ結果に
行きつくと思うのは早計である．実際，前節までの結果がそうであったように，微分
トポロジストが知りたいのは多様体上の葉層と接分布である．さて上のように修正し
たMilnorファイバーF ′

θについて，写像 p̃rをF ′
θに制限して得られるLagrangeトーラス

ファイブレーションをπθと書くことにする．πθの特異ファイバーは

π−1
θ (ε

2
p ) =

∪
j∈Zp

(S2 with poles (ε
1
p exp( i(θ+2πj)

p
), 0, 0) and (ε

1
p exp( i(θ+2π(j+1))

p
), 0, 0)),

π−1
θ (ωε

2
q ) =

∪
k∈Zq

(S2 with poles (0, ε
1
q exp( i(θ+2πk)

q
), 0) and (0, ε

1
q exp( i(θ+2π(k+1))

q
), 0)),

π−1
θ (ω2ε

2
r ) =

∪
l∈Zr

(S2 with poles (0, 0, ε
1
r exp( i(θ+2πl)

r
)) and (0, 0, ε

1
r exp( i(θ+2π(l+1))

r
)))

の3本であり，それぞれp個，q個，r個のS2を北極南極で数珠つなぎにした和である．
ただしS2の緯線はそれぞれ∂ψ2 − ∂ψ3 , ∂ψ3 − ∂ψ1 , ∂ψ1 − ∂ψ2の軌道である．またMilnor
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ファイバーでは θを定数とするが，Milnor束はその θを動かすので，θを一回転すると
各数珠がちょうど珠を数えるようにS2ひとつ分ずれる．他方，ファイバーに横断的な
部分を持つLagrange球面もある．3つに枝分かれした図形

Gθ :=

{
πθ = 0 or arg(πθ) = 0,

2

3
π,

4

3
π

}
⊂ F ′

θ

において arg(πθ) = 0の枝には∂ψ2 − ∂ψ3が生成するS1作用があり，その不動点は数珠
π−1
θ (ε2/p)をつなぐp個のLefschetz型特異点である．1つの不動点を中心として軌道の和
である円板を勝手にとると，ρ12−ρ22 = 0であることから前節の定理の証明と同じ原理
によって，その円板はLagrange部分多様体である．他の枝についても同様の円板を1つ
ずつ取る．中央の正則ファイバーπ−1

θ (0) = {ρ1 = ρ2 = ρ3 = ε1/3, ψ1+ψ2+ψ3 = θ} ⊂ C3

の近くでは，3つの円板の境界がちょうど 1点で交わる場合を考えれば分かるように，
3つの円板は互いにホモローグでない 2種類の滑らかではない位相的Lagrange球面の
一部にできて，それらのホモロジー類の差が中央のπ−1

θ (0) ∼= T 2で代表される．Milnor

ファイバーの2次ホモロジーと交叉はこれらの球面により幾何学的に理解される．

図 8: p = 2, q = 3, r = 7 のときのGθ上の11個の球面．右はπ−1
0 (0)の分解．

K3曲面のトポロジー．K3曲面の微分トポロジー的特徴づけはMoishezon-松本の定理
([18],[12, 13])により明快である．閉4次元M4からS2へのトーラスファイブレーション
で，1個以上のLefchetz型特異点を除けば沈めこみであるものが存在すれば，特異点の
個数は12の倍数であり，その個数によってM4の微分位相型は決まる．その個数が24

個のものが微分K3曲面である．われわれはTpqr-特異点のMilnor束に (p+ q + r)個の
Lefscetz型特異点を持つトーラスファイブレーションを構成した．もしLのトーラス束
のモノドロミーの逆写像がある Tp′q′r′-特異点の境界に現れたとすれば，Tpqr-特異点と
Tp′q′r′-特異点のMilnorファイバーを境界のトーラス束で貼り合わせたものをM4とし
て，M4からS2へのトーラスファイブレーションの特異点の個数p+ q+ r+ p′ + q′ + r′

は自動的に 12の倍数となり，それがもし 24であればM4は微分K3曲面である．この
ような組の貼り合わせはAnosov葉層に収束する接触構造を介してシンプレクティック
構造をつなぐようにできるので，いかにも微分トポロジーのやりたいことである ([15])．

定理 (KKMM[6])．そのようなTpqr-特異点の組は10組あり，次表の「Arnol’dの奇妙な
双対性」に関連して知られた10組であって，いずれの組も微分K3曲面を与える．
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特異点名 Gabrielov p, q, r 擬斉次のもの Dolgachev p′, q′, r′ 双対
E12 別名 S2,3,7 2, 3, 7 x2 + y3 + z7 2, 3, 7 E12

Z11 S2,4,5 2, 4, 5 x2 + y3z + z5 2, 3, 8 E13

Q10 S3,3,4 3, 3, 4 x3 + y2z + z4 2, 3, 9 E14

E13 S2,3,8 2, 3, 8 x2 + y3 + yz5 2, 4, 5 Z11

Z12 S2,4,6 2, 4, 6 x2 + y3z + yz4 2, 4, 6 Z12

Q11 S3,3,5 3, 3, 5 x2y + y3z + z3 2, 4, 7 Z13

E14 S2,3,9 2, 3, 9 x3 + y2 + yz4 3, 3, 4 Q10

Z13 S2,4,7 2, 4, 7 x2 + xy3 + yz3 3, 3, 5 Q11

Q12 S3,3,6 3, 3, 6 x2 + y2z + yz3 3, 3, 6 Q12

W12 S2,5,5 2, 5, 5 x5 + y2 + yz2 2, 5, 5 W12

S11 S3,4,4 3, 4, 4 x2y + y2z + z4 2, 5, 6 W13

W13 S2,5,6 2, 5, 6 x2 + xy2 + z4 3, 4, 4 S11

S12 S3,4,5 3, 4, 5 x3y + y2z + xz2 3, 4, 5 S12

U12 S4,4,4 4, 4, 4 x4 + y2z + yz2 4, 4, 4 U12

表 1: Arnol’dの例外型特異点 ([1])．双対はGabrielov数とDolgachev数の交換．

たとえばT2,3,7-特異点のMilnorファイバーの境界（リンク）のT 2束のモノドロミーは(
6 −1

1 0

)(
2 −1

1 0

)(
1 −1

1 0

)
=

(
5 −11

1 −2

)
=

(
1 3

0 1

)(
2 1

1 1

)(
1 −3

0 1

)
∼

(
2 1

1 1

)

であり，逆写像も同じ

(
1 −1

−1 2

)
=

(
0 1

−1 0

)(
2 1

1 1

)(
0 −1

1 0

)
∼

(
2 1

1 1

)
なので

T2,3,7-特異点のMilnorファイバーは自分のコピーと貼り合わされて微分K3曲面になる．
各Milnorファイバーのトーラスファイブレーションには，図８の11個の球面のうち，
中央のファイバーを使った2つの位相球面の任意の一方とだけ交わる断面がある．境界

のモノドロミー

(
2 1

1 1

)
=

(
1 1

0 1

)(
1 0

1 1

)
はArnol’dの猫写像というもので，境界の

T 2-束の断面はホモトピーを除いて一意であるから，上の断面からK3曲面のトーラス
ファイブレーションの断面が得られ，K3曲面の2次ホモロジーが理解できる．

5. 結びとして：K3曲面について思うこと
C4以上の次元になると超曲面特異点のリンクはS1上のファイバー束にならないので，
Milnorファイバーと葉層（とくに各葉にシンプレクティック構造を持つPoisson構造）
の関連はあるとしても容易でない．だからS5からS3へのトーラスファイブレーション
から葉層を構成できたことは新たな希望である．S7の葉層を構成するためにS3などへ
のファイブレーションを使おうとすると，ファイバーがT 4のものは使えそうにないの
で，次の候補にK3曲面を考えたくなる．またS5のLawson葉層を (R9, α)(= J1(R4;R))
に実現することも課題だが，コンパクト葉がT 4でないのだから絶対値を見ても上手く
いきそうにない．ここにトーリック幾何との分岐点があるように思える．K3曲面は微
分トポロジーの主役ではなかったが，5次元に続いて7次元を低次元にするという流れ
において，避けては通れない対象になったと思う．中村郁氏 [22, 23]やLooijenga [9] の
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複素幾何学の結果の類似がAnosov葉層の微分トポロジーから得られたのだから，他の
数学分野や物理学が先に発展する中にあっても，微分トポロジーに固有の問題意識や
理解の仕方，とくに多くの人が1970年代に一度あきらめてしまった葉層のトポロジー
について，再び当時のように構成をがんばることには意味があるように思う．
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非コンパクト多様体に対する
あるトーラス同変指数について

藤田玄 (日本女子大学理学部)∗

概 要

トーラス作用をもつコンパクトとは限らない多様体上である種の同変指数を構

成し, それを用いた非コンパクトトーリック多様体の Riemann-Roch数の定式

化を与える. また, KK 理論における KK 積を用いたその同変指数の分解を与

える.

1 序論

多様体上の微分作用素を用いて不変量を研究する様々な枠組みがある. Atiyah-Singer

の指数定理を含む指数理論はその典型例であり, コンパクト (で境界のない)多様体上の

線形楕円型微分作用素の核と余核の次元の差で定義される解析的指数から位相不変量が

定義される. この枠組みにおいて, コンパクト多様体上の線形楕円型微分作用素 D が

Fredholm作用素である,つまり適切な関数空間においてDの核と余核が有限次元である

という事実が重要となる. 多様体がコンパクトでないときはこの議論はうまく機能すると

はかぎらない. そこで, 多様体上に付加構造がある場合, その構造を用いて作用素の変形

を行う, あるいは K理論やその一般化である KK理論を用いた受け皿の精密化により不

変量が取り出せる場合がある. 本講演では, [9]に基づき, 付加構造としてトーラス作用を

用いて表現環に値をもつ同変指数のある一般化の構成を述べる. 構成におけるキーワード

として局所化を挙げておく. ただし, ここでの局所化はいわゆる固定点公式など群作用の

固定点への局所化ではなく, Wittenが見出した微分作用素の摂動による指数の局所化と

同様のアイデアに基づいたものである.

本講演での同変指数の定式化は, シンプレクティック多様体 *1の不変量である

Riemann-Roch(RR) 数の局所化にその動機がある. RR 数は概複素構造から決まる楕

円型作用素 (Dolbeault-Dirac作用素)の解析的指数として定義され, 幾何学的量子化の文

脈で非常に基本的な量である. シンプレクティック多様体の中でも最大の Hamiltonトー

ラス作用による対称性をもつものとしてシンプレクティックトーリック多様体がある. コ

ンパクトなシンプレクティックトーリック多様体には運動量写像の像として Delzant多

面体というある強い整数条件をみたす多面体が付随し, その多面体により分類されること

が知られている. 特に, その幾何学的量子化は多面体に含まれる格子点により記述される.

具体的には, 群作用も考慮して解析的指数をトーラスの表現環の要素 (仮想表現)とみな

したとき, RR数は Delzant多面体内の格子点の定めるトーラスの 1次元表現の直和にな

∗ e-mail: fujitah@fc.jwu.ac.jp
*1正確には,3で述べるように前量子化束をもつもの.
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る, という結果が Danilovの定理として知られている. この現象は, RR数の局所化, ある

いは幾何学的量子化の偏極への非依存性などの話題として興味深い発展を遂げている.

Atiyah-Singerの指数定理を含む一連の指数理論は K-ホモロジー/コホモロジーの言語

を用いて述べられる. 特に, コンパクト多様体上の楕円型微分作用素の解析的指数は K-

ホモロジーと K-コホモロジーの間のあるペアリングとして記述できる. Kasparovは K-

ホモロジー/コホモロジーを統一する KK理論を創始した. KK理論には解析的指数を実

現するペアリングを一般化する KK積というペアリングが内包されており, 様々な操作が

KK積として記述できることが知られている.

本講演では, まずあるトーラス作用の存在のもとで多様体上の楕円型微分作用素の群作

用の軌道に沿った別の微分作用素による変形を与え, 表現環の形式的完備化の元として

変形された作用素の解析的指数が定まることを説明する. 次に, その枠組みの適用例とし

て非コンパクトなトーリック多様体を考え, コンパクトトーリック多様体に対して知ら

れている幾何学的量子化の記述の非コンパクト版を述べる. 我々の構成は Braverman[4]

による構成と多くの類似点をもつ. Loizides-Rodsphon-Song[14]は Bravermanの同変指

数がある KK類の KK積として記述できることを示した. 我々の設定でも同様の KK積

として記述ができることを説明する. なお, 本講演では楕円型作用素としては (他の作

用素への一般化も可能ではあるが)Clifford加群束の切断の空間に作用する Dirac型作用

素のみ扱う. また, 多様体は滑らかで連結なもののみ考える. 本研究は科研費 (課題番

号:18K03288)の助成を受けたものである.

2 非コンパクト多様体に対するトーラス同変指数

Riemann多様体上のClifford加群束とは, M 上のHermiteベクトル束W とClifford積

と呼ばれる束写像 c : TM → End(W )の組であってClifford関係式 c(·)2 = −∥·∥2idW (と

いくつかの条件)を満たすものである. 典型例として接束の外積束W と外積と内部積の

組み合わせから決まる cがある. Dirac作用素とは Clifford積 cと整合的なW の接続と c

の合成から定義されるW の切断の空間に作用する線形微分作用素である. Dirac作用素

との差が 0階作用素となる微分作用素を Dirac型作用素という. Dirac型作用素の主表象

は Clifford積に一致し楕円型作用素となる. 実際は我々の設定ではW は Z/2次数付きの
ものW = W+ ⊕W− を, 作用素としてはその次数を入れ替えるD = D+ ⊕D− の形のも

のを考えるが記号の節約のため次数は省略する.

2.1 コンパクトな場合

T を n次元トーラス, R(T )を T の表現環とする *2. T -作用をもつコンパクトRiemann

多様体M と Clifford加群束W → M およびW の切断の空間に作用する T -同変 Dirac

*2ここで与える同変指数の定義は一般のコンパクト Lie群でも可能である. しかし, 2.2で述べる我々の構成は
トーラス作用の場合に限定される.

88



型作用素 D が与えられると, D が楕円型であることからその核 ker(D) および余核

coker(D)は有限次元であり T の表現空間となる. 解析的同変指数 ind(D)はその差で定

まる R(T )の元である:

ind(D) = ker(D)− coker(D) ∈ R(T ).

ind(D)は Riemann多様体上の微分作用素から定義されるが, 実際はM とW の位相構

造のみに依存する. その意味で, ind(D) = [M,W ]などと表すこともある.

2.2 非コンパクトな場合

[9]において, M がコンパクトでないときに [M,W ]の構成を拡張する枠組みの一つを

与えた. Dirac作用素から Fredholm作用素を得るために, 我々は群作用に基づく作用素

の変形を考える . このアイデアはWitten[16]による Dirac作用素の変形の理論の変種で

あり, [10]から始まる一連の研究でも用いられた. また, [7]で構成した S1-作用がある非コ

ンパクト多様体上の同変指数の一般化とも見做せる. ただし, ここでの変形はそれらで用

いたものと同一のものではない. また, 我々が手に入れるのは切断の空間上の Fredholm

作用素ではなく, 各既約表現 ρに対する切断の空間の ρ-isotypic成分上での Fredholm作

用素であり, T -Fredholm作用素ともよばれる. つまり, 核や余核が無限次元であっても,

そこに含まれる既約表現の重複度が有限であるような作用素である. 以下, 定理を述べる

ための設定を説明する.

tを T の Lie環とする. ξ ∈ tに対してM 上のベクトル場 ξ
M
およびW の切断の空間

上の Lie微分作用素 Lξ をそれぞれ

ξ
M

: x 7→ (ξ
M
)x =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

etξ · x ∈ TxM

Lξ : s 7→
[
x 7→ (Lξs)(x) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

etξs(e−tξ · x) ∈ Wx

]
により定義する. W の T -不変な Hermite接続 ∇をとる. 各 ξ ∈ tに対して ∇ξ

M
と Lξ

は 1階の微分作用素であってそれらの 1階の項は等しく,

Lξ −∇ξ
M
=:

√
−1µξ

で定義される µξ は切断 µ : M → End(W )⊗ t∗ を定める. 以下, µが t∗ に値を持つ T -同

変写像から誘導されていると仮定する. これは, 後のシンプレクティック幾何の状況では

µが運動量写像であることに対応する仮定である.

次に, tに内積を固定し, tと t∗ を同一視する. すると, µは

M ∋ x 7→ (µ
M
)x :=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

etµ(x) · x ∈ TxM

で定義される M 上のベクトル場 µ
M
を誘導する. 同様に, 各 ρ ∈ t∗ に対してベク

トル場 ρ
M
が誘導される. tZ := ker(exp : t → T ) とおく. このデータを用いて, 各
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ρ ∈ t∗Z = tZ に対して, W の切断の空間の L2-完備化の ρ-isotypic 成分 L2(W )(ρ) :=

Hom(Cρ, L
2(W ))⊗ Cρ 上の微分作用素 Dρ が定義できる. ただし, Cρ は ρが定める 1次

元 T -表現である. Dρ の構成と性質は 2.3にて述べる. 次がコンパクトな場合の同変指数

[M,W ]の拡張である.

定理 2.1 ([9]). 各 ρ ∈ tZに対してM 上のベクトル場 ρ
M
−µ

M
の零点集合 Zero(ρ

M
−µ

M
)

がコンパクトと仮定する. V := M \
∪

ρ Zero(ρM − µ
M
)とおく. このとき (付加的な技術

的仮定のもとで), Dρ は L2(W )(ρ) 上の Fredholm作用素となり準同型写像

[M,W ;V ] : R(T ) → Z, ρ 7→ ind(Dρ)

が定義でき, M がコンパクトなときは次の意味で通常の同変指数 [M,W ]と一致する.

[M,W ;V ] : ρ 7→ [M,W ](ρ),

ただし, [M,W ](ρ) は [M,W ] ∈ R(T )に含まれる ρの重複度である. さらに, [M,W ;V ]

は適切な設定のもと, データの連続変形での不変性, 切除公式, 和公式, 積公式をみたす.

2.3 摂動項 DT

2.2の設定を考える. c : TM → End(W )を Clifford積とする. また, tの正規直交基底

{ξi}i をとる.

定義 2.2. W の切断の空間に作用する微分作用素 DT を

DT :=
∑
i

c(ξiM)∇ξ
M
=

∑
i

c(ξiM)(Lξi −
√
−1µξi)

により定める. DT を orbital Dirac型作用素とよぶ.

各 ρ ∈ tZに対するコンパクト集合 Zero(ρ
M
−µ

M
)の十分小さい近傍上で恒等的に 0で

あり微分が L∞-有界な T -同変固有関数 fρ をとる. このとき, W の Dirac型作用素 D に

対して
Dρ := D + fρDT

とおく.

なお, L2(W )(ρ) 上では Lξ =
√
−1ρ(ξ)となることに注意すると, L2(W )(ρ) 上では

DT =
∑
i

√
−1c(ξiM)(ρ(ξi)− µξi) =

√
−1c(ρ

M
− µ

M
)

となり, 0階の作用素となる. Clifford積の基本関係式 c(·)2 = −| · |2 よりその自乗は

D2
T = |ρ

M
− µ

M
|2

となる. Dρ は L2(W ) 上の微分作用素としては楕円型とは限らず, 群作用の軌道に横

断的な方向にのみ楕円型である横断的楕円型作用素と呼ばれるものになっているが, 各

isotypic成分ごとに考えるわれわれの議論には影響はない.
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DT による変形 Dρ の Fredholm性はその自乗 (Dρ)
2 が遠方で十分正 (最小固有値が 0

から離れている)となることから保証される. その評価について重要な点をごく簡単に述

べる. Wittenは Clifford積と反可換なW 上の歪 Hermite写像 hと実数 tによる Dirac

型作用素の変形 D + thを考え, tが十分大きいとき, その指数が hの退化部分 (hが同型

でない点全体)にある意味で局所化することを見出した. DT による変形も同様の思想に

基づいている. これが定理 2.1に Zero(ρ
M

− µ
M
)が現れる理由である. hの Clifford積

との反可換性は自乗 (D + th)2 = D2 + (Dh + hD)t + h2t2 において Dh + hD が 0 階

の作用素であることを導く. この性質により, (D + th)2 において hが退化する部分の外

側で (Dh + hD)tを h2t2 でコントロールすることができる. DT は T -作用の軌道方向の

微分のみ含む作用素であり, 軌道に横断的な方向の Clifford積と反可換である. ここから

DDT +DTD が軌道方向の微分のみ含むことがわかり, Wittenの理論と類似の議論が機

能する. この事実とコンパクト集合 Zero(ρ
M

− µ
M
)の補集合上で (DT )

2 が真に正である

こと (+ いくつかの技術的仮定) を用いて (Dρ)
2 の L2(W )(ρ) 上での評価を行うと, その

Fredholm性が導かれる. こうして定理 2.1の指数の各成分

[M,W ;V ](ρ) = ind(Dρ) ∈ Z

は定義される.

[13]において Kasparovは
∑
i

c(ξiM)Lξi を orbital Dirac作用素とよび, KK理論の枠

組みでその性質を考察している. また, [4] において Braverman は可換とは限らないコ

ンパクト Lie群の作用に関して Clifford積 c(µ
M
)による Dirac作用素の変形により我々

と同様の同変指数を定義した. Braverman の同変指数については Atiyah の横断的指数

[1]との一致という形での指数定理が成立する. その後その理論は [15]で非コンパクトな

設定での [Q,R]=0(量子化とシンプレクティック簡約の可換性)の証明などに応用された.

その同変指数は ρ ∈ t∗Z によらない部分集合 Zero(µ
M
)に局所化する. 一方, 我々の局所化

は各 ρ ∈ t∗Z ごとに指数の ρ成分が Zero(ρ
M
− µ

M
) に局所化するという性質をもつ. これ

は, Bravermanの指数は定性的には固定点と µ−1(0)への局所化, 我々の指数は格子点の

逆像 µ−1(tZ)への局所化, とそれぞれ関係していることを示唆する. 両者の振る舞いには

違いはあるが, ある仮定の元では一致すること, その仮定が満たされない場合は一致しな

いことがわかっている.

3 トーリック多様体の Riemann-Roch数への応用

Riemann-Roch数とは幾何学的量子化の文脈で基本的な役割を持つシンプレクティッ

ク多様体の不変量である. 幾何学的量子化とは, 与えられたシンプレクティック多様体

から不変量としてよいベクトル空間を取り出す一つのレシピである. その概要を述べる.

(M,ω) をシンプレクティック多様体とする. つまり, ω は滑らかな多様体 M 上の非退

化閉 2 次微分形式である. よく知られているように, シンプレクティック多様体にはシ
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ンプレクティック構造と整合的な概複素構造が存在する. 特に, コンパクト Lie 群の作

用がある状況では群作用で不変なものがとれる. そのような概複素構造 J をひとつ固定

し, TM を J により複素ベクトル束とみなしたものを TMC とする. また, Riemann計量

gJ(·, ·) := ω(J ·, ·) を考える. この時, 外積束 W := ∧•TMC は Riemann 多様体 (M, gJ)

に対する Clifford 加群束となる. ただし, TM の元による Clifford 積は外積と内部積の

組み合わせで定義される. M 上の Hermite直線束 L → M とその Hermite接続 ∇の組
(L,∇)であってその曲率形式が

√
−1ω に一致するものはM 上の前量子化束とよばれる.

その存在は ω の定める deRhamコホモロジー類が整係数に持ち上がること (前量子化可

能条件) と同値である. 以下, 本稿ではこのような前量子化束の存在を仮定し, 一つ固定

することにする. 前量子化束 (L,∇) を持つシンプレクティック多様体 (M,ω) に対して

WL := W ⊗ Lは Clifford加群束となる. この時, ∇と (M, gJ)の Levi-Civita接続から

WL の切断の空間に作用する Dolbeault-Dirac作用素 DL が定まる.

定義 3.1. (M,ω)がコンパクトなとき,その Riemann-Roch数 RR(M)を DL の解析

的指数
RR(M) := ind(DL) = [M,WL] ∈ Z

により定義する. (M,ω)にコンパクト Lie群 Gの作用があり, その作用が (L,∇)に持ち

上がっていれば, RRG(M) = [M,WL]はGの表現環 R(G)の元を定める. これをG-同変

Riemann-Roch数という.

ある状況においては DL の余核が自明に, 更に J が可積分な場合には DL の核が Lの

正則切断の空間 H0(M ;L) に一致することがある. 幾何学的量子化の手続きにおいて量

子化として Lの正則切断の空間を採用することがある. この観点から RR数を (M,ω)の

(spinc-)量子化とよぶこともある. Zあるいは R(G)は K理論の観点からは一点の K群

K(pt)あるいはKG(pt)と同型であり,

RR(M) (resp. RRG(M)) = kerDL − cokerDL ∈ K(pt) (resp. KG(pt))

と理解できる.

3.1 コンパクトトーリック多様体の場合

トーラスによる最大対称性をもつシンプレクティック多様体としてトーリック多様体

がある. (M,ω)がトーリック多様体 *3であるとは, M に ωを保つ n次元トーラス T の効

果的作用があり, その作用の運動量写像 µ : M → Lie(T )∗ = t∗, つまり T -不変写像 µで

あって任意の ξ ∈ tに対して
d⟨µ(·), ξ⟩ = ω(·, ξ)

*3トーリック多様体という用語は, 代数幾何の文脈で使われることも多く, ここで扱う対象はシンプレクティッ
クトーリック多様体ともよばれる.
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がM 上の 1次微分形式として成立するものが存在する. ただし, ⟨·, ·⟩は t∗ と tのペアリ

ングである.

Hamilton トーラス作用をもつコンパクトシンプレクティック多様体の運動量写像

の像が凸多面体になることがよく知られているが, トーリック多様体の場合, その像は

Delzant多面体という非常に強い整数性条件 *4を満たすものになり, 次の意味で Delzant

多面体によって完全に分類ができることが知られている ([6]) :

• コンパクトトーリック多様体 (M,ω)と対応する運動量写像 µ : M → t∗ に対して,

P := µ(M)は t∗ ∼= Rn 内の Delzant多面体である.

• (M ′, ω′)をトーリック多様体であって, 対応する運動量写像の像が (平行移動を除

いて)P に一致するものとすると, (M,ω)と (M ′, ω′)は T -同変同型である.

• 任意の Delzant 多面体 Q に対して, 運動量写像の像が Q に一致するようなトー

リック多様体が存在する.

実は, トーリック多様体に対応する Delzant 多面体 P は T 作用による軌道空間に,

運動量写像は商写像になっている. 正確には, µ の T -不変性から軌道空間 M/T から

µ(M) = P への写像が誘導され, それが同相写像 *5を与える. 特に, P の一点の逆像はM

内で一つの T -軌道になる. さらに, p ∈ P に対して軌道 µ−1(p)の次元は pの属する P の

面の次元に一致する. 特に, P の頂点の逆像は T -作用の固定点になる.

トーリック多様体M 上に前量子化束が存在することの必要十分条件は µ(M)が整格子

多角形, つまり全ての頂点が格子点にあることである. トーリック多様体の RR数は次の

ように格子点で記述できることが古典的に知られている.

定理 3.2 ([5]). 前量子化束をもつコンパクトトーリック多様体 (M,ω) の T -同変

Riemann-Roch数 RRT (M,L)に対して

RRT (M) =
⊕

ξ∈µ(M)∩t∗Z

Cξ ∈ R(T )

が成立する. ただし, t∗Z は t∗ 内の格子点全体であり, Cξ は ξ ∈ t∗Z の定める T の 1次元複

素表現である.

この定理は, トーリック多様体の RR数が対応する Delzant多面体の格子点, あるいは

その逆像の軌道へ局所化することを示唆する. この描像を正当化する研究として [3], [8],

[11]などがあり, 今回の結果もその一つといえる.

*4各頂点から n本の方向ベクトルが伸び, それらが全て整数ベクトルでとれ, かつ Zn の基底をなす.
*5実はより強く, 角付き多様体の微分同相写像になる.
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3.2 非コンパクトトーリック多様体の場合

定理 3.2を鑑みて, 非コンパクトトーリック多様体の RR数あるいは幾何学的量子化を

考えると, 無限次元的なものが現れうると想像される. 例えば, トーリック多様体として

C2 への標準的な T = (S1)2 作用を考えると, その運動量写像による像は 2次元座標平面

の第一象限であり, 格子点は無限個含まれる. この描像を 2.2で述べた手法により実現し

たのが次の定理 *6である. なお, この定理はコンパクトな場合の Danilovの定理の別証明

にもなっている.

定理 3.3 ([9]). M をコンパクトとは限らないトーリック多様体, µ : M → t∗ をその運動

量写像とする. M への T -作用の固定化部分群 H に対し, h⊥ を H の Lie環の tにおける

直交補空間, ι∗
H⊥ : t∗ → (h⊥)∗ を包含写像の双対写像とする. また, MH を固定化部分群

が H であるようなM の点全体とする. 任意の固定化部分群 H と任意の ρ ∈ µ(M) ∩ t∗Z

に対して (ι∗
H⊥ ◦µ)−1(ι∗

H⊥(ρ))∩MH はコンパクトであると仮定する. この時, 定理 2.1で

の [M,WL;V ]を用いて準同型写像

R̃RT (M) : R(T ) → Z

が定義でき,

R̃RT (M) =
⊕

ρ∈µ(M)∩t∗Z

#π0(µ
−1(ρ))Cρ

となる. つまり各 ρ ∈ t∗Z に対して

R̃RT (M)(ρ) = #π0(µ
−1(ρ))

となる. M がコンパクトなら R̃RT (M) = RRT (M)となる.

コンパクトトーリック多様体 (M,ω)は運動量写像 µによる像 µ(M)で分類されるが,

コンパクトとは限らない場合は µ(M)だけでは分類できない. また, コンパクトな場合と

違ってM/T から P = µ(M)への写像は同相写像とは限らず, 一般には局所的な埋め込み

にしかならない. 特に, ρ ∈ t∗ に対して µ−1(ρ)はいくつかの軌道の和集合になる. 一方,

µが凸開集合への固有写像になっている場合はM/T から P への写像は同相写像である

こと, P でM が分類されることも知られている. 以上は全て [12]において示されている.

例 3.4. M = S1 × Rに標準的なシンプレクティック構造を入れると第一成分への S1-作

用によりM はトーリック多様体となり, 第二成分への射影が対応する運動量写像となる.

前量子化束などを適切にとると,

R̃RT (M) =
⊕
ρ∈Z

Cρ

*6 [9]では仮定が正確に述べられておらず修正が必要である.
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となる. コンパクトトーリック多様体にはトーラス作用の固定点が必ず存在する. 一方,

この例のように非コンパクトな場合は固定点が存在しないこともありうる. この結果から

R̃RT に各格子点から 1次元分の寄与があること, 固定点公式とは異なる局所化であるこ

とがわかる.

例 3.5. M を Cnの原点の十分小さい開円板であって原点以外に格子点を含まないものと

し, T = (S1)n のM への標準的作用を考える. ρ ∈ t∗Z を固定し, 前量子化束 L → M とし

てLの原点のファイバーへの T -作用がCρと同型なものをとる. このとき R̃RT (M) = Cρ

となる.

例 3.6. 次の例は [12]による. T = (S1)2に対して, p(k) := (k(k−1)/2, k) ∈ t∗ = R2 (k =

1, 2, . . . , )とおき, Pk を ξ1ξ2 平面内で p(l) と p(l+1) (l = 1, 2, . . . , k − 1)を通る合計 k 個

の直線と ξ1 軸, ξ2 軸で囲まれた凸領域とする. P1 ⊃ P2 ⊃ · · · であり, P∞ :=
∩

k Pk とす

る. 各 Pk(および P∞)に対して非コンパクトトーリック多様体Mk(およびM∞)であっ

てその運動量写像による像が Pk(および P∞)となるものが (同型を除いて)ただ一つ存在

する. このとき,

R̃RT (Mk) =
⊕

ρ∈Z2∩Pk

Cρ

となる.

M∞ は P∞ の頂点に対応して無限個の T -作用の固定点をもつため, 定理 2.1あるいは

定理 3.3の仮定を満たさない. しかし, R̃RT の切除公式と例 3.5の結果 (に加えてより一

般の非主軌道に対する計算)を用いると,

R̃RT (M∞) =
⊕

ρ∈Z2∩P∞

Cρ

という等式が正当化される.

4 KK積による分解

以下, 再びシンプレクティック幾何を離れ一般の Riemann多様体の設定に戻る. C∗-環

は ∗-作用素とよばれる対合作用が付与された Banach代数であり, 幾何に現れる典型例と

してコンパクト空間上 X 上の複素数値連続関数のなす環 C(X)がある. Kasparovによ

り創始された KK理論は, 2つの C∗-環に対して Abel群を対応させる双関手

KK(·, ·) : (A,B) 7→ KK(A,B)

である. KK(A,B)は B-値内積が付与された Hilbert B-加群 E, Aの E へのある表現,

E 上のある種のコンパクト性を持つ作用素からなる組 (Kasparov (A,B)-加群)たちで生

成される *7. 細部は述べないがその基本的な性質として次が挙げられる *8.

*7ここでは [2]による “unbounded cycle ”を用いた定義を採用している.
*8本節の執筆にあたって有益なコメントを下さった高田土満氏 (新潟大学)に感謝する.

95



1. KK(C,C) = Z.
2. 第 1変数について反変的, 第 2変数に関して共変的 *9.

3. コンパクト Hasudorff空間X に対してKK(C, C(X))はX の位相的K群K0(X)

に一致する.

4. コンパクト多様体 M に対して KK(C(M),C) は M の (幾何的)K ホモロジー群

Kgeom
0 (M)に一致する.

5. コンパクト Lie群 Gに対してKK(C∗(G),C) = Hom(R(G),Z), ただし C∗(G)は

Gの群 C∗-環.

KK理論は位相的 K理論と幾何的 Kホモロジー理論を内包しており, さらに, 次に述べ

る KK積により解析的指数などの様々な概念が KK理論における操作として理解できる.

KK積は 3つの C∗-環 A,B,C に対して定義されるペアリング

KK(A,B)×KK(B,C) → KK(A,C), (x, y) 7→ x⊗B y

である. 例えばコンパクト多様体M に対して

KK(C, C(M))⊗KK(C(M),C) = K0(M)⊗Kgeom
0 (M) → KK(C,C) = Z

は Kgeom
0 (M)の元である微分作用素に対して K0(M)の元であるベクトル束を係数とし

て解析的指数を与える写像 (指数写像)に一致する.

[14]において Loizides-Rodsphon-Songらは, コンパクト Lie群 Gの等長的作用をもつ

コンパクトとは限らない Riemann 多様体M 上で Braverman による Dirac 作用素の変

形 D +
√
−1c(µ)が定める同変指数をある KK群の要素の KK積として記述した. 具体

的には Kasparovによる Dirac作用素Dが定める KK類 [DM,Γ] ∈ KK(G⋉ClΓ(M),C)
と µの定める KK類 [

√
−1c(µ)] ∈ KK(C∗(G), G⋉ ClΓ(M)) を用いて

[D +
√
−1c(µ)] = [

√
−1c(µ)]⊗G⋉ClΓ(M) [DM,Γ] ∈ KK(C∗(G),C) = Hom(R(G),Z)

となること *10を示した. ここでは詳細は述べないが, ClΓ(M) は群作用の軌道に沿った

ベクトルの生成する Clifford 代数束 Cl(TM) の切断のなす C∗-環の部分 C∗-環である.

また, G ⋉ ClΓ(M) は C∗(G) と ClΓ(M) のクロス積とよばれる C∗-環である. Loizides-

Rodsphon-Songは,この分解を用いて切除公式や同境不変性など同変指数 [D+
√
−1c(µ)]

の性質の KK理論的な再証明を与えた. 平行した議論により, 我々の変形も KK積として

記述できる.

定理 4.1. orbital Dirac型作用素DT は KK群KK(C∗(T ), T ⋉ClΓ(M))の元を定め, 定

理 2.1の仮定のもと, KK積

KK(C∗(T ), T ⋉ ClΓ(M))×KK(T ⋉ ClΓ(M),C) → KK(C∗(T ),C) = Hom(R∗(T ),Z)

*9空間 X から C∗-環 C(X)の対応は反変的なので, 空間を入力とすると共変と反変が入れ替わる.
*10正確には, µが定める同変KK群KKG(C,ClΓ(M))の元の descent写像による像として定まる元を用いる.
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に関して
[DT ]⊗T⋉ClΓ(M) [DM,Γ] = [M,W ;V ]

が成立する.
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絡み目の HOMFLYPT多項式と Kauffman多項式の
係数多項式

滝岡 英雄 (金沢大学)∗

概 要

2 変数 v, z の多項式不変量の HOMFLYPT 多項式が一致する結び目の無限族

は金信泰造氏によって発見されている. しかし, 2 変数 a, z の多項式不変量

の Kauffman 多項式が一致する結び目の無限族は未だ知られていない. 本研

究では, これら 2 変数多項式不変量の変数 z で整理したときの係数多項式に

注目する. 河内明夫氏の結果やそれとは異なる手法での宮澤康行氏の結果で,

HOMFLYPT多項式に関しては, 任意の sに対して, 任意の絡み目の 0番から

s 番までの係数多項式が一致する絡み目の無限族が構成されている. 本講演で

は, HOMFLYPT多項式と Kauffman多項式のそれぞれの場合に, そのような

絡み目の無限族が存在することを SN
m 交差交換を導入することで示す.

1 HOMFLYPT多項式と Kauffman多項式

HOMFLYPT 多項式 P (L; v, z) ∈ Z[v±1, z±1] [4, 13] と Kauffman 多項式 F (L; a, z) ∈
Z[a±1, z±1] [9]は, 3次元空間 R3 内の有向絡み目の不変量で, 以下のスケイン関係式で定

義されている. 自明な結び目 U に対して, P (U ; v, z) = F (U ; a, z) = 1である. スケイン

3つ組 (L+, L−, L0)に対して, 次が成り立つ:

v−1P (L+; v, z)− vP (L−; v, z) = zP (L0; v, z).

スケイン 4つ組 (D+, D−, D0, D∞)に対して, 次が成り立つ:

aF (D+; a, z) + a−1F (D−; a, z) = z
(
F (D0; a, z) + a−2νF (D∞; a, z)

)
.

ここで, 図 1に描かれていない部分は同一である 3つの有向絡み目 L+, L−, L0 の組をス

ケイン 3つ組といい, 4つの有向絡み目図式 D+, D−, D0, D∞ の組をスケイン 4つ組とい

う. また, 2ν = w(D0)− w(D∞)であり, w(D0)と w(D∞)は D0 と D∞ の交差符号和で

ある. D∞の向きに関しては, δ = 0の場合と δ = 1の場合で図 1のようになる. r, r0, r∞

をD+, D0, D∞の成分数とする. このとき, δ = (r− r0 +1)/2と定義する. δは 0か 1を

値にとり, δ = 0の場合は図 1の交差が自己交差の場合に対応し, δ = 1の場合は図 1の交

差が非自己交差の場合に対応する. この対応関係は図 2よりわかる.
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図 1 スケイン 3つ組 (L+, L−, L0)とスケイン 4つ組 (D+, D−, D0, D∞).

図 2 δ = 0と δ = 1の状態.

Kauffman多項式に関しては, 次の定義も知られている. (今回の主結果の計算ではこの定

義を用いた.) F (L; a, z) = a−w(D)Λ(D; a, z) である. ここで, D は有向絡み目 L の図式

で, w(D)は Dの交差符号和である. Λ(D; a, z) ∈ Z[a±1, z±1]は向きを忘れた絡み目図式

に対して定まり, II型と III型の Reidemeister移動で不変で, 以下のスケイン関係式で定

義されている. 交差のない自明な結び目図式⃝に対して, Λ(⃝; a, z) = 1である. 図 3の

ように, 向きを忘れたスケイン 4つ組 (D+, D−, D0, D∞)に対して, 次が成り立つ:

Λ(D+; a, z) + Λ(D−; a, z) = z
(
Λ(D0; a, z) + Λ(D∞; a, z)

)
.

図 3のように, I型の Reidemeister移動に対して, 次が成り立つ:

Λ(C+; a, z) = aΛ(C0; a, z), Λ(C−; a, z) = a−1Λ(C0; a, z).

図 3 向きを忘れたスケイン 4つ組と I型の Reidemeister移動.

ここで, HOMFLYPT多項式と Kauffman多項式から得られる有名な多項式不変量を紹

介する. Alexander-Conway 多項式 ∇(L; z) [1, 3] は HOMFLYPT 多項式から次のよう

に得られる有向絡み目の不変量である: ∇(L; z) = P (L; 1, z). Jones 多項式 V (L; t) [6]

は HOMFLYPT 多項式と Kauffman 多項式の両方から次のように得られる有向絡み目

の不変量である: V (L; t) = P (L; t, (t1/2 − t−1/2)) = F (L;−t−3/4, t1/4 + t−1/4). Q多項式

Q(L;x) [2, 5] は Kauffman 多項式から次のように得られる無向絡み目の不変量である:
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Q(L;x) = F (L; 1, x). 2つの絡み目の不変量の値が異なれば, それらの絡み目は同型でな

いことが示せるが, 同型でない絡み目でも不変量の値が一致してしまう場合が存在する.

特に, HOMFLYPT多項式が一致する結び目の無限族は金信泰造氏により発見されてい

る [7]. Kirbyのリスト [11]にも紹介されているが, Kauffman多項式が一致する結び目の

無限族が存在するかは未だ知られていない. 金信泰造氏の最近の結果で, HOMFLYPT多

項式と Q多項式が一致する結び目の無限族が構成されている [8].

2 HOMFLYPT多項式と Kauffman多項式の係数多項式

成分数が rの絡み目 Lの HOMFLYPT多項式と Kauffman多項式は, それぞれ次のよう

に表すことができる:

P (L; v, z) = (−v−1z)−r+1
∑
n≥0

pn(L; v)z
2n, F (L; a, z) = (az)−r+1

∑
n≥0

fn(L; a)z
n.

ここで, pn(L; v) ∈ Z[v±1], fn(L; a) ∈ Z[a±1] で, 特に p0(L; v) ̸= 0, f0(L; a) ̸= 0 であ

る. 故に, 成分数が異なる絡み目に対しては, それらの HOMFLYPT多項式と Kauffman

多項式は異なることがわかる. pn(L; v) と fn(L; a) をそれぞれ HOMFLYPT 多項式と

Kauffman多項式の n番係数多項式と呼ぶ. 河内明夫氏の結果 [10]やそれとは異なる手

法での宮澤康行氏の結果 [12] で, HOMFLYPT 多項式に関しては, 任意の s に対して,

任意の絡み目の 0 番から s 番までの係数多項式が一致する絡み目の無限族が構成され

ている. 本講演では, HOMFLYPT 多項式と Kauffman 多項式のそれぞれの場合に, そ

のような絡み目の無限族が存在することを示す. ここで, 絡み目の連結和 (図 4参照)と

HOMFLYPT 多項式と Kauffman 多項式の関係について述べる. 絡み目 L,L′ の連結和

L#L′ の HOMFLYPT多項式と Kauffman多項式は次のようになる.

P (L#L′; v, z) = P (L; v, z)P (L′; v, z), F (L#L′; a, z) = F (L; a, z)F (L′; a, z).

図 4 連結和.

故に, HOMFLYPT多項式と Kauffman多項式の 0番から s番までの係数多項式が自明

になり s+1番係数多項式が自明でない結び目K を発見することができれば, それを与え

られた絡み目 Lに連結和することにより, Lの 0番から s番までの係数多項式が一致し

s + 1番係数多項式は異なる絡み目 L#K が構成できる. 本講演では, そのような結び目

も構成できる SN
m 交差交換という絡み目の局所変形を導入する.

101



3 SN
m 交差交換

ここからは, 絡み目やタングルはすべて図式として考える. 絡み目図式, タングル図式を

単に絡み目, タングルと呼ぶ. 図 5のように, SN
m をm半ひねり (m ∈ Z)をもつ 1個のタ

ングル Rm, N − 1個のタングル R, N 個のタングル Qをつないだタングルとする. ここ

で, N は正の整数である.

図 5 タングル SN
m .

N = 0の場合に関しては, 図 6のように, タングル S0
1 , S

0
−1, S

0
0 , S

0
∞ を定義する.

図 6 タングル S0
1 , S

0
−1, S

0
0 , S

0
∞.

図 7 のように, タングル Q は, その鏡像と同型である. 図 8 のように, タングル SN
1

(N ≥ 1) は SN−1
1 と同型であるので, S0

1 と同型である. 図 9 のように, タングル SN
m

(m ̸= 1, N ≥ 1)は素なタングルであることが示せる.

図 7 タングル Qは, その鏡像と同型である.

ここで, 図 10のように, 絡み目の 1つの交差 (タングル S0
1)をタングル SN

m で置き換える

操作あるいはその逆の操作を SN
m 交差交換という. 特に, S0

−1 交差交換は, いわゆる交差

交換である.
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図 8 タングル SN
1 (N ≥ 1)は SN−1

1 と同型である.

図 9 タングル SN
m (m ̸= 1, N ≥ 1)は素なタングルである.

図 10 SN
m 交差交換.

4 絡み目 LN
m(T )と主結果

図 11のように, 任意の絡み目 Lは 1つの交差とタングル T をつないだ形で描ける. これ

を L0
1(T )で表す. この交差を構成する 2本の弧のつながり具合で, 図 11のように, タング

ル T を 0型, ∞型, X 型, −X 型に分ける. この交差における 1回の SN
m 交差交換で得ら

れる絡み目を LN
m(T )で表す. 表 1のように, 整数 mの偶奇性とタングル T の型の組で,

(I)から (VIII)の場合を考える. 例えば, 絡み目 L0
1(T ), L

0
0(T ), L

0
∞(T ), LN

m(T )の成分数

は, 表 1のようになる. 次の定理 4.1, 4.4が, 本講演の主結果である.
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図 11 タングル T .

(m,T ) #L0
1(T ) #L0

0(T ) #L0
∞(T ) #LN

m(T )

(I) (奇数, 0型) r r r + 1 r

(II) (奇数,∞型) r r + 1 r r

(III) (奇数, X 型) r r − 1 r − 1 r

(IV) (奇数,−X 型) r r − 1 r − 1 r

(V) (偶数, 0型) r r r + 1 r

(VI) (偶数,∞型) r r + 1 r r

(VII) (偶数, X 型) r r − 1 r − 1 r

(VIII) (偶数,−X 型) r r − 1 r − 1 r

表 1 (I)–(VIII).

定理 4.1. (HOMFLYPT多項式の場合) Lを絡み目, N を正の整数とする. このとき, 絡

み目の無限族 {LN
m(T )}m∈Z が存在し, pi(L

N
m(T ); v) = pi(L; v) (0 ≤ i ≤ s)が成り立つ.

ここで, s =



(I) 2N − 1,

(II) 2N − 2,

(III) 2N − 1,

(IV) 2N − 1,

(V) 2N − 2,

(VI) 2N − 3 (N ̸= 1),

(VII) 2N − 2,

(VIII) 2N − 2

である. 特に, LN
1 (T )は Lと同型である.

さらに, 例外を除いて, ps+1(L
N
m(T ); v) ̸= ps+1(L

N
m′(T ); v) (m ̸= m′)が成り立つ. 例外は,

p0(L
0
1(T ); v) = p0(L

0
−1(T ); v) · · · (∗)をみたす T が 0型の絡み目 L0

1(T )の場合である.

備考 4.2. 条件 P (L0
1(T ); v, z) = P (L0

−1(T ); v, z) · · · (∗∗) をみたす T が 0 型の絡み目

L0
1(T ) を考える. この絡み目 L0

1(T ) は条件 (∗) をみたし, さらに, P (LN
m(T ); v, z) =

P (L; v, z)が成り立つ. 図 12のような無効交差で SN
m 交差交換をする場合, 絡み目 L0

1(T )

は T が 0型の絡み目で条件 (∗∗)をみたす. しかし, この場合は, 絡み目 LN
m(T )は Lと同

型になる.

問題 4.3. 無効交差でない交差で SN
m 交差交換をする場合, 条件 (∗∗)をみたす T が 0型

の絡み目 L0
1(T )は存在するか? (条件 (∗)の場合は容易に存在することがわかる.)
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定理 4.4. (Kauffman多項式の場合) Lを絡み目, N を正の整数とする. このとき, 絡み

目の無限族 {LN
m(T )}m∈Z が存在し, fi(L

N
m(T ); a) = fi(L; a) (0 ≤ i ≤ s)が成り立つ.

ここで, s =



(I) N,

(II) N − 1,

(III) N + 1,

(IV) N + 1,

(V) N − 1,

(VI) N − 2 (N ̸= 1),

(VII) N,

(VIII) N

である. 特に, LN
1 (T )は Lと同型である.

さらに, 例外を除いて, fs+1(L
N
m(T ); a) ̸= fs+1(L

N
m′(T ); a) (m ̸= m′)が成り立つ. 例外は,

f0(L
0
∞(T ); a) = (1 + a2)a−2νf0(L

0
0(T ); a) · · · (†)をみたす T が 0型の絡み目 L0

1(T )の場

合である.

備考 4.5. 条件

F (L0
0(T ); a, z) = a2νF (L0

1(T ); a, z),

F (L0
∞(T ); a, z) =

(
(a−1 + a)z−1 − 1

)
F (L0

1(T ); a, z)
· · · (††)

をみたす T が 0 型の絡み目 L0
1(T ) を考える. この絡み目 L0

1(T ) は条件 (†) をみたし,

さらに, F (L0
1(T ); a, z) = F (L0

−1(T ); a, z)及び F (LN
m(T ); a, z) = F (L; a, z)が成り立つ.

図 12のような無効交差で SN
m 交差交換をする場合, 絡み目 L0

1(T )は T が 0型の絡み目で

条件 (††)をみたす. しかし, この場合は, 絡み目 LN
m(T )は Lと同型になる.

問題 4.6. 無効交差でない交差で SN
m 交差交換をする場合, 条件 (††)をみたす T が 0型

の絡み目 L0
1(T )は存在するか? (条件 (†)の場合は容易に存在することがわかる.)

図 12 無効交差をもつ T が 0型の絡み目 L0
1(T ).

5 結び目KN
m,ℓ

タングル T として, 図 13の ℓ半ひねり (ℓ ∈ Z)をもつタングル Tℓ を考える. L0
1(Tℓ)は自

明な結び目である. このとき, 図 14のように, 結び目 LN
m(Tℓ)と同型な結び目を KN

m,ℓ で

表す. タングル SN
m の性質より, KN

1,ℓとKN
m,−1は自明な結び目である. タングルQの性質

より, 結び目 KN
m,ℓ の鏡像は −KN

−ℓ,−m と同型である. それ故, KN
m,−m は (−)両手型結び

目である. 次の定理 5.1, 5.2で, 結び目KN
m,ℓ の HOMFLYPT多項式と Kauffman多項式

を示す. ここで, 各場合 (m, ℓ) = (奇数,奇数), (奇数,偶数), (偶数,奇数), (偶数,偶数)は,

それぞれ表 1の (I), (II), (V), (VI)に対応している.
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図 13 タングル Tℓ.

図 14 結び目KN
m,ℓ.

定理 5.1. ζ = z4(2 + z2)2 とする. 結び目KN
m,ℓ の HOMFLYPT多項式 P (KN

m,ℓ; v, z)は,

次のようになる:

P (KN
m,ℓ; v, z)

=



1− ζN (1− v−m+1)(1− v−ℓ−1)

(
1−

( z

v−1 − v

)2
)

(m, ℓ) = (奇数,奇数),

1− z2ζN−1(v−2 + 1)(1− v−m+1)
(
v−ℓ(v−1 − v)2

+(1 + v2 − 2v−ℓ)z2
)(

1−
( z

v−1 − v

)2
)

(m, ℓ) = (奇数,偶数),

1− z2ζN−1(1 + v2)(1− v−ℓ−1)
(
v−m(v−1 − v)2

+(v−2 + 1− 2v−m)z2
)(

1−
( z

v−1 − v

)2
)

(m, ℓ) = (偶数,奇数),

1−
(
2z2 + z4 + v−m

(
(v−1 − v)2 − (3− v2)z2 − z4

))
(
2z2 + z4 + v−ℓ

(
(v−1 − v)2 + (v−2 − 3)z2 − z4

))(
1−

( z

v−1 − v

)2
)

(m, ℓ) = [(偶数,偶数) N = 1],

1− z4ζN−2(v−1 + v)2
(
v−m(v−1 − v)2 + (v−2 + 1− 2v−m)z2

)
(
v−ℓ(v−1 − v)2 + (1 + v2 − 2v−ℓ)z2

)(
1−

( z

v−1 − v

)2
)

(m, ℓ) = [(偶数,偶数) N ≥ 2].
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定理 5.2. 結び目KN
m,ℓ の Kauffman多項式 F (KN

m,ℓ; a, z)は, 次のようになる:

F (KN
m,ℓ; a, z) =



1− (−1)
m+ℓ−2

2
m−1
2

ℓ+1
2 [(1 + a2)3N+1a−3N+m+ℓ−1zN+1, ∗] (m, ℓ) = (奇数,奇数),

1− (−1)
m+ℓ−1

2
m−1
2 [(1 + a2)3N+1a−3N+m+ℓ−1zN , ∗] (m, ℓ) = (奇数,偶数),

1− (−1)
m+ℓ−1

2
ℓ+1
2 [(1 + a2)3N+1a−3N+m+ℓ−1zN , ∗] (m, ℓ) = (偶数,奇数),

1− (−1)
m+ℓ

2 [(1 + a2)3N+1a−3N+m+ℓ−1zN−1, ∗] (m, ℓ) = (偶数,偶数).

ここで, 変数 xの Laurent多項式
∑M

i=m aix
i を最小次数と最大次数の項を使って, それぞ

れ [amx
m, ∗]や [∗, aMxM ]のように表す. 表 3, 4の σn は σ0 = 0, σ1 = 1, σn−1 + σn+1 =

zσn で定義された変数 z の多項式である.

m ≥ 2 m = 1

ℓ ≥ 1 (N = 1) [∗, 3(1 + a2)am+ℓ−2zm+ℓ+8] 1

ℓ ≥ 1 (N ≥ 2) [∗, 3× 2N−1(1 + a2)am+ℓ−2z10N+m+ℓ−2] 1

ℓ = 0 (N = 1) [∗, (1 + a2)am−2zm+8] 1

ℓ = 0 (N ≥ 2) [∗, 2N−1(1 + a2)am−2z10N+m−2] 1

ℓ = −1 1 1

ℓ ≤ −2 [∗, 2N (1 + a2)am+ℓ−1z10N+m−ℓ−3] 1

m = 0 m ≤ −1

ℓ ≥ 1 (N = 1) [∗, (1 + a2)aℓ−1zℓ+9] [∗, 4(1 + a2)am+ℓ−1z−m+ℓ+9]

ℓ ≥ 1 (N ≥ 2) [∗, 3× 2N−2(1 + a2)aℓ−1z10N+ℓ−1] [∗, 9× 2N−2(1 + a2)am+ℓ−1z10N−m+ℓ−1]

ℓ = 0 (N = 1) [∗, (a−1 + a)2z8] [∗, (1 + a2)am−1z−m+9]

ℓ = 0 (N ≥ 2) [∗, 2N−2(a−1 + a)z10N−1] [∗, 3× 2N−2(1 + a2)am−1z10N−m−1]

ℓ = −1 1 1

ℓ ≤ −2 [∗, 2N−1(1 + a2)aℓz10N−ℓ−2] [∗, 3× 2N−1(1 + a2)am+ℓz10N−m−ℓ−2]

表 2 F (KN
m,ℓ; a, z)の変数 z に関する最大次数の項.

m ≥ 3 m = 2

ℓ ≥ 1 [(−1)N (2− z2)(1− z2)N−1z2N+3a−4N+1, ∗] [(−1)N+1(1− 3z2 + z4)(1− z2)N−1z2N+1a−4N+1, ∗]
ℓ = 0 [(−1)N+1(2− z2)(1− z2)Nz2N+1a−4N+1, ∗] [(−1)N (1− 3z2 + z4)(1− z2)Nz2N−1a−4N+1, ∗]
ℓ = −1 1 1

ℓ ≤ −2 [(−1)N+1σℓ+1(2− z2)(1− z2)N−1z2N+1a−4N+ℓ+1, ∗] [(−1)Nσℓ+1(1− 3z2 + z4)(1− z2)N−1z2N−1a−4N+ℓ+1, ∗]

m = 1 m ≤ 0

ℓ ≥ 1 1 [(−1)N+1σm−1(1− z2)Nz2N+1a−4N+m−1, ∗]
ℓ = 0 1 [(−1)Nσm−1(1− z2)N+1z2N−1a−4N+m−1, ∗]
ℓ = −1 1 1

ℓ ≤ −2 1 [(−1)Nσm−1σℓ+1(1− z2)Nz2N−1a−4N+m+ℓ−1, ∗]

表 3 F (KN
m,ℓ; a, z)の変数 aに関する最小次数の項.

m ≥ 2 m = 1

ℓ ≥ 0 [∗, (−1)Nσm−1σℓ+1(1− z2)Nz2N−1a4N+m+ℓ+1] 1

ℓ = −1 1 1

ℓ = −2 [∗, (−1)N+1σm−1(1− 3z2 + z4)(1− z2)N−1z2N−1a4N+m−1] 1

ℓ ≤ −3 [∗, (−1)Nσm−1(2− z2)(1− z2)N−1z2N+1a4N+m−1] 1

m = 0 m ≤ −1

ℓ ≥ 0 [∗, (−1)N+1σℓ+1(1− z2)N+1z2N−1a4N+ℓ+1] [∗, (−1)Nσℓ+1(1− z2)Nz2N+1a4N+ℓ+1]

ℓ = −1 1 1

ℓ = −2 [∗, (−1)N (1− 3z2 + z4)(1− z2)Nz2N−1a4N−1] [∗, (−1)N+1(1− 3z2 + z4)(1− z2)N−1z2N+1a4N−1]

ℓ ≤ −3 [∗, (−1)N+1(2− z2)(1− z2)Nz2N+1a4N−1] [∗, (−1)N (2− z2)(1− z2)N−1z2N+3a4N−1]

表 4 F (KN
m,ℓ; a, z)の変数 aに関する最大次数の項.
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備考 5.3. (m, ℓ) ̸= (m′, ℓ′), m,m′ ̸= 1, ℓ, ℓ′ ̸= −1とする. 定理 5.1より, P (KN
m,ℓ; v, z) =

P (KN ′

m′,ℓ′ ; v, z) であるための必要十分条件は (N ′,m′, ℓ′) = (N, ℓ + 2,m − 2), (m, ℓ) =

(奇数,奇数), (奇数,偶数), [(偶数,偶数) N ≥ 2] となる. 定理 5.2 と F (KN
m,ℓ; a, z) の

変数 a に関する 2 番目に大きい次数と 2 番目に小さい次数の項より, 結び目 KN
m,ℓ

(m ̸= 1, ℓ ̸= −1)は, すべて異なることがわかる.
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リボン Yetter–Drinfeld加群とタングル不変量

小鳥居　祐香 (広島大学/理化学研究所)∗1

葉廣　和夫 (京都大学)∗2

概 要

本稿ではモノイダル圏においてピボタル対象とリボン対象の概念を定義する．

それらは (双対性を仮定していない)モノイダル圏からピボタル圏あるいはリボ

ン圏を構成する．この構成法を Hopf 代数上の Yetter–Drinfeld 加群がなす組

み紐圏に適用することにより，Hopf代数上のリボン Yetter–Drinfeld加群の概

念を与え，リボン圏を構成する．それによりタングル不変量を与える．本稿の内

容は [4]に基づく．

1 はじめに

Reshetikhin と Turaev [8] はリボン Hopf 代数の概念を導入し，リボン Hopf 代数 H

上の有限次元加群の圏 H-modfd がリボン圏になることを示した．また枠付き有向タン

グルの圏 T はただ一つの対象によって生成される自由なリボン圏 [11, 12] であるため，

任意のリボン圏はタングル圏 T から有限次元ベクトル空間の圏への関手を与える．よっ
て関手的タングル不変量を与える．Jones多項式のような多くの絡み目の量子不変量はこ

の方法で構成されることが知られている．

また Yetterと Drinfeld [13, 2]は Hopf 代数上の Yetter–Drinfeld加群の概念を導入し

た．これは Hopf 代数 H 上の加群かつ余加群であり作用と余作用がある両立条件を持つ

ものである．H 上の Yetter–Drinfeld加群の圏 YDH は組み紐圏の構造を持つ．また H

上の有限次元 Yetter–Drinfeld加群によるその充満部分圏はリジッド (つまり，左双対を

持つ)組み紐圏の構造を持つ [1]．(これはリボン圏と近く，つまりタングル不変量を持つ

ことに近いが異なる．) また有限次元 Hopf 代数 H に対して，H 上の Yetter–Drinfeld

加群の圏 YDH は D(H)-加群の圏と同値であることがよく知られている．ここで D(H)

とは H の Drinfeld double であり，基底空間として H ⊗ H∗ を持つ準三角 Hopf 代数

である．準三角 Hopf代数 H にそのリボン元 v を加えることによってリボン Hopf代数

H ⊕Hv が得られることもよく知られている [8]．よって，有限次元 Hopf代数H から初

め，リボン圏 D(H) ⊕D(H)v-modfd が得られ，そこから付随したタングル不変量も得

られる．

∗1〒739-8521 広島県東広島市鏡山 1-7-1　広島大学 大学院先進理工系科学研究科
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図 1 射の図式的表示

本稿では，Yetter–Drinfeld 加群からリボン圏を構成する異なるアプローチを紹介す

る．Hopf代数上のリボン Yetter–Drinfeld 加群の概念を定義する．これは，H 上の有限

次元 Yetter–Drinfeld加群X であり，ある自己同型写像 γX : X → X((2.6.1)を見よ．)

を持つものである．次の結果を示す．ここで，H は有限次元であることを仮定しない．

定理 1.1 (命題 3.4 ，定理 4.1). H を可逆な対合射を持つ体 k上の Hopf代数とする．こ

のとき，リボン Yetter–Drinfeld加群の圏はリボン圏の構造を持つ．したがって，枠付き

タングルの不変量を与える．

Hopf代数と Yetter–Drinfeld加群の概念は，任意の対称モノイダル圏において定義さ

れる．本稿ではこの一般的なセッティングで議論する．

2 準備

この章では，(厳格な)モノイダル圏，組み紐圏，対称モノイダル圏，ピボタル圏，リボ

ン圏の概念を紹介する．詳細は [5, 6, 9] を参照されたい．

2.1 モノイダル圏

モノイダル圏Mとは、関手 ⊗ : M×M → M を備えた圏であり，この関手は (自然

同型を除いて)結合性と対象 I に関する単位性を持ち，よく知られたコヒーレント条件を

満たす．Mが結合性と単位性を厳格に満たすとき，Mを厳格なモノイダル圏という. 本

稿では簡単のため，厳格なモノイダル圏について考えるが，厳格でないモノイダル圏に対

しても同様の主張が成り立つことを示せる．厳格なモノイダル圏の逆圏Mop は厳格なモ

ノイダル構造 ⊗op を持つ．ここで，Mの任意の対象X,Y に対しX ⊗op Y = Y ⊗X と

なり，Mの任意の射 f, g に対し f ⊗op g = g ⊗ f となる．厳格なモノイダル圏MとN
の間の厳格なモノイダル関手 F : M → N とは，F (I) = I かつ F ◦ ⊗ = ⊗ ◦ (F × F )

を満たす関手である．

厳格なモノイダル圏の射を図式的な表示を用いて表すことにする．各対象は垂直な紐

により表し，射 f : x → y は図 1のように表す．このとき，図 2のように，合成は図式

を縦に繋げることによって得られ，テンソル積は横に並べることによって得られる．
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z
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g ◦ f =

z

x

f
y
g

,

y ⊗ y′

x⊗ x′

f ⊗ g =

y

x

f

y′

x′

g

図 2 合成とテンソル積.

2.2 双対性

Mを厳格なモノイダル圏とする．Mの対象 X,X∗ とMの射

dX =
X∗ X

: X∗ ⊗X → I, bX =
X X∗ : I → X ⊗X∗

に対して，

X

X

=

X

X

,

X∗

X∗

=

X∗

X∗

が成り立つとき，四つ組 (X,X∗, dX , bX) をM における双対という．このとき，対象

X∗ や三つ組 (X∗, dX , bX)は X の左双対と呼ばれる．厳格なモノイダル圏Mの各対象

が左双対を持つとき，Mは (左 )リジッドであるという．このとき，各対象X の左双対

を一つ選ぶことにより，各 X をその選んだ左双対 X∗ に送り，各射 f : X → Y をその

左双対射

f∗ =

X∗

Y ∗

f : Y ∗ → X∗ (2.2.1)

に送る関手 (−)∗ : Mop → M を定義できる．

2.3 厳格なピボタル圏

厳格なリジッドモノイダル圏Mが厳格なピボタル圏であるとは，ある指定された左双

対とそれにより定まる左関手 (−)∗ : Mop → M に対して，次の四つの性質を満たすと

きである：

1. (−)∗ : Mop → Mは厳格なモノイダル関手である，

2. dI = bI = idI ,

3. Mの任意の対象 X,Y に対し，次の等式が成り立つ：

dX⊗Y = dY (Y ∗ ⊗ dX ⊗ Y ), bX⊗Y = (X ⊗ bY ⊗X∗)bX，

4. (−)∗∗ = IdM : M → M.
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厳格なピボタル圏MとN の間の厳格なピボタル関手 F : M → N とは，厳格なモノイ
ダル関手であって，Mの全ての対象 X に対して

F (X∗) = F (X)∗, F (dX) = dF (X), F (bX) = bF (X)

が成り立つものである．このような関手 F は左双対関手と可換である．

2.4 組み紐圏

厳格なモノイダル圏Mが厳格な組み紐圏であるとは，Mの任意の対象 X,Y に対し

て，自然同型

ψX,Y =

X Y

Y X

: X ⊗ Y
'−→ Y ⊗X

が定義され，Mの任意の対象 X,Y, Z に対して

ψX⊗Y,Z = (ψX,Z ⊗ Y )(X ⊗ ψY,Z), ψX,Y ⊗Z = (Y ⊗ ψX,Z)(ψX,Y ⊗ Z)

が成り立つものである．このとき ψX,Y は組み紐構造と呼ばれる．

厳格な対称モノイダル圏とは，厳格な組み紐圏M であって，M の任意の対象 X,Y

に対して ψY,XψX,Y = idX⊗Y が成り立つものである．このとき，組み紐構造は対称性

と呼ばれ，ψX,Y の代わりに

PX,Y =

X Y

Y X

: X ⊗ Y → Y ⊗X

と表記する．

厳格な組み紐圏Mと N の間の厳格な組み紐関手 F : M → N とは，厳格なモノイダ
ル関手であって，Mの任意の対象 X,Y に対して

F (ψX,Y ) = ψF (X),F (Y )

が成り立つものである．Mと N が対称モノイダル圏のとき，F は厳格な対称モノイダ
ル関手と呼ばれる．

2.5 厳格な組み紐ピボタル圏と厳格なリボン圏

組み紐ピボタル圏Mに対して，任意の対象 X に対する自然同型

cRX =

X

X

: X → X, cLX =

X

X

: X → X

が存在する．このとき cRX (あるいは cLX) を X に対する右 (あるいは 左) positive curl

と呼ぶ．ここで cRX と cLX の逆射はそれぞれ
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X

X

と

X

X

である．厳格な組み紐ピボタル圏M の各対象 X に対して，その右 positive curl と左

positive curlが一致しているとき，Mを厳格なリボン圏という．

注意 2.1. 他の文献では，リボン (あるいはトーティル)圏は通常，捻りを持つリジッド組

み紐圏として定義される [11, 8, 5]. ここで厳格な組み紐圏が捻りを持つとは，Mの各対

象 X に対する自然同型 θX : X → X の族が存在し，任意の対象 X,Y に対して

θI = idI , θX⊗Y = ψY,XψX,Y (θX ⊗ θY ), θX∗ = (θX)∗

が成り立つことである．本稿の厳格なリボン圏の定義は通常使われる定義と同値である．

厳格なリボン圏Mと N の間の厳格なリボン関手 F : M → N とは，厳格な組み紐ピ
ボタル関手である．つまり，厳格なピボタル関手 F : M → N であり，同時に厳格な組
み紐関手でもある．

2.6 厳格な対称ピボタル圏

厳格な対称ピボタル圏Mに対して，各対象 X は自然同型

γX(= cRX) =

X

X

, γ−1
X (= cLX) =

X

X

(2.6.1)

を持つ．γX (resp. γ−1
X ) を X の右 (resp. 左) curlと呼ぶ. γX はモノイダル自然同型，

つまり，γI = idI かつMの任意の対象 X,Y に対して

γX⊗Y = γX ⊗ γY

という性質をもつ．また

γX∗ = (γ−1
X )∗

も成り立つ．

3 ピボタル対象とリボン対象

この章では，モノイダル圏においてピボタル対象の概念を導入する．モノイダル圏 C
におけるピボタル対象は，C がリジッドでなくとも，ピボタル圏を構成する．このとき，
組み紐圏におけるリボン対象を，ピボタル対象であって付随する右 positive curl と左

positive curl が一致するものと定義する．組み紐圏におけるリボン対象はリボン圏を構

成する．
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3.1 ピボタル対象

Mを厳格なモノイダル圏とする．Mの対象 X,X∗ と射

dX =
X∗ X

, bX =
X X∗, dX∗ =

X X∗

, bX∗ =
X∗ X

に対して，(X,X∗, dX , bX)と (X∗, X, dX∗, bX∗)がそれぞれMにおける双対となると

き，六つ組 (X,X∗, dX , bX , dX∗, bX∗)をMにおけるピボタル対象という．Xpと Y pを

Mにおけるピボタル対象とし，f : X → Y をMの射とする．f の左双対 f∗ : Y ∗ → X∗

を (2.2.1)で定義する．このとき，双対 (X∗, X, dX∗ , bX∗)と (Y ∗, Y, dY ∗ , bY ∗)を用いる

ことにより，

f∗∗ = (f∗)∗ =

Y

X

f

が得られる．このときピボタル対象 Xp と Y p の間の射 f : Xp → Y p を，f = f∗∗ を満

たすMの射 f : X → Y と定義する．Mのピボタル対象とそれらの間の射は圏を構成

することが確かめられる．これをMp と表記する．このとき次の命題が得られる．

命題 3.1. 圏Mp は以下のように厳格なピボタル圏の構造を持つ．Mp の単位対象は

Ip := (I, I, idI , idI , idI , idI)である．Mp における Xp と Y p のテンソル積は

Xp ⊗ Y p = (X ⊗ Y, Y ∗ ⊗X∗, dX⊗Y , bX⊗Y , dY ∗⊗X∗, bY ∗⊗X∗)

と定義される．ここで

dX⊗Y =
Y ∗X∗ X Y

, bX⊗Y =
X Y Y ∗X∗

, dY ∗⊗X∗ =
X Y Y ∗X∗

, bY ∗⊗X∗ =
Y ∗X∗ X Y

とする．Mp における射のテンソル積はM における射のテンソル積である．またMp

における Xp の左双対 (Xp)∗ は

(Xp)∗ = (X∗, X, dX∗, bX∗, dX , bX)

と定義される．さらにMp における対象 Xp の evaluation射と coevaluation射は

dXp = dX , bXp = bX , d(Xp)∗ = dX∗ , b(Xp)∗ = bX∗

と定義される．つまりMp における任意の射 f : Xp → Y p の双対 f∗ : (Y p)∗ → (Xp)∗

は Mにおける射 f : X → Y の双対 f∗ : Y ∗ → X∗ となる．

Mp をMのピボタル化と呼ぶ．また，Mp の各対象 Xp をMの対象 X に送り，各

射をそれ自身に送る自明な “忘却関手 U : Mp → Mが存在する．
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注意 3.2. 本稿のピボタル対象は Shimizu [10] によるリジッドモノイダル圏の “pivotal

object”の概念と類似している．Mがリジッドならば，本稿のピボタル対象は “pivotal

object”の厳格な場合であり，これらがなす圏は [10]におけるMの “pivotal cover” と

なる．

3.2 組み紐圏におけるリボン対象

組み紐圏において，次の命題が示せる．

命題 3.3. Mを厳格な組み紐圏とする．このとき，Mp は厳格な組み紐ピボタル圏であ

り，忘却関手 U : Mp → Mは厳格な組み紐ピボタル関手となる．

Mにおけるピボタル対象Xp がリボン条件 cLX = cRX をみたすとき，Mにおけるリボ

ン対象 と呼ぶ．またMr をMp におけるリボン対象全体からなる充満部分圏とする．そ

のとき，次の命題が成り立つ．

命題 3.4. Mを厳格な組み紐圏とする．このとき，Mr はMp の厳格な組み紐ピボタル

部分圏であり，厳格なリボン圏である．

4 Hopf代数と Yetter–Drinfeld加群

この章では，対称モノイダル圏におけるホップ代数と Yetter–Drinfeld加群の概念をお

さらいする．さらに，リボン Yetter–Drinfeld加群を Yetter–Drinfeld加群の圏における

リボン対象として定義する．最後に，リボン Yetter–Drinfeld加群の例として，群代数を

紹介する．

4.1 対称モノイダル圏における Hopf代数

V を厳格な対称モノイダル圏とする．V における Hopf代数とは， V における次を満
たす六つ組 H = (H,µ, η,∆, ε, S) である：

H は V の対象，µ, η,∆, ε, S は V の射

µ =
H H

H

: H ⊗H → H, η =

H

: I → H,

∆ =

H H

H
: H → H ⊗H, ε =

H

: H → I, S =

H

H

S : H → H
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であって次の関係式

H HH

H

=

HH H

H

,

H

H

η
=

H

H

=

H

H

η
,

H HH

H

=

HH H

H

,

H

H

=ε
H

H

=

H

H

ε
,

η

ε
= (empty), ε

HH

= ε

H

ε

H

, η

HH

= η

H

η

H

,

H H

HH

H H

H H

= ,

H

H

S =

H

H

S =

H

H

η

ε

が成り立つものである．以下では常に対合射 S は可逆であると仮定する．

4.2 Yetter–Drinfeld加群

H を厳格な対称モノイダル圏 V における Hopf 代数とする．V における H 上の (左-

左) Yetter–Drinfeld加群とは，V の対象 X と V の射

α =

H X

: H ⊗X → X, β =

H X

: X → H ⊗X

に対して，次の条件を満たす三つ組 (X,α, β)である：

1. (X,α)は左 H-加群，つまり次を満たす：
HHX

X

=

HHX

X
α α

α ,

X

X

X

X

=α
.

2. (X,β)は左 H-余加群，つまり次を満たす：

HH

X

X

=

HH

X

X

β β
β ,

X

X

X

X

=β .
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3.

H

H X

X

= S

H

H

X

X

α
β

α

β

.

また Yetter–Drinfeld 加群の準同型写像

f : (X,α, β) → (X ′, α′, β′)

とは，V の射 f : X → X ′ であって，左 H-加群準同型写像 f : (X,α) → (X ′, α′)であ

り左 H-余加群準同型写像 f : (X,β) → (X ′, β′)である，つまり次の関係式

f
H X

X ′

=

X ′

H X

fα′
α ,

f

H

X

X ′

=

X ′H

X
fβ
β′

を満たすものである．YDV
H を V における H 上の Yetter–Drinfeld 加群と

Yetter–Drinfeld 加群の準同型写像が構成する圏とする．圏 YDV
H は次のように厳

格な組み紐圏の構造を持つ ([13, 2]). YDV
H のモノイダルな単位元は (I, ε, η) となる．

(X,α, β)と (X ′, α′, β′)のテンソル積は

(X,α, β)⊗ (X ′, α′, β′) = (X ⊗X ′, α′′, β′′)

と定義される．ここで，

α′′ =

HX

X X ′

X ′

α α′ , β′′ =

HX

X X ′

X ′

β β′

とする．組み紐構造

ψ(X,α,β),(X′,α′,β′) : (X,α, β)⊗ (X ′, α′, β′) → (X ′, α′, β′)⊗ (X,α, β)

とその逆射

ψ−1
(X,α,β),(X′,α′,β′) : (X ′, α′, β′)⊗ (X,α, β) → (X,α, β)⊗ (X ′, α′, β′)

は

ψ(X,α,β),(X′,α′,β′) =

X X ′

X ′X
α′

β

, ψ−1
(X,α,β),(X′,α′,β′) =

X ′ X

X X ′

S−1

α′

β

.

と定義される．
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4.3 リボン Yetter–Drinfeld 加群

リボン Yetter–Drinfeld 加群を，V における H 上の Yetter–Drinfeld加群が構成する

厳格な組み紐圏 YDV
H におけるリボン対象と定義する．リボン Yetter–Drinfeld 加群の

圏とは，YDV
H におけるリボン対象が構成する圏である．このとき命題 3.4 から直ちに次

の定理が従う．

定理 4.1. リボン Yetter–Drinfeld 加群の圏は厳格なリボン圏である．

4.4 リボン Yetter–Drinfeld加群の例

k を体とし Gを有限群とする．k 上の Gの群 Hopf 代数を k[G]と表す．k[G]の余積

∆，余単位射 ε，対合射 S を，Gの各元 g に対して

∆(g) = g ⊗ g, ε(g) = 1, S(g) = g−1

と定めることができる．このとき k[G] に対して， k[G] 上の Yetter–Drinfeld 加群の構

造 (k[G], α, β)を次のように与えられる．

α = ad : k[G]⊗ k[G] → k[G], ad(g ⊗ h) = gh = ghg−1,

β = ∆ : k[G] → k[G]⊗ k[G], ∆(g) = g ⊗ g.

こうして，k[G]の k[G]への作用は左随伴作用，k[G]の k[G]への余作用は余積となる．こ

のとき (k[G], ad,∆)は k[G]上の Yetter–Drinfeld加群となることが確かめられる．k[S]

上の Yetter–Drinfeld加群 k[S]とその双対 k[S]∗ = Homk(k[S], k)は

dk[S] : k[S]
∗ ⊗ k[S] → k, dk[S](f ⊗ x) = f(x),

bk[S] : k → k[S]⊗ k[S]∗, bs[S](1) =
∑
g∈S

g ⊗ g∗,

dk[S]∗ : k[S]⊗ k[S]∗ → k, dk[S]∗(x⊗ f) = f(x),

bk[S]∗ : k → k[S]∗ ⊗ k[S], bk[S]∗(1) =
∑
g∈S

g∗ ⊗ g

によってリボン Yetter–Drinfeld 加群の構造を持つ．ここで g∗ ∈ k[S]∗ は任意の S の元

h に対して g∗(h) = δg,h と定義される．これらの準同型写像がリボン Yetter–Drinfeld

加群の構造を与えることが確かめられる．

リボン Yetter–Drinfeld加群 k[S]から構成される絡み目不変量は，絡み目 Lに，Lの

各成分のメリディアンを S の元に対応させる準同型写像 π1(R3 \ L) → Gの個数を対応

させる不変量となる．この不変量は Freydと Yetterによっても考えられている [3]．
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CW複体上の境界を跨がないモーション設計とその複
雑さ

田中　康平 (信州大学)∗

本研究は科研費 (課題番号：JP20K03607)および，住友財団（助成番号：210203）の助成

を受けたものである．

1 はじめに

代数的位相幾何学を現実世界の問題に応用しようという流れは近年隆盛を誇っている．

特に，自動運転やカーナビゲーションの発達により，人や物の輸送に関して，その経路を

指定するアルゴリズムの開発は，効率的な人の移動および物流の根幹を支えている．プ

ログラミングなどの技術的な話を抜きにして，経路指定アルゴリズムの原始的なアイデ

アは，与えられた 2点（始点，終点）に対し，それらを繋ぐパスを与える事を意味してい

る．つまり，位相空間 X 上での経路指定は，(x, y) ∈ X ×X に対し，

γxy ∈ XI = {[0, 1] → X}

で，γxy(0) = x, γxy(1) = yとなるパスを対応させる．言い換えれば，free path fibration

p : XI −→ X ×X, p(γ) = (γ(0), γ(1))

の切断 *1を与える事と同値である．ただし，この切断の連続性については現状言及しな

い．よって，このような pの切断（経路指定アルゴリズム）が存在するかどうかについて

は，以下の事実が簡単に従う．

事実 1.1. pの切断が存在するための必要十分条件は，X が弧状連結である．

上記の事実は，2点を繋ぐパスが常に存在する弧状連結性から保証されるが，パスの取

り方には何も条件がないので，実際に経路を指定しようとすると無限の組 (x, y)に対し

て，パスをそれぞれ指定しなければならない．次の例のように，もっと包括的に指定でき

た方が良いだろう．

例 1.2. X ⊂ Rn を凸集合とすると，次は pの切断である．

s : X ×X −→ XI , s(x, y)(t) = (1− t)x+ ty

∗〒390-8621 長野県松本市旭 3-3-1　信州大学 経法学部
e-mail: tanaka@shinshu-u.ac.jp

2010 Mathematics Subject Classification: 55M30, 06A07

キーワード：parametrized topological complexity, poset-stratified space, robot motion planning
*1 s : X ×X → XI で p ◦ s = idX×X となる写像．
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上記の例は，最も単純な直線で繋ぐパスの与え方であるが，特徴としては，(x, y) と

(x′, y′)が非常に近い距離にある場合，これらに対応するパス（直線）も非常に近い形に

なる．すなわち，切断の連続性を考慮している．位相幾何学の始点からも，連続な切断を

持つかどうかという疑問が興味深い．このとき，XI はコンパクト開位相によって位相空

間と考えよう．

事実 1.3 ([7]). pの連続な切断が存在するための必要十分条件は，X が可縮である．

上記の事実によって，可縮な空間上の連続的な経路指定アルゴリズムは担保されるが，

非可縮な空間については，そもそも連続な経路指定は存在しないことがわかる．そこで，

X ×X の全域ではなく，いくつかの局所的な連続経路指定を用意して X ×X を覆えれ

ば，X 上での移動を制御するプログラムを構成できる．この際に，用意する局所的なア

ルゴリズムは，当然少ない方が良いわけだが，最低何種類のアルゴリズムを用意すればよ

いかというのに着目したのが，Farberによる topological complexityのアイデアである

[7]．

1.1 Farber’s topological complexity and robot motion planning

以下，X を弧状連結とする．X ×X の部分空間 U に対し，U 上の（連続）経路指定と

は，連続写像
s : U −→ XI

で，p ◦ s = idU を満たすものである．

定義 1.4. X の topological complexityとは，以下の非負整数で与えられる位相不変量で

ある *2．

TC(X) := min

{
n ≥ 0

∣∣∣∣∣X ×X =
n+1∪
i=1

Ui, Ui : 経路指定を持つ開集合

}

すなわち，TC(X) = nということは，少なくとも n+ 1種類の局所的な経路指定アル

ゴリズムが必要であることを示唆している．事実 1.3は，TC(X) = 0とX が可縮である

ことが同値を意味している．可縮というホモトピー論的には自明な空間が最低値の 0に

対応するということで，「topological complexity」は空間の複雑を表す指標として考えら

れる．

定義 1.4においては，X ×X の開被覆によって，局所的な経路指定を考えたが，開集

合である必要性に疑問を持つこともあるだろう．そもそも共通部分が無い方が，実際に

(x, y) ∈ X ×X を与えたときに，どの局所経路指定アルゴリズムを用いればよいかが一

意に決まるため都合が良いという考えもある．

*2この定義に +1した値を TC(X)としている場合もある．
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定義 1.5. X の generalized topological complexityとは，以下の非負整数で与えられる位

相不変量である．

TCg(X) := min

{
n ≥ 0

∣∣∣∣∣X ×X =
n+1⨿
i=1

Ui, Ui : 経路指定を持つ部分集合

}

ただし，
⨿n+1

i=1 Ui は共通部分を持たない和集合である．

明らかに，TCg(X) ≤ TC(X) が成り立つ．逆の不等式は，X が良い性質を満たす空

間，例えば CW複体などでは成り立つ．

定理 1.6 ([12]). X を CW複体とすると，TC(X) = TCg(X).

代数的位相幾何学のテクニックを活用するうえでは，開被覆である方がありがたいの

で，ここでは TC(X)の性質を紹介する．

定理 1.7 ([7]). TC はホモトピー不変量である．つまり，X ≃ Y ならば，TC(X) =

TC(Y ).

TC(X)と関係の深いホモトピー不変量が LS-categoryである．

定義 1.8. 位相空間 X に対し，以下の不変量を定義する．

cat(X) := min

{
n ≥ 0

∣∣∣∣∣X =
n+1∪
i=1

Ui, Ui : open, Ui ↪→ X is null-homotopic

}

定理 1.9 ([7]). X がパラコンパクトハウスドルフ空間ならば，

cat(X) ≤ TC(X) ≤ cat(X ×X) ≤ 2cat(X).

TC(X) の下からの評価として，X のコホモロジーの環構造に由来するものを紹介す

る．k を体とし，H∗(X) = H∗(X; k)を X のコホモロジー環とする．これはカップ積に

より，次数付き k-代数の構造を持つ．

H∗(X)⊗H∗(X) −→ H∗(X).

また，H∗(X)⊗H∗(X)自身も，以下の積によって次数付き k-代数である．

(x⊗ y) · (z ⊗ w) := (−1)|y|·|z|xz ⊗ yw.

定義 1.10. カップ積 ∪ : H∗(X)⊗H∗(X) → H∗(X)に対し，以下の不変量を定義する．

zcl(X) = max

{
n ≥ 1

∣∣∣∣∣
n∏

i=1

αi ̸= 0 ∈ H∗(X)⊗H∗(X), αi ∈ Ker(∪)

}

定理 1.11 ([7]). zcl(X) ≤ TC(X).
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直積空間についても，性質の良い空間に対しては以下の不等式が成り立つ．

定理 1.12 ([7]). X,Y を距離空間としたとき，

TC(X × Y ) ≤ TC(X) + TC(Y )

1.2 TC(X)の具体例

可縮な空間 X については，TC(X) = 0であるため，非可縮な空間の例を見ていこう．

例 1.13 ([7]). TC(S1) = 1である．なぜなら，S1 は可縮ではないので，TC(S1) ≥ 1で

ある．また，S1 × S1 の開集合で，次の 2つが考えられる．

U1 = {(x, y) ∈ S1 × S1 | x ̸= −y}, U2 = {(x, y) ∈ S1 × S1 | x ̸= y}.

このとき，U1 → (S1)I は (x, y) ∈ U1 に対し，xと y を繋ぐ長さが最小の弧を対応させ

る．また，U2 → (S1)I は，(x, y) ∈ U2 に対し，時計回りに x, y を繋ぐ弧を考える．これ

らは，連続な経路指定になり，S1 = U1 ∪ U2 であるため，TC(S1) = 1である．

高次の球面の場合でも，上記と同様に U1 上に最短弧を対応させる連続経路指定が構成

できる．また，奇数次元球面の場合には，(x, y) ∈ U2 に対し，S2k−1 上の留点を持たない

ベクトル場を用いて，U2上の連続な経路指定を構成できるため，TC(S2k−1) = 1である．

しかし，偶数次元球面の場合には状況が異なる．まず，定理 1.9により，

TC(Sn) ≤ cat(Sn × Sn) = 2cat(S2) = 2

という上からの評価がすべての n について成り立つ．また，a ∈ Hn(Sn;Q) を基本類，

1 ∈ H0(Sn;Q)を単位元として，

x = a⊗ 1− 1⊗ a ∈ Ker(∪) ⊂ H∗(Sn;Q)⊗H∗(Sn;Q)

を考える．
x2 = ((−1)n

2+1 − 1)a⊗ a ∈ H∗(Sn;Q)⊗H∗(Sn;Q)

であるため，nが偶数の場合には，x2 ̸= 0である．よって定理 1.11により，TC(S2k) ≥ 2

である．

例 1.14 ([7]). 上記のことから，

TC(Sn) =

{
1 if n is odd,

2 if n is even.

低次元のグラフや曲線，曲面については以下の計算結果が知られている．

例 1.15 ([8]). Γを有限グラフとして，1次元の CW複体と考える．

TC(Γ) =


0 if π1(Γ) = {1},
1 if π1(Γ) = Z,
2 otherwise.
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例 1.16 ([7]). Σg を種数 g の向き付け可能な閉曲面とする．

TC(Σg) =

{
2 if g ≤ 1,

4 if g ≥ 2.

例 1.17 ([7, 5, 6, 16]). Ng を種数 g の向き付け不可能な閉曲面とする．

TC(Ng) =

{
3 (= TC(RP2)) if g = 1,

4 if g ≥ 2.

元々 [7]で Farberが考えた応用は，ロボットアームのモーション設計であった．複数

の関節を持ち，それぞれの関節でロボットアームが円周運動，あるいはより立体的に球面

上の回転運動をする場合，その動きを制御する局所的経路指定アルゴリズムは何種類必

要かという問題である．すなわち，積球面の TCを求める問題であった．

例 1.18 ([7]). X を Sm の n個のコピーの直積とする．

X = Sm × Sm × · · · × Sm

このとき，

TC(X) =

{
n if m is odd,

2n if m is even.

射影空間の場合には，実と複素で様相が異なる．複素射影空間 CPn の場合は，2n次元

のシンプレクティック閉多様体であることから，その非退化な閉 2-形式を用いて TCは

計算できる

例 1.19 ([11]). TC(CPn) = 2n.

実射影空間 RPn の場合には，その TCはユークリッド空間への埋め込み次元 In と深

い関係があることが知られている．

In = min{k ≥ 0 | RPn ∃
↪→ Rk}

例 1.20 ([11]).

TC(RPn) =

{
n if n = 1, 3, 7,

In − 1 otherwise.

2 Parametrized topological complexity

経路指定のアルゴリズムに条件を課したものも様々考えられている．例えば，x から

y への経路と，y から x への経路は同一であるという対称性を持った経路指定が考えら

れる [9, 2]．また，xから xへの経路は，その場で留まる経路を指定するのが自然だろう

[14, 15]．動作領域が向きづけられているなら，その向きに沿った経路を考えたい [1, 13]．

また，効率化を考えるなら，経路は最短の方が望ましいかもしれない [17]．
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本稿で紹介するのは，パラメーター付きの経路指定である [3, 4]．連続写像 π : X → B

に対し，X は B でパラメータ付けられていると考えられる．B 上のファイバー積

X ×B X = {(x, y) ∈ X ×X | π(x) = π(y)}

を考え，
XI

B = {γ : [0, 1] → X | π ◦ γ is constant in B}

というXI の部分空間を考えよう．このとき，free path fibration p : XI → X ×X の制

限として，
p|XI

B
: XI

B −→ X ×B X

が得られる．X ×B X の部分集合 U 上のパラメーター付き経路指定とは，p|XI
B
の U 上

の連続な切断
s : U −→ XI

B

である．パラメーター付きの経路指定は，同じパラメーターを持つ 2点 (x, y)，すなわち

(x, y) ∈ π−1(b)となるものに対し，x, y を π−1(b)の中のパスで繋ぐというものである．

定義 2.1. π : X → B に対し，parametrized topological complexity とは *3，

TC(π) := min

{
n ≥ 0

∣∣∣∣∣X ×B X =
n+1∪
i=1

Ui, Ui : パラメーター付き経路指定を持つ開集合

}

ただし，このような値が存在しない場合には，TC(π) = ∞とする．

注意 2.2. B = ∗の時，TC(π) = TC(X)である．

Parametrized topological complexity は元々，衝突回避の経路指定を考えるため，配

置空間における Fadell-Neuwirth fibration の parametrized topologica complexity を計

算することから始まった [3, 4]．

本稿ではこの parametrized topological complexityをBが半順序集合（T0-Alexandroff

空間）という特殊な場合に適用した結果を紹介する．まず，半順序集合と位相空間の関係

について振り返る．

位相空間X が Alexandroff空間であるとは，任意のX の開集合族 {Uλ}に対し，その
共通部分

∩
Uλ が再び開集合になることである．このとき，任意の点 xに対し，その最小

の開近傍が，
Ux =

∩
x∈U

U

として存在する．T0-Alexandorff空間 X 上の半順序として，x ≤ y を x ∈ Uy として定

義すれば，X は半順序集合となる．

*3連続写像に対する topological complexityという概念もあるが，それとは異なる．
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逆に，P を半順序集合としたとき，P の開集合を upper-sets (filters) として指定する

と，P は T0-Alexandorff空間となる．これらの対応は，T0-Alexandorff空間と半順序集

合の圏の同型を与えるため，これらを同一視する．

定義 2.3. X をハウスドルフ空間とし，π : X → P を半順序集合 P 上の連続写像とす

る．以下の条件を満たすとき，π を stratified space とよぶ（詳細は [19, 21]を参照）．

1. π は全射かつ開写像．

2. 任意の p ∈ P に対し，ep = π−1(p)は連結かつ局所閉．

例えば，単体複体や（normal）CW複体などは，その面順序集合上の stratified space

である．本稿ではX を CW複体とし，その面順序集合 P (X)上の自然な stratified space

πX : X → P (X) に対し，パラメーター付き経路指定を考える．この経路指定は，同じ領

域（胞体）内に属する 2点に対し，その領域をはみ出さずにそれらを繋ぐパスを連続的に

与える事を意味している．

簡単な例から，TC(πX)を見ていこう．まず単体複体の場合には，各単体が凸集合であ

ることから，直線で繋ぐパスが考えられ以下が従う．

定理 2.4 ([20]). K を単体複体としたとき，TC(πK) = 0.

次に，X を regular CW複体とする．このとき，X ×P (X) X は，対角集合にあたるX

に押し潰すことができることから，以下が従う．

定理 2.5 ([20]). X を regular CW複体としたとき，TC(πX) = 0.

対して，non-regular CW複体については，上記のようにパラメーター付き経路指定を

考えるのは難しい．最も単純な例として，0-胞体 v と 1-胞体 eのみからなる円周 S1 の胞

体分割を考えよう．もし，TC(πS1) < ∞とすると，(v, v) ∈ U ⊂ S1 ×P (S1) S
1 となる開

集合 U と，パラメーター付き経路指定 s : U → (S1)IP (S1) が存在する．s(v, v)は定義か

ら v 上のコンスタントパスにならざるを得ない．ところが，v に十分近く，v を挟んだ

(x, y) ∈ U に対しては，vを通過できないため，反対側の弧を通って x, yを繋ぐ以外道が

ない．このような対応は sの連続性に反するため，TC(πS1) = ∞となる．
上記で見たように，我々の身近な non-regular CW複体は，有限個の開集合上のパラ

メーター付き経路指定によって全体を網羅できないものが多い．例えば，高次の球面 Sn

の最小胞体分割 Sn = e(0) ∪ e(n) や

RPn = e(0) ∪ e(1) ∪ · · · ∪ e(n)

などである．この問題の根本的な原因は，TC(π)の定義において，開被覆を考えたため

である．開被覆を一般の被覆，あるいはセパレーションとすれば，定義 1.5と同様に以下

の不変量が考えられる．
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定義 2.6. π : X → B に対し，以下の不変量を定義する．

TCg(π) := min

{
n ≥ 0

∣∣∣∣∣X ×B X =
n+1⨿
i=1

Ui, Ui : パラメーター付き経路指定を持つ部分集合

}
ただし，このような値が存在しない場合には，TCg(π) = ∞とする．

定義から TCg(π) ≤ TC(π)が従う．X を有限（次元）の CW複体としたとき，上記で

見た TC(πX)とは異なり，TCg(πX)は有限値を取る．

命題 2.7 ([20]). X を有限の CW複体とし，P (X)♯ を胞体の個数とする．このとき，

TCg(πX) ≤ min{P (X)♯ − 1, dim(X)}.

TCg(X)の下からの評価としては，CW複体が位相圏の分類空間として構成できる場

合に，LS-categoryがサポートする．

命題 2.8 ([20]). X が cylindrically normal CW 複体で F (X) を face category とする

（詳しくは [10, 18, 19] を参照）．自然な関手 F (X) → P (X) が切断を持ち，P (X) が

（弱）可縮のとき，cat(X) ≤ TCg(πX).

よって上記の評価式から，身近な CW複体に対して，TCg(πX)が求まる．

例 2.9 ([20]). 以下の CW複体に対して，TCg が求まる．

1. Sn = e(0) ∪ e(n) に対し，TCg(S
n → P (Sn)) = 1.

2. Bk = ∨kS
1 = e(0) ∪ e

(1)
1 ∪ e

(1)
2 ∪ · · · ∪ e

(1)
k に対し， TCg(Bk → P (Bk)) = 1.

3. T n =
∏n

i=0 S
1 =

∏n
i=0(e

(0) ∪ e(1)) に対し，TCg(T
n → P (T n)) = n.

4. RPn = e(0) ∪ e(1) ∪ e(2) ∪ · · · ∪ e(n) に対し，TCg(RPn → P (RPn)) = n.

5. CPn = e(0) ∪ e(2) ∪ e(4) ∪ · · · ∪ e(2n) に対し，TCg(CPn → P (CPn)) = n.

参考文献

[1] Borat, A.; Grant, M. Directed topological complexity of spheres. J. Appl. Comput.

Topol. 4 (2020), no. 1, 3–9.

[2] Basabe, I.; Gonzlez, J.; Rudyak, Y. B.; Tamaki, D. Higher topological complexity and

its symmetrization. Algebr. Geom. Topol. 14 (2014), no. 4, 2103-2124.

[3] Cohen, D. C.; Farber, M.; Weinberger, S. Topology of parametrised motion planning

algorithms. SIAM J. Appl. Algebra Geometry, 5(2) (2021), 229-249.

[4] Cohen, D. C.; Farber, M.; Weinberger, S. Parametrized topological complexity of

collision-free motion planning in the plane. arXiv:2010.09809v1.

[5] Cohen, D. C.; Vandembroucq, L. Topological complexity of the Klein bottle. J. Appl.

Comput. Topol. 1 (2017), no. 2, 199-213.

[6] Dranishnikov, A. On topological complexity of non-orientable surfaces. Topology Appl.

232 (2017), 61-69.

128



[7] Farber, M. Topological complexity of motion planning. Discrete Comput. Geom. 29

(2003), no. 2, 211–221.

[8] Farber, M. Instabilities of robot motion. Topology Appl. 140 (2004), no. 2-3, 245-266.

[9] Farber, M.; Grant, M. Symmetric motion planning. Topology and robotics, 85–104,

Contemp. Math., 438, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2007.

[10] Furuse, M.; Mukouyama, T.; Tamaki, D. Totally normal cellular stratified spaces and

applications to the configuration space of graphs. Topol. Methods Nonlinear Anal. 45

(2015), no. 1, 169-214.

[11] Farber, M.; Tabachnikov, S.; Yuzvinsky, S. Topological robotics: motion planning in

projective spaces. Int. Math. Res. Not. 2003, no. 34, 1853-1870.
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無限次元 C∞-多様体の滑らかなホモトピー
木原　浩 (会津大学)∗

1 導入
無限次元解析は、多くの同値でない定式化が登場してきたが 1980-90年代に Frölicher

と Kriegl に始まる convenient calculus が整備され、最終理論の最有力候補とみなされ
ている [KM]。しかし、そのような基礎付けが確立された一方で、我々は無限次元 C∞-多
様体の間の滑らかな写像、無限次元 C∞-多様体の上のファイバー束の切断、主束、ゲー
ジ変換等がどのくらい豊富にあるのかについて知る手段をほとんどもたない。もちろん
実際には、連続な写像、切断、主束、ゲージ変換に関する膨大な知識を活用する為に、滑
らかな対象と連続な対象を比較する理論 (平滑化理論)を構築するのが有効だと思われる
(写像のソース、束のベースが有限次元のときは、Steenrod の近似定理を精密化する形で
の平滑化定理 [KM02, MW, Wo07, Wo09]が知られているが、ソース、ベースが無限次元
のときに適用できる手段は全く知られていない。)ここでは、滑らかなホモトピー論を構
築し、(通常の)連続なホモトピー論と比較することで、写像、切断、主束、ゲージ変換に
対する平滑化定理が得られることを説明する。
まず次節で、抽象的なホモトピー論 (モデル圏論)の考え方を説明し、C∞-多様体の圏

C∞ よりも広い圏が必要となることを見る。そのような ‘smooth space’ の convenient

category として我々は微分空間 (diffeological space) の圏 D を用いる。その基本概念を
説明したあと [K19]に従い D 上にモデル構造を導入し (4節)、[K20]に従い滑らかなホ
モトピー論を展開し (5-8節)、それを (無限次元) C∞-多様体に適用する (9節)。

2 抽象的ホモトピー論
この節では単体的ホモトピー論を出発点として、モデル圏論について説明する ([May,

GJ, Hir, MP]参照)。

2.1 単体的ホモトピー論
定義 2.1. (1) 圏 ∆ を

ob ∆ = {[0], [1], [2], . . .},

∆([m], [n]) = {[m]
ϕ−→ [n] | φ は順序を保つ }

で定める。ここで [n] は順序集合 {0, . . . , n} を表す。
(2) 単体的集合 K とは、関手 K : ∆op −→ Set のことである。よって、単体的写像の圏
は関手圏 Set∆

op である。この圏は以降 S とかかれる。

定義により、単体的集合 K は可算コの集合 K0, K1, K2, . . . と (適切な関係をみたす)

∗〒965-8580 福島県会津若松市一箕町大字鶴賀上居合９０　会津大学コンピュータ理工学部
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キーワード：無限次元 C∞-多様体, 微分空間
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作用素 Kn
di−→ Kn−1, Kn

si−→ Kn+1 たちからなると思うことができる。

例 2.2. 位相空間 X に対し、単体的集合 SX を

SnX = {∆n σ−→ X | σは連続 }

と明らかな di, si で定めることができる。この構成は位相空間の圏 T から S への関手
S : C0 −→ S を定める (特異関手)。

今 K ∈ S に対し、その実現 |K| ∈ T を

|K| =
∐
n≥0

Kn ×∆n/ ∼

で定める (ここで ∼ は、di, si たちの生成する同値関係)。この構成は実現関手 | | : D −→
T を定め、| | : D ⇄ T : S は随伴対となる。

注意 2.3. 我々はこの後の応用の為 convenient category of topological spaces として弧
生成空間の圏 C0 をとる。(位相空間 X が弧生成 ⇔

def
X の位相が連続曲線に関する終位

相)。このとき実現関手と特異関手の随伴対は | | : S ⇄ C0 : S に制限する。

主に 1950年代の Kan の仕事により、単体的集合に対しホモトピー論が展開され、そ
のホモトピー論が関手 | |, S を通して本質的に位相空間のホモトピー論と同一であること
が示された。では、

• ある圏 K でホモトピー論が展開できるとはどういうことか?

• 2つの圏 K,L のホモトピー論が一致するとはどういうことか?

ということが同題になる。これに対する一つの答えを与えるのが Quillen によるモデル
圏の理論である。

2.2 モデル圏
モデル圏の基礎的な概念について述べる。

定義 2.4. 圏M は、3つの射のクラス W,F,C (それぞれ弱同値、ファイブレーション、
コファイブレーションのクラスとよばれる)が指定されていて 5つの公理 (M1-5)みたす
ときモデル圏とよばれる; M1 のみM の完備性、余完備性を要求する純圏論的要請であ
り、M2-5 はクラス W,F,C に関する要請である。

A ∈ M は始対象からの射 φ −→ A がコファイブレーションのとき、コファイブラン
トとよばれる。双対的に X ∈ M は終対象への射 X −→ ∗ がファイブレーションのと
き、ファイブラントとよばれる。任意の対象は弱同値の範囲内でコファイブラントな対象
(ファイブラントな対象、ファイブラント-コファイブラントな対象)におきかえられる。

例 2.5. (1) Ch≥0(R) を左 R-加群の非負次数の鎖複体の圏とする。このとき、Ch≥0(R)
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は

W = {M f−→ N s.t. H∗(f) が同型 }

C = {M f−→
mono

N s.t. Coker f の各成分が射影的 }

F = {M f−→ N s.t. fk は epi (k > 0)}

の下 モデル圏となる。そのとき、任意の鎖複体はファイブラント、“M がコファイブ
ラント ⇔ 各 Mk が射影的”であり、コファイブラント対象へのおきかえ P −→ M

は射影分解に他ならない。このモデル構造は射影的モデル構造とよばれる ([DS])。
(2) Ch≥0(R) 上に入射的モデル構造が定義される。
(3) 弧生成空間の圏 C0 は

W =
{

X
f−→ Y s.t. SX

Sf−→SY は S における弱同値
}

F = {Λp
k top ↪−→ ∆p

top | p > 0, 0 ≤ k ≤ p}
��

C =
��
(F ∩W )

の下、(コファイブラント生成とよばれるよい)モデル圏となり、任意の対象はファイ
ブラントである。また、CW-複体はコファイブラントであり、

f : X −→ Y が C0 におけるファイブレーション ⇔ f : X −→ Y が Serre ファイブレーション
f : X −→ Y が C0 における弱同値 ⇔ f : X −→ Y が弱ホモトピー同値.

(射のクラス K に対し、��
K,K

�� は、それぞれ左、右持ち上げ性質で定義される射の
クラスを表す。)

(4) 単体的集合の圏 S は

C = {K f−→ L s.t. fk は単射 (k ≥ 0)}

F = {Λk[n] ↪→ ∆[n] | n > 0, 0 ≤ k ≤ n}
��

なるモデル圏構造をもつ。このとき、任意の単体的集合はコファイブラントであり、
“K がファイブラント ⇔ K が Kan 複体” である。K,L ともファイブラントのと
きは f : K −→ L が弱同値 ⇐⇒ f が弱ホモトピー同値 (つまり、あらゆるホモト
ピー群の同型を誘導する); 本講演で出てくる特異複体 SX やその類似 SDX はすべ
てファイブラントである。

モデル圏M の Quillen ホモトピー圏は HoM = W−1M で定義される。A がコファ
イブラント、X がファイブラントなら、M(A,X) に適切なホモトピー関係が定義され、
それを ≃cl とかくと、

M(A,X)/ ≃cl−→∼= HoM(A,X).

よって A,X ともファイブラント・コファイブラントなら、弱同値 f : A −→ X はこの
ホモトピー関係 ≃cl に関しホモトピー同値である。
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最後に 2つのモデル圏M,N のホモトピー論の (ある種の)同値を定式化する Quillen

同値の概念を説明する。

随伴対 Φ : M ⇄ N : Ψ が Quillen 随伴
⇔
def

Φ がコファイブレーションを保ち、Ψ がファイブレーションを保つ。

Quillen 随伴は、更に、適切な意味で弱同値を respect するとき Quillen 同値といわれ
る。そのとき、導来関手を通して Quillen ホモトピー圏の間の同値

LΦ : Ho(M) ⇄ Ho(N ) : RΨ

が得られる。

3 微分空間
我々は、モデル圏の理論を用いて、滑らかなホモトピー論を構築したいのだが C∞-多

様体の圏は (convenient, classical にかかわらず) 完備でも余完備でもないので、適切な
‘smooth space’ の convenient category を選び、そこで働く必要がある。
我々は ‘smooth space’ の convenient category として微分空間の圏を用いる。基礎的

な概念と性質を紹介しよう ([CW14a, Section 2], [IZ]参照)。集合 X の parametrization

とは写像 p : U −→ X のことである (ただし、U はあるユークリッド空間 Rn の開集合)。

定義 3.1. (1) X = (X,DX) が微分空間
⇔
def

• X 集合
• DX は X の parametrization の集まりで以下をみたす:

(i) (Covering) 任意の constant parametrization U
p−→ X ∈ DX .

(ii) (Locality) parametrization U
p−→ X に対し、U の開被覆 {Ui} で各 p|Ui ∈

DX なるものがあれば p ∈ DX .

(iii) (Smooth compatibility) U
p−→ X ∈ DX と、任意のユークリッド領域の間

の滑らかな写像 V
F−→ U の合成 p ◦ F ∈ DX .

このとき DX は X の diffeology とよばれ、その元は plot とよばれる。
(2) X = (X,DX), Y = (Y,DY ) を微分空間とする。そのとき、写像 f : X −→ Y が滑
らか ⇔

def
f#DX ⊂ DY .

以下、微分空間の圏を D と表す。有限次元 C∞-多様体の圏が D に充満忠実に埋め込
まれることは明らかである。更に、D は次の性質をもつ。

命題 3.2. (1) D は下部集合関手 D −→ Set に関し、始及び終構造をもつ。特に、D は
完備かつ余完備。

(2) D はカルテシアン閉圏である。

微分空間 A の下部位相を DA に関する終位相として定め、下部位相空間を Ã とかく
ことにする。ユークリッド領域 U の位相は弧生成なので、我々は、下部位相空間関手

·̃ : D −→ C0

134



を得る。C0 のカルテシアン閉性を用いると、̃· が有限積を保つことがわか
る。更に弧生成空間 X に対し、微分空間 RX を RX = (X,DRX), DRX =

{X への C0-parametrizations} で定めると、関手 R : C0 −→ D を得るが、

·̃ : D ⇄ C0 : R は随伴対

であることが容易にわかる。

4 M上のモデル構造と S 圏構造
この節以降M は圏 D または C0 を表すとする。

4.1 M上のモデル構造
C0 上のモデル構造を例 2.5(3)から思い出し、それにならって D 上にモデル構造を構

成したい。
D上のモデル構造の構成には 標準単体∆p (p ≥ 0)上にモデル公理をみたすような弱同

値、ファイブレーション、コファイブレーションを定義できる diffeology が必要となる。
Hector [Hec]は微分空間のホモトピー論を展開する為に ∆p に Rp+1 の sub-diffeologyを
与えた ∆p

sub を用いた。しかし k-th horn Λp
k = {(x0, . . . , xp)|xi = 0 for some i ̸= k} は

∆p
sub の滑らかな変位レトラクトでないので C0 に対するモデル公理をチェックする為の
議論が適用しない。そこで、我々は 少なくとも p ≥ 2に対し、∆p 上の新しい diffeology

を構成しなければならない。論文 [K19] の半分はそのような ∆p 上の diffeology の構成
に費やされている。
我々は、この新しい diffeology を与えられた標準 p-単体∆p (p ≥ 0)を用いて、C0の場
合と同様に次のように定める:

W =
{

X
f−→ Y s.t. SDX

SDf−→SD Y は S における弱同値
}

F = {Λp
k ↪−→ ∆p | p > 0, 0 ≤ k ≤ p}

��

C =
��
(F ∩W )

このとき C0 の場合と同様に次の定理が成立する。

定理 4.1. D はコファイブラント生成なモデル圏で、任意の対象はファイブラントで
ある。

また、次の結果が成り立つ。

定理 4.2. (X, x) を基点付き微分空間とすると、自然は全単射

ΘX : πD
p (X, x) −→ πp(S

DX, x) p ≥ 0,

があり、p > 0では群同型である。

系 4.3. f : X −→ Y が D における弱同値 ⇔ f : X −→ Y が滑らかなホモトピー群の
上に同型を誘導する。
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我々の∆p (p > 0)を用いて滑らかな実現関手と滑らかな特異関手の随伴対 | |D : S :⇄
D : SD を構成すると、３つの随伴対

| |

��
S

| |D // D
·̃ //

SD
oo C0

R
oo

S

OO

を得る。∆̃p = ∆p
top なので、随伴対 (| |D, SD) と (̃·, R) の合成はちょうど (| |, S) となる。

定理 4.4.
| |D : S ⇄ D : SD と ·̃ : D ⇄ C0 : R

は Quillen 同値である。

4.2 M上の S-圏構造
M (= D, C0) はカルテシアン閉なので、M 自身M(X,Y ) を hom-対象とするM-圏

となる。そこで、M は特異関手 SM を通して S-圏ともなる (つまり、M は関数複体
SMM(X,Y ) をもつ S-圏となる)。ここで、以下の記号を用いた

| |M : S ⇄ M : SM =

{
| |D : S ⇄ D : SD for M = D
| | : S ⇄ M : S for M = C0

我々は次の問題を考える。
問題 どのような条件の下で

·̃ : SDD(A,X) −→ SC0(Ã, X̃)

は S における弱同値となるか？

注意 4.5. (1) ·̃ の π0-部分は明らかな写像

[A,X]D := D(A,X)/ ≃D−→ C0(Ã, X̃)/ ≃C0= [Ã, X̃]C0

であることに注意。そこで、上の問題は写像に対する平滑化問題の高次ホモトピー版
である。

(2) ·̃ は必ずしも弱同値ではない (Iglesias-Zemmour [IZ],Christensen-Wu [CW14b]).

(3) 同様に我々は切断、主束、ゲージ変換に対する平滑化問題 (の高次ホモトピー版)も
考える。

5 連続写像の平滑化
5.1 Mの関数複体とホモトピー関数複体
D, C0とも単体的圏構造をもち、関数複体 SDD(A,X) と SC0(A,X) が定義される。一

方、D, C0 ともモデル構造ももちホモトピー関数複体 mapD(A,X) と mapC0(A,X) が定
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義される。

D C0

simplicial SDD(A,X) //

���
�
�
�

SC0(A,X)oo

���
�
�
�

model mapD(A,X) //

OO�
�
�
�

mapC0(A,X)oo

OO�
�
�
�

我々は主に関数複体 SDD(A,X) と SC0(A,X) の関係に興味があるが、モデル圏の理
論はホモトピー関数複体 mapD(A,X) と mapC0(A,X) の関係を調べる手段を提供する。
そこで、C0 及び Dにおける関数複体とホモトピー関数複体の関係を知ることが必要にな
る。次が成り立つ。

• C0 は単体的モデル圏なので、一般論により次がいえる:

SC0(A,X) = mapC0(A,X) for a cofibrant A.

• D は単体的モデル圏ではないが、次の結果を証明できる:

SDD(A,X) ≃ mapD(A,X) for a cofibrant A.

注意 5.1. C0 は単体的モデル圏だが D はそうでないという重大な相違は、S | |−→ C0 は
有限積を保つが S | |D−→ D はそうではないという事実に起因する。

5.2 クラス WD と VD

ここで 2つの重要な微分空間のクラスを導入する。

WD = {A ∈ D |A ≃D コファイブラント対象 },

VD = {A ∈ D |A id−→ RÃ は弱同値 }.

このとき、次が成り立つ。

命題 5.2. (1) A ∈ WD ⇒ Ã は CW-複体のホモトピー型をもつ。
(2) A ∈ WD ⇒ A ∈ VD.

(3) 次は同値
(i) A ∈ VD.

(ii) SDA ↪−→ SÃ は S における弱同値.

(iii) πD
∗ (A, a) −→∼= π∗(Ã, a) for any a ∈ A.

5.3 写像に対する平滑化定理
これらの準備の下、次が示される。

定理 5.3. A ∈ WD, X ∈ VD ⇒ SDD(A,X) ↪−→ SC0(Ã, X̃) は S における弱同値。

137



6 位相的主束の平滑化
この節では、連続写像に対する平滑化定理を用いて、位相的主束の平滑化定理を示す。

6.1 M における主束
基本概念を導入しよう。

定義 6.1. X ∈ M とする

(1) X の被覆 {Ui} がM-numerable

⇔
def

M の関数からなる 1の分割 {ϕi : X −→ R} で {Ui} に従属するものが存在する。
(2) X がM-paracompact ⇔

def
X の任意の開被覆がM-numerable。

定義 6.2. B ∈ M, G をM における群とする。

(1) • MG = (M おける右 G-対象).

• E
π−→ B ∈ MG/B が 主 G-束

⇔
def

∃ {Ui} B の開被覆 s.t.

E|Ui
:= π−1(Ui) ∼= Ui ×G in MG/Ui.

• PMG/B = (主 G-束 over B in M) ⊂
full

MG/B.

(2) • E
π−→ B ∈ PMG/B がM-numerable

⇔
def

E
π−→ B がM-numerable な自明化開被覆をもつ.

このとき、PMG/B の M-numerable な主 G-束よりなる充満部分圏
(PMG/B)num が定義される。

D における群は 微分群 (diffeological group) とよばれる。我々は C0 における群を弧
生成群とよぶ。·̃ : D −→ C0 は有限積を保つので、“Gが微分群 ⇒ G̃ は 弧生成群”が成
り立つ。更に次が成立する。

補題 6.3. B を微分空間、G を微分群とする。そのとき関手 ·̃ : D −→ C0 は関手
PDG/X −→ PC0G̃/B̃

を誘導し、それは
(PDG/X)num −→ (PC0G̃/B̃)num

に制限する。

6.2 主束の平滑化定理
本質的に小さな圏 A に対し、KA = ob A/ ∼= と定める。このとき、よく知られた位

相的主束の分類定理 (の弧生成版)と、滑らかな主束の分類定理 [CW21]を用いて、次を
得る。

定理 6.4. X を微分空間、Gを微分群とする。X ∈ WD, G ∈ VD なら ·̃ : D −→ C0 は

K(PDG/X)num −→∼= K(PC0G̃/X̃)num
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を誘導する。

7 切断の平滑化
写像の平滑化定理を示す為の議論を精密化することで次が示される。

定理 7.1. p : E −→ X を D-numerable F -束 in D とする。X ∈ WD, F ∈ VD なら自然
な包含写像

SDΓ(X,E) ↪−→ SΓ(X̃, Ẽ)

は S における弱同値である。

8 (PDG/X)num と (PC0G̃/X̃)num の Dwyer-Kan 同値
この節ではゲージ変換の平滑化を説明し、主束とゲージ変換に対する平滑化を

(PDG/X)num と (PC0G̃/X̃)num の間の Dwyer-Kan 同値という形で統一する。Dwyer-

Kan 同値は単体的圏の間の弱い同値として導入された概念なので、PMG/X を enrich

することから始めよう。

8.1 Mに埋め込まれた圏の豊穣化
X ∈ M とM における群 G に対し、次の忠実関手からなる可換図式を考える。

MG� s

&&MM
MMM

MMM
MM

PMG/X � � // MG/X
) 	

77nnnnnnnnnn

� t

''OO
OOO

OOO
OO

M

M/X
+ �

99rrrrrrrrr

M はカルラシアン閉なので、M 自身 M-圏であり、hom-集合 M(A,B) は標準的な
diffeology/arc-generated topologyをもつ。他の圏の hom-集合はM の hom-集合への自
然な包含をもつのでそれにより、sub-diffeology/arc-generated sub-topology を入れる。
そのとき、上のすべての圏はM-圏であり、すべての関手はM-関手となる。
M-圏は特異関手 SM : M −→ S により、S-圏になるので、上の図式は S-圏の可換図

式とも見なされる。

8.2 豊穣亜群 PMG/X

定義 8.1. V をカルテシアン閉圏とし、A を V-圏とする。
A が V-亜群⇔

def
任意の A,A′ ∈ Aに対し、V の射

·−1 : A(A,A′) −→ A(A′, A)

があって適切な V における図式を可換にする ([K20, Definition 7.2])。

A を V-亜群とするとき、A ∈ Aの自己同型群 AutA(A) を
AutA(A) = A(A,A)

で定めると明らかに V における群ともなる。
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定理 8.2. M-圏 PMG/X はM-亜群であり、特異関手 SM : M −→ S により、S-亜
群ともなる。

π : P −→ X を主 G-束 in M とすると、そのゲージ群 GauM(P ) が
GauM(P ) = AutPMG/X(P )

で定義される。定義より GauM(P ) = PMG/X(P, P ) = MG/X(P, P ) である。
PMG/X を S-亜群とみると、P の自己同型群は SMGauM(P ) に他ならない。

8.3 ゲージ変換の平滑化定理
ここでは、ゲージ群 GauM(P ) を切断の空間と同一視し、切断に関する平滑化定理を

適用し、ゲージ変換に関する平滑化定理を得る。
M における主 G-束 π : P −→ X に対し、(主束でない) G-束 P [G, conj] −→ X を

P [G, conj] = P ×G (G, conj)

= P ×G/(ug, h) ∼ (u, ghg−1)

で定める。

補題 8.3. π : P −→ X を主 G-束 in M とする

(1) P [G, conj] −→ X はM/X における群である。よって Γ(X,P [G, conj]) はM にお
ける群である。

(2) GauM(P ) はM における群として Γ(X,P [G, conj]) と同型。

切断に対する平滑化定理を適用して、次を得る。

命題 8.4. π : P −→ X を D-numerable 主 G-束 in D とする。 X ∈ WD, G ∈ VD のと
き、自然な包含

SDGauD(P ) ↪−→ SGauC0(P̃ )

は S における弱同値である。

8.4 Dwyer-Kan 同値
Dwyer-Kan 同値の概念を用いると、主束とゲージ変換に対する平滑化定理は次の形に

まとめられる。

定理 8.5. X を微分空間、G を微分群とする。 X ∈ WD, G ∈ VD なら、関手

·̃ : (PDG/X)num −→ (PC0G̃/X̃)num

は S-亜群の間の Dwyer-Kan 同値である。

9 C∞-多様体への応用
この節では (convenient calculus [KM] における) C∞-多様体の概念を紹介し、C∞-

多様体の圏 C∞ が圏 D に充満忠実に埋め込めることを見る。それから次のことを説明
する:
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• [KM] で調べられているほとんどの重要な C∞-多様体は WD に入る。
• すべての C∞-多様体は VD に入る。

そこで、既に説明した平滑化定理が C∞-多様体に適用する。

9.1 Convenient calculus

ここでは、 convenient calculus を簡単に復習する。
Local calculus E を局所凸線型位相空間とする。写像 c : R −→ E はすべての高階の
微分が存在し連続であるとき、滑らか (smooth) とよばれる - これは何の問題もない概念
である。E への滑らかな曲線の集合に関する終位相は c∞-位相とよばれる。それは一般
的にはもとの局所凸位相より細かいが、E が距離化可能なら、もとの局所的凸位相に一
致する ([KM, Theorem 4.11(1)])。
局所凸線形型位相空間の c∞-開集合の間の写像 f : U −→ V は、滑らかな曲線を保つ

とき、滑らか (smooth, C∞) とよばれる。有限次元では、これは通常の滑らかな写像の
概念を与える ([KM, Corollary 3.14])。滑らかな写像は明らかに c∞-位相に関し連続であ
る; しかしもとの局所凸位相に関しては連続とは限らない ([KM, Corollary 2.11])。
C∞-多様体の概念 convenient calculus では、C∞-多様体は convenientベクトル空間の
c∞-開集合を微分同相ではり合わせることにより定義される (convenientベクトル空間は
弱い完備性をみたす局所凸線形位相空間である [KM, Theorem 2.14])。
C∞-多様体 M,N の間の滑らかな写像はチャートを用いて明らかなやり方で定義され

る。そのとき、“f : M −→ N が滑らか⇔ f が滑らかな曲線を保つ”である。以下、C∞-

多様体の圏を C∞ で表す。
C∞-多様体 M の下部位相空間 M̃ は集合 M に滑らかな曲線全体に関する終位相を入

れたものとして定義される。

9.2 C∞ の D への埋め込み
圏 C∞ は圏 D の充満部分圏とみなされることを見る。実際、充満忠実な埋め込み

I : C∞ ↪→ D

は C∞-多様体 M に、微分空間 IM = (M,DIM) を対応させることで定義される。こ
こで

DIM = {M の C∞-parametrizations}

([K20, Section 2.2])。微分空間 IM は誤解の恐れがなければ単にM とかかれる。

注意 9.1. (1) 関手 I : C∞ ↪→ D は有限積を保ち下部位相空間をとる操作と可換。
(2) Losik [L] は Fréchet多様体が D に充満忠実に埋め込めることを示した。しかし、

convenient calculus で働くなら、上述のようにすべての C∞-多様体が充満忠実に
D に埋め込まれる (しかもその証明はほとんど自明)。

9.3 C∞-多様体の滑らかなホモトピー
我々は次の結果をもつ。

定理 9.2. 局所可縮な微分空間は VD に入る。
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よって

系 9.3. すべての C∞-多様体は VD に入る。

次の結果は tom Dieck の定理 [TD]の微分版であり、C∞-多様体が WD に入る為の十
分条件を与える際の鍵となる。

定理 9.4. X を微分空間とし、U = {Uα}α∈A を X の D-numerable な被覆とする。その
とき、

φ ̸=∀ σ ⊂
有限

A に対し Uσ(:= ∩
α∈σ

Uα) ∈ WD ⇒ X ∈ WD.

C∞-多様体が WD に入る為の十分条件を記述する為に次の概念を必要とする。

定義 9.5. (1) C∞-多様体 M が遺伝的 C∞-paracompact ⇔
def

M の任意の開集合が C∞-

paracompact。
(2) C∞-多様性 M が準古典的

⇔
def

M が次をみたすようなアトラス {(Uα, uα)}α∈A を許す: 任意の α, β ∈ A に対し、
uα(Uα) 及び uα(Uα ∩ Uβ) はモデルベクトル空間 Eα において、局所凸位相に関し開
集合。

注意 9.6. (準古典性について)

(1) uα(Uα) と uα(Uα ∩ Uβ) はモデルベクトル空間 Eα の c∞-開集合だが、もとの局所
凸位相に関し開であるとは限らない。

(2) ほとんどの重要な C∞-多様性は次の 2つの事実により、準古典性条件をみたす:

– E が Fréchet 空間または Silva 空間なら、E の c∞-位相は、もとの局所凸位
相に一致する。

– 古典的な無限次元解析で定義された C∞-多様体は (モデルベクトル空間が
convenient なら)準古典的な C∞-多様体を定める。

系 9.7. すべての遺伝的 C∞-paracompact 準古典的 C∞-多様性は WD に入る。

約 50年前、Palais、Heisey、Milnor は無限次元位相多様体が CW-複体のホモトピー
型をもつ為の十分条件を調べた [P, Hei, Mil]。上の系と次の例は彼らの結果を可微分な
文脈で精密化したものと考えられる。

例 9.8. (1) M を paracompact C∞-多様体で、モデルベクトル空間が、次のいずれかで
あるとする:

(i) Hilbert 空間 (特に、有限次元ベクトル空間).

(ii) 核型 Fréchet 空間.

(iii) 核型 Silva 空間.

そのとき、M は遺伝的 C∞-paracompact かつ準古典的、よってWD に入る。
(2) M,N を有限次元 C∞-多様体とする。そのとき、次の C∞-多様体は遺伝的 C∞-

paracompact かつ準古典的、よって WD に入る:

• C∞(M,N)
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• Diff(M), Emb(M,N)

• B(M,N) =Emb(M,N)/Diff(M).

9.4 C∞-多様性に対する平滑化
以上の結果を用いて、以下の C∞-多様体に対する平滑化定理を得る。圏

C∞, C∞/M,PC∞G/M 等は D,D/M,PDG/M への (よって D への) 埋め込みに
より D-圏とみなす。

定理 9.9. M,N を C∞-多様体とする。M が遺伝的 C∞-paracompact かつ準古典的な
ら、自然な包含

SDC∞(M,N) ↪→ SC0(M̃, Ñ)

は S における弱同値である。

定理 9.10. p : E −→ M を C∞-多様体の滑らかなファイバー束とする。M が遺伝的
C∞-paracompact かつ準古典的なら、自然な包含

SDΓ(M,E) ↪→ SΓ(M̃, Ẽ)

は S における弱同値である。

定理 9.11. M を C∞-多様体、G を Lie 群とする。M が遺伝的 C∞-paracompact かつ
準古典的なら、関手

·̃ : PC∞G/M −→ PC0G̃/M̃

は単体的亜群の間の Dwyer-Kan 同値である。
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