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1 はじめに

代数的位相幾何学を現実世界の問題に応用しようという流れは近年隆盛を誇っている．

特に，自動運転やカーナビゲーションの発達により，人や物の輸送に関して，その経路を

指定するアルゴリズムの開発は，効率的な人の移動および物流の根幹を支えている．プ

ログラミングなどの技術的な話を抜きにして，経路指定アルゴリズムの原始的なアイデ

アは，与えられた 2点（始点，終点）に対し，それらを繋ぐパスを与える事を意味してい

る．つまり，位相空間 X 上での経路指定は，(x, y) ∈ X ×X に対し，

γxy ∈ XI = {[0, 1] → X}

で，γxy(0) = x, γxy(1) = yとなるパスを対応させる．言い換えれば，free path fibration

p : XI −→ X ×X, p(γ) = (γ(0), γ(1))

の切断 *1を与える事と同値である．ただし，この切断の連続性については現状言及しな

い．よって，このような pの切断（経路指定アルゴリズム）が存在するかどうかについて

は，以下の事実が簡単に従う．

事実 1.1. pの切断が存在するための必要十分条件は，X が弧状連結である．

上記の事実は，2点を繋ぐパスが常に存在する弧状連結性から保証されるが，パスの取

り方には何も条件がないので，実際に経路を指定しようとすると無限の組 (x, y)に対し

て，パスをそれぞれ指定しなければならない．次の例のように，もっと包括的に指定でき

た方が良いだろう．

例 1.2. X ⊂ Rn を凸集合とすると，次は pの切断である．

s : X ×X −→ XI , s(x, y)(t) = (1− t)x+ ty
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*1 s : X ×X → XI で p ◦ s = idX×X となる写像．
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上記の例は，最も単純な直線で繋ぐパスの与え方であるが，特徴としては，(x, y) と

(x′, y′)が非常に近い距離にある場合，これらに対応するパス（直線）も非常に近い形に

なる．すなわち，切断の連続性を考慮している．位相幾何学の始点からも，連続な切断を

持つかどうかという疑問が興味深い．このとき，XI はコンパクト開位相によって位相空

間と考えよう．

事実 1.3 ([7]). pの連続な切断が存在するための必要十分条件は，X が可縮である．

上記の事実によって，可縮な空間上の連続的な経路指定アルゴリズムは担保されるが，

非可縮な空間については，そもそも連続な経路指定は存在しないことがわかる．そこで，

X ×X の全域ではなく，いくつかの局所的な連続経路指定を用意して X ×X を覆えれ

ば，X 上での移動を制御するプログラムを構成できる．この際に，用意する局所的なア

ルゴリズムは，当然少ない方が良いわけだが，最低何種類のアルゴリズムを用意すればよ

いかというのに着目したのが，Farberによる topological complexityのアイデアである

[7]．

1.1 Farber’s topological complexity and robot motion planning

以下，X を弧状連結とする．X ×X の部分空間 U に対し，U 上の（連続）経路指定と

は，連続写像
s : U −→ XI

で，p ◦ s = idU を満たすものである．

定義 1.4. X の topological complexityとは，以下の非負整数で与えられる位相不変量で

ある *2．

TC(X) := min

{
n ≥ 0

∣∣∣∣∣X ×X =
n+1∪
i=1

Ui, Ui : 経路指定を持つ開集合

}

すなわち，TC(X) = nということは，少なくとも n+ 1種類の局所的な経路指定アル

ゴリズムが必要であることを示唆している．事実 1.3は，TC(X) = 0とX が可縮である

ことが同値を意味している．可縮というホモトピー論的には自明な空間が最低値の 0に

対応するということで，「topological complexity」は空間の複雑を表す指標として考えら

れる．

定義 1.4においては，X ×X の開被覆によって，局所的な経路指定を考えたが，開集

合である必要性に疑問を持つこともあるだろう．そもそも共通部分が無い方が，実際に

(x, y) ∈ X ×X を与えたときに，どの局所経路指定アルゴリズムを用いればよいかが一

意に決まるため都合が良いという考えもある．

*2この定義に +1した値を TC(X)としている場合もある．
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定義 1.5. X の generalized topological complexityとは，以下の非負整数で与えられる位

相不変量である．

TCg(X) := min

{
n ≥ 0

∣∣∣∣∣X ×X =
n+1⨿
i=1

Ui, Ui : 経路指定を持つ部分集合

}

ただし，
⨿n+1

i=1 Ui は共通部分を持たない和集合である．

明らかに，TCg(X) ≤ TC(X) が成り立つ．逆の不等式は，X が良い性質を満たす空

間，例えば CW複体などでは成り立つ．

定理 1.6 ([12]). X を CW複体とすると，TC(X) = TCg(X).

代数的位相幾何学のテクニックを活用するうえでは，開被覆である方がありがたいの

で，ここでは TC(X)の性質を紹介する．

定理 1.7 ([7]). TC はホモトピー不変量である．つまり，X ≃ Y ならば，TC(X) =

TC(Y ).

TC(X)と関係の深いホモトピー不変量が LS-categoryである．

定義 1.8. 位相空間 X に対し，以下の不変量を定義する．

cat(X) := min

{
n ≥ 0

∣∣∣∣∣X =
n+1∪
i=1

Ui, Ui : open, Ui ↪→ X is null-homotopic

}

定理 1.9 ([7]). X がパラコンパクトハウスドルフ空間ならば，

cat(X) ≤ TC(X) ≤ cat(X ×X) ≤ 2cat(X).

TC(X) の下からの評価として，X のコホモロジーの環構造に由来するものを紹介す

る．k を体とし，H∗(X) = H∗(X; k)を X のコホモロジー環とする．これはカップ積に

より，次数付き k-代数の構造を持つ．

H∗(X)⊗H∗(X) −→ H∗(X).

また，H∗(X)⊗H∗(X)自身も，以下の積によって次数付き k-代数である．

(x⊗ y) · (z ⊗ w) := (−1)|y|·|z|xz ⊗ yw.

定義 1.10. カップ積 ∪ : H∗(X)⊗H∗(X) → H∗(X)に対し，以下の不変量を定義する．

zcl(X) = max

{
n ≥ 1

∣∣∣∣∣
n∏

i=1

αi ̸= 0 ∈ H∗(X)⊗H∗(X), αi ∈ Ker(∪)

}

定理 1.11 ([7]). zcl(X) ≤ TC(X).
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直積空間についても，性質の良い空間に対しては以下の不等式が成り立つ．

定理 1.12 ([7]). X,Y を距離空間としたとき，

TC(X × Y ) ≤ TC(X) + TC(Y )

1.2 TC(X)の具体例

可縮な空間 X については，TC(X) = 0であるため，非可縮な空間の例を見ていこう．

例 1.13 ([7]). TC(S1) = 1である．なぜなら，S1 は可縮ではないので，TC(S1) ≥ 1で

ある．また，S1 × S1 の開集合で，次の 2つが考えられる．

U1 = {(x, y) ∈ S1 × S1 | x ̸= −y}, U2 = {(x, y) ∈ S1 × S1 | x ̸= y}.

このとき，U1 → (S1)I は (x, y) ∈ U1 に対し，xと y を繋ぐ長さが最小の弧を対応させ

る．また，U2 → (S1)I は，(x, y) ∈ U2 に対し，時計回りに x, y を繋ぐ弧を考える．これ

らは，連続な経路指定になり，S1 = U1 ∪ U2 であるため，TC(S1) = 1である．

高次の球面の場合でも，上記と同様に U1 上に最短弧を対応させる連続経路指定が構成

できる．また，奇数次元球面の場合には，(x, y) ∈ U2 に対し，S2k−1 上の留点を持たない

ベクトル場を用いて，U2上の連続な経路指定を構成できるため，TC(S2k−1) = 1である．

しかし，偶数次元球面の場合には状況が異なる．まず，定理 1.9により，

TC(Sn) ≤ cat(Sn × Sn) = 2cat(S2) = 2

という上からの評価がすべての n について成り立つ．また，a ∈ Hn(Sn;Q) を基本類，

1 ∈ H0(Sn;Q)を単位元として，

x = a⊗ 1− 1⊗ a ∈ Ker(∪) ⊂ H∗(Sn;Q)⊗H∗(Sn;Q)

を考える．
x2 = ((−1)n

2+1 − 1)a⊗ a ∈ H∗(Sn;Q)⊗H∗(Sn;Q)

であるため，nが偶数の場合には，x2 ̸= 0である．よって定理 1.11により，TC(S2k) ≥ 2

である．

例 1.14 ([7]). 上記のことから，

TC(Sn) =

{
1 if n is odd,

2 if n is even.

低次元のグラフや曲線，曲面については以下の計算結果が知られている．

例 1.15 ([8]). Γを有限グラフとして，1次元の CW複体と考える．

TC(Γ) =


0 if π1(Γ) = {1},
1 if π1(Γ) = Z,
2 otherwise.
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例 1.16 ([7]). Σg を種数 g の向き付け可能な閉曲面とする．

TC(Σg) =

{
2 if g ≤ 1,

4 if g ≥ 2.

例 1.17 ([7, 5, 6, 16]). Ng を種数 g の向き付け不可能な閉曲面とする．

TC(Ng) =

{
3 (= TC(RP2)) if g = 1,

4 if g ≥ 2.

元々 [7]で Farberが考えた応用は，ロボットアームのモーション設計であった．複数

の関節を持ち，それぞれの関節でロボットアームが円周運動，あるいはより立体的に球面

上の回転運動をする場合，その動きを制御する局所的経路指定アルゴリズムは何種類必

要かという問題である．すなわち，積球面の TCを求める問題であった．

例 1.18 ([7]). X を Sm の n個のコピーの直積とする．

X = Sm × Sm × · · · × Sm

このとき，

TC(X) =

{
n if m is odd,

2n if m is even.

射影空間の場合には，実と複素で様相が異なる．複素射影空間 CPn の場合は，2n次元

のシンプレクティック閉多様体であることから，その非退化な閉 2-形式を用いて TCは

計算できる

例 1.19 ([11]). TC(CPn) = 2n.

実射影空間 RPn の場合には，その TCはユークリッド空間への埋め込み次元 In と深

い関係があることが知られている．

In = min{k ≥ 0 | RPn ∃
↪→ Rk}

例 1.20 ([11]).

TC(RPn) =

{
n if n = 1, 3, 7,

In − 1 otherwise.

2 Parametrized topological complexity

経路指定のアルゴリズムに条件を課したものも様々考えられている．例えば，x から

y への経路と，y から x への経路は同一であるという対称性を持った経路指定が考えら

れる [9, 2]．また，xから xへの経路は，その場で留まる経路を指定するのが自然だろう

[14, 15]．動作領域が向きづけられているなら，その向きに沿った経路を考えたい [1, 13]．

また，効率化を考えるなら，経路は最短の方が望ましいかもしれない [17]．
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本稿で紹介するのは，パラメーター付きの経路指定である [3, 4]．連続写像 π : X → B

に対し，X は B でパラメータ付けられていると考えられる．B 上のファイバー積

X ×B X = {(x, y) ∈ X ×X | π(x) = π(y)}

を考え，
XI

B = {γ : [0, 1] → X | π ◦ γ is constant in B}

というXI の部分空間を考えよう．このとき，free path fibration p : XI → X ×X の制

限として，
p|XI

B
: XI

B −→ X ×B X

が得られる．X ×B X の部分集合 U 上のパラメーター付き経路指定とは，p|XI
B
の U 上

の連続な切断
s : U −→ XI

B

である．パラメーター付きの経路指定は，同じパラメーターを持つ 2点 (x, y)，すなわち

(x, y) ∈ π−1(b)となるものに対し，x, y を π−1(b)の中のパスで繋ぐというものである．

定義 2.1. π : X → B に対し，parametrized topological complexity とは *3，

TC(π) := min

{
n ≥ 0

∣∣∣∣∣X ×B X =
n+1∪
i=1

Ui, Ui : パラメーター付き経路指定を持つ開集合

}

ただし，このような値が存在しない場合には，TC(π) = ∞とする．

注意 2.2. B = ∗の時，TC(π) = TC(X)である．

Parametrized topological complexity は元々，衝突回避の経路指定を考えるため，配

置空間における Fadell-Neuwirth fibration の parametrized topologica complexity を計

算することから始まった [3, 4]．

本稿ではこの parametrized topological complexityをBが半順序集合（T0-Alexandroff

空間）という特殊な場合に適用した結果を紹介する．まず，半順序集合と位相空間の関係

について振り返る．

位相空間X が Alexandroff空間であるとは，任意のX の開集合族 {Uλ}に対し，その
共通部分

∩
Uλ が再び開集合になることである．このとき，任意の点 xに対し，その最小

の開近傍が，
Ux =

∩
x∈U

U

として存在する．T0-Alexandorff空間 X 上の半順序として，x ≤ y を x ∈ Uy として定

義すれば，X は半順序集合となる．

*3連続写像に対する topological complexityという概念もあるが，それとは異なる．
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逆に，P を半順序集合としたとき，P の開集合を upper-sets (filters) として指定する

と，P は T0-Alexandorff空間となる．これらの対応は，T0-Alexandorff空間と半順序集

合の圏の同型を与えるため，これらを同一視する．

定義 2.3. X をハウスドルフ空間とし，π : X → P を半順序集合 P 上の連続写像とす

る．以下の条件を満たすとき，π を stratified space とよぶ（詳細は [19, 21]を参照）．

1. π は全射かつ開写像．

2. 任意の p ∈ P に対し，ep = π−1(p)は連結かつ局所閉．

例えば，単体複体や（normal）CW複体などは，その面順序集合上の stratified space

である．本稿ではX を CW複体とし，その面順序集合 P (X)上の自然な stratified space

πX : X → P (X) に対し，パラメーター付き経路指定を考える．この経路指定は，同じ領

域（胞体）内に属する 2点に対し，その領域をはみ出さずにそれらを繋ぐパスを連続的に

与える事を意味している．

簡単な例から，TC(πX)を見ていこう．まず単体複体の場合には，各単体が凸集合であ

ることから，直線で繋ぐパスが考えられ以下が従う．

定理 2.4 ([20]). K を単体複体としたとき，TC(πK) = 0.

次に，X を regular CW複体とする．このとき，X ×P (X) X は，対角集合にあたるX

に押し潰すことができることから，以下が従う．

定理 2.5 ([20]). X を regular CW複体としたとき，TC(πX) = 0.

対して，non-regular CW複体については，上記のようにパラメーター付き経路指定を

考えるのは難しい．最も単純な例として，0-胞体 v と 1-胞体 eのみからなる円周 S1 の胞

体分割を考えよう．もし，TC(πS1) < ∞とすると，(v, v) ∈ U ⊂ S1 ×P (S1) S
1 となる開

集合 U と，パラメーター付き経路指定 s : U → (S1)IP (S1) が存在する．s(v, v)は定義か

ら v 上のコンスタントパスにならざるを得ない．ところが，v に十分近く，v を挟んだ

(x, y) ∈ U に対しては，vを通過できないため，反対側の弧を通って x, yを繋ぐ以外道が

ない．このような対応は sの連続性に反するため，TC(πS1) = ∞となる．
上記で見たように，我々の身近な non-regular CW複体は，有限個の開集合上のパラ

メーター付き経路指定によって全体を網羅できないものが多い．例えば，高次の球面 Sn

の最小胞体分割 Sn = e(0) ∪ e(n) や

RPn = e(0) ∪ e(1) ∪ · · · ∪ e(n)

などである．この問題の根本的な原因は，TC(π)の定義において，開被覆を考えたため

である．開被覆を一般の被覆，あるいはセパレーションとすれば，定義 1.5と同様に以下

の不変量が考えられる．
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定義 2.6. π : X → B に対し，以下の不変量を定義する．

TCg(π) := min

{
n ≥ 0

∣∣∣∣∣X ×B X =
n+1⨿
i=1

Ui, Ui : パラメーター付き経路指定を持つ部分集合

}
ただし，このような値が存在しない場合には，TCg(π) = ∞とする．

定義から TCg(π) ≤ TC(π)が従う．X を有限（次元）の CW複体としたとき，上記で

見た TC(πX)とは異なり，TCg(πX)は有限値を取る．

命題 2.7 ([20]). X を有限の CW複体とし，P (X)♯ を胞体の個数とする．このとき，

TCg(πX) ≤ min{P (X)♯ − 1, dim(X)}.

TCg(X)の下からの評価としては，CW複体が位相圏の分類空間として構成できる場

合に，LS-categoryがサポートする．

命題 2.8 ([20]). X が cylindrically normal CW 複体で F (X) を face category とする

（詳しくは [10, 18, 19] を参照）．自然な関手 F (X) → P (X) が切断を持ち，P (X) が

（弱）可縮のとき，cat(X) ≤ TCg(πX).

よって上記の評価式から，身近な CW複体に対して，TCg(πX)が求まる．

例 2.9 ([20]). 以下の CW複体に対して，TCg が求まる．

1. Sn = e(0) ∪ e(n) に対し，TCg(S
n → P (Sn)) = 1.

2. Bk = ∨kS
1 = e(0) ∪ e

(1)
1 ∪ e

(1)
2 ∪ · · · ∪ e

(1)
k に対し， TCg(Bk → P (Bk)) = 1.

3. T n =
∏n

i=0 S
1 =

∏n
i=0(e

(0) ∪ e(1)) に対し，TCg(T
n → P (T n)) = n.

4. RPn = e(0) ∪ e(1) ∪ e(2) ∪ · · · ∪ e(n) に対し，TCg(RPn → P (RPn)) = n.

5. CPn = e(0) ∪ e(2) ∪ e(4) ∪ · · · ∪ e(2n) に対し，TCg(CPn → P (CPn)) = n.
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