
絡み目の HOMFLYPT多項式と Kauffman多項式の
係数多項式

滝岡 英雄 (金沢大学)∗

概 要

2 変数 v, z の多項式不変量の HOMFLYPT 多項式が一致する結び目の無限族

は金信泰造氏によって発見されている. しかし, 2 変数 a, z の多項式不変量

の Kauffman 多項式が一致する結び目の無限族は未だ知られていない. 本研

究では, これら 2 変数多項式不変量の変数 z で整理したときの係数多項式に

注目する. 河内明夫氏の結果やそれとは異なる手法での宮澤康行氏の結果で,

HOMFLYPT多項式に関しては, 任意の sに対して, 任意の絡み目の 0番から

s 番までの係数多項式が一致する絡み目の無限族が構成されている. 本講演で

は, HOMFLYPT多項式と Kauffman多項式のそれぞれの場合に, そのような

絡み目の無限族が存在することを SN
m 交差交換を導入することで示す.

1 HOMFLYPT多項式と Kauffman多項式

HOMFLYPT 多項式 P (L; v, z) ∈ Z[v±1, z±1] [4, 13] と Kauffman 多項式 F (L; a, z) ∈
Z[a±1, z±1] [9]は, 3次元空間 R3 内の有向絡み目の不変量で, 以下のスケイン関係式で定

義されている. 自明な結び目 U に対して, P (U ; v, z) = F (U ; a, z) = 1である. スケイン

3つ組 (L+, L−, L0)に対して, 次が成り立つ:

v−1P (L+; v, z)− vP (L−; v, z) = zP (L0; v, z).

スケイン 4つ組 (D+, D−, D0, D∞)に対して, 次が成り立つ:

aF (D+; a, z) + a−1F (D−; a, z) = z
(
F (D0; a, z) + a−2νF (D∞; a, z)

)
.

ここで, 図 1に描かれていない部分は同一である 3つの有向絡み目 L+, L−, L0 の組をス

ケイン 3つ組といい, 4つの有向絡み目図式 D+, D−, D0, D∞ の組をスケイン 4つ組とい

う. また, 2ν = w(D0)− w(D∞)であり, w(D0)と w(D∞)は D0 と D∞ の交差符号和で

ある. D∞の向きに関しては, δ = 0の場合と δ = 1の場合で図 1のようになる. r, r0, r∞

をD+, D0, D∞の成分数とする. このとき, δ = (r− r0 +1)/2と定義する. δは 0か 1を

値にとり, δ = 0の場合は図 1の交差が自己交差の場合に対応し, δ = 1の場合は図 1の交

差が非自己交差の場合に対応する. この対応関係は図 2よりわかる.
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図 1 スケイン 3つ組 (L+, L−, L0)とスケイン 4つ組 (D+, D−, D0, D∞).

図 2 δ = 0と δ = 1の状態.

Kauffman多項式に関しては, 次の定義も知られている. (今回の主結果の計算ではこの定

義を用いた.) F (L; a, z) = a−w(D)Λ(D; a, z) である. ここで, D は有向絡み目 L の図式

で, w(D)は Dの交差符号和である. Λ(D; a, z) ∈ Z[a±1, z±1]は向きを忘れた絡み目図式

に対して定まり, II型と III型の Reidemeister移動で不変で, 以下のスケイン関係式で定

義されている. 交差のない自明な結び目図式⃝に対して, Λ(⃝; a, z) = 1である. 図 3の

ように, 向きを忘れたスケイン 4つ組 (D+, D−, D0, D∞)に対して, 次が成り立つ:

Λ(D+; a, z) + Λ(D−; a, z) = z
(
Λ(D0; a, z) + Λ(D∞; a, z)

)
.

図 3のように, I型の Reidemeister移動に対して, 次が成り立つ:

Λ(C+; a, z) = aΛ(C0; a, z), Λ(C−; a, z) = a−1Λ(C0; a, z).

図 3 向きを忘れたスケイン 4つ組と I型の Reidemeister移動.

ここで, HOMFLYPT多項式と Kauffman多項式から得られる有名な多項式不変量を紹

介する. Alexander-Conway 多項式 ∇(L; z) [1, 3] は HOMFLYPT 多項式から次のよう

に得られる有向絡み目の不変量である: ∇(L; z) = P (L; 1, z). Jones 多項式 V (L; t) [6]

は HOMFLYPT 多項式と Kauffman 多項式の両方から次のように得られる有向絡み目

の不変量である: V (L; t) = P (L; t, (t1/2 − t−1/2)) = F (L;−t−3/4, t1/4 + t−1/4). Q多項式

Q(L;x) [2, 5] は Kauffman 多項式から次のように得られる無向絡み目の不変量である:
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Q(L;x) = F (L; 1, x). 2つの絡み目の不変量の値が異なれば, それらの絡み目は同型でな

いことが示せるが, 同型でない絡み目でも不変量の値が一致してしまう場合が存在する.

特に, HOMFLYPT多項式が一致する結び目の無限族は金信泰造氏により発見されてい

る [7]. Kirbyのリスト [11]にも紹介されているが, Kauffman多項式が一致する結び目の

無限族が存在するかは未だ知られていない. 金信泰造氏の最近の結果で, HOMFLYPT多

項式と Q多項式が一致する結び目の無限族が構成されている [8].

2 HOMFLYPT多項式と Kauffman多項式の係数多項式

成分数が rの絡み目 Lの HOMFLYPT多項式と Kauffman多項式は, それぞれ次のよう

に表すことができる:

P (L; v, z) = (−v−1z)−r+1
∑
n≥0

pn(L; v)z
2n, F (L; a, z) = (az)−r+1

∑
n≥0

fn(L; a)z
n.

ここで, pn(L; v) ∈ Z[v±1], fn(L; a) ∈ Z[a±1] で, 特に p0(L; v) ̸= 0, f0(L; a) ̸= 0 であ

る. 故に, 成分数が異なる絡み目に対しては, それらの HOMFLYPT多項式と Kauffman

多項式は異なることがわかる. pn(L; v) と fn(L; a) をそれぞれ HOMFLYPT 多項式と

Kauffman多項式の n番係数多項式と呼ぶ. 河内明夫氏の結果 [10]やそれとは異なる手

法での宮澤康行氏の結果 [12] で, HOMFLYPT 多項式に関しては, 任意の s に対して,

任意の絡み目の 0 番から s 番までの係数多項式が一致する絡み目の無限族が構成され

ている. 本講演では, HOMFLYPT 多項式と Kauffman 多項式のそれぞれの場合に, そ

のような絡み目の無限族が存在することを示す. ここで, 絡み目の連結和 (図 4参照)と

HOMFLYPT 多項式と Kauffman 多項式の関係について述べる. 絡み目 L,L′ の連結和

L#L′ の HOMFLYPT多項式と Kauffman多項式は次のようになる.

P (L#L′; v, z) = P (L; v, z)P (L′; v, z), F (L#L′; a, z) = F (L; a, z)F (L′; a, z).

図 4 連結和.

故に, HOMFLYPT多項式と Kauffman多項式の 0番から s番までの係数多項式が自明

になり s+1番係数多項式が自明でない結び目K を発見することができれば, それを与え

られた絡み目 Lに連結和することにより, Lの 0番から s番までの係数多項式が一致し

s + 1番係数多項式は異なる絡み目 L#K が構成できる. 本講演では, そのような結び目

も構成できる SN
m 交差交換という絡み目の局所変形を導入する.
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3 SN
m 交差交換

ここからは, 絡み目やタングルはすべて図式として考える. 絡み目図式, タングル図式を

単に絡み目, タングルと呼ぶ. 図 5のように, SN
m をm半ひねり (m ∈ Z)をもつ 1個のタ

ングル Rm, N − 1個のタングル R, N 個のタングル Qをつないだタングルとする. ここ

で, N は正の整数である.

図 5 タングル SN
m .

N = 0の場合に関しては, 図 6のように, タングル S0
1 , S

0
−1, S

0
0 , S

0
∞ を定義する.

図 6 タングル S0
1 , S

0
−1, S

0
0 , S

0
∞.

図 7 のように, タングル Q は, その鏡像と同型である. 図 8 のように, タングル SN
1

(N ≥ 1) は SN−1
1 と同型であるので, S0

1 と同型である. 図 9 のように, タングル SN
m

(m ̸= 1, N ≥ 1)は素なタングルであることが示せる.

図 7 タングル Qは, その鏡像と同型である.

ここで, 図 10のように, 絡み目の 1つの交差 (タングル S0
1)をタングル SN

m で置き換える

操作あるいはその逆の操作を SN
m 交差交換という. 特に, S0

−1 交差交換は, いわゆる交差

交換である.
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図 8 タングル SN
1 (N ≥ 1)は SN−1

1 と同型である.

図 9 タングル SN
m (m ̸= 1, N ≥ 1)は素なタングルである.

図 10 SN
m 交差交換.

4 絡み目 LN
m(T )と主結果

図 11のように, 任意の絡み目 Lは 1つの交差とタングル T をつないだ形で描ける. これ

を L0
1(T )で表す. この交差を構成する 2本の弧のつながり具合で, 図 11のように, タング

ル T を 0型, ∞型, X 型, −X 型に分ける. この交差における 1回の SN
m 交差交換で得ら

れる絡み目を LN
m(T )で表す. 表 1のように, 整数 mの偶奇性とタングル T の型の組で,

(I)から (VIII)の場合を考える. 例えば, 絡み目 L0
1(T ), L

0
0(T ), L

0
∞(T ), LN

m(T )の成分数

は, 表 1のようになる. 次の定理 4.1, 4.4が, 本講演の主結果である.
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図 11 タングル T .

(m,T ) #L0
1(T ) #L0

0(T ) #L0
∞(T ) #LN

m(T )

(I) (奇数, 0型) r r r + 1 r

(II) (奇数,∞型) r r + 1 r r

(III) (奇数, X 型) r r − 1 r − 1 r

(IV) (奇数,−X 型) r r − 1 r − 1 r

(V) (偶数, 0型) r r r + 1 r

(VI) (偶数,∞型) r r + 1 r r

(VII) (偶数, X 型) r r − 1 r − 1 r

(VIII) (偶数,−X 型) r r − 1 r − 1 r

表 1 (I)–(VIII).

定理 4.1. (HOMFLYPT多項式の場合) Lを絡み目, N を正の整数とする. このとき, 絡

み目の無限族 {LN
m(T )}m∈Z が存在し, pi(L

N
m(T ); v) = pi(L; v) (0 ≤ i ≤ s)が成り立つ.

ここで, s =



(I) 2N − 1,

(II) 2N − 2,

(III) 2N − 1,

(IV) 2N − 1,

(V) 2N − 2,

(VI) 2N − 3 (N ̸= 1),

(VII) 2N − 2,

(VIII) 2N − 2

である. 特に, LN
1 (T )は Lと同型である.

さらに, 例外を除いて, ps+1(L
N
m(T ); v) ̸= ps+1(L

N
m′(T ); v) (m ̸= m′)が成り立つ. 例外は,

p0(L
0
1(T ); v) = p0(L

0
−1(T ); v) · · · (∗)をみたす T が 0型の絡み目 L0

1(T )の場合である.

備考 4.2. 条件 P (L0
1(T ); v, z) = P (L0

−1(T ); v, z) · · · (∗∗) をみたす T が 0 型の絡み目

L0
1(T ) を考える. この絡み目 L0

1(T ) は条件 (∗) をみたし, さらに, P (LN
m(T ); v, z) =

P (L; v, z)が成り立つ. 図 12のような無効交差で SN
m 交差交換をする場合, 絡み目 L0

1(T )

は T が 0型の絡み目で条件 (∗∗)をみたす. しかし, この場合は, 絡み目 LN
m(T )は Lと同

型になる.

問題 4.3. 無効交差でない交差で SN
m 交差交換をする場合, 条件 (∗∗)をみたす T が 0型

の絡み目 L0
1(T )は存在するか? (条件 (∗)の場合は容易に存在することがわかる.)
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定理 4.4. (Kauffman多項式の場合) Lを絡み目, N を正の整数とする. このとき, 絡み

目の無限族 {LN
m(T )}m∈Z が存在し, fi(L

N
m(T ); a) = fi(L; a) (0 ≤ i ≤ s)が成り立つ.

ここで, s =



(I) N,

(II) N − 1,

(III) N + 1,

(IV) N + 1,

(V) N − 1,

(VI) N − 2 (N ̸= 1),

(VII) N,

(VIII) N

である. 特に, LN
1 (T )は Lと同型である.

さらに, 例外を除いて, fs+1(L
N
m(T ); a) ̸= fs+1(L

N
m′(T ); a) (m ̸= m′)が成り立つ. 例外は,

f0(L
0
∞(T ); a) = (1 + a2)a−2νf0(L

0
0(T ); a) · · · (†)をみたす T が 0型の絡み目 L0

1(T )の場

合である.

備考 4.5. 条件

F (L0
0(T ); a, z) = a2νF (L0

1(T ); a, z),

F (L0
∞(T ); a, z) =

(
(a−1 + a)z−1 − 1

)
F (L0

1(T ); a, z)
· · · (††)

をみたす T が 0 型の絡み目 L0
1(T ) を考える. この絡み目 L0

1(T ) は条件 (†) をみたし,

さらに, F (L0
1(T ); a, z) = F (L0

−1(T ); a, z)及び F (LN
m(T ); a, z) = F (L; a, z)が成り立つ.

図 12のような無効交差で SN
m 交差交換をする場合, 絡み目 L0

1(T )は T が 0型の絡み目で

条件 (††)をみたす. しかし, この場合は, 絡み目 LN
m(T )は Lと同型になる.

問題 4.6. 無効交差でない交差で SN
m 交差交換をする場合, 条件 (††)をみたす T が 0型

の絡み目 L0
1(T )は存在するか? (条件 (†)の場合は容易に存在することがわかる.)

図 12 無効交差をもつ T が 0型の絡み目 L0
1(T ).

5 結び目KN
m,ℓ

タングル T として, 図 13の ℓ半ひねり (ℓ ∈ Z)をもつタングル Tℓ を考える. L0
1(Tℓ)は自

明な結び目である. このとき, 図 14のように, 結び目 LN
m(Tℓ)と同型な結び目を KN

m,ℓ で

表す. タングル SN
m の性質より, KN

1,ℓとKN
m,−1は自明な結び目である. タングルQの性質

より, 結び目 KN
m,ℓ の鏡像は −KN

−ℓ,−m と同型である. それ故, KN
m,−m は (−)両手型結び

目である. 次の定理 5.1, 5.2で, 結び目KN
m,ℓ の HOMFLYPT多項式と Kauffman多項式

を示す. ここで, 各場合 (m, ℓ) = (奇数,奇数), (奇数,偶数), (偶数,奇数), (偶数,偶数)は,

それぞれ表 1の (I), (II), (V), (VI)に対応している.
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図 13 タングル Tℓ.

図 14 結び目KN
m,ℓ.

定理 5.1. ζ = z4(2 + z2)2 とする. 結び目KN
m,ℓ の HOMFLYPT多項式 P (KN

m,ℓ; v, z)は,

次のようになる:

P (KN
m,ℓ; v, z)

=



1− ζN (1− v−m+1)(1− v−ℓ−1)

(
1−

( z

v−1 − v

)2
)

(m, ℓ) = (奇数,奇数),

1− z2ζN−1(v−2 + 1)(1− v−m+1)
(
v−ℓ(v−1 − v)2

+(1 + v2 − 2v−ℓ)z2
)(

1−
( z

v−1 − v

)2
)

(m, ℓ) = (奇数,偶数),

1− z2ζN−1(1 + v2)(1− v−ℓ−1)
(
v−m(v−1 − v)2

+(v−2 + 1− 2v−m)z2
)(

1−
( z

v−1 − v

)2
)

(m, ℓ) = (偶数,奇数),

1−
(
2z2 + z4 + v−m

(
(v−1 − v)2 − (3− v2)z2 − z4

))
(
2z2 + z4 + v−ℓ

(
(v−1 − v)2 + (v−2 − 3)z2 − z4

))(
1−

( z

v−1 − v

)2
)

(m, ℓ) = [(偶数,偶数) N = 1],

1− z4ζN−2(v−1 + v)2
(
v−m(v−1 − v)2 + (v−2 + 1− 2v−m)z2

)
(
v−ℓ(v−1 − v)2 + (1 + v2 − 2v−ℓ)z2

)(
1−

( z

v−1 − v

)2
)

(m, ℓ) = [(偶数,偶数) N ≥ 2].
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定理 5.2. 結び目KN
m,ℓ の Kauffman多項式 F (KN

m,ℓ; a, z)は, 次のようになる:

F (KN
m,ℓ; a, z) =



1− (−1)
m+ℓ−2

2
m−1
2

ℓ+1
2 [(1 + a2)3N+1a−3N+m+ℓ−1zN+1, ∗] (m, ℓ) = (奇数,奇数),

1− (−1)
m+ℓ−1

2
m−1
2 [(1 + a2)3N+1a−3N+m+ℓ−1zN , ∗] (m, ℓ) = (奇数,偶数),

1− (−1)
m+ℓ−1

2
ℓ+1
2 [(1 + a2)3N+1a−3N+m+ℓ−1zN , ∗] (m, ℓ) = (偶数,奇数),

1− (−1)
m+ℓ

2 [(1 + a2)3N+1a−3N+m+ℓ−1zN−1, ∗] (m, ℓ) = (偶数,偶数).

ここで, 変数 xの Laurent多項式
∑M

i=m aix
i を最小次数と最大次数の項を使って, それぞ

れ [amx
m, ∗]や [∗, aMxM ]のように表す. 表 3, 4の σn は σ0 = 0, σ1 = 1, σn−1 + σn+1 =

zσn で定義された変数 z の多項式である.

m ≥ 2 m = 1

ℓ ≥ 1 (N = 1) [∗, 3(1 + a2)am+ℓ−2zm+ℓ+8] 1

ℓ ≥ 1 (N ≥ 2) [∗, 3× 2N−1(1 + a2)am+ℓ−2z10N+m+ℓ−2] 1

ℓ = 0 (N = 1) [∗, (1 + a2)am−2zm+8] 1

ℓ = 0 (N ≥ 2) [∗, 2N−1(1 + a2)am−2z10N+m−2] 1

ℓ = −1 1 1

ℓ ≤ −2 [∗, 2N (1 + a2)am+ℓ−1z10N+m−ℓ−3] 1

m = 0 m ≤ −1

ℓ ≥ 1 (N = 1) [∗, (1 + a2)aℓ−1zℓ+9] [∗, 4(1 + a2)am+ℓ−1z−m+ℓ+9]

ℓ ≥ 1 (N ≥ 2) [∗, 3× 2N−2(1 + a2)aℓ−1z10N+ℓ−1] [∗, 9× 2N−2(1 + a2)am+ℓ−1z10N−m+ℓ−1]

ℓ = 0 (N = 1) [∗, (a−1 + a)2z8] [∗, (1 + a2)am−1z−m+9]

ℓ = 0 (N ≥ 2) [∗, 2N−2(a−1 + a)z10N−1] [∗, 3× 2N−2(1 + a2)am−1z10N−m−1]

ℓ = −1 1 1

ℓ ≤ −2 [∗, 2N−1(1 + a2)aℓz10N−ℓ−2] [∗, 3× 2N−1(1 + a2)am+ℓz10N−m−ℓ−2]

表 2 F (KN
m,ℓ; a, z)の変数 z に関する最大次数の項.

m ≥ 3 m = 2

ℓ ≥ 1 [(−1)N (2− z2)(1− z2)N−1z2N+3a−4N+1, ∗] [(−1)N+1(1− 3z2 + z4)(1− z2)N−1z2N+1a−4N+1, ∗]
ℓ = 0 [(−1)N+1(2− z2)(1− z2)Nz2N+1a−4N+1, ∗] [(−1)N (1− 3z2 + z4)(1− z2)Nz2N−1a−4N+1, ∗]
ℓ = −1 1 1

ℓ ≤ −2 [(−1)N+1σℓ+1(2− z2)(1− z2)N−1z2N+1a−4N+ℓ+1, ∗] [(−1)Nσℓ+1(1− 3z2 + z4)(1− z2)N−1z2N−1a−4N+ℓ+1, ∗]

m = 1 m ≤ 0

ℓ ≥ 1 1 [(−1)N+1σm−1(1− z2)Nz2N+1a−4N+m−1, ∗]
ℓ = 0 1 [(−1)Nσm−1(1− z2)N+1z2N−1a−4N+m−1, ∗]
ℓ = −1 1 1

ℓ ≤ −2 1 [(−1)Nσm−1σℓ+1(1− z2)Nz2N−1a−4N+m+ℓ−1, ∗]

表 3 F (KN
m,ℓ; a, z)の変数 aに関する最小次数の項.

m ≥ 2 m = 1

ℓ ≥ 0 [∗, (−1)Nσm−1σℓ+1(1− z2)Nz2N−1a4N+m+ℓ+1] 1

ℓ = −1 1 1

ℓ = −2 [∗, (−1)N+1σm−1(1− 3z2 + z4)(1− z2)N−1z2N−1a4N+m−1] 1

ℓ ≤ −3 [∗, (−1)Nσm−1(2− z2)(1− z2)N−1z2N+1a4N+m−1] 1

m = 0 m ≤ −1

ℓ ≥ 0 [∗, (−1)N+1σℓ+1(1− z2)N+1z2N−1a4N+ℓ+1] [∗, (−1)Nσℓ+1(1− z2)Nz2N+1a4N+ℓ+1]

ℓ = −1 1 1

ℓ = −2 [∗, (−1)N (1− 3z2 + z4)(1− z2)Nz2N−1a4N−1] [∗, (−1)N+1(1− 3z2 + z4)(1− z2)N−1z2N+1a4N−1]

ℓ ≤ −3 [∗, (−1)N+1(2− z2)(1− z2)Nz2N+1a4N−1] [∗, (−1)N (2− z2)(1− z2)N−1z2N+3a4N−1]

表 4 F (KN
m,ℓ; a, z)の変数 aに関する最大次数の項.
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備考 5.3. (m, ℓ) ̸= (m′, ℓ′), m,m′ ̸= 1, ℓ, ℓ′ ̸= −1とする. 定理 5.1より, P (KN
m,ℓ; v, z) =

P (KN ′

m′,ℓ′ ; v, z) であるための必要十分条件は (N ′,m′, ℓ′) = (N, ℓ + 2,m − 2), (m, ℓ) =

(奇数,奇数), (奇数,偶数), [(偶数,偶数) N ≥ 2] となる. 定理 5.2 と F (KN
m,ℓ; a, z) の

変数 a に関する 2 番目に大きい次数と 2 番目に小さい次数の項より, 結び目 KN
m,ℓ

(m ̸= 1, ℓ ̸= −1)は, すべて異なることがわかる.
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