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1 保存問題について
保存問題とは，大雑把に言うと，「与えられた線形空間の上で定義された写像が，あ

る関数や集合，関係を保存するとき，その写像の特徴づけを与えよ。」というような問
題の総称である。例えば，[28]に書かれているものを少し一般化すると，次の問題は
保存問題の一例である。
問題 1.1. Xを線形空間とし，Fを X上のスカラー値写像とする（もしくは Fはベクト
ル値や集合値写像としてもよい）。このとき，線形写像 T : X → Xが

F(T (a)) = F(a), a ∈ X

をみたすとき，T を特徴づけよ。
問題 1.1の例として，保存問題の起源とも言える二つの結果を紹介する。一つ目は，

1897年のFrobenius [15]の結果で，Xをn次複素正方行列全体Mn(C)，写像F : Mn(C)→
Cを F(A) = det(A)とした場合である。すなわち，線形写像 T : Mn(C)→ Mn(C)が

det(T (A)) = det(A), A ∈ Mn(C)

をみたすとき，det(MN) = 1をみたす M,N ∈ Mn(C)が存在して，
T (A) = MAN, A ∈ Mn(C)

もしくは
T (A) = MAtN, A ∈ Mn(C)

が成り立つ。二つ目は，等距離写像である。Xをユークリッドノルム ‖ · ‖が定まった n
次元実ユークリッド空間 Rnとする。写像 T : Rn → Rnが，任意の x, y ∈ Rnに対して

‖T (x) − T (y)‖ = ‖x − y‖
をみたすとき，ある n × n直交行列Uと，a ∈ Rnが存在して

T (x) = Ux + a, x ∈ Rn

が成り立つ。一般に，有限次元線形空間の間の等距離写像はアフィン写像になるので，
これは F(x) = ‖x‖とした場合に対する，問題 1.1の例と言える。
最近では，線形性を仮定しない写像に対して，保存問題を考え，結果としてある種

の線形性を導くような研究も盛んに行われている。保存問題は数学において自然な問
題であり，多くの対象に対して考えうる問題であろう。一方，現在の保存問題の研究対
象は，関数解析学における，ヒルベルト空間上の有界線形作用素全体，バナッハ環，バ
ナッハ空間などノルム構造をもった線形空間やその部分構造がほとんどであることを
述べておく。保存問題の理論や研究対象の詳細はMolnárによる [32]を参照されたい。
本稿では，保存問題においても基本的で重要とされる問題の一つである，バナッハ

空間上の全射線形等距離写像について述べる。
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2 全射等距離写像
近代的な等距離写像の研究は，1932年のBanach[2]による。コンパクト距離空間 X

に対して，CR(X) = { f : X → R | f は連続 }と表す。CR(X)の二つの関数の和，積および
スカラーと関数の積を普通の意味の関数の和，積，スカラーとの積で定義し，そのノ
ルムを ‖ f ‖∞ = sup{ | f (x)| | x ∈ X}と定義すれば，CR(Ω)は実バナッハ環となる。Banach
はこの間の全射等距離写像について，次を示した。

定理 2.1 ([2] Chapter XI, Theorem 3 and Remark ). 二つのコンパクト距離空間 X1 と X2

が同相であるための必要十分条件は，CR(X1)とCR(X2)の間の全射等距離写像が存在す
ることである。さらに，全射等距離写像 T : CR(X1)→ CR(X2)が T (0) = 0をみたすなら
ば，同相写像 φ : X2 → X1と実数値連続関数 α : X2 → {−1, 1}があって，

T ( f )(y) = α(y) f (φ(y)), f ∈ CR(X1), y ∈ X2

が成り立つ。

その後，1937年に StoneはΩ1, Ω2をコンパクトハウスドルフ空間としたときの，全
射等距離写像 T : CR(Ω1) → CR(Ω2)を特徴づけた [39]。また，Ωをコンパクトハウス
ドルフ空間とするとき，C(Ω) := { f : Ω → C | f は連続 }, ‖ f ‖∞ = sup{ | f (x)| | x ∈ Ω}と
定めると，C(Ω)は複素バナッハ環となる。一般に任意の単位的可換C∗環は，あるコ
ンパクトハウスドルフ空間Ωが存在してC(Ω)とバナッハ環として等距離同型である。
Banachと Stoneの結果を複素化し，得られる定理を今日ではBanach-Stoneの定理とい
う。すなわちBanach-Stoneの定理は，単位的可換C∗環の間の全射複素線形等距離写像
の特徴づけを与えた定理である。

定理 2.2 (Banach-Stoneの定理). 写像 T : C(Ω1) → C(Ω2)が全射複素線形等距離写像で
あるための必要十分条件は，同相写像 φ : Ω2 → Ω1と連続関数 α : Ω2 → S 1 := {α ∈ C |
|α| = 1}が存在して，

T ( f )(y) = α(y) f (φ(y)), f ∈ C(Ω1), y ∈ Ω2

が成り立つことである。

Banach-Stoneの定理では，全射等距離写像 T が複素線形であることを仮定している
が，実はこれは本質的ではない。実際，最初に述べたように，有限次元ノルム空間の
間の等距離写像は自動的にアフィン写像になるがこれを一般の（無限次元）実ノルム
空間に拡張したMazur-Ulamの定理が良く知られている。

定理 2.3 (Mazur-Ulamの定理). 二つのノルム空間 N1,N2の間の写像 T : N1 → N2が全
射等距離写像であるならば，T − T (0)は実線形である。

よって，本稿では，全射線形等距離写像を考えることにする。また，以下とくに断
らない場合は，バナッハ空間，バナッハ環といえば全て複素バナッハ空間，複素バナッ
ハ環を意味することにする。
2.1 等距離写像と同型写像の不思議な関係性
さて，コンパクトハウスドルフ空間Ωに対して，C(Ω)は可換バナッハ環であった。

そこで，T : C(Ω1)→ C(Ω2)の間の多元環としての同型写像を考えることができる。「同
型写像を特徴づけよ」という問題も保存問題における自然な問題の一つであり，Gelfand
とKolmogrovによる結果がある。
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定理 2.4 ([16]). コンパクトハウスドルフ空間Ω1,Ω2に対して，T : C(Ω1) → C(Ω2)が
同型写像であるための必要十分条件は，ある同相写像 φ : Ω2 → Ω1が存在して，

T f (y) = f (φ(y)), f ∈ C(Ω1)

が成り立つことである。
これらのことから，C(Ω)のバナッハ空間としての等距離同型性と多元環としての

代数構造が同値であることが分かる。一見すると全く関係のない積の構造を等距離写
像は自動的に保存するという結果は大変驚くべき結果である。
2.1.1 Banach-Stoneの定理の一般化

Banach-Stoneの定理については，拡張やその類似の結果がこれまでに多く報告され
ている。詳細については，Fleming and Jamison [12, 13]を参照されたい。ここではその
うちの 3つを紹介することにする。コンパクトハウスドルフ空間Ωに対して，C(Ω)の
部分多元環Uが，Ω上の関数環であるとは，(1)UがC(Ω)の中で閉であり，(2)U 3 1,
ただし 1は恒等的に 1である定数関数，さらに，(3) Uが Ωの点を分離する，つまり
Ωの任意の異なる 2点 y1, y2に対して，ある f ∈ Uが存在して f (y1) , f (y2)が成り立
つときをいう。関数環は非常に抽象的に定義されるが，もともとは関数論における諸
定理を関数解析学の手法を用いて一般化し，統一的に扱うことを目標として研究され
ている可換バナッハ環である。関数環の例として基本的なものは，円板環である。複
素平面上の単位円周 S 1の上で定義された複素数値連続関数で，単位開円板の解析関数
に連続的に拡張できるもの全体は S 1上の関数環となる。これを円板環という。関数環
Uに対して，Uの極大イデアル空間をM(U)と書くことにする。Banach-Stoneの定理
は，次のように関数環に拡張されることが知られている。
定理 2.5 (Nagasawa [34], de Leeuw, Rudin and Wermer [10]). 関数環U1,U2に対して，写
像 T : U1 →U2が全射複素線形等距離写像であるならば，任意の y ∈ M(U2)に対して
|α(y)| = 1をみたす α ∈ U2と，同相写像 φ :M(U2)→M(U1)が存在して，

T f (y) = α(y) f (φ(y)), f ∈ U2, y ∈ M(U2)

が成立する。またこの逆も成立する。
Banach-Stoneの定理が単位的可換C∗環上の全射複素線形等距離写像の特徴づけで

あることを考慮すると，任意のC∗環の間の全射複素線形等距離写像に拡張できるかと
いう疑問が自然に生じる。これを解答したのが，Kadison [24]である。C∗環Aにおい
て，任意の a, b ∈ Aに対して a ◦ b = 1

2 (ab + ba)と定義された演算 ◦を Jordan積と呼
ぶ。ここで，二つのC∗環A1,A2に対して，全単射な複素線形写像 τ : A1 → A2が条
件 τ(a∗) = τ(a)∗, τ(a ◦ b) = τ(a) ◦ τ(b)を任意の a, b ∈ A1で満たすとき，τを Jordan ∗-同
型写像と呼ぶ。Kadisonによって与えられた Banach-Stoneの定理の非可換化は，次の
とおりである。
定理 2.6 (Kadison [24]). A1,A2を単位的C∗環とする。写像 T : A1 → A2が全射複素線
形等距離写像であるとき，ユニタリー元 u ∈ A2と，Jordan ∗-同型写像 τ : A1 → A2が
存在して，

T = uτ

となる。またこの逆も成立する。
つまり，Kadisonの定理によって，二つのC∗環A1,A2の間の全射複素線形等距離

写像は，Jordan積の構造を保存することが示された。一般の単位的C∗環の間の等距離
写像が，結局 Jordan∗環としての代数構造を保存する。
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最後は，他のバナッハ環に対しても Banach-Stoneの定理と類似の結果が得られる
かという問題である。一様ノルムではない完備なノルムを持つ連続関数からなる多元
環に対して，その間の全射線形等距離写像を特徴づける問題は，Cambernによって始
められた ([8])。のちに詳しく述べることだが，等距離写像を特徴づける一つの鍵は
単位球の形である。一様ノルムや作用素ノルムではないノルムの場合，単位球の形が
複雑になることが多い。このことが一因となって，その間の等距離写像を特徴づける
ことは難しい場合が多い。Cambernは，[0, 1]上の複素数値連続微分可能関数全体に
‖ f ‖ = maxx∈[0,1]{| f (x)|+ | f ′(x)|}でノルムを定めたBanach環C1([0, 1])と，[0, 1]上の複素
数値絶対連続関数全体に ‖ f ‖ = maxx∈[0,1]{| f (x)|} +

∫ 1

0
| f ′(x)|dxでノルムを定めたバナッ

ハ環 AC([0, 1])に対して，その間の全射線形等距離写像の特徴づけを与えた。Cambern
の結果を皮切りに，数多くの一様ノルムとは異なるノルムで定められる可換バナッハ
環に対して，その間の全射線形等距離写像を決定する問題が研究されるようになった。
特に，Raoと Roy[38]は,閉区間 [0, 1]上のリプシッツ関数全体に ‖ f ‖ = ‖ f ‖∞ + ‖ f ′‖∞を
ノルムとしてできるリプシッツ環 Lip([0, 1])の間の全射線形等距離写像を決定した。
定理 2.7 ([38]). 写像 T : Lip([0, 1])→ Lip([0, 1])が全射複素線形等距離写像であるとき，
α ∈ S 1が存在して，

T ( f )(x) = α f (x), f ∈ Lip([0, 1]), x ∈ [0, 1]

または
T ( f )(x) = α f (1 − x) f ∈ Lip([0, 1]), x ∈ [0, 1]

が成り立つ。またこの逆も成立する。
これ以降，リプシッツ環の間の全射複素線形等距離写像の研究が始まった。リプシッ

ツ環の定義は定義 4.4を参照のこと。また，リプシッツ環の一般論は [41]が詳しい。[38]
では，「Xを任意のコンパクト距離空間としたとき，Lip(X)の間の全射線形等距離写像
は荷重合成作用素で表せるか。」という問題が提唱されたが，完全な回答は最近まで得
られていなかった。後で述べることに関係するのであるが，(Lip(X), ‖ · ‖L)の双対空間
の単位球の端点が決定できず，等距離写像を決定するのが難しい（第 2.3章参照）。[38]
の問題は [18]において解決された。証明はここでは紹介しないが，Choquet境界から
必要な情報を得ることにより証明された。双対空間の単位球の端点を決定することは
現在のところ未解決と思われることを注意しておく。
定理 2.8 ([18]). 任意のコンパクト距離空間 Xi (i = 1, 2)に対して，写像 T : Lip(X1) →
Lip(X2)が全射複素線形等距離写像であるとき，α ∈ S 1と全射等距離写像 φ : X2 → X1

が存在して，
T ( f )(x) = α f (φ(x)), f ∈ Lip(X1), x ∈ X2

が成立する。また，この逆も成立する。
もちろん任意のバナッハ環に対して Banach-Stone型の定理が得られるはずはなく，

単位的半単純可換バナッハ環の範疇でも Banach-Stone型の定理が成り立たないバナッ
ハ環が存在する。例えば，局所コンパクト群G上のフーリエ環 A(G)は，半単純可換バ
ナッハ環であるが，その間の全射複素線形等距離写像は荷重合成作用素で表せるとは
限らない。つまり，全射複素線形等距離写像であっても自動的に積や Jordan積の構造
を保存するとは限らないバナッハ環が存在する。
2.2 Banach-Stoneの定理の証明

Banachが [2]で付けた証明は，やや複雑な証明であるが，その後多くの研究者によっ
て別証が与えられ，今ではBanach-Stoneの定理の証明はいくつも知られている。その
うちの二つを紹介し，等距離写像を決定するための手法について簡単に述べる。
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2.3 extreme point argumentと技術的困難
定義 2.9. Xをノルム空間とし，Xの共役空間を X∗と書く。このとき，Ext X∗を {x∗ ∈
X∗ | ‖x∗‖ ≤ 1}の端点全体の集合とする。
事実 2.10. コンパクトハウスドルフ空間Ωに対して，

Ext C(Ω)∗ = {αδx | α ∈ S 1, x ∈ Ω}.

ただし，任意の f ∈ C(Ω)に対して，δx( f ) = f (x)と定める。
この事実 2.10を用いて，Banach-Stoneの定理を示す。

Banach-Stoneの定理の略証１. T : C(Ω1)→ C(Ω2)を全射複素線形等距離写像とする。
このとき共役作用素 T ∗ : C(Ω2)∗ → C(Ω1)∗に対して，

T ∗(Ext C(Ω2)∗) = Ext C(Ω1)∗ (1)

であることが簡単にわかる。事実 2.10により，任意の y ∈ Ω2に対して, α(y) ∈ S 1と
φ(y) ∈ Ω1が存在し，

T ∗(δy) = α(y)δφ(y)

が成り立つ。このとき任意の f ∈ C(Ω1)に対して，T f (y) = T ∗(δy)( f ) = α(y)δφ(y)( f ) =
α(y) f (φ(y))を得る。 f = 1を考えれば，α ∈ C(Ω2)であることが分かり，ウリゾーンの
補題より，φがΩ2からΩ1への同相写像であることもすぐにわかる。 □

実際，（1）はより一般に成立する。すなわち任意のノルム空間 N1,N2の間の全射複
素線形等距離写像 T が与えられたとき，

T ∗(Ext N∗2) = Ext N∗1

が成り立つ。つまり，C(Ω)に対する事実2.10のように，
::::::::::::::::::::::::::::::::
Ext N∗が具体的に決定できれば，

Banach-Stoneの定理の略称１と同様の議論により T : N1 → N2を決定できる。その際，
次がかなり有用である。
定理 2.11 (Brosowski and Deutschの定理 [7]). Eをノルム空間として，XをC(Ω, E)の
部分空間とする。このとき

Ext(C(Ω, E)∗) = {x∗ ◦ δt | x∗ ∈ Ext E∗, t ∈ Ω}

Ext(X∗) ⊂ {x∗ ◦ δt | x∗ ∈ Ext(E∗), t ∈ Ω}
が成り立つ。ただし，δtは任意の F ∈ C(Ω, E)に対して δt(F) = F(t)で定められる写像
である。
双対空間の単位球の端点を決定し，上のように等距離写像を特徴づけるこの手法を

extreme point argumentといい，現在の等距離写像の研究においては最も主流の手法の
一つである。
一方で，この extreme point argumentには技術的困難がある。C∗環のノルムでない

ノルムで定まっているバナッハ空間に対しては，その双対空間の単位球の端点を決定
することは容易ではないことが多い。例えば，Lip(X)の場合は，あるコンパクトハウ
スドルフ空間K上の連続関数空間C(K)に等長に埋め込むことができるため，定理 2.11
より，双対空間の単位球の端点が決定できそうに思えるかもしれないが，これは簡単
ではない。実は Kはいくつかの集合の直積であり，集合としてかなり大きくなってし
まうからである。よって，extreme point argumentは理論上は，非常に有益で任意のバ
ナッハ空間やノルム空間に対して，その上の全射等距離写像を決定するためのアルゴ
リズムが与えられているともいえるが，双対空間の単位球の端点が決定できなければ，
まったく使えない。
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2.4 T 集合
そこで，双対空間の単位球の端点に頼らない何か良い方法はないだろうか？次に T

集合を用いた証明を紹介する。ノルム空間上の T 集合は，Myers[33]によって導入さ
れた。
定義 2.12. Nをノルム空間とする。Nの部分集合Cが

x1, · · · , xn ∈ C =⇒ ‖x1 + · · · + xn‖ = ‖x1‖ + · · · + ‖xn‖

をみたし，この性質について極大であるとき，Cを Nの T 集合という。
例 2.13. R2上の各単位球に対して，次が T 集合の例である。

図 1: 円 図 2: 正方形 図 3: 正 6角形

事実 2.14. C ⊂ C(Ω)が T 集合のとき，ある α ∈ S 1, x ∈ Ωが存在して，

C = { f ∈ C(Ω) | ∃r ≥ 0s.t. f (x) = rα, | f (x)| = ‖ f ‖∞} := ∆x,α

Banach-Stoneの定理の略証 2. 全射複素線形等距離写像 T : C(Ω1) → C(Ω2)に対して，
T は，C(Ω1)の T 集合を C(Ω2)の T 集合に写し，その対応は 1対 1対応である。よっ
て，任意の x ∈ Ω1に対して，T (∆x,1) = ∆ψ(x),α(x)を満たす α(x) ∈ S 1と ψ(x) ∈ Ω2が存在
する。ここで任意の f ∈ ∆x,1を選ぶと，ある r ≥ 0が存在して， f (x) = rかつ ‖ f ‖∞ = r
となる。T は等距離写像であり，さらに T f ∈ ∆ψ(x),α(x)であるので，T f (ψ(x)) = rα(x)か
つ ‖T f ‖∞ = rがなりたつ。すなわち，T f (ψ(x)) = α(x)r = α(x) f (x)を得る。ウリゾーン
の補題を用いると， f (x) = 0をみたす f ∈ C(Ω1)に対して，T f (ψ(x)) = 0であること
がわかるので，任意の f ∈ C(Ω1)に対して，T ( f − f (x)1)(ψ(x)) = 0を得る。以上より，
T f (ψ(x)) = f (x)T1(ψ(x)) = α(x) f (x)となる。あとは，ψが同相写像であること，αが連
続写像であることを証明すればよい。 □

3 ベクトル値連続関数のなすバナッハ空間上の全射線形等距離写像
3.1 Banach-Stone property
ベクトル値連続関数のなすバナッハ空間C(Ω, E)の間の全射線形等距離写像の研究

は，Jerison[22]が始めた。補題 3.1はすぐにわかる。
補題 3.1. E1, E2 をバナッハ空間，Ω1, Ω2 をコンパクトハウスドルフ空間とする。さ
らに，ある同相写像 φ : Ω2 → Ω1 と，任意の y ∈ Ω2 に対して，y 7→ Vy が強位相で
連続であるような全射線形等距離写像 Vy : E1 → E2 が存在したとする。このとき，
T : C(Ω1, E1)→ C(Ω2, E2)を，

T F(y) = Vy(F(φ(y))), F ∈ C(Ω1, E1) (2)

と定義すると，T : C(Ω1, E1)→ C(Ω2, E2)は全射線形等距離写像となる。
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この逆が成り立つのか？ということが問題である。すなわち，全射複素線形等距離
写像 T : C(Ω1, E1) → C(Ω2, E2)が与えられたとき，必ず (2)をみたすような同相写像
φ : Ω2 → Ω1と,全射線形等距離写像 Vy : E1 → E2の族が存在するだろうか。
定義 3.2 ([9]). Eをバナッハ空間とする。Eが Banach-Stone propertyをみたすとは，任
意のコンパクトハウスドルフ空間Ω1, Ω2に対して，全射線形等距離写像T : C(Ω1, E)→
C(Ω2, E)が与えられたとすると，ある同相写像 φ : Ω2 → Ω1と，任意の y ∈ Ω2に対し
て，y 7→ Vyが強位相で連続であるような全射複素線形等距離写像 Vy : E → Eが存在
し，(2)をみたすときをいう。
ベクトル値連続関数を考える動機は何だろうか？Banach-Stoneの定理は，バナッハ

空間 Cが Banach-Stone propertyをみたすことを主張していると解釈することができる
ため，[22]を読むと，Jerison自身のモチベーションはBanach-Stoneの定理の一般化を
得ることであったようである。一方でベクトル値の連続関数の間の全射等距離写像を
調べると，基本的なところに様々な現象が起こる。そこでいくつかの古典的な結果を
紹介したい。
3.2 Banach-Stone propertyを満たす例
定義 3.3. バナッハ空間 E が狭義凸であるとは，x, y , 0である x, y ∈ E に対して，
‖x + y‖ = ‖x‖ + ‖y‖が成り立つならば，ある λ > 0が存在して，x = λyが成り立つとき
をいう。二つの T 集合C1,C2が不一致であるとは，C1 ∩ C2 = {0}もしくは，ある T 集
合C3が存在して，C1 ∩C3 = C2 ∩C3 = {0}が成り立つときをいう。狭義凸空間ならば，
任意の二つの T 集合が不一致であることは明らかである。図 1より，単位球が円とな
る 2次元ユークリッド空間 R2は，狭義凸である。また，単位球が正方形となる R2空
間は，不一致でない二つの T 集合が存在するが (図 2)，単位球が正 6角形となるR2空
間は，狭義凸空間ではないが任意の二つの T 集合が不一致である (図 3)。
定理 3.4 ([22]). 任意の二つの T 集合が不一致であるような実バナッハ空間（特に狭義
凸空間）は Banach-Stone propertyを満たす。
定理 3.4はBehrendsによって，定理 3.11と一般化された。説明するために，幾つか

の定義と事実を簡単に紹介する。
定義 3.5. Eを {0}でない (実もしくは複素)バナッハ空間とする。有界線形作用素T : E →
Eがmultiplierであるとは，任意の p ∈ Ext E∗に対して，p◦T = aT (p)pが成り立つ写像
aT : Ext E∗ → Cが存在するときをいう。さらに，Mult(E) := {T : E → E | Tはmultiplier}
とする。
任意の S ,T ∈ Mult(E)に対して，Ext E∗ 上で，(S ◦ T − T ◦ S )∗ = 0が成り立つ。

Krein-Milmanの定理より，Mult(E)は E上の有界線形作用素のなす多元環の
:::::::
可換な部

分多元環である。
定義 3.6. Eを (実もしくは複素)バナッハ空間とする。有界線形作用素 T : E → Eが
M-boundedとは，ある λ > 0が存在して，T x ∈ {µx | µ ∈ K, |µ| ≤ λ}であるときをいう。
ただしKは Eのスカラー体である。
ここで，任意の x ∈ E, λ > 0に対して，Rλ(x) :=

∩{D | Dは閉球 s.t. {µx | µ ∈ K, |µ| ≤
λ} ⊂ D}と定める。すると有界線形作用素 T : E → EがM-boundedのとき，ある定数
λ > 0があって，T x ∈ Rλ(x)が任意の x ∈ Eに対して成り立つ。
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例 3.7. R2上の各単位球に対して，点 x0におけるR1(x0)は図 4, 5のとおりである ([3])。

OO

図 4: 単位球が円のとき

OO

図 5: 単位球が正方形のとき

図 4より，次が分かる。
例 3.8. ‖ · ‖2をユークリッドノルムとする。T : (R2, ‖ · ‖2)→ (R2, ‖ · ‖2)がM-boundedの
とき，ある k ∈ Rが存在して，T = kIとなる。
さらに次の事実が知られている。

事実 3.9 ([3]). Eを (実もしくは複素)バナッハ空間とする。有界線形作用素 T : E → E
に対して T が multiplierであることとM-boundedであることは同値である。
定義 3.10. (実もしくは複素)バナッハ空間 E に対して，T ∈ Mult(E)に対して，S ∈
Mult(E)が T の共役であるとは，aS = aT のときをいう。また，Eの centralizerとは，
Z(E) = {T ∈ Mult(E) | ∃S ∈ Mult(E) s.t.T は S の共役 }のことをいう。Eが実バナッハ
空間の場合は Z(E) = Mult(E)となる。Eが trivial centralizerを持つとは，Z(E) = K IdE

であるときをいう。
例 3.8と事実 3.9より，(R2, ‖ · ‖2)は trivial centralizerを持つことがわかる。

定理 3.11 ([3]). 二つの (実もしくは複素)バナッハ空間 E1,E2が trivial centralizer を持
つとする。任意のコンパクトハウスドルフ空間Ω1, Ω2に対して，全射線形等距離写像
T : C(Ω1, E1)→ C(Ω2, E2)が存在するならば，同相写像 φ : Ω2 → Ω1と任意の y ∈ Ω2に
対して，y 7→ Vyが強位相で連続であるような全射線形等距離写像 Vy : E1 → E2が存在
して，

T F(y) = Vy(F(φ(y))), F ∈ C(Ω1, E1), y ∈ Ω2

と書ける。特に，C(Ω1, E1)とC(Ω2, E2)が等距離同型ならば，Ω1とΩ2は同相であり，
かつ E1と E2は等距離同型である。
系 3.12. trivial centralizerをもつバナッハ空間は Banach-Stone propertyを満たす。
3.3 Banach-Stone propertyを満たさない例
満たさない例もいくつも知られるが，ここでは有名なものを紹介する。

定理 3.13 ([40]). 任意の n ≥ 2をみたす自然数 nに対して，ℓ∞n は Banach-Stone property
を満たさない。
Ω1, Ω2, M1, M2 をコンパクトハウスドルフ空間とする。このとき C(Ω,C(M))は

C(Ω×M)に等距離同型であることとBanach-Stoneの定理より, C(Ω1,C(M1))とC(Ω2,C(M2))
が等距離同型であるための必要十分条件は，Ω1 ×M1とΩ2 ×M2が同相であることで
ある。よって次が分かる。
定理 3.14 ([14], [3]). C([0, 1])は Banach-Stone propertyを満たさない。
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図 6: [3] p143

Proof. M,Nを図 6のように与えられた二つのR2のコンパクト集合とする。M,Nは同相
ではない。一方で, M × [0, 1]と N × [0, 1]は同相な位相空間であるので，C(M,C([0, 1]))
とC(N,C([0, 1]))は等距離同型である。
よって，C([0, 1])は Banach-Stone propertyを満たさない。 □

以上より，バナッハ空間 Eが，Banach-Stone propertyをみたすには，かなり強い条
件が必要そうである。さらに，その証明についても，バナッハ空間 Eの単位球の形や
Mult(E)のような隠れた可換環に着目して，等距離写像の形を決定している。第 2.1章
でも述べた通り，いくつかのバナッハ環上の等距離写像は積の構造を結果として保存
するが，そもそも定理の主張や証明の鍵が，可換な部分環に着目することであること
を強調しておく。
3.4 バナッハ束
ここでバナッハ束を定義し，ベクトル値連続関数を考えるもう一つのモチベーショ

ンを紹介する。
定義 3.15 ([11]). ハウスドルフ空間Ωに対して，あるハウスドルフ空間 Bと，連続で全
射な開写像 π : B → Ωの組 (B, π)をΩ上の束という。このとき，任意の x ∈ Ωに対し
て，Bx := π−1(x)を xのファイバーという。連続な cross-sectionの集合を ΓΩ = { f : Ω→
B | π ◦ f = IdΩ, f は連続 }とおく。Ω上のバナッハ束とは，(B, π)がΩ上の束であり，各
ファイバー Bxがバナッハ空間となり，次を満たすときをいう。

1. s ∈ Bに対して，s 7→ ‖s‖が連続
2. π(s) = π(t)である s, t ∈ Bに対して，(s, t) 7→ s + tが連続
3. s ∈ B, λ ∈ Cに対して，s 7→ λsは連続
4. 任意の x ∈ Ω, {si} ⊂ B s.t. ‖si‖ → 0, π(si)→ x ∈ Ωのとき，si → 0xが成り立つ。た
だし 0xは Bxの零元である。

例 3.16. 任意のバナッハ空間を Eとする。このとき B = Ω × E, π : B→ Ωを π(x, a) = x
とする。すると，(B, π)はΩ上のバナッハ束となり，ΓΩはC(Ω, E)と同一視できる。
定義 3.17 ([11]). バナッハ束 (BΩ1 , πΩ1), (BΩ2 , πΩ2)が isometrical bundle isomorphicである
とは二つの同相写像Φ : BΩ1 → BΩ2 と ψ : Ω1 → Ω2が存在し，次を満たすときをいう。
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1. πΩ2 ◦ Φ = ψ ◦ πΩ1

2. Φ|Bx : Bx → Bψ(x)は全射線形写像
3. 任意の b ∈ Bxに対して，‖Φ(b)‖ = ‖b‖
このとき，(Φ, ψ) : (BΩ1 , πΩ1)→ (BΩ2 , πΩ2)は, φ = ψ−1 : Ω2 → Ω1, hy = Φ|Bφ(y) : Bφ(y) →

Byとおき，
T f (y) = Φ( f (φ(y))) = hy( f (φ(y))), f ∈ ΓΩ1 , y ∈ Ω2

とおくと，全射線形等距離写像 T : ΓΩ1 → ΓΩ2が構成できる。とくに，例 3.16で定めた
自明束の間の isometrical bundle isomorphismはC(Ω, E)の間の全射線形等距離写像を誘
導する。この逆が成り立つのか？（つまり，自明束に対して，ΓΩ間の全射線形等距離写
像は，自明束の間の isometrical bundle isomorphismを導くか？）というのが，C(Ω, E)
の間の全射線形等距離写像の問題である。
4 主結果

C(Ω, E)やその部分空間の間の全射線形等距離写像や Banach-Stone propertyの研究
は，JerisonやMyers以来，現在も盛んに行われている。例えば [1, 4, 5, 6, 17, 19, 20, 21,
23, 25, 26, 31, 35]などがある。一方，Banach-Stone propertyをみたすバナッハ空間 Eが
ほかにあるとしたら，それは何らかの意味で積の構造をもち，それが等距離写像と関
連をもっていると予想するのは自然であろう。よって，バナッハ環 Eに対して，Eに
値をとる連続関数空間の間の全射複素線形等距離写像を決定してみたい。このような
理由から，筆者は Eが単位的C∗環Aである場合に興味がある。
4.1 C(Ω,A)上の全射複素線形等距離写像
Aが単位的C∗環の場合，C(Ω,A)もまた単位的C∗環であることはすぐにわかる。

よって定理 2.6により，C(Ω1,A1)からC(Ω2,A2)の間の単位的全射複素線形等距離写
像は Jordan ∗同型写像になる。さらに実は，次の定理が成り立つ。
定理 4.1 ([37]). Jordan ∗同型写像 J : C(Ω1,A1) → C(Ω2,A2)に対して，A2の任意の
pure state ρに対してある連続写像 φρ : Ω2 → Ω1が存在し，また任意の y ∈ Ω2に対して
Jordan ∗準同型写像 Vy : A1 → A2が存在して

πρ(JF(y)) = πρ(Vy(F(φρ(y)))), F ∈ C(Ω1,A1)

が成り立つ。ただし，A2の任意の pure state ρに対して, πρ : A2 → B(Hρ)はA2上の
GNS表現 (既約表現)である。
実は，上の定理では，φρと Vyが全射であるとは限らない。例えばC({a},C({b, c}))

とC({a, b},C({c}))の間に ∗同型写像が存在するが，{a}と {a, b}, {b, c}と {c}が同相でな
いことから分かるであろう。ただし，A1,A2が因子環つまり，任意の y ∈ Aiに対して
xy = yxが成り立つならば x = C1が成り立つとき，次がわかる。
定理 4.2 ([17, 37]). A1,A2が単位的因子 C∗環とする。このとき写像 J : C(Ω1,A1) →
C(Ω2,A2)が Jordan ∗同型写像であるための必要十分条件は，ある同相写像φ : Ω2 → Ω1

と任意の y ∈ Ω2 に対して y 7→ Vy が強位相で連続であるような Jordan ∗同型写像
Vy : A1 → A2が存在して

JF(y) = Vy(F(φ(y))), F ∈ C(Ω1,A1)

が成り立つことである。
以上より，次がわかる。定理 3.14（C([0, 1])は単位的可換C∗環である)と比較して

ほしい。
定理 4.3. 単位的因子C∗環は Banach-Stone propertyをみたす。
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4.2 Lip(X,A)上の全射複素線形等距離写像
リプシッツ環の場合はどうか。まず初めに，リプシッツ環の定義を述べておく。

定義 4.4. コンパクト距離空間 (X, d)とバナッハ環 (E, ‖·‖E)とする。写像F : X → Eに対し
て，L(F) := supx,y

‖F(x)−F(y)‖E
d(x,y) と定める。このとき，Lip(X, E) := {F : X → E | L(F) < ∞}

とする。Lip(X, E)は通常の関数の演算で多元環となり，‖F‖L = supx∈X ‖F(x)‖E + L(F)で
ノルムを定めると，バナッハ環となる。

Eが単位的C∗環Aのとき，対合 ∗を F∗(x) = [F(x)]∗で定義することで，Lip(X,A)
は単位的バナッハ ∗環となる。Lip(X,A)におけるノルム ‖ · ‖LはC∗条件を満たさない
ノルムであるため，第 2.3章で述べたように，双対空間の単位球の端点がかなり複雑で
ある。定理 2.11を使って Ext(Lip(X,A))∗を決定することは避け，第 2.4章や,第 3章で
紹介したような古典的な道具や対象に立ち返ってヒントを得た。次が Lip(X,A)上の等
距離写像に関する結果である。

定理 4.5 ([36]). X1,X2をコンパクト距離空間とし，A1,A2を単位的因子 C∗環とする。
写像 T : Lip(X1,A1)→ Lip(X2,A2)が単位的全射複素線形等距離写像であるための必要
十分条件は，単位的全射線形等距離写像 V : A1 → A2と全射等距離写像 φ : X2 → X1

が存在して，
T F(y) = V(F(φ(y))), F ∈ Lip(X1,A1), y ∈ X2

が成り立つことである。

4.2.1 定理 4.5の証明
証明の鍵は，エルミート作用素と T 集合である。エルミート作用素は，Lumer[29]

によって提唱された作用素である。

定義 4.6. Eをバナッハ空間とする。写像 [·, ·] : E × E → Cが任意の x, y, z ∈ E, λ ∈ Cに
対して，次を満たすとき，[·, ·]を E上の semi-inner productと呼ぶ。

1. [x + y, z] = [x, z] + [y, z]

2. [λx, y] = λ[x, y]

3. x , 0ならば [x, x] > 0

4. |[x, y]|2 ≤ [x, x][y, y]

このとき，有界線形作用素 T : E → Eがエルミート作用素であるとは，Eの semi-inner
product [·, ·]Eに対して

[T x, x]E ∈ R, x ∈ E

を満たすときである。

まず，Hahn-Banachの定理より，任意のバナッハ空間に対して semi-inner productが
存在することがわかる。さらにエルミート作用素の定義は，semi-inner productの選び
方に依存しないことが知られている [29]。

注意 4.7. T ∈ Mult(E)が，任意の p ∈ Ext∗(E)に対して，aT (p) ∈ Rが成り立つとき，T
はエルミート作用素である。
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定理 4.8 ([36]). Xをコンパクト距離空間，Eをバナッハ空間としたとき，T : Lip(X, E)→
Lip(X, E)がエルミート作用素であるための必要十分条件は，あるエルミート作用素
ϕ : E → Eが存在して，

T F(x) = ϕ(F(x)), F ∈ Lip(X, E)

が成り立つことである。
また，semi-inner productと等距離写像の関係について，次が知られている。

定理 4.9 ([27]). ノルム空間N1,N2の上の全射複素線形等距離写像U : N1 → N2に対して，
Ni上の semi-inner product [·, ·]iが存在して，任意の x, y ∈ N1に対して，[Ux,Uy]2 = [x, y]1

が成り立つ。
U : N1 → N2を全射複素線形等距離写像とする。するとこの定理より，T が N1上

のエルミート作用素のとき，UTU−1は N2上のエルミート作用素になる。このように
して，N1上のエルミート作用素と N2上のエルミート作用素の 1対 1対応をつけること
で，全射複素線形等距離写像 Uに関する情報を取り出すことができる。Lumer[30]に
よって，エルミート作用素を用いて等距離写像を決定する研究が始められた。
ここで，定理4.5の証明のポイントを述べる。定理4.8を用いると，任意の f ∈ Lip(X1),

x ∈ X2に対して，U( f ⊗ 1)(x)は単位的C∗環A2の centerに属することがわかる。今，
A2は因子環であったので，ある g ∈ Lip(X2)が存在して，T ( f ⊗ 1) = g ⊗ 1となる。感
覚的な言葉で説明すると，U( f ⊗ 1)(x)がA2の:::::

可換な元となり，Aiが因子環であるこ
とから Lip(Xi)とAiを「分離」することができる。よって X1と X2の間の全射等距離
写像 φ : X2 → X1が構成できる。実は定理 4.5の証明も，可換な部分環に着目すること
が鍵となっていることを強調したい。
このようにして Lip(X)とAを「分離」することができたのだが，再度 Lip(X)とA

を結合させ，Lip(X,A)に復元するときに，T 集合がうまく働く。ただし，ノルム空間
上の T 集合では，言葉が不十分であったため，半ノルム空間上に対しても考えられる
ように T 集合の定義を拡張し，（定義はノルム空間の場合と同様である）Lip(X, E)の T
集合を次のように特徴づけた。
定理 4.10 ([36]). Eをバナッハ空間とする。S がLip(X, E)の T 集合であるための必要十
分条件は，ある E上の T 集合Uと，Lip(X, E)上の半ノルム L(·)に関する T 集合Tが存
在して，

S = {F ∈ Lip(X, E) | F(x) ∈ U, ‖F(x)‖E = ‖F‖∞, F ∈ T}
が成り立つ。
定理 4.10を用いて，「分離」された Lip(X)とAを結合させ，定理 4.5を示すことが

できる。さらに次も独立に示せた。
定理 4.11 ([37]). X1,X2をコンパクト距離空間とし，A1,A2を単位的原始C∗環とする。
写像 J : Lip(X1,A1) → Lip(X2,A2)が Jordan ∗同型写像であるための必要十分条件は，
任意の y ∈ X2 に対して y 7→ Vy が強位相でリプシッツ連続となる Jordan ∗同型写像
Vy : A1 → A2とリプシッツ同型写像 φ : X2 → X1が存在して，

JF(y) = Vy(F(φ(y))), F ∈ Lip(X1,A1)

を満たすことである。
定理 4.5と定理 4.11と定理 2.6より，単位的原始C∗環Aiに対して，任意の単位的

全射複素線形等距離写像 T : Lip(X1,A1)→ Lip(X2,A2)は，Jordan ∗同型写像であるが
その逆は不成立であることが分かった。バナッハ空間としての等距離同型性は，Jordan
積での ∗多元環としての代数構造の同型性よりも強い条件であることが分かった。
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