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概 要
曲面の写像類群は, 3次元や 4次元トポロジーなどを研究する際にも現れる
重要な群の一つであるが, 写像類群それ自身も非常に興味深い研究対象であ
る. 本講演では, 曲面の写像類群の代数構造の研究, 特に生成系に関する研究
の変遷を講演者の視点から紹介したい.

1. Introduction

曲面の写像類群とは, 曲面の自己同相写像のアイソトピー類のなす群である (より細か
い定義は後で紹介する). 曲面の写像類群は, 3次元多様体のHeegaard分解における貼
り合わせや, 円周上の曲面束やLefschetz fibrationのモノドロミーとして現れる. また,

種数gの有向閉曲面Σgの写像類群M(Σg)は, 種数gのタイヒミュラー空間Tg(i.e. Σg上
の複素構造のアイソトピー類)に固有不連続に作用する. 特に, 商空間Tg/M(Σg)は, 代
数幾何学において重要な空間である種数 gのRiemann面のモジュライ空間Mgになる.

さらに, Mgのorbifold基本群と写像類群M(Σg)は同型であり, 加えて, MgとM(Σg)の
有理数係数のコホモロジー群には自然な同型が存在する. このように, 写像類群は様々
な数学の分野で活躍することから, 数学における重要な研究対象の1つである.

さて, 与えれた有限生成群Gに対し, 次のような古典的かつ基本的な 2つの問題を考
えよう.

問題 1.1. 群Gの最小の生成系を与えよ.

問題 1.2. 群Gが torsion(特に involution)で有限生成できるとき, torsion(特に involu-

tion)からなる最小の生成系を与えよ.

ここで, torsionとは有限位数の元であり, involutionとは位数2の元のことである. 上
記2つの問題は有限単純群 (i.e. 自明群と自分自身以外の正規部分群を持たない群)にお
いて, 広く研究されてきた (例えば [10]を参照). 本講演では, 曲面の写像類群について,

これらの問題に関する研究の変遷を講演者の研究結果も含めながら紹介したい. また,

講演者が疑問に生じた部分を問題として提示したい.

全体を通し, 記号について次のような注意を述べておく. 曲面の自己同相写像をfと
したとき, そのアイソトピー類 (つまり写像類群の元)は [f ]とかく方が好ましいと思わ
れるが, 記号が煩雑になるため, fのアイソトピー類も同様にfとかくことにする.

2. 有向曲面の写像類群
まず始めに, 有向曲面の写像類群の定義と元の例を紹介する.
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定義 2.1. 種数gの有向閉曲面Σg上のp個の点x1, x2, . . . , xpを指定する. Σg−{x1, . . . , xp}
をΣg,p とかき (図1参照), 集合

M(Σg,p) = {Σg,pの向きを保つ自己同相写像全体}/isotopy

をΣg,pの写像類群という (実際, 写像の合成を積とすることで群となる).

x
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g

図 1:

Σgには標準的な向きを入れ, Σg,pにはΣgから向きを誘導する. 点xiを抜き取ったあ
との穴も xiとよぶことにする. Σg,pの自己同相写像は穴 x1, x2, . . . , xpの入れ替えを許
すことに注意してほしい. p = 0のとき, 簡単のためM(Σg,0) = M(Σg)とかく.

この節では, Dehn twistとhalf twistとよばれるM(Σg,p)の代表的な元を紹介したい.

定義 2.2. Σg,p上の単純閉曲線 cに沿ってΣg,pを切断し, 切断面の片方を右回りに2πね
じってから貼り付けることでえられるM(Σg,p)の元を, cについてのright-handed Dehn

twistといい, tcとかく (図 2参照). tcは, cの正則近傍の外側では恒等写像である.

c c

tc

図 2: 単純閉曲線 cについての right-handed Dehn twist tc

定義から, Dehn twistは穴x1, x2, . . . , xpを入れ替えることができない. よって, p ≥ 2

のとき, 穴を入れ替えるようなM(Σg,p)の元を考える必要がある. そのような元の例と
して, half twistがあげられる.

定義 2.3. Σg,p の穴 xi と xj を結ぶ弧 ℓを考え, 正則近傍 N(ℓ)を考える. σℓ(ℓ) = ℓ,

σℓ(xi) = (xj), σ(xj) = xi, σ
2
ℓ = t∂N(ℓ)となるような写像類群の元 σℓを, ℓについての

right-handed half twistという (図 3参照).

xi

ℓ ℓ
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xj xi
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図 3: 弧 ℓについての right-handed half twistσℓ

以上の例をもとに, M(Σg,p)の生成系について紹介する.
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3. 有向曲面の写像類群の生成系
まず, p = 0, 1の場合のM(Σg,p)の生成系について紹介する. M(Σ0,p)は自明群になる
ことが知られているため, g ≥ 1を仮定しておく. M(Σg)が有限生成であることが示さ
れたのは1938年で, Dehnの結果である ([9]).

定理 3.1 ([9]). M(Σg)は有限個のDehn twistで生成される (よって, 有限生成可能).

Dehn twistは代数・幾何的に便利な性質があるだけでなく, トポロジーにおいて様々
な場所で現れることもあり, Dehn twistから成るM(Σg)の生成系を考えるというのは
メリットが多い. とはいえ, Dehnの生成系は 2g(g − 1)個も元があり, いささか数が多
い. Lickorishは, 1964年にこの数を次のような数まで減らした.

定理 3.2 ([27]). M(Σg)は3g − 1個のDehn twistで生成される (g ≥ 1).

定理 3.1,3.2から, 「Dehn twistのみでM(Σg)を生成する場合, 最低何個必要だろう
か?」という問題が考えられる. この問題について, HumphriesはM(Σg,0)に対し (1979

年), JohnsonはM(Σg,1)に対し (1983年), それぞれ解答を与えている. つまり, 彼らは,

Dehn twistのみから成るM(Σg,p)の最小の生成系を与えた (p = 0, 1).

定理 3.3 ([16, 20]). p = 0, 1とする. M(Σg,p)は 2g + 1個のDehn twistで生成される.

さらに, M(Σg,p)は2g個以下の任意のDehn twistで生成できない (g ≥ 2).

次に, p ≥ 2に対して, M(Σg,p)の生成系を紹介する. M(Σ0,p)はp− 1個のhalf twist

で生成されるという事実があるため, やはり g ≥ 1を仮定する. Dehn twistは穴の入れ
替えができないので, p ≥ 2でMg,pを生成するにはhalf twistなどの穴を入れ替える元
も必要となる. 実際, M(Σg,p)は2g+ p個のDehn twistとp− 1個のhalf twistで生成さ
れるという事実がある. この生成系からDehn twistやhalf twistの個数をどれだけ減ら
せるかを考えよう. half twist σℓを穴の集合P = {x1, x, . . . , xp}上に制限すると, σℓ|P
はPの対称群Sympの互換になるため, half twistはp− 1個から減らすことができない.

一方, Laburuere–ParisはDehn twistの個数を減らしている (2001年).

定理 3.4 ([24]). Mg,pは2g + 2個のDehn twistとp− 1個のhalf twistで生成される.

定理3.4から, Dehn twistの個数はどこまで減らすことができるのだろうかという疑
問が生じるが, 講演者はその答えや関連する結果を知らない.

問題 3.5. p ≥ 2とする. M(Σg,p)をDehn twistと half twistで生成する場合, Dehn

twistの個数を2g + 2個から減らすことは可能か?

4. M(Σg,p)の最小の生成系
この節では, 写像類群M(Σg,p)の最小の生成系について紹介する. すなわち, M(Σg,p)

に対する問題1.1の解答を紹介する.

M(Σg,p)の生成系の元をDehn twistとhalf twistだけにこだわらなければ, より小さ
い生成系を与えることができる. 実際, 1964年に, LickorishはM(Σg)が 4個の元で生
成できることを示した ([27]). この結果から24年後の1988年に, LuはM(Σg)の生成元
を3個に減らしている ([29]). ここで, 次のような事実がある.

事実 4.1. M(Σg,p)は任意の巡回群と同型でない (g ≥ 1). よって, M(Σg,p)は 1元生成
不可能であり, 生成元は2個以上必要である.
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この事実のもと, 1996年, Wajnrybは p = 0, 1の場合にM(Σg,p)は 2元で生成される
ことを示した ([53]). つまり, p = 0, 1に対し, M(Σg,p)の最小の生成系を与えた. ちな
みに, KorkmazはWajnrybと異なる最小の生成系を与えている ([22]). 次に, p ≥ 2に関
する研究を紹介したい. まず, 2003年にKassabovにより g ≥ 8の場合に, 4元から成る
M(Σg,p)の生成系が与えられた ([21]). そののち, 2011年に講演者は, g ≥ 1に対し, 3元
で生成できることを示し ([36]), 2021年には g ≥ 3, p ≥ 2でもM(Σg,p)が 2元生成可能
であることを示した ([39]). これまでの話をまとめると, 次のようになる.

定理 4.2 ([53, 39]). g = 1, 2かつp ≥ 2の場合を除き, M(Σg,p)は2元生成可能である.

一方, g = 1, 2かつp ≥ 2の場合は未解決であるので, 問題として挙げておく.

問題 4.3. g = 1, 2かつp ≥ 2のとき, M(Σg,p)は2元生成可能であるか?

5. 有限位数の元からなる写像類群の生成系
ここでは, 写像類群M(Σg,p)に対し問題1.2を考えよう.

無限個の torsionからなるM(Σg,p)の生成系を与えたのはMaclachlanで, 1971年の
ことである ([31]). 1979年には, Pattersonがこの結果を拡張し, M(Σg,p)が (無限個
の)torsionで生成されることの必要十分条件は (g, p) ̸= (2, 5k + 4)であることを示した
([42]). 系として, 彼らはリーマン面Σg,pのモジュライ空間が単連結であることを示し
ている ((g, p) ̸= (2, 5k + 4)). 無限個の involutionからなる生成系が与えられた (g ≥ 3)

のは 1987年で, McCharthy–Papadopoulosの結果である ([40]). 一方, g = 1, 2のとき,

M(Σg,p)は involutionで生成できないことが知られている (p ≥ 0).

Birmanは 1971年にM(Σg,0)が 4g + 4個の torsionで生成できることを示した ([5]).

M(Σg,p)の有限個の involutionからなる生成系が見つかったのは2000年のことで, Luo

により与えられた ([30]). Luoの生成系の involutionの個数は gと pに依存するため, g

と pに依存しない個数の torsionでM(Σg,p)を生成できるかという問題が提案された.

p = 0, 1の場合に答えたのがBrendle–Farbで, 2004年に彼らは 3つの torsionから成る
M(Σg,0)の生成系を与えた ([7]). さらに, g ≥ 3, p = 0と g ≥ 4, p = 1のとき, M(Σg,p)

が6つの involutionで生成できることを示している. M(Σg,0)の torsionから成る最小の
生成系を与えたのはKorkmazで, 2005年に以下のことを示した.

定理 5.1 ([22]). p = 0, 1のとき, M(Σg,p)は2つの torsionで生成される.

p ≥ 2に対しては 2003年のKassabovの結果 ([21])と 2011年の講演者の結果 ([37])が
あり, M(Σg,p)は4つの involutionで生成されることがわかっている (g ≥ 7, p ≥ 0). こ
の結果から次のような問題が考えられる.

問題 5.2. (g, p) ̸= (2, 5k + 4), p ≥ 2とする. n個の torsionでM(Σg,p)が生成できると
き, nの最小値は2, 3, 4のどれか?

写像類群M(Σg,p)を torsionで生成するという研究は他にもたくさんあるが, ページ
数の都合上, 文献を挙げるに留めさせていただく ([38, 11, 25, 56, 55]).

さて, 2つの involutionで生成される群は virtually abelianであるため, M(Σg,p)を
involutionで生成するには3つ以上必要となる. 2020年にKorkmazは, g ≥ 8かつp = 0

に対し, 次のような最善の結果を与えている (後にYildizにより g ≥ 6に改善された).

定理 5.3 ([23, 54]). g ≥ 6のとき, M(Σg,0)は3つの involutionで生成される.
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p ≥ 1のとき, 上述のKassabovと講演者の結果 ([21, 37])より鋭い結果はえられてい
ないため, 以下を問題として挙げたい.

問題 5.4. g ≥ 3, p ≥ 0のとき, M(Σg,p)は3つの involutionで生成可能だろうか?

6. 向き付け不可能閉曲面の写像類群の生成系
ここでは, 向き付け不可能閉曲面の写像類群の生成系について紹介する.

定義 6.1. 球面から g個の開円板を取り除き, 各境界の対蹠点を同一視することでえら
れる曲面をNgとかき, 種数 gの向き付け不可能閉曲面とよぶ (図 4参照). また, 境界の
対蹠点を同一視した部分をcrosscapという. さらに,

M(Ng) = {Ngの自己同相写像全体}/isotopy

をNgの写像類群という.

g

図 4: 種数 gの向き付け不可能閉曲面 (
⊗は crosscapを表す)

M(Ng)の代表的な元として, Dehn twistと crosscap slideがある. Dehn twistはすで
に紹介したので, crosscap slideについて紹介する.

定義 6.2. µ, αをそれぞれNg上の単純閉曲線とし, µの正則近傍がメビウスの帯, αの正
則近傍がアニュラスとなり, µとαは1点で横断的に交わるものとする (このとき, µ∪α

の正則近傍は境界を1つもつクラインの壺であるので, 2つの crosscapをもつ). また, α

には向きを入れておく. 図 5のように, µの正則近傍をαの向きに沿って移動させ, も
との位置にもどすことでえられるM(Ng)の元をαに沿ったµのcrosscap slide (ある
いはY -homeomorphism)といい, Yµ,αとかく.

µ

α

Yµ,α

図 5: 単純閉曲線αに沿った単純閉曲線µについての crosscap slide Yµ,α

Lickorishは, 1963年にM(Ng)がDehn twistと crosscap slideで (無限)生成されるこ
とを示し ([26]), さらにDehn twistだけでは生成されないことを示している ([28]). 1969

年にはChillingworthによりM(Ng)の有限生成系が与えられた ([8]). 2013年になって
Szepietowskiは [8]の生成系を減らし, 以下のような結果を与えた.
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定理 6.3 ([52]). M(Ng)は g個のDehn twistと1つの crosscap slideで生成される.

さらに, 廣瀬氏により, 2018年に次のようなHumphriesの結果の類似が与えられた.

定理 6.4 ([13]). g ≥ 4とする. M(Ng)がn個のDehn twistとk個の crosscap slideで生
成されるならば, n ≥ gかつk ≥ 1である.

M(Ng)に対する問題1.1と問題1.2に関する話題について紹介する. Szepietowskiの
2006年の結果より, M(Ng)は g ≥ 3について 3元で生成できることが判明した ([52]).

特に, 1972年のBirman-Chillingworthの結果 ([6])から, M(N3)が 3つの involutionで
生成されることがわかる. これに対し, Szepietowskiは 2004年に g ≥ 4でM(Ng)が
involutionで生成できることを示し ([49]), 2006年には4つの involutionで生成できるこ
とを示した ([50]). また, M(Σg)と同様の理由により, M(Ng)を生成するには 2元以上
必要となり, involutionで生成するには3つ以上必要となることがわかる. M(Ng)に対
する問題1.1と問題1.2の解答を与えたのはAltunöz-Pamuk-Yildizである (2022年)

定理 6.5 ([2]). g ≥ 19に対し, M(Ng)は 2元生成可能である. また, g ≥ 26に対し,

M(Ng)は3つの involutionで生成される.

7. Torelli群と level L 写像類群の生成系
定義 7.1. Fgを種数 gの閉曲面 (つまり, Fg = ΣgまたはFg = Ng)とし, ZL = Z/LZと
おく (L ≥ 2). ただし, Z0 = Zと定義しておく. 次のM(Fg)の部分群

ΓL(Fg) := {f ∈ M(Fg) | f∗ = id : H1(Fg;ZL) → H1(Fg;ZL)}

を Fgの level L 写像類群という (L ≥ 2). Γ0(Fg)を I(Fg)とかき, FgのTorelli群と
いう.

次の理由で, Torelli群 I(Σg)や level L 写像類群ΓL(Σg)は活発に研究されている.

• 種数 gのタイヒミュラー空間TgをI(Σg)で割った空間はTorelli空間とよばれ, 代
数幾何においても重要な研究対象の1つである. また, 3次元球面S3からΣgを境
界にもつハンドル体Hgを抜きとり, そのときえられる貼り合わせ写像とI(Σg)の
元の合成で再びHgを貼りなおすと, ホモロジー 3球面がえられる. 実は, 任意の
ホモロジー3球面はこのような方法でえられる.

• ΓL(Σg)は, level L 構造をもつ種数gのリーマン面のモジュライ空間のorbifold基
本群として現れる. さらに, L ≥ 3のとき, ΓL(Σg)と level L 構造をもつ種数 gの
リーマン面のモジュライ空間の整係数ホモロジー群は一致する.

まずはTorelli群 I(Fg)の生成系についての話題を紹介しよう. I(Fg)の代表的な元
として, 分離的単純閉曲線 cについての Dehn twist tc(以後, BSCC-mapとよぶ)と
BP-map tc1t

−1
c2
がある. ただし, c1, c2は非分離的単純閉曲線でFg − {c1, c2}が連結成

分が2つになるものである.

Fg = Σgのとき, I(Σg)は torsion-freeであるため,残念だが問題1.2を考えることがで
きない. そこで, 問題1.1に話を絞ろう. 1971年のBirmanの結果 ([4])に基づき, Powell

は I(Σg)がBSCC-mapとBP-mapで無限生成されることを 1978年に示した ([44]). こ
の 1年後の 1979年, Johnsonは I(Σg)を生成するにはBSCC-mapが不要であることを
示し ([18]), さらに, 1983年に次のような結果を与えた.
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定理 7.2 ([20]). g ≥ 3について, I(Σg)はBP-mapで有限生成される.

正確には, I(Σg)は 9 · 22g−3 − 4g2 + 2g − 6個のBP-mapで生成される (g ≥ 3). 一
方, I(Σ2)は有限生成でなく ([34]), 無限階数の自由群である ([35]). JohnsonはI(Σg)の
アーベル化を決定しており ([19]), この結果から I(Σg)を生成するには最低 1

3
(4g3 − g)

個の元が必要であることがわかる. 特に, g = 3のとき, Johsonの与えた生成系は最小
である. g ≥ 4に対し,

(
57g
3

)個 (つまりO(g3)の個数)の元からなる生成系がPutmanに
より与えられた ([46])が, 最小の生成系は知られていない.

問題 7.3. g ≥ 4に対し, I(Σg)の最小の生成系を見つけよ.

Fg = Ngの場合については, 次の廣瀬氏と小林氏の2017年の結果がある.

定理 7.4 ([20]). g ≥ 4について, I(Ng)はBSCC-mapとBP-mapで無限生成される.

しかし, I(Ng)に対して問題1.1と問題1.2はほとんど未解決のようである.

問題 7.5. I(Ng)は有限生成可能であるか? また, torsionで (有限)生成可能か?

最後に, level L 写像類群ΓL(Fg)に関する話題を紹介する. ΓL(Fg)は, M(Fg)の指数
有限部分群であることが知られており, その理由から有限生成である. しかし, Fg = Ng

かつL = 2の場合を除き, 具体的な有限生成系は知られていないようである.

問題 7.6. (Fg, L) ̸= (Ng, 2)のとき, ΓL(Fg)の具体的な有限生成系を与えよ.

Fg = Σgの場合, Lが 4で割り切れないとき, ΓL(Σg)のアーベル化が決定されている
ため ([43, 48, 45, 47]), ΓL(Σg)を生成するために必要な元の個数の下からの評価がわ
かっている. ちなみに, ΓL(Σg)の無限生成系として, 以下のものが知られている.

定理 7.7. ΓL(Σg)は非分離的単純閉曲線についてのDehn twistのL乗とBSCC-mapに
より無限生成される ([32]). 特に, L = 2のときと, g = 2かつL = 3のとき, BSCC-map

は必要ない ([17]).

ΓL(Σg)に対する問題 1.1の話題はまだまだ未解決な部分が多い. 一方, 残念なこと
に, ΓL(Σg)に対し問題 1.2を考えることはできない. なぜなら, L ≥ 3のとき, ΓL(Σg)

は torsion-freeだからである. Γ2(Σg)は torsion-freeではないが, torsionはhyperelliptic

involutionと共役な元のみである. 佐藤氏の結果 ([48])から, Γ2(Σg)は involutionで生成
できないため, やはり問題1.2を考えることができない.

Fg = Ngの場合, L = 2のときのみ様々な結果が存在する. 2012年にSzepietowskiは
Dehn twistの2乗と crosscap slideがΓ2(Ng)の元であることと, Γ2(Ng)は crosscap slide

で無限生成されることを示した ([51]). 2013年にはΓ2(Ng)の有限生成系を具体的に与
えている ([52]). Γ2(Ng)の最小の生成系は佐藤氏と廣瀬氏により与えられた ([15]).

定理 7.8 ([15]). g ≥ 4とする. Γ2(Ng)は
(
g
3

)
+
(
g
2

)個の元で生成できる. さらに, これよ
り少ない個数の元ではΓ2(Ng)を生成できない.

彼らは, Szepietowskiの生成系から元を減らし, Γ2(Ng)のアーベル化を求めることで最
小性を示している. Γ2(Σg)は involutionで生成できないことはすでに述べたが, Γ2(Ng)

は involutionで生成できることが示されている ([51]). 講演者は, 最近, Altunöz-Pamuk-

Yildizとの共同研究により, Γ2(Ng)に対し, 次のような問題 1.2の解答を与えた. これ
は, 佐藤氏と廣瀬氏の与えたΓ2(Ng)の最小の生成系 ([15])から, 上手く involutionを作
り出すことで示された.
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定理 7.9 ([1]). g ≥ 4とする. Γ2(Ng)は
(
g
3

)
+
(
g
2

)個の involutionで生成できる. さらに,

これより少ない個数の involutionではΓ2(Ng)を生成できない.

一般に有限表示群Gの指数有限部分群Hは有限表示可能である. 写像類群M(Fg)は
有限表示可能であるので (例えば, [33, 41]など), M(Fg)の指数有限部分群である level

L 写像類群ΓL(Fg)も有限表示可能である. 一方, Torelli群I(Fg)は指数有限でない. そ
こで, この予稿集の最後に, 次の未解決問題を挙げておく.

問題 7.10. g ≥ 3に対し, I(Fg)は有限表示可能であるか?
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