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概 要

本稿ではモノイダル圏においてピボタル対象とリボン対象の概念を定義する．

それらは (双対性を仮定していない)モノイダル圏からピボタル圏あるいはリボ

ン圏を構成する．この構成法を Hopf 代数上の Yetter–Drinfeld 加群がなす組

み紐圏に適用することにより，Hopf代数上のリボン Yetter–Drinfeld加群の概

念を与え，リボン圏を構成する．それによりタングル不変量を与える．本稿の内

容は [4]に基づく．

1 はじめに

Reshetikhin と Turaev [8] はリボン Hopf 代数の概念を導入し，リボン Hopf 代数 H

上の有限次元加群の圏 H-modfd がリボン圏になることを示した．また枠付き有向タン

グルの圏 T はただ一つの対象によって生成される自由なリボン圏 [11, 12] であるため，

任意のリボン圏はタングル圏 T から有限次元ベクトル空間の圏への関手を与える．よっ
て関手的タングル不変量を与える．Jones多項式のような多くの絡み目の量子不変量はこ

の方法で構成されることが知られている．

また Yetterと Drinfeld [13, 2]は Hopf 代数上の Yetter–Drinfeld加群の概念を導入し

た．これは Hopf 代数 H 上の加群かつ余加群であり作用と余作用がある両立条件を持つ

ものである．H 上の Yetter–Drinfeld加群の圏 YDH は組み紐圏の構造を持つ．また H

上の有限次元 Yetter–Drinfeld加群によるその充満部分圏はリジッド (つまり，左双対を

持つ)組み紐圏の構造を持つ [1]．(これはリボン圏と近く，つまりタングル不変量を持つ

ことに近いが異なる．) また有限次元 Hopf 代数 H に対して，H 上の Yetter–Drinfeld

加群の圏 YDH は D(H)-加群の圏と同値であることがよく知られている．ここで D(H)

とは H の Drinfeld double であり，基底空間として H ⊗ H∗ を持つ準三角 Hopf 代数

である．準三角 Hopf代数 H にそのリボン元 v を加えることによってリボン Hopf代数

H ⊕Hv が得られることもよく知られている [8]．よって，有限次元 Hopf代数H から初

め，リボン圏 D(H) ⊕D(H)v-modfd が得られ，そこから付随したタングル不変量も得

られる．
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図 1 射の図式的表示

本稿では，Yetter–Drinfeld 加群からリボン圏を構成する異なるアプローチを紹介す

る．Hopf代数上のリボン Yetter–Drinfeld 加群の概念を定義する．これは，H 上の有限

次元 Yetter–Drinfeld加群X であり，ある自己同型写像 γX : X → X((2.6.1)を見よ．)

を持つものである．次の結果を示す．ここで，H は有限次元であることを仮定しない．

定理 1.1 (命題 3.4 ，定理 4.1). H を可逆な対合射を持つ体 k上の Hopf代数とする．こ

のとき，リボン Yetter–Drinfeld加群の圏はリボン圏の構造を持つ．したがって，枠付き

タングルの不変量を与える．

Hopf代数と Yetter–Drinfeld加群の概念は，任意の対称モノイダル圏において定義さ

れる．本稿ではこの一般的なセッティングで議論する．

2 準備

この章では，(厳格な)モノイダル圏，組み紐圏，対称モノイダル圏，ピボタル圏，リボ

ン圏の概念を紹介する．詳細は [5, 6, 9] を参照されたい．

2.1 モノイダル圏

モノイダル圏Mとは、関手 ⊗ : M×M → M を備えた圏であり，この関手は (自然

同型を除いて)結合性と対象 I に関する単位性を持ち，よく知られたコヒーレント条件を

満たす．Mが結合性と単位性を厳格に満たすとき，Mを厳格なモノイダル圏という. 本

稿では簡単のため，厳格なモノイダル圏について考えるが，厳格でないモノイダル圏に対

しても同様の主張が成り立つことを示せる．厳格なモノイダル圏の逆圏Mop は厳格なモ

ノイダル構造 ⊗op を持つ．ここで，Mの任意の対象X,Y に対しX ⊗op Y = Y ⊗X と

なり，Mの任意の射 f, g に対し f ⊗op g = g ⊗ f となる．厳格なモノイダル圏MとN
の間の厳格なモノイダル関手 F : M → N とは，F (I) = I かつ F ◦ ⊗ = ⊗ ◦ (F × F )

を満たす関手である．

厳格なモノイダル圏の射を図式的な表示を用いて表すことにする．各対象は垂直な紐

により表し，射 f : x → y は図 1のように表す．このとき，図 2のように，合成は図式

を縦に繋げることによって得られ，テンソル積は横に並べることによって得られる．
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図 2 合成とテンソル積.

2.2 双対性

Mを厳格なモノイダル圏とする．Mの対象 X,X∗ とMの射

dX =
X∗ X

: X∗ ⊗X → I, bX =
X X∗ : I → X ⊗X∗

に対して，

X

X

=

X

X

,

X∗

X∗

=

X∗

X∗

が成り立つとき，四つ組 (X,X∗, dX , bX) をM における双対という．このとき，対象

X∗ や三つ組 (X∗, dX , bX)は X の左双対と呼ばれる．厳格なモノイダル圏Mの各対象

が左双対を持つとき，Mは (左 )リジッドであるという．このとき，各対象X の左双対

を一つ選ぶことにより，各 X をその選んだ左双対 X∗ に送り，各射 f : X → Y をその

左双対射

f∗ =

X∗

Y ∗

f : Y ∗ → X∗ (2.2.1)

に送る関手 (−)∗ : Mop → M を定義できる．

2.3 厳格なピボタル圏

厳格なリジッドモノイダル圏Mが厳格なピボタル圏であるとは，ある指定された左双

対とそれにより定まる左関手 (−)∗ : Mop → M に対して，次の四つの性質を満たすと

きである：

1. (−)∗ : Mop → Mは厳格なモノイダル関手である，

2. dI = bI = idI ,

3. Mの任意の対象 X,Y に対し，次の等式が成り立つ：

dX⊗Y = dY (Y ∗ ⊗ dX ⊗ Y ), bX⊗Y = (X ⊗ bY ⊗X∗)bX，

4. (−)∗∗ = IdM : M → M.
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厳格なピボタル圏MとN の間の厳格なピボタル関手 F : M → N とは，厳格なモノイ
ダル関手であって，Mの全ての対象 X に対して

F (X∗) = F (X)∗, F (dX) = dF (X), F (bX) = bF (X)

が成り立つものである．このような関手 F は左双対関手と可換である．

2.4 組み紐圏

厳格なモノイダル圏Mが厳格な組み紐圏であるとは，Mの任意の対象 X,Y に対し

て，自然同型

ψX,Y =

X Y

Y X

: X ⊗ Y
'−→ Y ⊗X

が定義され，Mの任意の対象 X,Y, Z に対して

ψX⊗Y,Z = (ψX,Z ⊗ Y )(X ⊗ ψY,Z), ψX,Y ⊗Z = (Y ⊗ ψX,Z)(ψX,Y ⊗ Z)

が成り立つものである．このとき ψX,Y は組み紐構造と呼ばれる．

厳格な対称モノイダル圏とは，厳格な組み紐圏M であって，M の任意の対象 X,Y

に対して ψY,XψX,Y = idX⊗Y が成り立つものである．このとき，組み紐構造は対称性

と呼ばれ，ψX,Y の代わりに

PX,Y =

X Y

Y X

: X ⊗ Y → Y ⊗X

と表記する．

厳格な組み紐圏Mと N の間の厳格な組み紐関手 F : M → N とは，厳格なモノイダ
ル関手であって，Mの任意の対象 X,Y に対して

F (ψX,Y ) = ψF (X),F (Y )

が成り立つものである．Mと N が対称モノイダル圏のとき，F は厳格な対称モノイダ
ル関手と呼ばれる．

2.5 厳格な組み紐ピボタル圏と厳格なリボン圏

組み紐ピボタル圏Mに対して，任意の対象 X に対する自然同型

cRX =

X

X

: X → X, cLX =

X

X

: X → X

が存在する．このとき cRX (あるいは cLX) を X に対する右 (あるいは 左) positive curl

と呼ぶ．ここで cRX と cLX の逆射はそれぞれ
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である．厳格な組み紐ピボタル圏M の各対象 X に対して，その右 positive curl と左

positive curlが一致しているとき，Mを厳格なリボン圏という．

注意 2.1. 他の文献では，リボン (あるいはトーティル)圏は通常，捻りを持つリジッド組

み紐圏として定義される [11, 8, 5]. ここで厳格な組み紐圏が捻りを持つとは，Mの各対

象 X に対する自然同型 θX : X → X の族が存在し，任意の対象 X,Y に対して

θI = idI , θX⊗Y = ψY,XψX,Y (θX ⊗ θY ), θX∗ = (θX)∗

が成り立つことである．本稿の厳格なリボン圏の定義は通常使われる定義と同値である．

厳格なリボン圏Mと N の間の厳格なリボン関手 F : M → N とは，厳格な組み紐ピ
ボタル関手である．つまり，厳格なピボタル関手 F : M → N であり，同時に厳格な組
み紐関手でもある．

2.6 厳格な対称ピボタル圏

厳格な対称ピボタル圏Mに対して，各対象 X は自然同型

γX(= cRX) =

X

X

, γ−1
X (= cLX) =

X

X

(2.6.1)

を持つ．γX (resp. γ−1
X ) を X の右 (resp. 左) curlと呼ぶ. γX はモノイダル自然同型，

つまり，γI = idI かつMの任意の対象 X,Y に対して

γX⊗Y = γX ⊗ γY

という性質をもつ．また

γX∗ = (γ−1
X )∗

も成り立つ．

3 ピボタル対象とリボン対象

この章では，モノイダル圏においてピボタル対象の概念を導入する．モノイダル圏 C
におけるピボタル対象は，C がリジッドでなくとも，ピボタル圏を構成する．このとき，
組み紐圏におけるリボン対象を，ピボタル対象であって付随する右 positive curl と左

positive curl が一致するものと定義する．組み紐圏におけるリボン対象はリボン圏を構

成する．
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3.1 ピボタル対象

Mを厳格なモノイダル圏とする．Mの対象 X,X∗ と射

dX =
X∗ X

, bX =
X X∗, dX∗ =

X X∗

, bX∗ =
X∗ X

に対して，(X,X∗, dX , bX)と (X∗, X, dX∗, bX∗)がそれぞれMにおける双対となると

き，六つ組 (X,X∗, dX , bX , dX∗, bX∗)をMにおけるピボタル対象という．Xpと Y pを

Mにおけるピボタル対象とし，f : X → Y をMの射とする．f の左双対 f∗ : Y ∗ → X∗

を (2.2.1)で定義する．このとき，双対 (X∗, X, dX∗ , bX∗)と (Y ∗, Y, dY ∗ , bY ∗)を用いる

ことにより，

f∗∗ = (f∗)∗ =

Y

X

f

が得られる．このときピボタル対象 Xp と Y p の間の射 f : Xp → Y p を，f = f∗∗ を満

たすMの射 f : X → Y と定義する．Mのピボタル対象とそれらの間の射は圏を構成

することが確かめられる．これをMp と表記する．このとき次の命題が得られる．

命題 3.1. 圏Mp は以下のように厳格なピボタル圏の構造を持つ．Mp の単位対象は

Ip := (I, I, idI , idI , idI , idI)である．Mp における Xp と Y p のテンソル積は

Xp ⊗ Y p = (X ⊗ Y, Y ∗ ⊗X∗, dX⊗Y , bX⊗Y , dY ∗⊗X∗, bY ∗⊗X∗)

と定義される．ここで

dX⊗Y =
Y ∗X∗ X Y

, bX⊗Y =
X Y Y ∗X∗

, dY ∗⊗X∗ =
X Y Y ∗X∗

, bY ∗⊗X∗ =
Y ∗X∗ X Y

とする．Mp における射のテンソル積はM における射のテンソル積である．またMp

における Xp の左双対 (Xp)∗ は

(Xp)∗ = (X∗, X, dX∗, bX∗, dX , bX)

と定義される．さらにMp における対象 Xp の evaluation射と coevaluation射は

dXp = dX , bXp = bX , d(Xp)∗ = dX∗ , b(Xp)∗ = bX∗

と定義される．つまりMp における任意の射 f : Xp → Y p の双対 f∗ : (Y p)∗ → (Xp)∗

は Mにおける射 f : X → Y の双対 f∗ : Y ∗ → X∗ となる．

Mp をMのピボタル化と呼ぶ．また，Mp の各対象 Xp をMの対象 X に送り，各

射をそれ自身に送る自明な “忘却関手 U : Mp → Mが存在する．
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注意 3.2. 本稿のピボタル対象は Shimizu [10] によるリジッドモノイダル圏の “pivotal

object”の概念と類似している．Mがリジッドならば，本稿のピボタル対象は “pivotal

object”の厳格な場合であり，これらがなす圏は [10]におけるMの “pivotal cover” と

なる．

3.2 組み紐圏におけるリボン対象

組み紐圏において，次の命題が示せる．

命題 3.3. Mを厳格な組み紐圏とする．このとき，Mp は厳格な組み紐ピボタル圏であ

り，忘却関手 U : Mp → Mは厳格な組み紐ピボタル関手となる．

Mにおけるピボタル対象Xp がリボン条件 cLX = cRX をみたすとき，Mにおけるリボ

ン対象 と呼ぶ．またMr をMp におけるリボン対象全体からなる充満部分圏とする．そ

のとき，次の命題が成り立つ．

命題 3.4. Mを厳格な組み紐圏とする．このとき，Mr はMp の厳格な組み紐ピボタル

部分圏であり，厳格なリボン圏である．

4 Hopf代数と Yetter–Drinfeld加群

この章では，対称モノイダル圏におけるホップ代数と Yetter–Drinfeld加群の概念をお

さらいする．さらに，リボン Yetter–Drinfeld加群を Yetter–Drinfeld加群の圏における

リボン対象として定義する．最後に，リボン Yetter–Drinfeld加群の例として，群代数を

紹介する．

4.1 対称モノイダル圏における Hopf代数

V を厳格な対称モノイダル圏とする．V における Hopf代数とは， V における次を満
たす六つ組 H = (H,µ, η,∆, ε, S) である：

H は V の対象，µ, η,∆, ε, S は V の射

µ =
H H

H

: H ⊗H → H, η =

H

: I → H,

∆ =

H H

H
: H → H ⊗H, ε =

H

: H → I, S =

H

H

S : H → H
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であって次の関係式

H HH

H

=

HH H

H

,

H

H

η
=

H

H

=

H

H

η
,

H HH

H

=

HH H

H

,

H

H

=ε
H

H

=

H

H

ε
,

η

ε
= (empty), ε

HH

= ε

H

ε

H

, η

HH

= η

H

η

H

,

H H

HH

H H

H H

= ,

H

H

S =

H

H

S =

H

H

η

ε

が成り立つものである．以下では常に対合射 S は可逆であると仮定する．

4.2 Yetter–Drinfeld加群

H を厳格な対称モノイダル圏 V における Hopf 代数とする．V における H 上の (左-

左) Yetter–Drinfeld加群とは，V の対象 X と V の射

α =

H X

: H ⊗X → X, β =

H X

: X → H ⊗X

に対して，次の条件を満たす三つ組 (X,α, β)である：

1. (X,α)は左 H-加群，つまり次を満たす：
HHX

X

=

HHX

X
α α

α ,

X

X

X

X

=α
.

2. (X,β)は左 H-余加群，つまり次を満たす：

HH

X

X

=

HH

X

X

β β
β ,

X

X

X

X

=β .
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3.

H

H X

X

= S

H

H

X

X

α
β

α

β

.

また Yetter–Drinfeld 加群の準同型写像

f : (X,α, β) → (X ′, α′, β′)

とは，V の射 f : X → X ′ であって，左 H-加群準同型写像 f : (X,α) → (X ′, α′)であ

り左 H-余加群準同型写像 f : (X,β) → (X ′, β′)である，つまり次の関係式

f
H X

X ′

=

X ′

H X

fα′
α ,

f

H

X

X ′

=

X ′H

X
fβ
β′

を満たすものである．YDV
H を V における H 上の Yetter–Drinfeld 加群と

Yetter–Drinfeld 加群の準同型写像が構成する圏とする．圏 YDV
H は次のように厳

格な組み紐圏の構造を持つ ([13, 2]). YDV
H のモノイダルな単位元は (I, ε, η) となる．

(X,α, β)と (X ′, α′, β′)のテンソル積は

(X,α, β)⊗ (X ′, α′, β′) = (X ⊗X ′, α′′, β′′)

と定義される．ここで，

α′′ =

HX

X X ′

X ′

α α′ , β′′ =

HX

X X ′

X ′

β β′

とする．組み紐構造

ψ(X,α,β),(X′,α′,β′) : (X,α, β)⊗ (X ′, α′, β′) → (X ′, α′, β′)⊗ (X,α, β)

とその逆射

ψ−1
(X,α,β),(X′,α′,β′) : (X ′, α′, β′)⊗ (X,α, β) → (X,α, β)⊗ (X ′, α′, β′)

は

ψ(X,α,β),(X′,α′,β′) =

X X ′

X ′X
α′

β

, ψ−1
(X,α,β),(X′,α′,β′) =

X ′ X

X X ′

S−1

α′

β

.

と定義される．
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4.3 リボン Yetter–Drinfeld 加群

リボン Yetter–Drinfeld 加群を，V における H 上の Yetter–Drinfeld加群が構成する

厳格な組み紐圏 YDV
H におけるリボン対象と定義する．リボン Yetter–Drinfeld 加群の

圏とは，YDV
H におけるリボン対象が構成する圏である．このとき命題 3.4 から直ちに次

の定理が従う．

定理 4.1. リボン Yetter–Drinfeld 加群の圏は厳格なリボン圏である．

4.4 リボン Yetter–Drinfeld加群の例

k を体とし Gを有限群とする．k 上の Gの群 Hopf 代数を k[G]と表す．k[G]の余積

∆，余単位射 ε，対合射 S を，Gの各元 g に対して

∆(g) = g ⊗ g, ε(g) = 1, S(g) = g−1

と定めることができる．このとき k[G] に対して， k[G] 上の Yetter–Drinfeld 加群の構

造 (k[G], α, β)を次のように与えられる．

α = ad : k[G]⊗ k[G] → k[G], ad(g ⊗ h) = gh = ghg−1,

β = ∆ : k[G] → k[G]⊗ k[G], ∆(g) = g ⊗ g.

こうして，k[G]の k[G]への作用は左随伴作用，k[G]の k[G]への余作用は余積となる．こ

のとき (k[G], ad,∆)は k[G]上の Yetter–Drinfeld加群となることが確かめられる．k[S]

上の Yetter–Drinfeld加群 k[S]とその双対 k[S]∗ = Homk(k[S], k)は

dk[S] : k[S]
∗ ⊗ k[S] → k, dk[S](f ⊗ x) = f(x),

bk[S] : k → k[S]⊗ k[S]∗, bs[S](1) =
∑
g∈S

g ⊗ g∗,

dk[S]∗ : k[S]⊗ k[S]∗ → k, dk[S]∗(x⊗ f) = f(x),

bk[S]∗ : k → k[S]∗ ⊗ k[S], bk[S]∗(1) =
∑
g∈S

g∗ ⊗ g

によってリボン Yetter–Drinfeld 加群の構造を持つ．ここで g∗ ∈ k[S]∗ は任意の S の元

h に対して g∗(h) = δg,h と定義される．これらの準同型写像がリボン Yetter–Drinfeld

加群の構造を与えることが確かめられる．

リボン Yetter–Drinfeld加群 k[S]から構成される絡み目不変量は，絡み目 Lに，Lの

各成分のメリディアンを S の元に対応させる準同型写像 π1(R3 \ L) → Gの個数を対応

させる不変量となる．この不変量は Freydと Yetterによっても考えられている [3]．
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