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1. はじめに

Lie群 Gに対して, 離散群 πから Gへの準同型写像全体のなす空間を Hom(π,G)と
書く. この空間には Gの随伴作用が入り, その作用による商空間 Hom(π,G)/Gは
character varietyと呼ばれている. さらにこの空間は基本群が πである空間上の平坦
G束のモジュライ空間に一致する. Hom(π,G)自身も平坦G束の基点付きの場合のモ
ジュライ空間となっている. そのため, 幾何学や物理学での先行研究があり, 例えば
Kacと Smilga[8]やWitten[13],[14]らによるものが挙げられる.

今回は πが n階自由アーベル群Zmの場合を取り扱う. この時次の自然な同相写像が
ある.

Hom(Zm, G) ∼= {(g1, g2, . . . , gm) ∈ Gm | gigj = gjgi for all i, j}

そのためこの空間Hom(Zm, G)を commuting elementsと呼ぶ. この空間のトポロジー
に関する先行研究を紹介する. この空間へのアプローチのうち主なものは次の 2つで
ある. 1つ目はAdem, Bahri, Bendersky, Cohen Gitlerらによって導入されたサスペ
ンション分解 [1]で, 一般のHom(Zm, G)に対して, サスペンションをとることでいく
つかのパーツに分解できることが示された. そしてこの方法を用いることで, Crabb

や Baird, Jeffrey, SelickらによってHom(Zm, SU(2))の場合に具体的に分解が与えら
れ, 整係数ホモロジーが計算された [5, 4]. しかしこの方法は分解されたパーツが複雑
であるため, それ以上の結果は今のところ得られていない. 2つ目の方法は Bairdに
よって与えられたHom(Zm, G)の有理コホモロジーとある不変式環の同型 [3]である.

この手法を用いることで様々な研究がなされた. 例えばPoincaré多項式の公式を導い
たRamrasと Stafaの結果 [11], 有理コホモロジーの安定性を計算した同じくRamras

と Stafaの結果 [12], Hom(Zm, G)の基本群を計算した低次のホモトピー群を計算した
Gómez, Pettet, Soutoの結果 [7]などがある. その他のアプローチとしては, 例えば [2]

では Hom(Zm, G)の 2次のホモトピー群の計算をGの随伴作用を用いておこなって
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いる. また私たちは Hom(Zm, G)のホモトピー余極限としての分解を与えることで,

Hom(Zm, G)のホモロジーにどのような p-torsionが存在するかを調べた. この結果に
関しては本講義録では詳しく述べないため, [10]を参照していただきたい.

本講義録では, 上記の二つ目の手法であるBairdによる有理係数コホモロジーの計算
とRamrasと StafaによるPoincaré多項式の公式をより深く解析することで得られた,

Hom(Zm, G)の性質について述べる. 2章ではそれらの先行研究を紹介する. 3章では
Ramrasと StafaによるPoincaré多項式の公式を組み合わせ論的に整理する方法とそ
の応用としてHom(Zm, G)の有理双曲性について述べる. 4章では Bairdによる有理
係数コホモロジーの結果を用いて SO(2n)を除く古典群Gに対してHom(Zm, G)のコ
ホモロジーの生成系を与え, その応用としてホモロジー安定性の最大範囲を与える. 5

章ではGがランク 2のLie群の場合におけるHom(Zm, G)のコホモロジーの環構造に
関して結果を述べる. 6章ではまとめとして今後の課題を述べる. 本講義録の内容は
岸本大祐氏との共同研究 [9]にもとづいている.

2. Hom(Zm, G)の有理係数コホモロジーとPoincaré多項式

この章では, 本研究で用いた先行研究を紹介する. 以降, Lie群Gはコンパクトかつ連
結であると仮定する. ここでいくつか記号を定義する. T をGの極大トーラス, W を
GのWeyl群とする. またHom(Zm, G)1をHom(Zm, G)の (1, 1, . . . , 1)を含む連結成
分とする. さらに Fを体で標数がW の位数と互いに素なものする.

まず, Hom(Zm, G)のコホモロジーに関するBairdの結果を紹介する. W のG/T ×Tm

への作用を, g ∈ G, ti ∈ T,w ∈ W として,

(gT, t1, . . . tm) · w = (gwT,w−1t1w, . . . w
−1tmw)

と定義する. g ∈ G, ti ∈ T として, 次の写像を考える,

ϕ : G× Tm → Hom(Zm, G)1 (g, t1, . . . , tm) 7→ (gt1g
−1, . . . , gtmg

−1)

この写像は次の写像 ϕ̄を誘導する.

ϕ̄ : G/T ×W Tm → Hom(Zm, G)1

この写像 ϕ̄が F係数コホモロジーで同型であることがBairdによって示された. さら
に, G/T × TmへのW の作用が自由であることから, G/T ×W Tmのコホモロジーは
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H∗(G/T ×W Tm;F) ∼=
(
H∗(G/T ;F)⊗H∗(T ;F)⊗m

)W
となる. 以上をまとめると次の定理を得る.

Theorem 2.1 (Baird [3]). Fを標数がWの位数と互いに素な体とする. このとき, 次
の同型を得る.

H∗(Hom(Zm, G);F) ∼=
(
H∗(G/T ;F)⊗H∗(T ;F)⊗m

)W
この定理はm = 1の場合, 次の同型を与える.

(2.1) H∗(G;F) ∼= (H∗(G/T ;F)⊗H∗(T ;F))W

この同型は Shepard-Toddの定理と Solomonの定理という古典的な不変式論の定理を
用いた証明も知られている. Bairdの定理はこの同型の一般化と見ることができるた
め, 不変式論や表現論などの分野においても興味深いものである.

では次に, Ramrasと Stafaによって得られた, Hom(Zm, G)1のPoincaré多項式の公式
を紹介する. Lie群Gに対して, T の分類空間のコホモロジーのW -不変環H∗(BT )W

は多項式環になることが知られている. その多項式の生成元の次数を並べたものをLie

群Gの特性次元と呼ぶ.

Theorem 2.2 (Ramras, Stafa [11]). Hom(Zm, G)の Poincaré多項式は次で与えら
れる.

Pt(Hom(Zm, G)) =
1

|W |

r∏
i=1

(1− t2di)
∑
w∈W

det(1 + twm)

det(1− t2w)

ここで, d1, . . . drはGの特性次元であり, 行列式は Lie代数への標準的な表現で計算
されている.

証明を以下で与える. この証明はRamras, Stafaのオリジナルのものとは異なる.

Proof. H∗(G/T )がW の余不変式環であることから, Shephard Toddの定理より次の
W -加群としての同型がある.

H∗(BT ) ∼= H∗(BT )W ⊗H∗(G/T )

これを用いると次の同型が得られる.

(H∗(G/T ;F)⊗H∗(T ;F)⊗m)W ∼= (H∗(BT ;F)⊗H∗(T ;F)⊗m)W/(H∗(BT ;F)W+ )
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H∗(BT )W は次元が d1, . . . , dr の元たちで生成される多項式環である. さらにその生
成元たちはH∗(BT )で正則であるので, (H∗(BT )⊗H∗(T )⊗m)W でも正則である. そ
のため, Hom(Zm, G)1の Poincaré多項式はBairdの定理を用いると,

P (Hom(Zm, G)1; t) = P (H∗(BT ;F)⊗H∗(T )⊗m)W ; t)
n∏

i=1

(1− t2di)

となる. 有限群の表現論の基本的な計算を行うと

P ((H∗(BT ;F)⊗H∗(T )⊗m)W ; t) =
1

|W |
∑
w∈W

∞∑
i=0

tr(w|(H∗(BT ;F)⊗H∗(T )⊗m)i)t
i

=
1

|W |
∑
w∈W

(
∞∑
i=0

tr(w|H2i(BT ;F))t
2i

)(
∞∑
i=0

tr(w|Hi(T ;F))t
i

)m

となる. さらに
∞∑
i=0

tr(w|H2i(BT ;F))t
2i =

1

det(1− t2w)

∞∑
i=0

tr(w|Hi(T ;F))t
i = det(1 + tw)

であることも標準的な計算で出来る. よってこの定理は示された. □

この定理を用いて具体例をいくつか計算を行うと, 次のようになる.

P (Hom(Z2, SU(2))1; t) = 1 + t2 + 2t3

P (Hom(Z2, SU(3))1; t) = 1 + t2 + 2t3 + 2t4 + 4t5 + t6 + 2t7 + 3t8

P (Hom(Z2, SU(4))1; t) = 1 + t2 + 2t3 + 2t4 + 4t5 + 4t6 + 8t7 + 6t8 + 6t9 + 8t10

+ 6t11 + 7t12 + 2t13 + 3t14 + 4t15

P (Hom(Z2, SU(5))1; t) = 1 + t2 + 2t3 + 2t4 + 4x5 + 4t6 + 8t7 + 10t8 + 14t9

+ 13t10 + 16t11 + 22t12 + 18t13 + 21t14 + 20t15 + 22t16

+ 18t17 + 14t18 + 14t19 + 10t20 + 10t21 + 3t22 + 4t23 + 5t24

これらの計算例から次の二つのことを見て取ることが出来る. 1つ目は最高次の次元
が Lie群の次元と一致しており, さらにその係数が rankG+ 1に一致していることで
ある. この性質が一般に成り立つことを示した. このことに関しては 3章で述べる. 2

つ目は低次の項は 2 rankG+1次元まで係数が一致している点である. これはRamras

と Stafaによって与えられた安定性 [12]よりはるかに広い範囲である. 実際に私たち
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の研究でコホモロジー安定性の最大範囲が計算でき, 上記の計算例でのPoincaré多項
式の安定している範囲と一致していることが分かった. このことに関しては 4章で述
べる.

3. Poincaré 多項式の最高次と rational hyperbolicity

この章では, 前章で紹介したRamrasと Stafaによる Poincaré多項式の公式を組み合
わせ論を用いて整理し, Poincaré多項式の最高次の様子やそこから得られる応用を述
べる.

まず具体例としてHom(Z2,U(3))の Poincaré多項式を計算する. Ramrasと Stafaの
定理より, 次の式を得る.

P (Hom(Z2,U(3))1; t) =
1

6

3∏
i=1

(1− t2i)
∑
w∈S3

det(1 + tw)2

det(1− t2w)
.

例えばwが長さ 3の巡回置換
(
1 2 3

)
のとき次のように行列式が計算できる.

det(1 + tw) = det

1 t 0

0 1 t

t 0 1

 = 1 + t3

そのほかの行列式も同様に計算でき, 上記の式の右辺の和の部分は次のように展開す
ることができる.

∑
w∈S3

det(1 + tw)2

det(1− t2w)

=

(
(1 + t)2

1− t2

)3

+ 3

(
(1 + t)2

1− t2

)(
(1− t2)2

1− t4

)
+ 2

(
(1 + t3)2

1− t6

)
=

(
−1 +

2

1− t

)3

+ 3

(
−1 +

2

1− t

)(
−1 +

2

1 + t2

)
+ 2

(
−1 +

2

1− t3

)
= (−1 + 3− 2) + 3(1− 1)

2

1− t
− 3

(
2

1− t

)2

− 3
2

1 + t2
+ 2

(
2

1− t3

)
= −3

(
2

1− t

)2

− 3
2

1 + t2
+ 2

(
2

1− t3

)
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この計算を見ると, 4行目で 2つの項の係数が打消しあっている. このような打消しは
第一種 Stirling数を用いて書き下すことができ, 一般のU(n)についても同様の打消し
が起こる. そのことを用いて Hom(Z2,U(n))の Poincaré多項式を整理すると以下の
結果を得る.

正の整数 kに対して,

qk(t) =
2

1 + (−1)ktk

とし, kの分割 λ = (λ1, . . . λl)に対して

qλ(t) = qλ1 · · · qλl

と定義する. また次の形のような分割 λ = (λ1, . . . , λ1︸ ︷︷ ︸
n1

, . . . , λl, . . . , λl︸ ︷︷ ︸
nl

)に対して, 整数

θ(λ)を
θ(λ) = λ1 . . . λln1! . . . nl!

と定義する.

Theorem 3.1. Hom(Z2, U(n))の Poncaré多項式は次で与えられる.

Pt(Hom(Z2, U(n))) =
n∏
i

(1− t2i)
n∑

n−1

∑
λ⊢k

(−1)n+k

θ(λ)
qλ(t)

この定理は第一種 Stirling数を用いた組み合わせ的な計算を行うことで証明できる.

この結果はHom(Zm, U(n))の場合においても同様に成り立ち, 次の定理を得る.

Theorem 3.2. 正の整数 kに対して,

qmk (t) = (−1)m(k−1)t(m−2)k +
(1 + (−1)k+1tk)m

1− t2k

と定義し, λ = (λ1, . . . , λl) ` k ≤ nに対して,

qm,n
λ (t) = t(m−2)(n−k)qmλ1

(t) · · · qmλl
(t)
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で, λが 0の分割ならば, qm,n
λ (t) = t(m−2)nと定義する. このとき, Hom(Zm, U(n))1の

Poncaré多項式は次で与えられる.

P (Hom(Zm, U(n))1; t) =
n∏

i=1

(1− t2i)
n∑

k=n−1

∑
λ⊢k

(−1)n+k

θ(λ)
qm,n
λ (t) (m even)

n∏
i=1

(1− t2i)
n∑

k=0

∑
λ⊢k

(−1)k

θ(λ)
qm,n
λ (t) (m odd).

この式を見ると, 和の添え字を見ることで m が偶数の時には多くの打消しが起こ
っていることが分かる. このような Poincaré 多項式の公式は他の古典群, つまり
SU(n), Sp(n), Spin(n)でも同様に得ることができる. 結果は [9]にある.

Hom(Z2, G)の Poincaré多項式の最高次の計算を行う. 古典群の場合には上記のよう
な公式が得られるので, それを用いることで計算することができる. 例外群の場合, コ
ンピュータを用いてRamras, Stafaの公式を計算することで次のような結果を得た.

P (Hom(Z2, G2)1; t) = 1 + t2 + 2t3 + t4 + · · ·+ 2t11 + 2t13 + 3t14

P (Hom(Z2, F4)1; t) = 1 + t2 + 2t3 + t4 + · · ·+ 4t49 + 4t51 + 5t52

P (Hom(Z2, E6)1; t) = 1 + t2 + 2t3 + t4 + · · ·+ 6t75 + 6t77 + 7t78

P (Hom(Z2, E7)1; t) = 1 + t2 + 2t3 + t4 + · · ·+ 7t130 + 7t132 + 8t133

P (Hom(Z2, E8)1; t) = 1 + t2 + 2t3 + t4 + · · ·+ 8t245 + 8t247 + 9t248.

実際にはすべての項の係数を計算しており, [9]のAppendixに計算結果を載せている.

以上の結果をまとめると次の定理を得る.

Theorem 3.3. Gが単純であるとき, Hom(Z2, G)の Poincaré多項式の最高次は

(rankG+ 1)tdimG

で表される.

任意のコンパクト Lie群Gに対して, 単純 Lie群の組G1, . . . Gkと l次元トーラス T l

が存在して, 有限被覆写像

G1 × · · · ×Gk × T l → G
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があることが知られている. このときG1, . . . GkをGの単純因子と呼ぶ. 次のLemma

がTheorem2.1より容易に証明できる.

Lemma 3.4. Lie群Gが上記のような有限被覆写像を持つとする. このとき次の同型
がある.

H∗(Hom(Zm, G)1;F) ∼=
⊗
1≤i≤k

H∗(Hom(Zm, Gi)1;F)⊗H∗(Tml;F)

Theorem3.3と Lemma3.4より, 次の定理を得る.

Theorem 3.5. G1, . . . GkをGの単純因子とする. このときHom(Z2, G)の Poincaré

多項式の最高次は

(rankG1 + 1) . . . (rankGk + 1)tdimG+rankπ1(G)

で表される.

次に,得られたPoincaré多項式の最高次の計算の応用について述べる. 以下の有理ホモ
トピー論に関する内容はFélix, Halperin, Thomasによる成書 [6]を参照している。単
連結空間Xが有理双曲性をもつとは,

∑
i≤n πi(X)⊗Qの次元がnに対して指数関数的

に増大することである. また単連結空間Xが有理楕円性をもつとは,
∑

0≤i πi(X)⊗Q
の次元が有限であることである. Xが単連結有限CW-複体ならば, 有理双曲性か有理
楕円性のどちらか一方の性質をもつことが知られてる. またX が有理楕円性をもつ
ならば, XのPoincaré多項式は再帰的になることが知られている. そのことから有理
楕円性をもつ空間のPoincaré多項式の最高次の係数は 1となることが分かる. 以上の
有理ホモトピー論の結果と Poincaré多項式の結果を合わせると次の結果を得る.

Theorem 3.6. コンパクト単連結 Lie群 Gに対して, Hom(Zm, G)は有理双曲性を
もつ.

4. コホモロジーの生成元とコホモロジー安定性

この章では, SO(2n)を除く古典群の場合に, Hom(Zm, G)の F-係数コホモロジーの生
成集合とその結果から得られるコホモロジー安定性の最大範囲について述べる. こ
こで G = SO(2n + 1)の場合, Theorem2.1より F-係数コホモロジーは G = Sp(n)

の場合と一致し, G = SU(n)の場合は Theorem3.4より H∗(Hom(Zm, U(n));F) ∼=
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H∗(Hom(Zm, SU(n));F)⊗H∗(Tm,F)となる. よってここでは, G = U(n), Sp(n)の場
合について述べる. コホモロジー環の生成元たちを

H∗(BT ;F) = F[x1, . . . xn]

H∗(T ;F) =
⊗

1≤i≤m

∧
(yi1, . . . , y

i
n)

と定め, H∗(G/T ;F)の生成元はH∗(G/T ;F) ∼= H∗(BT ;F)/H∗(BT ;F)W より誘導さ
れる x1, . . . xnをとる.

Example 4.1. Hom(Z2, Sp(1))のコホモロジー環の計算を行う. Theorem2.1より,

Hom(Z2, Sp(1))のコホモロジー環は

H∗(Hom(Z2, Sp(1));F) ∼=
(
F[x1]Z/2 ⊗ Λ(y11, y

2
1)
)Z/2

と表される. Weyl群 Z/2の x1, y
1
1, y

2
1 への作用はすべて−1倍であるので, コホモロ

ジーは次のように表される.

H∗(Hom(Z2, Sp(1));F) ∼= F[x1y
1
1, x1y

2
1, y

1
1y

2
1]/(x1y

1
1, x1y

2
1, y

1
1y

2
1)

2

このようにH∗(Hom(Z2, Sp(1));F)は {x1y
1
1, x1y

2
1, y

1
1y

2
1}で生成されていると分かる.

環Aの部分集合 SがAを最小生成するとは, SがAを生成しかつ Sの任意の真部分
集合がAを生成しないことである. このとき帰納法や様々な計算を行うことで次の定
理を証明することが出来る。

Theorem 4.2. GがU(n)または Sp(n)とする. z(k, I)を

z(k, I) =


∑

j x
k−1
j yIj (G = U(n))

∑
j x

2k+ϵ|I|−2

j yIj (G = Sp(n)).

と定義する. ここで ϵiは

ϵi =

0 (i even)

1 (i odd)

とする. このときコホモロジー環H∗ (Hom(Zm, G);F)は {z(k, I)|k ≥ 1, I ⊂ [m], k +

|I| − 1 ≤ n}で最小生成される.
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この結果を用いて, コホモロジー安定性の最大範囲を得ることができる. そのとき次
の Propositionが有用である. 今, 次数付き集合 Sに対して, F〈S〉を次数付き F-代数
として Sで自由生成された環とする.

Proposition 4.3. G = U(n), Sp(n)として z(k, I)を定理 4.2と同じものとする. この
とき次の写像

F〈{z(k, I)|k ≥ 1, , I ⊂ [m], k + |I| − 1 ≤ n}〉 → H∗(Hom(Zm, G))

は次数 2n−m (G = U(n))

2n+ 1 (G = Sp(n))

以下で同型となる.

この Propositionを用いて計算をするとG = U(n)の時のコホモロジー安定性は次の
ように表される.

Theorem 4.4. n ≥ mのときH∗(Hom(Zm,U(n));F) → H∗(Hom(Zm,U(n + 1));F)
は 2n−m+ 1次元以下で同型. さらに, 2n−m+ 2次元では全射ではない.

同様にG = Sp(n)の時のコホモロジー安定性は次のように表される.

Theorem 4.5. n ≥ mのときH∗(Hom(Zm, Sp(n));F) → H∗(Hom(Zm, Sp(n+1));F)
は 2n+ 1次元以下で同型. さらに, 2n+ 2次元では全射ではない.

ここでこれら二つの定理では述べられていない n < mの場合も同様の計算でコホモ
ロジー安定性の最大範囲を計算することが可能である.

5. ランク 2 のLie群の場合

この章ではGがランク 2の単純Lie群の場合におけるHom(Zm, G)のコホモロジー環
の構造を紹介する. Theorem2.1を用いて計算を行い得られたのが次の結果である.

Theorem 5.1. Gをランクが 2の単連結単純 Lie群とする. このときHom(Z2, G)の
コホモロジー環は次で与えられる.

H∗(Hom(Z2, G);F) ∼= F〈a11, a12, a21, a22, b1, b2〉/(a11, a12, a21, a22, b1, b2)3 + I,
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ここで Iは

b1b2, b2
2, a12b2, a22b2, a11b2 + a12b1, a21b2 + a22b1, a11a

2
2 + a21a

1
2,

で生成されるイデアルであり, 生成元の次元は

|aji | =


2i+ 1 (G = SU(3))

4i− 1 (G = Sp(2))

8i− 5 (G = G2),

|bi| =


2i (G = SU(3))

4i− 2 (G = Sp(2))

8i− 6 (G = G2)

である.

ここで, G = SU(3), Sp(2)の場合は Section 4.2で定めた生成元と同じものである. こ
の定理からこれら 3つの空間のコホモロジーは次数を無視するとすべて同型である.

m = 1の場合,Hom(Zm, G)は Lie群Gと一致するため, そのコホモロジー環は次数を
無視すれば同じ環構造であることは分かる. この定理はその一般化の可能性を示唆し
ている.

6. 今後の課題

この章では私たちの結果から出てきた課題について述べる. まずSection 3でPoincaré

多項式について私たちは古典群の場合にのみ組み合わせ論を用いた整理を行った. そ
こで次の問題が考えられる.

Question 6.1. Gが例外群の場合, Poincaré多項式を組み合わせ論を用いて整理でき
るのか？

私たちはTheorem3.3でGが単純な場合にHom(Z2, G)のPoincaré多項式の最高次を
求めた. これはGの次元とランクのみに依存する綺麗な形で表されている. しかしこ
の公式はすべての単純 Lie群に対して個別に計算を行った結果であるため次の疑問が
浮かぶ.

Question 6.2. Theorem3.3の公式に位相幾何学的な解釈はあるのか？
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Section5の最後に述べたように, Theorem5.1はより一般の定理の存在を示唆してい
る. それは以下のようなものである.

Question 6.3. Gが単純な場合, Hom(Zm, G)の F-係数コホモロジーの次数を無視し
た環構造はGの rankのみに依存するのか？そしてその環構造はどのように表される
のか?

最後に本研究の内容はすべて Bairdによって導入された定理 2.1を用いて行った. そ
のため本研究ではホモロジーの torsionなどの情報を調べることはできていない. 次
のような問題が考えられる.

Question 6.4. Hom(Zm, G)のホモロジーは p-torsionを持つか？

この問題はG = SU(n)の場合やその他いくつかの場合で私たちが解決した [10]. その
際にはHom(Zm, G)をホモトピー余極限で分解するという手法を新たに導入した. こ
の手法はBairdの手法に比べて多くの情報を調べることができるという点で優れてい
るが, 複雑ではある. この手法を用いた研究も今後進めていきたいと考えている.

References

[1] A. Adem, A. Bahri, M. Bendersky, F.R. Cohen and S. Gitler, On decomposing suspensions of

simplicial spaces. Bol. Soc. Mat. Mexicana (3) 15 (2009), no. 1, 91–102.
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