
Bott多様体のコホモロジー剛性問題
石田 裕昭 (鹿児島大学)∗

概 要
この講演では, Bott多様体のコホモロジー剛性問題および強コホモロジー剛
性問題について概説する. また8次元Bott多様体の強コホモロジー剛性につ
いて, 講演者の得た進展を報告する.

1. 序
1.1. Bott towerとBott多様体
まずこの講演の主役であるBott多様体を導入する. 高さnのBott towerとは, CP 1-

束の列
B• : Bn → Bn−1 → · · · → B1 → B0 = {a point}

であって, 各ファイブレーションBj → Bj−1が次のように順に構成されるものである:

BjはBj−1上の複素直線束 ξj, ξ
′
jのWhitney和 ξj ⊕ ξ′jの射影化P (ξj ⊕ ξ′j). Bott tower

に現れるBj達をBott多様体という. Bott多様体Bnは実 2n次元の閉多様体多様体で
あり, 直線束 ξj, ξ

′
jたちの選び方に依存する.

例 1. B0は 1点で, B0上のベクトル束は直積束である. したがってB1は複素射影直線
CP 1に他ならない. B2はHirzebruch曲面と呼ばれ, 位相型は2つある. しかしながら
n ≥ 3に対してBnの位相型は加算無限個ある.

以下では, 直線束, ベクトル束といえば全て複素直線束, 複素ベクトル束を意味する
こととする. Bott多様体の位相型あるいは微分位相型を分類することが問題である.

1.2. コホモロジー剛性問題 (cohomological rigidity problem)と強コホモロジー剛
性問題 (strong cohomological rigidity problem)

コホモロジーは位相空間のホモトピー不変量であるが, 完全ではない. しかしながら特
別な族に制限すれば完全不変量となりうる. 典型的な例として, 閉曲面はコホモロジー
によって分類することができる. コホモロジー剛性問題とは, 与えられた多様体の族に
対して, 次に述べるコホモロジー剛性が成り立つかどうかを問うものである:

定義 2. 可微分多様体の族Mがコホモロジー剛性(cohomological rigid)であるとは,

次を満たすことをいう: M,N ∈ Mのコホモロジー環H∗(M)とH∗(N)が同型ならば,

MとNは微分同相である.

この講演ではコホモロジーは全て整係数のものを考えるが, 異なる係数をとれば別の
問題になる. また, 微分同相ではなく同相やホモトピー同値を考えることもできる.

定義 3. 可微分多様体の族Mが強コホモロジー剛性 (strong cohomological rigid)

であるとは, 次を満たすことをいう: M,N ∈ Mのコホモロジー環の間の任意の同型
φ : H∗(N) → H∗(M)に対し, 微分同相写像 f : M → Nで f ∗ = φを満たすものが存在
する.
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強コホモロジー剛性は明らかにコホモロジー剛性を導く. また, 強コホモロジー剛性
である必要十分条件は, コホモロジー剛性かつ, 任意のM ∈ Mとコホモロジー環の自
己同型φ : H∗(M) → H∗(M)に対して自己微分同相 f : M → Mで f ∗ = φを満たすも
のが存在することである. これに注意すれば, 例えば向き付け可能な閉曲面のなす族は
強コホモロジー剛性であることがわかる.

Bott多様体に関しては, これまでのところコホモロジー剛性の反例は知られておら
ず, 以下に記載するようにいくつかの肯定的な結果が知られている.

1.3. いくつかの知られている結果
ここではBott多様体のコホモロジー剛性問題に関して, 本講演と関連の深いものを, 議
論の概略と共に簡潔に紹介する. 先行研究を全て網羅しているわけではないことを断っ
ておく.

• Hirzebruch曲面, すなわち実 4次元のBott多様体はコホモロジー剛性である. γ

をCP 1上の tautological直線束とし, 整数 aに対してΣaをP (C⊕ γ⊗a)と定める.

[Hir1951]においてΣaとΣbが (微分)同相であることと, a, bの偶奇が等しいこと
が同値であることを示されている. 一方で, H∗(Σa)とH∗(Σb)のコホモロジー環
が同型になることと, a, bの偶奇が等しいことが同値であることは, 簡単な計算に
よって示すことができる.

• 6次元Bott多様体はコホモロジー剛性である. [CMS2010]では6次元Bott多様体
B3, B

′
3のコホモロジーの間の環同型は第一Pontrjagin類と第二 Stiefel-Whitney

類を保つことを示し, [Jup1973]を用いて示された.

• Bott多様体Bnのうち, Q-係数コホモロジー環H∗(Bn,Q)がH∗((CP 1)n,Q)と同
型となるものをQ-trivial Bott多様体と呼ぶ. [CM2012]では, 後で述べる階数2の
分解可能ベクトル束の分解と, 注意深い考察によって, Q-trivial Bott多様体は強
コホモロジー剛性であることが示されている.

• さらに [Cho2015]では, Q-trivial Bott多様体の強コホモロジー剛性を用いて,「6

次元Bott多様体は強コホモロジー剛性であること」「8次元Bott多様体はコホモ
ロジー剛性であること」が示されている.

• [CMM2015]では, コホモロジー環の生成元を上手くとることによって, 純粋な
代数的手法でBott多様体のコホモロジー環の間の任意の同型はそれぞれのPon-

trjagin類を保つことが示されている. また同時に環同型の構造を調べることに
よって Z/2Z-trivial Bott多様体は強コホモロジー剛性であることが示されてい
る. ここでBott多様体BnがZ/2Z-trivialであるとは, Z/2Z-係数コホモロジー環
H∗(Bn,Z/2Z)がH∗((CP 1)n,Z/2Z)と同型となることを言う.

2. 準備
2.1. Bott多様体の整係数コホモロジー環
Bott tower

B• : Bn → Bn−1 → · · · → B1 → B0 = {a point}
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について, 各BjはBj−1上の複素直線束 ξj, ξ
′
jのWhitney和 ξj ⊕ ξ′jの射影化P (ξj ⊕ ξ′j)

であり, また直線束は第一Chern類によって分類される. ここではBott多様体のコホ
モロジー環は ξj, ξ

′
jたちの第一Chern類によって帰納的に記述できることを説明する.

まず初めに, ベクトル束の射影化について注意しておく. ベクトル束 ξに対して, そ
の射影化を P (ξ)で表す. 多様体Bを底空間とする階数 nのベクトル束 V と直線束 L

に対して, テンソル積L ⊗ V は V と階数の等しいベクトル束である. これらの射影化
P (V )と P (L ⊗ V )は共にB上のCP n−1-束であるが, これらの間には自然な同型があ
る. 各点x ∈ Bに対し, Vx, LxをそれぞれV, Lのファイバーとし, Lxの 0でない元 ℓを
用いて同型Vx → Lx ⊗ Vxを v 7→ ℓ ⊗ vによって定めれば, これは射影空間の微分同相
P (Vx) → P (Lx ⊗ Vx)を誘導し, この微分同相は ℓの取り方に依存しない.

Bott towerにおいて, 各BjはBj−1上の複素直線束 ξj, ξ
′
jのWhitney和 ξj ⊕ ξ′jの射影

化P (ξj ⊕ ξ′j)であった. 上の注意から, ξjのテンソル積に関する逆元をテンソルするこ
とによって, 1つ目の直線束は自明束Cであると仮定しても一般性を失わない. 以下, ξj
はBj−1上の直線束でBj = P (C⊕ ξj)とする. γjをP (C⊕ ξj)の tautological直線束, す
なわち底空間をBj, 全空間を

γj = {(ℓ, v) ∈ P (C⊕ ξj)× (C⊕ ξj) | ℓ 3 v}

とする直線束とする. Bj → Bj−1はCP 1-束であり, またCP 1のコホモロジーは tau-

tological直線束の第一Chern類によって生成される. このことと Leray-Hirschの定理
([Hat2002]など)によって, Bjの整係数コホモロジーH∗(Bj)は, H∗(Bj−1)-加群として
1とγjの第一Chern類xj := c1(γj) ∈ Bjによって生成されることがわかる. H∗(Bj−1)-

代数としての構造を理解するには, x2
j ∈ H4(Bj)さえ理解できれば十分である. ベクト

ル束C⊕ ξjのπj : Bj → Bj−1による引き戻しπ∗
j (C⊕ ξj)にエルミート計量を一つ取り,

部分束γjの直交補空間束をγ⊥
j とする. このときπ∗

j (C⊕ ξj) = γj ⊕ γ⊥
j であるから, 両辺

の全Chern類を比較すればxj(−xj + π∗
j c1(ξj)) = 0を得る. 従ってH∗(Bj)はH∗(Bj−1)-

代数として
H∗(Bj) ∼= H∗(Bj−1)[X]/(X2 − c1(ξj)X)

となる.

以上のことから, Bnの整係数コホモロジー環は次のように記述される. Xj := π∗
n ◦

· · · ◦ π∗
j+1(xj) ∈ H2(Bn)とすれば, X1, . . . , XnはH2(Bn)のZ-基底となり, H∗(Bn)をZ-

代数として生成する. また c1(ξj) ∈ H2(Bj−1)より, π∗
n ◦ · · · ◦ π∗

j (c1(ξj))はX1, . . . , Xj−1

の一次結合∑j−1
i=1 aijXiで表され, X2

j =
∑j−1

i=1 aijXiXjとなる. 従って対角成分が 0, 各
成分が整数のn次の上三角行列 (aij)を用いて

H∗(Bn) ∼= Z[X1, . . . , Xn]/(X
2
j −

j−1∑
i=1

aijXiXj | j = 1, . . . , n), degXj = 2

と表示できる.

2.2. Bott多様体に対応する上三角行列
前節で説明したことの逆を辿っていけば, 上三角行列からBott towerを定めることが
できる. 対角成分が0, 各成分が整数のn次の上三角行列 (aij)に対して, Bott tower

B• : Bn → Bn−1 → · · · → B1 → B0 = {a point}
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が次のように定まる: B0は 1点, B1は複素射影直線 CP 1で, x
(1)
1 ∈ H2(B1)はB1の

tautological直線束の第一 Chern類とする. B1上の直線束 ξ2を c1(ξ2) = a12x
(1)
1 とな

るものとし, B2 = P (C ⊕ ξ2)とする. x
(2)
2 をB2の tautological直線束の第一Chern類

とする. 射影 π2 : B2 → B1を用いて x
(2)
1 = π∗

2x
(1)
1 とし, B2上の直線束 ξ3を c1(ξ3) =

a13x
(2)
1 + a23x

(2)
2 となるものとし, B3 = P (C ⊕ ξ3)とする. この操作を繰り返すことに

よって, Bott towerで

H∗(Bn) ∼= Z[X1, . . . , Xn]/(X
2
j −

j−1∑
i=1

aijXiXj | j = 1, . . . , n), degXj = 2

となるものが (微分同相を除いて)一意的に構成される.

2.3. Bott多様体上の階数2の分解可能ベクトル束の分類
Bott多様体のコホモロジー剛性問題にあたって, 次の命題は有用である:

命題 4 ([Ish2012]). Bott多様体Bn上の階数2の分解可能なベクトル束V1, V2について,

V1と V2がベクトル束として同型なのは, V1と V2の全Chern類 c(V1)と c(V2)が等しい
ときかつその時に限る.

実際, Hirzebruch曲面Σaは次のように分類ができる. γはB1 = CP 1上の tautological

直線束とする. Σa = P (C⊕ γ⊗a)は, aが偶数2kのとき, γ⊗(−k)をテンソルすればΣa =

P (γ⊗(−k)⊕ γ⊗k)を得る. 一方で c(γ⊗(−k)⊕ γ⊗k) = c(γ⊗(−k))c(γ⊗k) = (1+x)(1−x) = 1

よりγ⊗(−k)⊕γ⊗kは自明である. したがってaが偶数の時, Σaは (CP 1)2と微分同相であ
る. aが奇数 2k + 1のときも同様に γ⊗(−k)をテンソルすればΣa = P (γ⊗(−k) ⊕ γ⊗(k+1))

を得る. 一方で c(γ⊗(−k) ⊕ γ⊗(k+1)) = 1+ xよりγ⊗(−k) ⊕ γ⊗(k+1)はC⊕ γと同型である.

したがってaが奇数のとき, ΣaはP (C⊕ γ)と微分同相である. これが (CP 1)2と同相で
ないことは, 整係数コホモロジー環の間に同型が存在しないことから導かれる.

Hirzebruch曲面, すなわち4次元のBott多様体の場合ほど単純ではないが, Q-trivial

Bott多様体の場合でも同様の議論によって分類がなされる ([CM2012]). 実 2n次元の
Q-trivial Bott多様体は, nの分割の個数だけ位相型がある. Hirzebruch曲面はQ-trivial

Bott多様体である.

3. CP 1-束の強コホモロジー剛性とBott towerの強コホモロジー剛性
3.1. CP 1-束の強コホモロジー剛性
Bott多様体Bn上の直線束 ξに対し, CP 1-束P (C⊕ ξ) → Bnの全空間P (C⊕ ξ)はまた
Bott多様体である. また前述の通りH∗(P (C⊕ ξ))は自然にH∗(Bn)-代数の構造をもち,

H∗(P (C⊕ ξ)) ∼= H∗(Bn)[X]/(X2 − c1(ξ)X), degX = 2

となる. ごく簡単な計算および命題4によって, 次がわかる:

命題 5. Bott多様体Bn上の直線束 ξ, ξ′に対し, 次は同値:

1. H∗(Bn)-代数としてH∗(P (C⊕ ξ)) ∼= H∗(P (C⊕ ξ′)),

2. あるa ∈ H2(Bn)が存在して1 + c1(ξ) = (1 + a)(1 + a+ c1(ξ
′)).

3. ある直線束Lが存在してC⊕ ξ ∼= L⊗ (C⊕ ξ′),
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4. Bn上のCP 1-束としてP (C⊕ ξ) ∼= P (C⊕ ξ′).

特に, Bn上の分解可能な直線束のWhitney和から定まるCP 1-束は, 全空間のコホモ
ロジーのH∗(Bn)-代数としての構造によって分類される. また次も簡単な計算によって
示すことは容易い:

命題 6. Bott多様体Bn上の直線束 ξに対し, H∗(Bn)-代数としてのH∗(P (C⊕ ξ))の自
己同型はちょうど2つある. 1つは恒等写像であり, もう1つはX 7→ −X + c1(ξ)で定ま
るものである.

X 7→ −X + c1(ξ)によって定まる自己同型が, P (C⊕ ξ)のCP 1-束としての自己同型
によって誘導されることをみる. ベクトル束C⊕ ξにHermite計量を1つ取って固定し,

f : P (C⊕ ξ) → P (C⊕ ξ)を ℓ ∈ P (C⊕ ξ)に対してその直交補空間 ℓ⊥を対応させる微分
同相とする. fはCP 1-束の自己同型であり, さらにf ∗γ ∼= γ⊥を満たすことが示される.

ここで, γはP (C ⊕ ξ)の tautological直線束である. したがって fはX 7→ −X + c1(ξ)

で定まる自己同型を誘導する. 命題5と合わせれば, 次がわかる:

命題 7 (CP 1-束の強コホモロジー剛性). Bott多様体Bn上の直線束 ξ, ξ′について, 任
意のH∗(Bn)-代数としての同型φ : H∗(P (C⊕ ξ′)) → H∗(P (C⊕ ξ))は, あるCP 1-束の
同型f : P (C⊕ ξ) → P (C⊕ ξ′)によって誘導される.

3.2. Bott towerの強コホモロジー剛性
高さnの2つのBott tower

B• : Bn Bn−1 · · · B1 B0
πn πn−1 π2 π1

と
B′

• : B′
n B′

n−1 · · · B′
1 B′

0

π′
n

π′
n−1 π′

2 π′
1

が同型であることを, 次で定める: 微分同相写像の系列f• = {fk : Bk → B′
k}nk=0が存在

して, 図式
Bn Bn−1 · · · B1 B0

B′
n B′

n−1 · · · B′
1 B′

0

πn

fn

πn−1

fn−1

π2 π1

f1 f0

π′
n

π′
n−1 π′

2 π′
1

が可換になる. Bott towerの同型類は, 次に導入するフィルター付き次数付き環によっ
て分類される.

高さnのBott tower

B• : Bn Bn−1 · · · B1 B0
πn πn−1 π2 π1

に対して, フィルター付き次数付き環F•H
∗(B•)を

• i ≥ nに対し, FiH
∗(B•) := H∗(Bn),

• 0 ≤ j ≤ n− 1に対し, FjH
∗(B•) := π∗

n ◦ · · · ◦ π∗
j+1(H

∗(Bj))

と定める. 高さに関する帰納法と命題7によって, 次が示される ([Ish2012]):
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定理 8 (Bott towerの強コホモロジー剛性). B• = ({Bk}nk=0, {πk}nk=0), B
′
• = ({B′

k}nk=0, {π′
k}nk=0)

は高さnのBott tower, φ• : F•H
∗(B′

•) → F•H
∗(B•)はフィルトレーションを保つ次数

付き環の同型とする. このとき, Bott tower の同型 f• = {fk : Bk → B′
k}nk=0 で各

k = 0, . . . , nに対しf ∗
k = φkを満たすものが存在する.

高さ nの Bott towerの一番上の Bott多様体 Bnの 2次コホモロジー群には, (Bott

towerの構成に用いた直線束の選び方に依存する)tautological直線束の第一Chern類か
ら定まる特別な基底X1, . . . , Xn ∈ H2(Bn)があった. この生成元を用いれば, 定理??は
次のように言い換えることができる:

系 9. Bn, B
′
nはBott多様体とする. コホモロジー環の同型φ : H∗(B′

n) → H∗(Bn)の先
の生成元に関する表現行列が上三角行列ならば, φは微分同相f : Bn → B′

nによって誘
導される.

4. Hirzebruch曲面束の強コホモロジー剛性と 8次元Bott多様体の強
コホモロジー剛性

前節ではCP 1-束について述べたが, 講演者は最近, Bott多様体上のHirzebruch曲面束
に関して強コホモロジー剛性と, その応用を得た. ここではそれについて概略を述べる.

4.1. Hirzebruch曲面束の強コホモロジー剛性
BnはBott多様体とし, Bn上の直線束 ξn+1と, P (C⊕ ξn+1)上の直線束 ξn+2をとる. こ
のとき2つの射影

E = P (C⊕ ξn+2) → P (C⊕ ξn+1) → B

の合成E → BはファイバーをHirzebruch曲面とするファイバー束であり, またE自身
もBott多様体である. Eのコホモロジー環H∗(E)は自然にH∗(Bn)-代数の構造が入る.

定理 10. Bott多様体Bn上のHirzebruch曲面束E → Bn, E
′ → BnとH∗(Bn)-代数と

しての同型 φ̃ : H∗(E ′) → H∗(E)に対し, Bn上の束の同型 f̃ : E → E ′で f̃ ∗ = φ̃を満た
すものが存在する.

Hirzebruch曲面束の (弱い)コホモロジー剛性については, 命題4と代数的な計算のみ
(ただし場合分けが煩雑ではあるが)で迫ることができる. 一方で “強い”コホモロジー
剛性の証明は, CP 1-束の場合と比べてずっと難しい. Hirzebruch曲面束E → Bnのコホ
モロジーのH∗(Bn)-代数としての自己同型φ : H∗(E) → H∗(E)が, c1(ξn+1) ∈ H2(Bn)

と c1(ξn+2) ∈ H2(P (C⊕ ξ1))に与える代数的な制約を考察する. 具体的には, 次のよう
な議論を行う: 射影の誘導する準同型は単射. H∗(Bn) ⊂ H∗(P (C ⊕ ξn+1)) ⊂ H∗(E)

とみなす. γn+1, γn+2 をそれぞれ P (C ⊕ ξn+1), E = P (C ⊕ ξn+2)の tautological直
線束とする. xn+1, xn+2はH∗(E)のH∗(B)-代数としての生成元になる. ξn+2の第一
Chern類は a ∈ Zと y ∈ H2(Bn)によって c1(ξn+2) = axn+1 + yと書ける. このとき
E → BnのファイバーはΣa. H∗(E)/H>0(Bn) ∼= H∗(Σa)より, H∗(Bn)-代数としての
同型 φ̃ : H∗(E) → H∗(E)は同型φ : H∗(Σa) → H∗(Σa)を誘導する. 一方で, H∗(Σa)の
任意の同型がH∗(E)の同型に持ち上がるかどうかはわからない. そこで,

1. 同型φ : H∗(Σa) → H∗(Σa)を1つ固定する. φは8個あり, それらについて場合分
けを行う.
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2. φが φ̃ : H∗(E) → H∗(E)に持ち上がるための c1(ξn+1)と c1(ξ2) = axn+1 + yに関
する必要十分条件を得る. 特に, φの持ち上げ可能性がE → Bnの構造群にどの
ような制約を与えるかを調べる.

3. 得られた必要十分条件を使って, f̃ ∗ = φ̃を満たす f̃ : E → Eを構成する.

命題7と定理10を用いれば, 帰納的に次が証明できる:

系 11. Bn, B
′
nはBott多様体とする. コホモロジー環の同型φ : H∗(B′

n) → H∗(Bn)の
先の生成元に関する表現行列がAn1 ∗

. . .

0 Ank

 , Anj
は1× 1あるいは2× 2の行列

ならば, φはある微分同相f : Bn → B′
nによって誘導される.

4.2. 8次元Bott多様体の強コホモロジー剛性
先述の通り, これまで 8次元Bott多様体はコホモロジー剛性であることが知られてい
た ([Cho2015]). 系 11のおかげで, 8次元Bott多様体の強コホモロジー剛性を以下の順
に示すことができる.

1. B4は8次元Bott多様体, φ : H∗(B4) → H∗(B4)は同型とする. 8次元Bott多様体
はコホモロジー剛性であるから, φが微分同相 f : B4 → B4に誘導されることを
示せば十分である.

2. B4がQ-trivialならば [CM2012]による. B4はQ-trivialでないと仮定してよい.

3. B4がQ-trivialでないとき, Bott tower B4 → B3 → B2 → B1 → B0の最初のファ
イブレーションB4 → B3は, B1上のCP 1-束の引き戻しでないと仮定して良い.

4. 上の仮定によって, φの表現行列は
∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗

0 0

0 0

∗ ∗
∗ ∗

 ,


∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗
∗
∗

0 0 0 ∗


となることがわかる.

5. φの表現行列が前者のときは系11からφは微分同相によって誘導されることがわ
かる. 後者のときは, 6次元Bott多様体の強コホモロジー剛性 ([Cho2015])と命題
7から微分同相によって誘導されることがわかる.
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