
層の圏上のパーシステンス的距離と
シンプレクティック幾何における分離エネルギー

池 祐一 (東京大学 情報理工学系研究科)∗

1. 序論
柏原とSchapiraによって創始された超局所層理論は層係数のモース理論ともいえるもの
で，多様体上の層を局所的にだけでなく余接束内で局所的（超局所的）に調べることで
層の詳しい解析を可能にする．この理論は偏微分方程式の研究に端を発し，D加群理論
や特異点論などに応用されてきた．近年，Nadler–Zaslow [NZ09]とTamarkin [Tam18]

の先駆的な仕事をはじめとして，超局所層理論をシンプレクティック幾何に応用する研
究が盛んに行われている．本講演では話を余接束に限って，Tamarkin流のシンプレク
ティック幾何への層理論的アプローチ・講演者と浅野知紘氏との共同研究 [AI20a]で得
られたハミルトニアンによる分離エネルギーの層理論的下限を与える手法について説
明する予定である．

2. 超局所層理論におけるマイクロ台
この節では柏原とSchapiraにより創始された超局所層理論について解説する．超局所
層理論において最も重要な概念の一つは「層に関する臨界点」を記述するマイクロ台
というものである．ここでは基本的な文献 [KS90]に従ってマイクロ台の定義と基本性
質を説明する．
まず層に関する記号を準備する．本稿では以下kを体とする．位相空間Xに対して，

kXで茎がkの定数層をあらわし，Mod(kX)でX上のkベクトル空間の層（kX加群）
のなすアーベル圏をあらわす．超局所層理論では導来圏で物事を考える方が適してお
り，ここでもその考えに従いDb(kX) := Db(Mod(kX))でX上のkベクトル空間の層の
有界導来圏をあらわす．適切な条件のもとで，導来圏の間の函手であるGrothendieck

の六演算⊗, RHom, f−1, Rf∗, Rf!, f
!（f : X → Y は連続写像）が定まる．

六演算には入らないが重要な演算である相対コホモロジーについて少し説明する．こ
れは制限射が単射・全射・同形であるかを調べるための重要な概念である．ZをXの
閉部分集合，F ∈ Mod(kX)とする．Xの開部分集合V に対して

ΓZ∩V (V ;F ) := Ker(Γ (V ;F ) → Γ (V \ Z;F ))
= {s ∈ Γ (V ;F ) | supp(s) ⊂ Z ∩ V }

と定める．すると，対応 V 7→ ΓZ∩V (V ;F )は層を定めることが確かめられ，これを
ΓZ(F ) ∈ Mod(kX)とあらわす．函手 ΓZ(∗) : Mod(kX) → Mod(kX)は左完全函手と
なるので，その右導来函手 RΓZ(∗) : Db(kX) → Db(kX)が定まる．その大域切断を
RΓZ(X;F ) := RΓ (X;RΓZ(F ))と書き，j ∈ Zに対してHj

Z(X;F ) := HjRΓZ(X;F )と
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おいてZに台を持つ j次相対コホモロジーと呼ぶ．U := X \ Zとすると，完全三角

RΓZ(X;F ) → RΓ (X;F ) → RΓ (U ;F )
+1−→

が得られる．コホモロジーを取れば次の長完全列が得られる：

· · · → Hj
Z(X;F ) → Hj(X;F ) → Hj(U ;F ) → Hj+1

Z (X;F ) → · · · .

上の完全三角あるいは長完全列から，RΓZ(X;F )はU = X \ Z上の切断の空間とX

全体上の切断の空間のずれをあらわすことが分かる．特にRΓZ(X;F ) ' 0であれば制
限射について同形RΓ (X;F )

∼−→ RΓ (U ;F )が成り立つ．トポロジーではHj
Z(X;F )は

Hj(X,X \ Z;F )と書かれることが多い．
以降最後まで連結な境界のないC∞級多様体上の層を考える．多様体Xに対して，

π : T ∗X → XでXの余接束をあらわし，0Xでそのゼロ切断をあらわす．また，Xの
閉部分多様体Mに対して，X内のMに対する余法束をT ∗

MXであらわす．
以下この節の最後までXを多様体とする．層のマイクロ台とは大雑把に言えば層の
コホモロジーを同形に拡張できない余方向をあらわす余接束の部分集合である．まず，
マイクロ台の定義を与え，その後で定義が直感的に何を言っているのかを説明する．
定義 2.1. F ∈ Db(kX)のマイクロ台 (microsupport) SS(F ) ⊂ T ∗Xを次で定義する：

点p ∈ T ∗Xがp 6∈ SS(F )であるとは，pのT ∗X内での開近傍Uが存在して，
任意のx0 ∈ Xと任意のC∞級関数φ : X → Rでdφ(x0) ∈ Uを満たすものに
対してRΓ{φ≥φ(x0)}(F )x0 ' 0となることをいう．

余方向だけを考えているのでSS(F )はT ∗Xの錐状（R>0の作用で不変な）閉部分集
合となる．
上のマイクロ台の定義の気持ちを直感的に説明しよう．p ∈ T ∗X\0Xとしてp 6∈ SS(F )

の条件を考える．定義の「Uが存在して」という部分は dφ(x0)が十分 pに近いという
だけのことだからここでは無視して，x0 ∈ XとC∞級関数φ : X → Rをx0 := π(p)か
つφ(x0) = 0, dφ(x0) = pを満たすように取る．このとき，{φ = 0}はx0の近傍で滑ら
かな超曲面となり，領域 {φ < 0}は境界 {φ = 0}の点x0において外向き法線ベクトル
p = dφ(x0)を持つ（図 2.1を参照）．RΓ{φ≥0}(F )x0 ' 0という条件はコホモロジーを
取って考えれば，任意の j ∈ Zに対して

lim−→
x0∈V

Hj
{φ≥0}(V ;F ) ' 0

であることと同値である．ここでV はX内のx0の開近傍をわたる．相対コホモロジー
の長完全列を考えれば，これは任意の j ∈ Zに対して制限写像

lim−→
x0∈V

Hj(V ∪ {φ < 0};F ) → lim−→
x0∈V

Hj({φ < 0};F )

（切除により同値だが局所的に書けば制限写像 lim−→Hj(V ;F ) → lim−→Hj(V ∩{φ < 0};F )）
が同形であることと同値である．状況は以下の図 2.1を参照せよ．つまり，この条件は
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領域 {φ < 0}における任意のコホモロジー類が一意的に pの方向に拡張できることを
述べている．実際 [KS90]では，マイクロ台は「コホモロジーが伝播しない余方向の集
合」と表現されている．

p = dφ(x0)

V

{φ < 0}

図 2.1: p ∈ T ∗X，領域{φ < 0}およびV の状況

例 2.2. (i) 0でない局所定数層Fに対してSS(F ) = 0Xである．逆にF ∈ Db(kX)が
SS(F ) ⊂ 0Xを満たすならば，任意の j ∈ Zに対してHj(F )は局所定数層である．

(ii) 閉区間 [0, 1]上の茎がkの定数層のゼロ拡張で定義されるR上の層k[0,1] ∈ Db(kR)

を考えよう．この層のマイクロ台は以下の図 2.2のようになる．

10
R

T ∗R

図 2.2: SS(k[0,1])

(0; 1) ∈ T ∗Rがマイクロ台に入り，(0;−1) ∈ T ∗Rが入らない理由を説明する．
まず (0; 1)について判断するには，マイクロ台の定義から (−∞, 0)と十分小さい
ε > 0に対する (−∞, ε)上の切断を比べればよい．ここで

RΓ ((−∞, 0);k[0,1]) ' 0, RΓ ((−∞, ε);k[0,1]) ' k

である．したがって，0においては正の方向にコホモロジーが同形に拡張できな
いので (0; 1)はマイクロ台SS(k[0,1])に入ることが分かる．(0;−1)についても同様
に考えればよいが，今度は十分小さい ε > 0に対して

RΓ ((0,+∞);k[0,1]) ' k, RΓ ((−ε,+∞);k[0,1]) ' k

である．ゆえに，0において負の方向にはコホモロジーは同形にのびるので，(0;−1)

はマイクロ台SS(k[0,1])に入らない．
(iii) (ii)の一般化として次を示すことができる．ψ : X → RをC∞級関数として，任

意の x ∈ ψ−1(0)に対して dψ(x) 6= 0であると仮定する．Xの開部分集合Uと閉
部分集合ZをU := {x ∈ X | ψ(x) > 0}, Z := {x ∈ X | ψ(x) ≥ 0}で定める．す
ると，UおよびZ上の茎がkの定数層のXへのゼロ拡張kUおよびkZについて

SS(kU) = 0X |U ∪ {(x; cdψ(x)) | ψ(x) = 0, c ≤ 0},
SS(kZ) = 0X |Z ∪ {(x; cdψ(x)) | ψ(x) = 0, c ≥ 0}
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となる． つまり境界が滑らかな開部分集合上の定数層のゼロ拡張のマイクロ台
は境界では外向きに，閉部分集合上の定数層のゼロ拡張のマイクロ台は境界では
内向きに現れる．

(iv) MをXの閉部分多様体とする．このとき，SS(kM) = T ∗
MXである．これは大雑

把にはMから法方向に動くときだけコホモロジーが変化することを言っている．
上でマイクロ台は「層に関する臨界点」を記述すると述べたが，それを明らかにす
るのが次の定理である．Fが定数層kXの場合は，例 2.2(i)と合わせて「臨界値を越え
なければ劣位集合のコホモロジーは同形である」という古典的なモース理論のコホモ
ロジーに関する主張に対応する．
定理 2.3 (超局所的モースの補題). φ : X → RをC∞級関数，a < b ∈ R ∪ {+∞}とす
る．さらにF ∈ Db(kX)とし，次を仮定する：
(1) φはSupp(F )上固有である．
(2) 任意のx ∈ φ−1([a, b))に対して，dφ(x) 6∈ SS(F )である．
このとき，制限射RΓ (φ−1((−∞, b));F ) → RΓ (φ−1((−∞, a));F )は同形である．
ここでは詳しくは述べないが，Grothendieckの六演算を施した後の層のマイクロ台
は演算を施す前の層たちのマイクロ台を使って評価することが可能である．

3. シンプレクティック幾何への層理論的アプローチ
この節ではTamarkin [Tam18]に端を発するシンプレクティック幾何への超局所層理論
的アプローチの基礎について説明する．Tamarkin圏とそこでの分離定理により余接
束の二つのコンパクト部分集合が交わることを層理論的に示すことができる．さらに，
Guillermou–Kashiwara–Schapira [GKS12]によるハミルトンアイソトピーの層量子化
を用いることで余接束へのハミルトニアンの作用をTamarkin圏に持ち上げられること
も説明する．
以下最後までMを（コンパクトとは限らない）連結な境界のない多様体とする．

3.1. Tamarkinの分離定理 ([Tam18, GS14])

Tamarkinは層の導来圏から Tamarkin圏 D(M)を構成し，そこでの射の空間を用い
て T ∗M の二つのコンパクト部分集合が交わることを示せる分離定理を得た．基本的
なアイデアは，T ∗M のコンパクト部分集合 Aに対してマイクロ台が Aに含まれる
Db(kM)の部分圏Db

A(kM)を考え，二つのコンパクト部分集合A,Bに対して射の空間
Hom(Db

A(kM),Db
B(kM))を見ることで共通部分A ∩ Bを調べるというものである．し

かし，層のマイクロ台は常に錐状であるから，一般の錐状ではないコンパクト集合に
対してはこの単純なアイデアは上手く働かない．そこでTamarkinが用いたトリックは
底空間に1変数を付け足しコンパクト部分集合を錐状化してM ×Rt上の層を考えると
いうものである．(x; ξ)でT ∗Mの斉次局所座標をあらわし，(t; τ)でT ∗Rの標準的な斉
次座標をあらわす．そしてT ∗Mのコンパクト部分集合Aに対しては，その錐 c(A) :=

{(x, t; ξ, τ) | τ > 0, (x; ξ/τ) ∈ A} ⊂ T ∗(M ×Rt)にマイクロ台が含まれるDb(kM×Rt)の
部分圏を考えるのである．すると，T ∗(M × Rt)の中のΩ+ := {τ > 0}だけでマイクロ
台を考える必要があるため，次のように部分圏 {F ∈ Db(kM×Rt) | SS(F ) ⊂ {τ ≤ 0}}
で割った商圏（超局所化圏）を用いる．
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定義 3.1. Ω+ := {(x, t; ξ, τ) | τ > 0} ⊂ T ∗(M × Rt)とする．Tamarkin圏 D(M)を

D(M) := Db(kM×Rt ; Ω+) = Db(kM×Rt)/
{
F ∈ Db(kM×Rt) | SS(F ) ⊂ {τ ≤ 0}

}
で定める．T ∗Mのコンパクト部分集合Aに対して，D(M)の充満部分圏DA(M)を

DA(M) := {F ∈ D(M) | SS(F ) ∩ Ω+ ⊂ c(A) := {(x, t; ξ, τ) | τ > 0, (x; ξ/τ) ∈ A}}

で定める．
上ではD(M)を導来圏の商圏として定義したが，商圏のままでは扱いが困難になる
問題がある．そこでTamarkin [Tam18]はある射影子を用いてD(M)をDb(kM×Rt)の
充満部分圏と同一視して議論を行った．このテクニックによりD(M)とそこでの射の
空間の扱いがはるかに簡単になるが，ここでは詳しく説明しない．この類の射影子の
一般論は [GS14]も参照せよ．
D(M)の射の集合を用いてTamarkinの分離定理の弱い形は次のように述べられる．
命題 3.2 (Tamarkinの分離定理（弱い形）). A,BをT ∗Mの二つのコンパクト部分集
合とし，A ∩ B = ∅と仮定する．このとき，任意のF ∈ DA(M)とG ∈ DB(M)に対し
て，HomD(M)(F,G) ' 0が成り立つ．
この命題から，F ∈ DA(M)とG ∈ DB(M)であってHomD(M)(F,G) 6= 0であるもの
を見つければA ∩ B 6= ∅であることが分かる．実は上の分離定理は以下で説明する強
い形の分離定理から従う．超局所層理論では全ての対象を一旦は層として扱って，それ
らのマイクロ台を調べることで様々な同形を導くという手法がよく用いられる．ここ
でも射の集合HomD(M)(F,G)を回復する層を用いて分離定理を示す．実際，Tamarkin

圏D(M)は内部Hom函手Hom⋆ : D(M)op ×D(M) → D(M)を持ち，それが

HomD(M)(F,G) ' H0RΓ[0,+∞)(Rt;Rq∗Hom⋆(F,G))

と射の集合を回復することが示せる．ここでq : M ×Rt → RtはRtへの射影である．重
要なことは，Hom⋆(F,G)は具体的にGrothendieckの六演算を用いて構成されるため，
そのマイクロ台はFとGのマイクロ台で評価が可能であるということである．この内
部Hom函手を用いてTamarkinの分離定理の強い形は次のように述べられる．
定理 3.3 (Tamarkinの分離定理（強い形）). A,BをT ∗Mの二つのコンパクト部分集
合とし，A ∩ B = ∅と仮定する．このとき，任意のF ∈ DA(M)とG ∈ DB(M)に対し
てRq∗Hom⋆(F,G) ' 0が成り立つ．

証明の概略. 一般にAとBの共通部分の仮定なしに，任意の F,G ∈ D(M)に対して
RΓ (R;Rq∗Hom⋆(F,G)) ' 0となることが示せる．さらに，仮定A ∩ B = ∅と層の演
算に関するマイクロ台の評価を用いると

SS(Rq∗Hom⋆(F,G)) ⊂ 0Rt

となることがチェックできる．ゆえに，例 2.2(i)で説明したこととRtが可縮であるこ
とから，Rq∗Hom⋆(F,G)のコホモロジー層はRt上定数である．これら二つを合わせる
とRq∗Hom⋆(F,G) ' 0が得られる．
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3.2. ハミルトンアイソトピーの層量子化 ([GKS12])

ここではGuillermou–Kashiwara–Schapira [GKS12]によるハミルトンアイソトピーの
層量子化について解説する．大雑把にはハミルトンアイソトピーのラグランジュグラ
フにマイクロ台が一致する層のことを層量子化と呼び，彼らの論文では存在と一意性
が証明されている．前小節で述べたようにマイクロ台は錐状なので，ここでもハミル
トンアイソトピーのグラフを錐状化して考える必要がある．以下でこのテクニックに
ついてもう少し詳しく説明する．
T ∗Mの斉次局所座標 (x; ξ)を用いて，Liouville 1-形式θをθ := 〈ξ, dx〉により定める．

Iを閉区間 [0, 1]を含むRの開区間とし座標を sであらわす．H : T ∗M × I → Rを時
間依存するコンパクト台のハミルトン関数とすると，時間依存するT ∗M上のハミルト
ンベクトル場XHsが dθ(XHs , ∗) = −dHsにより定まる．このハミルトンベクトル場の
フローをϕH = (ϕH

s )s∈I : T
∗M × I → T ∗Mと書き，Hが生成するハミルトンアイソト

ピーと呼ぶ．
ハミルトンアイソトピーϕHは以下のように ϕ̂ : Ω+ × I → Ω+に斉次に持ち上げるこ
とができる．ここでΩ+ = {τ > 0} ⊂ T ∗(M × Rt)であったことを思い出そう．関数
Ĥ : T ∗M×(T ∗Rt\0Rt)×I → RをĤs(x, t; ξ, τ) := τ ·Hs(x; ξ/τ)により定める．するとĤ

は次数1の斉次関数，すなわち任意のc ∈ R>0に対して Ĥs(x, t; cξ, cτ) = c · Ĥs(x, t; ξ, τ)

である．Ĥが生成するハミルトンアイソトピー ϕ̂ : T ∗M × (T ∗Rt \ 0Rt)× I → T ∗M ×
(T ∗Rt \ 0Rt)は次の図式を可換にする．ここで ρ : Ω+ → T ∗M, (x, t; ξ, τ) 7→ (x; ξ/τ)で
ある：

Ω+ × I
ϕ̂

//

ρ×idI
��

Ω+

ρ

��

T ∗M × I
ϕH

// T ∗M.

構成から ϕ̂は斉次ハミルトンアイソトピーである．すなわち任意の c ∈ R>0に対して
ϕ̂s(x, t; cξ, cτ) = c · ϕ̂s(x, t; ξ, τ)が成り立つ．
その斉次性により ϕ̂sのT ∗((M × Rt)

2)内のグラフは錐状ラグランジュ部分多様体と
なる．この錐状ラグランジュ部分多様体にマイクロ台が一致するDb(k(M×Rt)2)の対象
が存在するというのがGuillermou–Kashiwara–Schapira [GKS12]の主張である．実は
彼らはさらに強く，時間 sでの切り口のマイクロ台が ϕ̂sのグラフに一致するような族
であるDb(k(M×Rt)2×I)の対象を構成した．このように変形族として層が得られること
が，次節での応用に本質的に重要である．その族のマイクロ台を記述するために錐状
ラグランジュ部分多様体Λϕ̂ ⊂ T ∗M × (T ∗Rt \ 0Rt)× T ∗M × (T ∗Rt \ 0Rt)× T ∗Iを

Λϕ̂
:=


(
ϕ̂s(x, t; ξ, τ), (x, t;−ξ,−τ), (s;−Ĥs ◦ ϕ̂s(x, t; ξ, τ))

) ∣∣∣∣∣∣∣∣
(x; ξ) ∈ T ∗M,

(t; τ) ∈ (T ∗Rt \ 0Rt),

s ∈ I


により定めよう．錐状化の構成より

Ĥs ◦ ϕ̂s(x, t; ξ, τ) = τ · (Hs ◦ ϕH
s (x; ξ/τ))

であることが確かめられる．
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定理 3.4. 上の状況でK ∈ Db(k(M×Rt)2×I)が一意的に存在して次を満たす：
(1) マイクロ台についてSS(K) ⊂ Λϕ̂ ∪ 0(M×Rt)2×Iが成り立つ．

(2) 時刻 s = 0において同形 K|(M×Rt)2×{0} ' k∆M×Rt
が成り立つ．ここで右辺は

(M × Rt)
2の対角集合上の茎がkの定数層のゼロ拡張である．

上の対象 K を斉次ハミルトンアイソトピー ϕ̂の層量子化 (sheaf quantization) と
呼ぶ．簡単のため以下では K を ϕH に付随した層量子化とも呼ぶ．s ∈ I に対して
Ks := K|(M×Rt)2×{s} ∈ Db(k(M×Rt)2)と定める．すると，Ksを核とする積分変換は函手
ΦH

s := Ks ◦ (∗) : D(M) → D(M)を誘導する．さらに，Ksのマイクロ台は ϕ̂sのグラフ
であることとマイクロ台の評価により，ΦH

1 はT ∗Mのコンパクト部分集合Aに対して
函手DA(M) → DϕH

s (A)(M)を誘導することも示せる．こうしてT ∗Mへのハミルトニア
ンの作用がTamarkin圏D(M)へと持ち上げられた．

4. 分離エネルギーの層理論的評価 ([AI20a])

前節で，T ∗Mのコンパクト部分集合が交わることを示せる分離定理とT ∗Mへのハミ
ルトニアンの作用を層の圏に持ち上げることができる層量子化について説明した．二
つのコンパクト部分集合が共通部分を持たなければTamarkin圏における射の空間は0

であり，層量子化による積分変換で層をハミルトン変形することができる．そこでハ
ミルトン変形する前の層と変形した後の層がどれくらい離れているかを層の世界で調
べることができれば分離エネルギーを層理論的にはかることができると考えた．これ
を実行したのが浅野氏との共同研究 [AI20a]である．
まず分離エネルギーの定義を思い出そう．前と同様に Iを閉区間 [0, 1]を含むRの開
区間とする．コンパクト台のハミルトン関数H : T ∗M × I → RのHoferノルム‖H‖を

‖H‖ :=

∫ 1

0

(
max

p
Hs(p)−min

p
Hs(p)

)
ds

で定める．さらにT ∗Mの二つのコンパクト部分集合A,Bに対して
e(A,B) := inf{‖H‖ | H : T ∗M × I → Rはコンパクト台でA ∩ ϕH

1 (B) = ∅}

と定め，AとBの分離エネルギー (displacement energy) と呼ぶ．e(A,B) = +∞なら
ば任意のHに対してA∩ϕH

1 (B) 6= ∅，すなわちAとBは分離不可能 (non-displaceable)

であることに注意する．
エネルギー評価定理の主張を述べるためにM ×Rt上の平行移動が誘導するD(M)に
おける射について説明する．c ∈ Rに対してTc : M × Rt → M × Rt, (x, t) 7→ (x, t+ c)

でRt方向への平行移動写像をあらわす．すると，F ∈ D(M)と c ≤ dに対してD(M)

における標準的な射 τc,d(F ) : Tc∗F → Td∗F が定まる．q : M × Rt → RtでRtへの射影
をあらわすことを思い出すと，F,G ∈ D(M)に対してはRq∗Hom⋆(F,G) ∈ D(pt)とみ
なせるから，c ≤ dに対してD(pt)における射

τc,d(Rq∗Hom⋆(F,G)) : Tc∗Rq∗Hom⋆(F,G) → Td∗Rq∗Hom⋆(F,G)

が定まる．これは τc,d(G) : Tc∗G → Td∗Gから誘導された射と一致することが示せる．
この τc,dを用いると，エネルギー評価定理は次のように述べられる．不等式中の二つ目
の不等号はHom⋆がD(M)における射の集合を回復することから従う．
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定理 4.1 (エネルギー評価定理 [AI20a]). A,BをT ∗Mの二つのコンパクト部分集合と
する．このとき，任意のF ∈ DA(M)とG ∈ DB(M)に対して，不等式

e(A,B) ≥ inf{c ∈ R≥0 | τ0,c(Rq∗Hom⋆(F,G)) = 0}
≥ inf

{
c ∈ R≥0 |射HomD(M)(F,G) → HomD(M)(F, Tc∗G)は零射である

}
が成り立つ．
特に，任意の c ∈ R≥0に対して τ0,c(Rq∗Hom⋆(F,G)) 6= 0ならばAとBは分離不可能
である．これがもともとのTamarkinの分離不可能性定理 (Tamarkin [Tam18, Thm. 3.1])

の主張であり，定理 4.1はその定量的な拡張とみなすことができる．
例 4.2. 定理 4.1を用いた分離エネルギー評価の例を一つ紹介しよう．M = Rmとして
T ∗Rm ' R2mを考える．(x; ξ)でT ∗Rmの大域的な斉次シンプレクティック座標をあらわ
す．Sm = {(x, y) ∈ Rm×R | ‖x‖2+y2 = 1}としてコンパクト完全ラグランジュはめ込み
ι : Sm → T ∗Rm, (x, y) 7→ (x; yx)を考える．定理 4.1を用いて，このはめ込みの像 ι(Sm)

の分離エネルギー e(ι(Sm), ι(Sm))の評価を与えよう．f : Sm → R, f(x, y) := −1
3
y3と

定めれば，これは ι∗θ = dfを満たすことが分かる．この原始関数 fを用いてRm × Rt

の局所閉部分集合Zを

Z :=

{
(x, t) ∈ Rm × Rt

∣∣∣∣ ‖x‖ ≤ 1,−1

3
(1− ‖x‖2)

3
2 ≤ t <

1

3
(1− ‖x‖2)

3
2

}
と定めて，FをZ上の茎がkの定数層のゼロ拡張，すなわちF := kZ ∈ Db(kRm×Rt)と
する．すると，例 2.2(iii)で見たマイクロ台の評価より，FはDι(Sm)(Rm)の対象を定め
ることが分かる．m = 1の場合の状況は図 4.1と4.2を参照せよ．

x

ξ
ι(Sm)

図 4.1: m = 1のときの ι(Sm)

Z

x

t

−1
3

1
3

図 4.2: m = 1のときのZ

この対象Fに対して，ZをRt方向に平行移動して考えてみれば

HomD(Rm)(F, Tc∗F ) ' HomDb(kRm×Rt )
(F, Tc∗F ) '

{
k

(
0 ≤ c < 2

3

)
0

(
c ≥ 2

3

)
となることが分かる．さらに，この同形を通してHomD(Rm)(F, F ) → HomD(Rm)(F, Tc∗F )

から誘導される射は 0 ≤ c < 2/3 に対して恒等写像である．ゆえに定理 4.1 より
e(ι(Sm), ι(Sm)) ≥ 2/3が得られる．これは Akaho [Aka15]でフレアー理論的に与え
られている評価と同じである.

定理 4.1は，もしAとBに付随する良い層が存在すればAとBの分離エネルギーの
評価が可能であるということだけを主張しており，そのような層の存在については何
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も述べていない．[AI20a]に続く浅野氏との共同研究 [AI20b]では，上の例 4.2を一般
化してある条件を満たすラグランジュはめ込みに対して良いエネルギー評価と交叉点
の個数評価を与えるパラメータ付きTamarkin圏の対象が構成された．
以下で定理 4.1の証明の概略を与える．具体的にはD(M)に擬距離を導入して層の
ハミルトン変形がこの擬距離をHoferノルム以下だけ変化させることを示す．
定義 4.3 ([AI20a]). (i) F,G ∈ D(M)，a, b ∈ R≥0 とする．このとき，組 (F,G)が
(a, b)-interleavedであるとは，射α, δ : F → Ta∗Gと β, γ : G → Tb∗F が存在して次の
条件を満たすことをいう：
(1) 合成射F

α−→ Ta∗G
Ta∗β−−−→ Ta+b∗Fは τ0,a+b(F ) : F → Ta+b∗Fと等しい．

(2) 合成射G
γ−→ Tb∗F

Tb∗δ−−→ Ta+b∗Gは τ0,a+b(G) : G→ Ta+b∗Gと等しい．
(ii) F,G ∈ D(M)に対して，dD(M)(F,G) ∈ R≥0 ∪ {+∞}を

dD(M)(F,G) := inf{a+ b | a, b ∈ R≥0,組 (F,G)は (a, b)-interleavedである}

により定義する．すると，dD(M)はD(M)上の拡張擬距離を定めることが確認できる．
注意 4.4. Kashiwara–Schapira [KS18]はパーシステンス加群間のインターリービング距
離と呼ばれる擬距離を層の導来圏上の擬距離として解釈した．これは上の定義でM = pt

のときに a = b, α = δ, β = γという条件を付けて infを取ったものに対応する．イン
ターリービング距離と同じ定義を用いてしまうと，分離するHの 2

∫ 1

0
‖Hs‖∞dsの inf

しか評価できなくなり，定理 4.1よりも弱い評価しか得られなくなってしまう．
D(M)の対象とそのハミルトン変形の間の距離を考えると，次の安定性定理が示せる．
定理 4.5 (ハミルトン変形に関する安定性定理 [AI20a]). G ∈ D(M)として，H : T ∗M×
I → Rをコンパクト台のハミルトン関数とする．このとき，不等式dD(M)(G,Φ

H
1 (G)) ≤

‖H‖が成り立つ．
証明の概略. K ∈ Db(k(M×Rt)2×I)をハミルトンアイソトピー ϕHに付随した層量子化
として，H := K ◦G ∈ Db(kM×Rt×I)を時間成分 Iが残ったKを核とするGの積分変換
とする．すると，層量子化の性質と層の演算に関するマイクロ台の評価よりHは次の
二つの条件を満たすことが分かる：
(1) H|M×Rt×{0} ' G,H|M×Rt×{1} ' ΦH

1 (G),

(2) SS(H) ⊂ T ∗M × {(t, s; τ, σ) | (−maxpHs(p)) · τ ≤ σ ≤ (−minpHs(p)) · τ}.

すなわちHはGとΦH
1 (G)をつなぐ層の変形族であり，そのマイクロ台を含む錐状集合

の開きはハミルトン関数で統制されている．ここで次の補題を準備する：
補題 4.6. H ∈ Db(kM×Rt×I)とし，s1 < s2を I内の二点とする．ある a, b, r ∈ R>0が
存在して

SS(H|M×Rt×(s1−r,s2+r)) ⊂ T ∗M × {(t, s; τ, σ) | −a · τ ≤ σ ≤ b · τ}

であると仮定する．このとき，不等式
dD(M)(H|M×Rt×{s1},H|M×Rt×{s2}) ≤ (a+ b)(s2 − s1)

が成り立つ．
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この補題の証明は述べないが，感覚としてはマイクロ台は層の変化を記述する部分
集合であり，T ∗(Rt × I)成分の錐の開き方が I方向に変化させたときのRt方向のずれ
方，すなわちdD(M)を統制していることから従う．
上の補題と条件 (1), (2)を使えば，任意のn ∈ Z>0に対して

dD(M)(G,Φ
H
1 (G)) ≤

n−1∑
k=0

1

n
· max
s∈[ kn , k+1

n ]

(
max

p
Hs(p)−min

p
Hs(p)

)
となり，n→ +∞とすれば右辺は‖H‖に近づくから結論が得られる．この証明で見た
ように層量子化が時間パラメータ Iを持つ族，すなわちDb(k(M×Rt)2×I)の対象として
得られていることが有効に働くのである．
最後に定理 4.1が定理 4.5から従うことを説明しよう．
定理 4.5 ⇒定理 4.1の証明. まず，擬距離の定義から

inf{c ∈ R≥0 | τ0,c(Rq∗Hom⋆(F,G)) = 0} = dD(pt)(Rq∗Hom⋆(F,G), 0)

となることに注意する．ハミルトン関数H : T ∗M × I → RがA ∩ ϕH
1 (B) = ∅を満たす

とする．すると，Tamarkinの分離定理からRq∗Hom⋆(F,ΦH
1 (G)) ' 0である．ゆえに，

Rq∗とHom⋆(F, ∗)により擬距離が大きくならないことと安定性定理（定理 4.5）より，
不等式

dD(pt)(Rq∗Hom⋆(F,G), 0) ≤ dD(M)(Hom⋆(F,G),Hom⋆(F,ΦH
1 (G)))

≤ dD(M)(G,Φ
H
1 (G)) ≤ ‖H‖

が得られて，エネルギー評価定理が証明された．
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