
空間曲線の 2 種類の縮閉線、伸開線及び関連する線織面
本多　俊一 (公立千歳科学技術大学)∗

1. はじめに
はじめに，平面曲線の縮閉線と伸開線ついて復習する．縮閉線はその曲線の曲率円の
中心の軌跡として得られる曲線であり，伸開線はその曲線に巻きつけられた糸をたゆ
まないようにほぐしてゆくときの端点の軌跡として得られる曲線である．縮閉線をと
る操作と伸開線をとる操作はある種の逆操作である．縮閉線と伸開線は波の生成，光
の波動性や振り子の等時性などの研究に利用されてきた曲線であり，自然に特異点を
持つことが知られれている（図 1, 2）．

図 1: 放物線と縮閉線 図 2: 円と伸開線

したがって，縮閉線と伸開線は正則性を仮定した従来の曲線論では取り扱うことが出来
ない対象であるため，波面などの特異点を持つ曲線の微分幾何学的研究の理論を適用
する必要がある．ここで，波面とは法線ベクトルが付随した平面曲線である．例えば，
参考文献 [4] において，縮閉線をとる操作と伸開線をとる操作が Legendre 曲線（波面
と法線ベクトルの組）の曲率の微分と積分に対応することが報告されている．
本稿では，空間曲線の縮閉線，伸開線および関連する線織面について調査した結果
の概要を報告する．また，縮閉線は接触球に由来する縮閉線と接触円に由来する縮閉
線の両方を取り扱う．空間曲線の縮閉線と伸開線は自然に特異点を持つので，特異点
を持つ空間曲線の微分幾何学的研究の理論を適用する必要がある．ここでは参考文献
[9] における枠付き曲線の理論を適用する．第 2 節において，枠付き曲線の縮閉線と伸
開線を考える上で必要な枠付き曲線，（一般化された）Frenetフレーム，Bishopフレー
ム，線織面および可展面の概念を紹介する．第 3 節では焦点曲面と接触球に由来する
縮閉線，第 4 節では平行曲線と法線曲面，第 5 節では接触円に由来する縮閉線と伸開
線を紹介する．第 6 節では上記各オブジェクトの関係を紹介する．接触円に由来する
縮閉線をとる操作と伸開線をとる操作はある種の逆操作であり，特異点型の対応が観
察出来る．また，縮閉線と伸開線の法線曲面の関係についても考察する．
本稿の内容は高橋雅朋氏（室蘭工大）との共同研究 [10, 11, 12] と参考文献 [7, 8] に
基づく．
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2. 準備
R3 を 3 次元Euclid空間とする．R3 における内積は x = (x1, x2, x3),y = (y1, y2, y3) ∈
R3 に対して，R3 の標準内積 x · y = x1y1 + x2y2 + x3y3 を用いる．x のノルム ‖x‖ と
x と y のベクトル積 x× y を

‖x‖ =
√
x · x, x× y = det

 e1 e2 e3

x1 x2 x3

y1 y2 y3


で定義する．ここで，{e1, e2, e3}は R3の標準基底である．また，S2 = {x ∈ R3 | ‖x‖ =

1}，∆ = {(x,y) ∈ S2 × S2 | x · y = 0} とする．
2.1. 枠付き曲線と枠付け可能曲線
本節では，枠付き曲線の理論の概要を紹介する．枠付き曲線は空間曲線とフレームの
組で，退化点（i.e. γ̇(t)× γ̈(t) = 0）や特異点（i.e. γ̇(t) = 0）を許容する．詳細は参考
文献 [9] と [5] を参照のこと．ここで，γ̇(t) = (dγ/dt)(t)，γ̈(t) = (d2γ/dt2)(t) である．
定義 2.1 (枠付き曲線，枠付け可能曲線) (1) 写像 (γ,ν1,ν2) : I → R3 × ∆ が枠付き
曲線であるとは，任意の t ∈ I に対して， γ̇(t) · ν1(t) = 0 と γ̇(t) · ν2(t) = 0 が
成り立つことである．(2) 曲線 γ : I → R3 が枠付け可能曲線であるとは，ある写像
(ν1,ν2) : I → ∆ が存在して，(γ,ν1,ν2) が枠付き曲線であることである．
注意 2.2 枠付け可能曲線 γ(t) に対して，(ν1(t),ν2(t)) ∈ ∆ の取り方には回転と鏡映
の自由度がある．
枠付き曲線 (γ,ν1,ν2) に対して，µ(t) = ν1(t)× ν2(t) とすれば，{ν1(t),ν2(t),µ(t)}
は R3 の正規直交基底である．
命題 2.3 (Frenet-Serret型の公式, [9]) 枠付き曲線 (γ,ν1,ν2)に対して，以下のFrenet-

Serret型の公式が成り立つ： ν̇1(t)

ν̇2(t)

µ̇(t)

 =

 0 ℓ(t) m(t)

−ℓ(t) 0 n(t)

−m(t) −n(t) 0


 ν1(t)

ν2(t)

µ(t)

 , γ̇(t) = α(t)µ(t).

ただし，

ℓ(t) = ν̇1(t) · ν2(t), m(t) = ν̇1(t) · µ(t), n(t) = ν̇2(t) · µ(t), α(t) = γ̇(t) · µ(t)

である．このとき，写像 (ℓ,m, n, α) : I → R4 を枠付き曲線 (γ,ν1,ν2) の曲率と呼ぶ．
定義 2.4 (枠付き曲線の合同) 2 つの枠付き曲線 (γ,ν1,ν2) と (γ̃, ν̃1, ν̃2) が合同であ
るとは，ある回転 A ∈ SO(3) とある平行移動 a ∈ R3 が存在して，任意の t ∈ I に対
して，

γ̃(t) = A(γ(t)) + a, ν̃1(t) = A(ν1(t)), ν̃2(t) = A(ν2(t))

が成り立つことである．
枠付き曲線の曲率は枠付き曲線の微分幾何学的不変量である．実際，以下の枠付き
曲線の存在定理と一意性定理が成り立つ（定理 2.5, 2.6）．
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定理 2.5 (枠付き曲線の存在定理, [9]) 写像 (ℓ,m, n, α) : I → R4 に対して，枠付き曲
線 (γ,ν1,ν2) : I → R3 ×∆ で (ℓ,m, n, α) が曲率であるものが存在する．
定理 2.6 (枠付き曲線の一意性定理, [9]) 2つの枠付き曲線 (γ,ν1,ν2)と (γ̃, ν̃1, ν̃2)に
対して，これらの曲率が一致するとする．このとき，(γ,ν1,ν2) と (γ̃, ν̃1, ν̃2) は合同
である．
注意 2.7 枠付き曲線の曲率はパラメータの取り方に依存する．一方，枠付き曲線の曲
率から写像 (γ,ν1,ν2) を復元することができる．
2.2. FrenetフレームとBishopフレーム
本節では，枠付き曲線の縮閉線を考える上で重要な役割を担う枠付き曲線のFrenetフ
レームとBishopフレームを紹介する．Frenetフレームの詳細は参考文献 [8, 10]，Bishop
フレームの詳細は参考文献 [1, 11] を参照のこと．
2.2.1. Frenetフレーム
枠付き曲線 (γ,ν1,ν2) : I → R3 ×∆ に対して，m2(t) + n2(t) 6= 0 （i.e. µ̇(t) 6= 0）と
する．フレーム {t(t),n(t), b(t)} を

t(t) = µ(t), n(t) =
ṫ(t)

‖ṫ(t)‖
, b(t) = t(t)× n(t)

で定義する．フレーム {t(t),n(t), b(t)} を枠付け可能曲線 γ(t) の（一般化された）
Frenetフレームと呼ぶ．このとき，(γ,n, b)は枠付き曲線であり，以下のFrenet-Serret

型の公式が成り立つ： ṫ(t)

ṅ(t)

ḃ(t)

 =

 0 κ(t) 0

−κ(t) 0 τ(t)

0 −τ(t) 0


 t(t)

n(t)

b(t)

 , γ̇(t) = α(t)t(t).

ここで，κ(t) と τ(t) は

κ(t) = ‖ṫ(t)‖, τ(t) =
det
(
t(t), ṫ(t), ẗ(t)

)
‖ṫ(t)‖2

である．κ(t) を枠付け可能曲線 γ(t) の曲率，τ(t) を捩率と呼ぶ．枠付き曲線 (γ,n, b)

の曲率は (τ(t),−κ(t), 0, α(t)) である．Frenetフレームは第 3 節（焦点曲面と接触球に
由来する縮閉線）で利用する．
2.2.2. 回転されたフレームとBishopフレーム
枠付き曲線 (γ,ν1,ν2) : I → R3 ×∆ に対して，(v(t),w(t)) ∈ ∆ を(

v(t)

w(t)

)
=

(
cos θ(t) − sin θ(t)

sin θ(t) cos θ(t)

)(
ν1(t)

ν2(t)

)
で定義する．ここで，θ(t) は滑らかな関数である．フレーム {v(t),w(t),µ(t)} を枠付
け可能曲線 γ(t) の θ(t) による回転されたフレームと呼ぶ．このとき，(γ,v,w) は枠
付き曲線であり，以下のFrenet-Serret型の公式が成り立つ： v̇(t)

ẇ(t)

µ̇(t)

 =

 0 ℓ(t) m(t)

−ℓ(t) 0 n(t)

−m(t) −n(t) 0


 v(t)

w(t)

µ(t)

 , γ̇(t) = α(t)µ(t).
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ここで，ℓ(t) = ℓ(t) − θ̇(t), m(t) = m(t) cos θ(t) − n(t) sin θ(t), n(t) = m(t) sin θ(t) +

n(t) cos θ(t) である．特に，θ(t) が条件 θ̇(t) = ℓ(t)（i.e. ℓ(t) = 0）を満たすとき，フ
レーム {v(t),w(t),µ(t)} を枠付け可能曲線 γ(t) の θ(t) によるBishopフレームと呼
ぶ．このとき，v(t) と w(t) をBishopベクトルと呼ぶ．Bishopフレームの取り方は
γ(t) に対して一意ではなく，積分定数の自由度がある．回転されたフレームは第 4 節
（平行曲線と法線曲面），Bishopフレームは第 5 節（接触円に由来する縮閉線と伸開
線）で利用する．
2.3. 線織面と可展面
本節では，線織面と可展面の概要を復習する．詳細は参考文献 [16] を参照のこと．
定義 2.8 (線織面，可展面) 空間曲線 γ : I → R3 と零でないベクトル ξ : I → R3\{0}
に対して，曲面 F(γ,ξ) : I×R → R3 を F(γ,ξ)(t, λ) = γ(t)+λξ(t)で定義する．F(γ,ξ)(t, λ)

を線織面，ξ(t) を導線，固定した各 t0 に対して得られる直線 γ(t0) + λξ(t0) を母線と
呼ぶ．ガウス曲率が恒等的に零であるような線織面 F(γ,ξ)(t, λ) を可展面と呼ぶ．
線織面 F(γ,ξ)(t, λ) が可展面であることの必要十分条件は，任意の t ∈ I に対して，

det
(
γ̇(t), ξ(t), ξ̇(t)

)
= 0

が成り立つことである．ξ(t) を正規化し，ξ̃ : I → S2 を ξ̃(t) = ξ(t)/‖ξ(t)‖ で定義す
る．任意の t ∈ I に対して， ˙̃

ξ(t) = 0 であるとき，F(γ,ξ)(t, λ) は（一般化された）柱
面であるという．また，任意の t ∈ I に対して， ˙̃

ξ(t) 6= 0 であるとき，F(γ,ξ)(t, λ) は非
柱面的であるという．F(γ,ξ)(t, λ) が非柱面的であるとき，

σ(t) = γ(t)− γ̇(t) · ˙̃ξ(t)
˙̃
ξ(t) · ˙̃ξ(t)

ξ̃(t)

で表示される曲線を締括線と呼ぶ．F(γ,ξ)(t, λ) の特異点の像は締括線上に現れること
が知られている．締括線が定点であるとき，F(γ,ξ)(t, λ) は（一般化された）錐面である
という．可展面は柱面，錐面と接線曲面に分類されることが知られている．

3. 焦点曲面と接触球に由来する縮閉線
本節では，枠付き曲線の焦点曲面と接触球に由来する縮閉線を紹介する．詳細は参考
文献 [8, 10] を参照のこと．
3.1. 焦点曲面
枠付き曲線 (γ,ν1,ν2) : I → R3 ×∆ に対して，m2(t) + n2(t) 6= 0 （i.e. µ̇(t) 6= 0）と
し，第 2.2.1 節におけるFrenetフレーム {t(t),n(t), b(t)} を考える．枠付き曲線の焦点
曲面を以下で定義する．
定義 3.1 (焦点曲面) 曲面 FDγ : I × R → R3 を

FDγ(t, λ) = γ(t) +
α(t)

κ(t)
n(t) + λb(t)

で定義する．曲面 FDγ(t, λ) を γ(t) の焦点曲面と呼ぶ．
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焦点曲面 FDγ(t, λ) は可展面かつ波面である．焦点曲面 FDγ(t, λ) の可展面の型の
特徴付けは以下の通りである．
定理 3.2 ([8]) (1) 焦点曲面 FDγ(t, λ) が柱面であるための必要十分条件は，任意の
t ∈ I に対して，τ(t) = 0 が成り立つことである．(2) 任意の t ∈ I に対して，τ(t) 6= 0

とする．焦点曲面 FDγ(t, λ) が錐面であるための必要十分条件は，任意の t ∈ I に対
して，σ(t) = 0 が成り立つことである．ここで，σ(t) は

σ(t) =
α(t)τ(t)

κ(t)
− d

dt

(
α(t)κ̇(t)− α̇(t)κ(t)

κ2(t)τ(t)

)
である．
第 3.2 節において，焦点曲面 FDγ(t, λ) の締括線として接触球に由来する縮閉線を
定義する．(t0, λ0) が焦点曲面 FDγ(t, λ) の特異点であることの必要十分条件は，

α(t0)κ̇(t0)− α̇(t0)κ(t0)

κ2(t0)
+ λ0τ(t0) = 0

が成り立つことである．
3.2. 接触球に由来する縮閉線
枠付き曲線 (γ,ν1,ν2) : I → R3 × ∆ に対して，m2(t) + n2(t) 6= 0 （i.e. µ̇(t) 6= 0）
とし，第 2.2.1 節におけるFrenetフレーム {t(t),n(t), b(t)} を考える．また，任意の
t ∈ I に対して，τ(t) 6= 0 が成り立つとする．枠付き曲線の接触球に由来する縮閉線を
以下で定義する．
定義 3.3 (接触球に由来する縮閉線) 曲線 SEγ : I → R3 を

SEγ(t) = γ(t) +
α(t)

κ(t)
n(t)− α(t)κ̇(t)− α̇(t)κ(t)

κ2(t)τ(t)
b(t)

で定義する．曲線 SEγ(t) を γ(t) の接触球に由来する縮閉線と呼ぶ．
接触球に由来する縮閉線 SEγ(t) は接触球の中心の軌跡や焦点曲面 FDγ(t, λ) の締
括線として得られる曲線であり，枠付け可能曲線である．焦点曲面 FDγ(t, λ) と接触
球に由来する縮閉線 SEγ(t) の特異点型には以下の関係がある．
定理 3.4 ([10]) (t0, λ0)を焦点曲面 FDγ(t, λ)の特異点とする．(1)焦点曲面 FDγ(t, λ)

の特異点 (t0, λ0) がカスプ辺であることの必要十分条件は，t0 が接触球に由来する縮
閉線 SEγ(t) の正則点であることである．(2) 焦点曲面 FDγ(t, λ) の特異点 (t0, λ0) が
ツバメの尾であることの必要十分条件は，接触球に由来する縮閉線 SEγ(t) の特異点
t0 が 3/2 カスプであることである．

※ここで，カスプ辺は (u, v) 7→ (u, v2, v3)，ツバメの尾は (u, v) 7→ (u, 3v4 + uv2, 4v3 +

2uv)，3/2 カスプは t 7→ (t2, t3, 0) にそれぞれ A 同値な写像である．
接触球に由来する縮閉線 SEγ(t) と中心が c ∈ R3 で半径が r ∈ R の球 S2(c, r) =

{x ∈ R | ‖x− c‖ = r} には以下の関係がある．
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命題 3.5 ([10]) 接触球に由来する縮閉線 SEγ(t) が定点ならば，ある定点 c ∈ R3 と
ある非負定数 r ∈ R が存在して，γ(t) ∈ S2(c, r) が成り立つ．
命題 3.6 ([10]) 枠付け可能曲線 γ(t) の正則点が I 上で稠密であるとする．このとき，
接触球に由来する縮閉線 SEγ(t)が定点であることの必要十分条件は，ある定点 c ∈ R3

とある正定数 r ∈ R が存在して，γ(t) ∈ S2(c, r) が成り立つことである．
その他，縮閉線の接触，高次の縮閉線および縮閉線と元の曲線が合同になる条件な
どは参考文献 [8, 10]を参照のこと．

4. 平行曲線と法線曲面
本節では，枠付き曲線の平行曲線と法線曲面を紹介する．詳細は参考文献 [12] と [11]

を参照のこと．
4.1. 平行曲線
枠付き曲線 (γ,ν1,ν2) : I → R3 ×∆ に対して，第 2.2.2 節における回転されたフレー
ム {v(t),w(t),µ(t)} を考える．枠付き曲線の平行曲線を以下で定義する．
定義 4.1 (平行曲線) 零でない定数 λ ∈ R \ {0} に対して，曲線 Pγ [v] : I → R3 を

Pγ [v](t) = γ(t) + λv(t)

で定義する．曲線 Pγ [v](t) を γ(t) の v(t) 方向の平行曲線と呼ぶ．
Ṗγ [v](t) = λℓ(t)w(t) + {α(t) + λm(t)}µ(t) であるから，v(t) は Pγ [v](t) の法線ベ
クトルの 1 つである．また，t0 が Pγ [v](t) の特異点であることの必要十分条件は，
ℓ(t0) = 0 と α(t0) + λm(t0) = 0 が成り立つことである．一般に Pγ [v](t) は枠付け可能
曲線であるとは限らない．実際，以下の必要十分条件が存在する．
命題 4.2 ([11, 12]) ある単位ベクトル n : I → S2 が存在して，(Pγ [v],v,n) が枠付
き曲線であることの必要十分条件は，ある関数 φ : I → R が存在して，任意の t ∈ I

と零でない定数 λ ∈ R \ {0} に対して，

λℓ(t) cosφ(t)− {α(t) + λm(t)} sinφ(t) = 0

が成り立つことである．
注意 4.3 命題 4.2より，Bishopフレーム {v(t),w(t),µ(t)}に対して，(Pγ [v],v,w)は
枠付き曲線である．
4.2. 法線曲面
枠付き曲線 (γ,ν1,ν2) : I → R3 ×∆ に対して，第 2.2.2 節における回転されたフレー
ム {v(t),w(t),µ(t)} を考える．枠付き曲線の法線曲面を以下で定義する．
定義 4.4 (法線曲面) 曲面 NSγ [v] : I × R → R3 を

NSγ [v](t, λ) = γ(t) + λv(t)

で定義する．曲面 NSγ [v](t, λ) を γ(t) の v(t) 方向の法線曲面と呼ぶ．
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NSγ [v]t(t, λ) × NSγ [v]λ(t, λ) = {α(t) + λm(t)}w(t) − λℓ(t)µ(t) であるから，v(t)

は NSγ [v](t, λ) の接線ベクトルの 1 つである．また，(t0, λ0) が NSγ [v](t, λ) の特異
点であることの必要十分条件は，α(t0) + λ0m(t0) = 0 と λ0ℓ(t0) = 0 が成り立つこと
である．一般に NSγ [v](t, λ) は枠付け可能曲面であるとは限らない．実際，以下の必
要十分条件が存在する．枠付き曲面と枠付け可能曲面の詳細については参考文献 [6] を
参照のこと．
命題 4.5 ([12]) ある単位ベクトル n : I × R → S2 が存在して，(NSγ [v],n,v) :

I ×R → R3 ×∆ が枠付き曲面であることの必要十分条件は，ある関数 φ : I ×R → R
が存在して，任意の (t, λ) ∈ I × R に対して，

λℓ(t) cosφ(t, λ)− {α(t) + λm(t)} sinφ(t, λ) = 0

が成り立つことである．
注意 4.6 命題 4.5 より，Bishopフレーム {v(t),w(t),µ(t)} に対して，(NSγ [v],w,v)

は枠付き曲面である．このとき，NSγ [v](t, λ) は可展面である．
法線曲面 NSγ [v](t, λ) の特異点型（交叉帽子，カスプ辺，ツバメの尾，カスプ状交
叉帽子）の特徴付けは参考文献 [12] を参照のこと．特異点型の特徴付けは参考文献
[3, 17, 19] における判定法を適用した．

5. 接触円に由来する縮閉線と伸開線
本節では，枠付き曲線の接触円に由来する縮閉線と伸開線を紹介する．詳細は参考文
献 [12] を参照のこと．
5.1. 接触円に由来する縮閉線
枠付き曲線 (γ,ν1,ν2) : I → R3 × ∆ に対して，第 2.2.2 節におけるBishopフレーム
{v(t),w(t),µ(t)} を考える．また，任意の t ∈ I に対して，m(t) 6= 0 が成り立つとす
る．枠付き曲線の接触円に由来する縮閉線を以下で定義する．
定義 5.1 曲線 CEγ [v] : I → R3 を

CEγ [v](t) = γ(t)− α(t)

m(t)
v(t)

で定義する．曲線 CEγ [v](t) を γ(t) の v(t) 方向の接触円に由来する縮閉線と呼ぶ．
接触円に由来する縮閉線 CEγ [v](t) は v(t) 方向の接触円の中心の軌跡や法線曲面　

NSγ [v](t, λ) の締括線として得られる曲線であり，枠付け可能曲線である．
注意 5.2 (CEγ [v],w,µ) は枠付き曲線である．ただし，{w(t),µ(t),v(t)} は接触円に
由来する縮閉線 CEγ [v](t) のBishopフレームではない．
平行曲線 Pγ [v](t) の v(t) 方向の接触円に由来する縮閉線とオリジナル曲線 γ(t) の

v(t) 方向の接触円に由来する縮閉線は一致する（命題 5.3）．
命題 5.3 ([12]) CEPγ [v][v](t) = CEγ [v](t)．
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5.2. 伸開線
枠付き曲線 (γ,ν1,ν2) : I → R3 ×∆ に対して，m2(t) + n2(t) 6= 0 （i.e. µ̇(t) 6= 0）と
する．枠付き曲線の伸開線を以下で定義する．　　
定義 5.4 固定された t0 ∈ I に対して，曲線 Iγ [t0] : I → R3 を

Iγ [t0](t) = γ(t)−
(∫ t

t0

α(t) dt

)
µ(t)

で定義する．曲線 Iγ [t0](t) を γ(t) の t0 に関する伸開線と呼ぶ．
伸開線 Iγ [t0](t) は正則空間曲線の伸開線の直接的な一般化である（cf. [2]）．
注意 5.5 (Iγ [t0], ξ,µ) は枠付き曲線である．ここで，

ξ(t) =
n(t)ν1(t)−m(t)ν2(t)√

m2(t) + n2(t)

である．{ξ(t),µ(t), ξ(t)× µ(t)} は伸開線 Iγ [t0](t) のBishopフレームである．

6. 各オブジェクトの関係
本節では，接触円に由来する縮閉線と伸開線の関係，接触円に由来する縮閉線と伸開
線の法線曲面の関係について紹介する．詳細は参考文献 [12] を参照のこと．
命題 6.1 ([12]) 枠付き曲線 (γ,ν1,ν2) : I → R3×∆とBishopフレーム {v(t),w(t),µ(t)}
に対して，m(t) 6= 0 とする．このとき，ICEγ [v][t0](t) = γ(t)− (α(t0)/m(t0))v(t) が成
り立つ．
命題 6.2 ([12]) 枠付き曲線 (γ,ν1,ν2) : I → R3 ×∆ に対して，m2(t) + n2(t) 6= 0 と
する．このとき，CEIγ [t0][−µ](t) = γ(t) が成り立つ．
命題 6.1, 6.2 より，然るべき設定の下では，接触円に由来する縮閉線 CEγ [v](t)をと
る操作と伸開線 Iγ [t0](t) をとる操作がある種の逆操作であることが分かる．なお，接
触球に由来する縮閉線 SEγ(t) と 伸開線 Iγ [t0](t) の関係は得られない．
オリジナル曲線 γ(t)，接触円に由来する縮閉線 CEγ [v](t)，伸開線 Iγ [t0](t) の特異
点型の関係を考える．
定理 6.3 ([12]) 枠付き曲線 (γ,ν1,ν2) : I → R3×∆とBishopフレーム {v(t),w(t),µ(t)}
に対して，m(t) 6= 0 とする．(1) オリジナル曲線 γ(t) の特異点 t0 が 3/2 カスプであ
ることの必要十分条件は，t0 が接触円に由来する縮閉線 CEγ [v](t) の正則点であるこ
とである．(2) オリジナル曲線 γ(t) の特異点 t0 が 4/3 カスプであることの必要十分
条件は，接触円に由来する縮閉線 CEγ [v](t) の特異点 t0 が 3/2 カスプであることで
ある．
※ここで，4/3 カスプは t 7→ (t3, t4, 0) に A 同値な写像である．
定理 6.4 ([12]) 枠付き曲線 (γ,ν1,ν2) : I → R3×∆に対して，m2(t)+n2(t) 6= 0とす
る．また，t1 が伸開線 Iγ [t0](t) の特異点であるとする．(1) t1 がオリジナル曲線 γ(t)

の正則点であることの必要十分条件は，伸開線 Iγ [t0](t) の特異点 t1 が 3/2 カスプで
あることである．(2) オリジナル曲線 γ(t) の特異点 t1 が 3/2 カスプであることの必
要十分条件は，伸開線 Iγ [t0](t) の特異点 t1 が 4/3 カスプであることである．
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次に，接触円に由来する縮閉線と伸開線の法線曲面の関係を考える．枠付き曲線
(γ,ν1,ν2) : I → R3 × ∆ と Bishopフレーム {v(t),w(t),µ(t)} に対して，m(t) 6= 0

とする．このとき，接触円に由来する縮閉線 CEγ [v](t) の vCE(t) 方向の法線曲面は

NSCEγ [v][vCE](t, λ) = CEγ [v](t) + λvCE(t)

である．ただし，vCE(t) は接触円に由来する縮閉線 CEγ [v](t) のBishopベクトルであ
る．NSCEγ [v][vCE](t, λ) の特異点の像は締括線である 2 次の縮閉線 CECEγ [v][vCE](t)

によってパラメータ付けされる．
一方，枠付き曲線 (γ,ν1,ν2) : I → R3 ×∆ に対して，m2(t) + n2(t) 6= 0 とする．こ
のとき，伸開線 Iγ [t0](t) の vI(t) = −µ(t) 方向の法線曲面は

NSIγ [t0][−µ](t, λ) = Iγ [t0](t)− λµ(t)

である．NSIγ [t0][−µ](t, λ)の特異点の像は締括線であるオリジナル曲線 γ(t)によってパ
ラメータ付けされる．NSIγ [t0][−µ](t, λ)は非柱面的な可展面であるから，NSIγ [t0][−µ](I×
R) がオリジナル曲線 γ(t) の接線曲面 γ(t) + λµ(t) の像と一致する（cf. [16]）．接線
曲面の特異点は [13, 14, 15] などで詳しく調査されている．以上の性質をまとめると，
以下のダイアグラムを得る（図 3）．ただし，点線矢印は特異点を始点とする伸開線を
考えたときに成り立つ．

図 3: 接触円に由来する縮閉線と伸開線の法線曲面の関係

例 6.5 (球面ネフィロイド) 写像 (γ,ν1,ν2) : [0, 2π) → S2 ×∆ を

γ(t) =

(
3

4
cos t− 1

4
cos 3t,

3

4
sin t− 1

4
sin 3t,

√
3

2
cos t

)
,

ν1(t) =

(
−3

4
sin t− 1

4
sin 3t, cos3 t,

√
3

2
sin t

)
,

ν2(t) =

(
3

4
cos t− 1

4
cos 3t, sin3 t,

√
3

2
cos t

)

で定義する．(γ,ν1,ν2) は枠付き曲線であり，オリジナルフレーム {ν1(t),ν2(t),µ(t)}
はBishopフレームである．また，オリジナル曲線 γ(t) の特異点 t = 0 と π は 3/2 カ
スプである．このとき，上記の各オブジェクトの表示式は以下の通りである：
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• ν1 方向の法線曲面：NSγ [ν1](t, λ) = γ(t) + λν1(t)

• ν1 方向の接触円に由来する縮閉線：Eγ [ν1](t) = γ(t) + tan tν1(t)

• t0 = 0 に関する伸開線：Iγ [0](t) = γ(t)−
√
3 (1− cos t)µ(t)

法線曲面の特異点型の判定法と定理 6.4 より，以下が成り立つ．
• NSγ [ν1](t, λ) の特異点 (t, λ) = (0, 0) と (π, 0) はカスプ状交叉帽子

• NSIγ [0][µ](t, λ) の特異点 (t, λ) = (0, 0) と (π, 0) はツバメの尾

• Iγ [0] の特異点 t = 0 は 4/3 カスプ
上記の特異点および法線曲面，接触円に由来する縮閉線と伸開線の関係は図 4 と図

5 で観察出来る．

図 4: 左から順に γ, (γ, Eγ [ν1]), (γ, Eγ [ν1], NSγ [ν1])

図 5: 左から順に γ, (γ, Iγ [0]), (γ, Iγ [0], NSIγ [0][µ])
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