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本講演では、Riemann面の構造と曲面の基本群のPSL(2,C)への準同型写像の関係
について話す。特に、準同型写像の空間内の滑らかな部分多様体の交わりを理解する
こによって、これらの関係を理解する。

1. 導入
1.1. Riemann面の一意化定理とTeichmüller空間

Riemann面の一意化定理は，２０世紀初頭にPoincare とKoebeによって独立に証明さ
れた。この一意化定理により Riemann面の普遍被覆は、複素平面C, 上半平面{z ∈ C |
Im z > 0}, またはCP1のいづれかと双正則になっている。またRiemann面のEuler標
数により，どの曲面と双正則かが定まる。複素平面CはとEuclid平面と、上半平面は
双曲平面H2と、CP1は２次元球面S2と等角になっており、被覆変換はそれぞれ曲面の
等長変換である。
Sを向き付け可能な閉曲面とする。このときS上のRiemann面の構造をSの isotopy

で同値関係を入れたものを,印付きRiemann面といい、以下そのようなRiemann面の構
造を考える。さらに，Sの種数を２以上とすると，Euler標数は負となり，上の関係で，
S上の双曲構造と対応している。双曲平面の向き付けを保つ等長変換群はPSL(2,R)で
あるから，以下の微分同相な対応を得る。{

S上の全ての
Riamann面の構造全体

}
diffeo.←−−−−−→

{
離散で忠実な準同型写像
π1(S)→ PSL(2,R)全体

}/
PSL(2,R) (1)
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ここでは， 右側表現 ρ : π1(S)→ PSL(2,R)に対して，双曲曲面H2/ Im ρが対応する。
この対応により、Riemann面の理論が大きく発展した。
左のRiemann面の空間は、Teichüller空間と呼ばれ、右側の空間はFricke空間と呼
ばれるが、この対応により同一視され区別されないとが多い。この講演では Sの向き
付けを固定していないので、Teichmüller空間は２つの連結成分をもち、TtT∗で表す。
TとT∗はそれぞれR6g−6と微分同相であり、複素多様体としては、TとT∗は反正則に
なっている。また忠実離散表現π1(S)→ PSL(2,R)はFuchs表現と呼ばれる。

1.2. Bers’ simultaneous uniformization theorem

次に、(1)を複素化した関係を説明する。忠実で離散な準同型写像ρ : π1(S)→ PSL(2,C)
は、離散群 Im ρの作用で普遍なJordan 曲線ΛがCP1に存在するとき、擬Fuchs表現
と呼ばれる。幾何群論的には、quasi-isometric embeddingになっていることと同値で
ある。よって擬Fuchs表現ρ : π1(S)→ PSL(2,C)が与えられたとき、CP1 \Λは位相的
には 2つの開円盤であるから、CP1 \ Λ = Ω+ t Ω−とおく。このとき、離散群 Im ρの
開円盤Ω+,Ω−それぞれの作用は、固定点をもたず真性不連続に作用している。よって
Ω+/ Im ρ,Ω−/ Im ρは向き付けの異なる２つのRiemann面となる。Bersによって 1960

年に証明された同時一意化定理は、以下の複素同型写像を与える ([Ber60])。{
Sと同相な向きづけの異なる

Riemann面の組み

}
bihol.←−−−−−→

{
擬Fuchs表現

π1(S)→ PSL(2,C)全体

}/
PSL(2,C) (2)

左側のRiemann面の組みの空間は, T×T∗であり、右側の空間は、擬Fuchs空間QFと
呼ばれる。21世紀になって解かれたDensity Theoremにより、QFはπ1(S)→ PSL(2,C)
忠実離散な表現全体の内点集合になっており、その意味で典型的な忠実離散表現と言っ
てよい。Bersの定理はその後Thurstonによって革命的に発展した３次元双曲幾の重要
な基礎となり、ひいては３次元の多様体のトポロジーの分類つながっている。

1.3. 非離散表現とRiemann面の構造の対応への一般化

§1.2の Bersの定理は, measurable Riemann mapping Theoremからの帰結であり、そ
の証明には表現が離散であること、およびRiemann面の向き付が異なることが本質的
に必要である。本講演では、私のプレプリント [Bab21]を元に「離散かつ忠実」という
条件、および、「向き付の異なる」という条件を除いた、対応の設定を導入し、部分的
な一般化を与える。

{
Sと同相な

印付きRiemann面の組み

}
??←−−−→

{
準同型写像

π1(S)→ PSL(2,R)全体

}//
PSL(2,C) (3)

曲面S上のCP1構造は、Riemann面上の２次正則微分の構造をもち (3)の左側に対
応し、またそのholonomyは離散とは限らないπ1(S)→ PSL(2,C)であるり右側に対応
する。よってCP1構造を用い上の対応の設定を以下で説明する。

2. CP1構造
(CP1構造一般の参考文献 [Dum09], [Kap01, §7].)
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2.1. 定義

リー群PSL(2,C)は，CP1の自己同型群であり，線形分数変換CP1 → CP1(
a b

c d

)
: z 7→ az + b

cz + d

で与えられる。F を連結な向き付可能で連結な曲面とする。F 上の CP1 構造とは
(CP1,PSL(2,C))構造である。つまり、Fの開集合をCP1に埋め込む極大の局所座標系
であり、座標変換が PSL(2,C)のCP1への作用の制限になっているものである。特に，
各のCP1構造はRiemann面の構造を持つ。
CP1構造の同値な定義を大域的な観点から与える。F̃をFの普遍被覆とすると、CP1

構造は

• 局所同相写像 f : F̃ → CP1 と

• 準同型写像 ρ : π1(F )→ PSL(2,C)

の組で、f は ρ-同変なものである。つまり，任意の γ ∈ π1(F )に対して fγ = ρ(γ)f

がなりたつ ([Thu97])。同値類は曲面の isotopyと PSL(2,C)によって与えられる（ つ
まり, 任意の α ∈ PSL(2, C)に対して， (f, ρ) ∼ (αf, α−1ρα))。局所同相写像 f は
developing mapと呼ばれ、 準同型写像 ρ は holonomy 表現 と呼ばれる。
以下 (§2.1.1)に述べる例では，基本的に developing mapが埋め込みまたは、像への
被覆写像になっており、またholonomy 表現の像が離散になっている。但し、一般には
developing mapやholonomy 表現は，そのような性質を持つとは限らない。

2.1.1. CP1構造の例

曲率一定の曲面の構造は、自然にCP1構造を持つ。Euclid平面E2はCと等角に同一視
され，その向き付を保つ等長変換群 Isom+ E2は自然にPSL(2,C)の部分群である。ま
たH2は上半平面と同一視され，その向き付を保つ等長変換群 Isom+H2はPSL(2,R)で
ある。
次にCP1の開集合ΩにPSL(2,C)の離散部分群Gが、固定点を持たずΩに作用する
とき，Ω/GはCP1構造を持つ。特に §1.2で扱った擬Fuchs表現π1(S) → PSL(2,C)に
対して，Ω+/ Im ρ, Ω−/ Im ρはCP1構造を持つ。

2.2. CP1構造と変形空間

まず、S上のCP1構造の空間とS上の複素構造の空間との対応を考える。Sに向き付
を固定してものをS+、その反対に向き付けられたものをS−と呼ぶことにし，TをS+

のTeichmüller空間、T∗をS−のTeichmüller空間とする。
同様にPをS+上のCP1構造全体の空間とする。このときPはTの余接空間と同一
視される。同様に P∗をS−上のCP1構造全体の空間とすると、P∗はT∗の余接空間と
同一視される。ここでψ : P t P∗ → T t T∗は、S上のCP1構造の変形空間からS上の
Riemann面への射影とすると、ベクトル束の構造を持つ。
次に表現π1(S)→ PSL(2,C)の空間と対応を考える。SのPSL(2,C)指標多様体

{π1(S)→ PSL(2,C)} � PSL(2,C)
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は、表現 π1(S) → PSL(2,C)全体の空間のGIT商である。この同値類は、ここでは
PSL(2,C)での共役類と思って問題ないが, 本講演で扱わない表現に関してはそれより
強い同値類となる場合がある。この指標多様体は2つの連結成分をもち、表現π1(S)→
PSL(2,C)がSL(2,C)へ持ち上がるか否かで、どちらの連結成分に含まれるか判別され
る ([Gol88])。よってχを持ち上られる表現からなる連結成分をすると、S上のCP1構
造のholonomy表現は, χの滑らかな部分に含まれる。
Holonomy写像

Hol : P t P∗ → χ

は各々のCP1構造C = (f, ρ)にの holonomy表現 ρを与える、つまり f を忘れる写像
である。この対応は局所同相写像であるが，像への被覆写像になっていない。この大
域的な複雑さがCP1構造の多くの面白い問いに関連している。Holの像は，どのよう
な表現π1(S)→ PSL(2,C)が，CP1構造のholonomy表現になるかを表している。それ
は Gallo-Kapovich-Marden [GKM00]によって代数的に特徴づけられ，特にほとんど全
ての π1(S) → SL(2,C)が holonomy 表現になり、また非離散な holonomy表現が沢山
ある。

3. Holonomyを共有するCP1構造の組
S上の同一のholonomyを持つ異なるCP構造の組み全体の集合をBとする。つまり

B =
{
(C,D) ∈ (P t P∗)2

∣∣ Hol(C) = Hol(D), C 6= D
}

とする。このとき、C,Dの順番を変えるZ2の作用は、固定点を持たない。QFはB/Z2

の連結成分になっており、BはQFの一般化といえる。
∆ を対角集合 {(X,X) | X ∈ T t T∗}とし，正則写像 Ψ: B → (T t T∗)2 \ ∆ を

Ψ(C,D) = (ψ(C), ψ(D))で定義する。本日の主定理はΨの局所的性質と帯域的性質を
与える。

定理 1 ([Bab21, Theorem A])

Ψ: B→ (T t T∗)2 \∆

は完備な局所分岐被覆写像である。

ここで、完備とは道の持ち上げが成り立つことである。局所分岐被覆写像とは、局所
的には（解析的な）分岐被覆写像になっていることである。
定理1はBersの定理 (2)の部分的な一般化と言える。特に (1)の完備性から、各々の

Bの連結成分Qに対して、Ψ|Qは対応する (T t T∗)2 \∆の連結成分への全射性が言え
る。また、Ψは開写像であり、各々のfiberはBの離散集合である。
Ramification locusは 一般には no-where denseな解析的集合であるが、Ψに関して
は ramification locusの存在がわかっていない。よって Ψは連結成分ごとに双正則写像
になっていてBersの定理の真の一般化を与える可能性がある。
さらに定理1を使い、Bersの定理の別証明を，measurable Riemann mapping theorem

を使わずに与えることができる。まず以下のことがわかる。

• QFはB/Z2のなかで，開かつ閉集合である。
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• 　対角集合 {(X,X∗) | X ∈ T)}はT × T∗ないの次元が半分の全実部分多様体で
あり，Moreraの定理より QF→ T× T∗はその対角集合上、写像度１である。

これと，定理1より，QFがT×T∗が写像度が１となり、QF→ T×T∗が双正則となる。

4. 準備
定理1の証明のための予備知識を説明する。

4.1. Schwarzian parametrization

(例えば，[Leh87]参照。) XをS上のRiemann面の構造とし，その普遍被覆を上半平面
と等角に同一視する。このときX上のCP1構造Cは, そのdeveloping mapを上半平面
からの正則関数と見ることで schwarz微分を取り，X上の２次正則微分 qが得られる。

q =

[(
f ′′(z)

f ′(z)

)′

− 1

2

(
f ′′(z)

f ′(z)

)2]
dz2.

このとき (X, q)をCのSchwarzianパラメターと呼ぶ。
X上の２次正則微分全体は複素 3g − 3次元のベクトル空間のなりQD(X)で表すこ
とにする，よって，Riemann面X上のCP1構造全体の空間PXは，QD(X)と同一視
できる。Holonomy写像HolP→ χは，properではなく，またほとんど全てのρ ∈ χで
fiber Hol−1(ρ)は加算無限集合である。一方以下の定理が成り立つ。

定理 2 (Poincare [Poi84], Kapovich [Kap95]) 任意のS上のRiemann面の構造Xに対
して，HolのPXへの制限は，指標多様体χへのproperな埋め込みである。

4.2. ２次正則微分と特異点付きのEuclid構造

（例えば，[FM12]参照）q = ϕdz2をRiemann面上Xの２次正則微分とする。このと
き，qはX上に特異点付きのEuclid構造Eをあたえる。X上の qの零点では無い点 u

を固定する。このとき uの近くの零点では無い点w ∈ Xに対して，uからwを結ぶ道
に沿っての積分

η(w) =

∫ w

u

√
ϕ du

により，uの近傍をCの開集合に埋め込むことができる。Cを自然なEudlid構造を入れ
ることで, uの近傍にEuclide構造が入り，これを貼り合わせることでXからqの零点を
除いたものに，Euliden 構造がはいる。その完備な拡張として，qの零点 zはEuclid構
造の特異点になるこのとき zのdegreeをdとすると，(d/2 + 1)πの cone angleを持つ。
複素平面Cは, 虚軸と平行な直線を葉とする葉層構造をもつ。また，この葉層構造対
して横断的な曲線に対して，実方向の距離を測ることで，測度を与えることができる。
この横断方向に測度がついた葉層構造をvertical measured foliationと呼ぶ。
上で qの零点以外の点の小さい近傍は，Cの開集合と同一視された。よって，C上の

vertical measured foliationを引き戻し，(X, q)上に vertical measured foliation V を得
る。ここで，零点は，foliationの特異点となっており，葉が枝分かれしている。
Cの実軸と平行な直線によるCのhorizontal measured foliationがあり，vertical mea-

sured foliationと直交している。同様にCの horizontal measured foliationを引き戻す
ことでE上にhorizontal measured foliation Hがえられ，HはV と直交している。
このような特異点付きのEuclid構造で，直交するvertical measured foliationとhor-

izontal 持つ曲面をflat surfaceと呼ぶことにする。
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5. 有界性
S上のRiemann面の構造をXとすると，X上のCP1構造の全体の空間はPXで表した。
そのHolonomy 表現全体Hol(PX)をχXとおく。このとき定理2により，χXは、χの次
元が半分の滑らかな解析的な部多様体である。よって、このように得られる部分多様
体の交わりを理解することは自然な問題である。

定理 3 ( [Bab21, Theorem 10.1]) 任意の異なるX,Y ∈ T t T∗に対して、χX ∩ χY の
各々の連結成分はコンパクトである。

ここで ρ ∈ χX ∩ χY に対して，Y 上のCP1構造CX,ρで holonomy表現が ρなものとX

上のCP1構造CX,ρでholonomy表現がρなものがある。
定理3により，定理1の局所的な性質が従う。

系 5.1 χX ∩ χY は離散集合である。さらにΨは，局所分岐被覆である。

5.1. Grafting cocycle の近似

定理3の有界性を示すために以下の構成を考える。SをS上の，可縮ではない単純閉曲
の isotopy類の集合とする。Kをχ内の十分大きい有界集合とし、χX ∩ χY \Kの表現
ρに対して，整数値関数Γρ : S→ Zを幾何学的に作りρに関して連続になるよう構成す
る (§5.2)。この整数値関数は，grafting(§5.3)という、CP1構造の切り貼りと密接に関
係してとる。直感的には、X,Y の向き付けが異なる場合は，ΓρはCX,ρとCY,ρの「差」
を表し，X,Y の向きづけが異なる場合は，CX,ρとCY,ρの「和」をある意味で表してい
る。正確には以下の命題のように、ΓρはCX,ρとCY,ρの schwarzianパラメターから得ら
れるvertical foliations VX,ρ, VY,ρ(§4.2)を使って近似できる。

命題 5.2 X,Y をS上の異なる印付きRiemann面の構造とし，XとY の向きづけが同
じであると仮定する。また c1, c2, . . . , cnをS上の非可縮な閉曲線とする。このとき，任
意の ϵ > 0に対して，十分大きいχの有界集合Kϵをとると，任意の ρ ∈ χX ∩ χY \Kϵ

に対して，正定数 qが存在して

(1− ϵ)Γρ(ci)− q < VX,ρ(ci)− VYρ(ci) < (1 + ϵ)Γρ(ci)

が全ての i = 1, . . . , nに対して成り立つ。

ここで、 VX,ρ(ci) VYρ(ci) は ciに与えられる transversal measureを表している。向き付
けが異なる場合は符号が変化するが同様の命題がなりたつ。

命題 5.3 X,Y を S上の異なる印付きRiemann面の構造で向きづけが異なるとする。
また c1, c2, . . . , cnをS上の非可縮な閉曲線とする。任意の ϵ > 0に対して，十分大きい
χの有界集合Kϵをとると，正定数 qが存在して，任意のρ ∈ χX ∩ χY \Kϵ に対して，

(1− ϵ)Γρ(ci)− q < VX,ρ + VYρ < (1 + ϵ)Γρ(ci) + q

が全ての i = 1, . . . , nに対して成り立つ。

Γρは，整数値連続関数のため，χX ∩χY の連結成分上，変化しない。一方，上の命題
5.2または命題 5.1から ρi ∈ χX ∩ χY が任意のコンパクト集合の外に発散するとき, Γρi

も発散する。よって、χX ∩ χY の各々の連結成分は有界であり、定理3が言えた。
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5.2. Grafting cocycle の構成法

Eを flat surfaceとし、V をその vertical measured foliation, Hをその horizontal mea-

sured foliationとする。E上の曲線 ℓが，区分的に，V の leafの線分またはHの leafの
線分からなっていてかつ特異点を含まないとき，staircase(階段状)であるという。Flat

structureを持たない曲面上の曲線であっても、このような階段状曲線と微分同相のも
のを位相的な階段状曲線という。
R３の単位球面S2上の丸い円（round circle）は、R3内のAffine超平面とS2との交わ
りとして得られる円である。S2とCP1を等角に同一視することで、CP1に、丸い円お
よびその線分である円弧を定義できる。このときPSL(2,C)の作用で、丸い円は円弧で
あることは保たれる。
C = (f, ρ)をCP1曲面とする。C上の位相的な staircase曲線 sとする。s̃を sの普遍
被覆として,　 sが以下の条件を満たすときcircularであるという。

• sが s̃のhorizontalな線分ならば、sはfによりCP1上の丸い円 cにはめ込まれる。

• vが s̃のverticalな線分ならば，h1, h2をvと端点を共有する s̃のhorizontalな線分
とし，c1, c2をそれぞれf(h1), f(h2)を含むCP1上の丸い円とすると

– c1, c2は交わりを持たず，

– f |vは, c1, c2を境界にもつCP1内の circularな円筒Aに含まれ，かつ f |vは
Aの自然な丸い円での foliationに横断的である。

5.2.1. Compatible なCP1構造の分解

§5.1のgrafting cocycle Γρは、CX,ρとCY,ρを，比較しやすいように circular階段状の境
界を持つ曲面に分解して得られることを説明する。
F1 = (f1, ρ1)と F2 = (f2, ρ2)をそれぞれ circularな階段状境界を持つ曲面F上のCP1

構造とする。この時 Fと F′が以下の条件を満たすならば，Fと F′は compatibleであ
るという。

• ρ1と ρ2はPSL(2,C)の元で共役 (よってρ1 = ρ2仮定して良い);

• 任意の F1の境界の頂点p1がF2の境界の頂点p2に対応するとき，f1(p1) = f2(p2);

• h1とh2が∂F1と∂F2の対応するhorizontalな線分ならば，f1(h1)とf2(h2)は，同
一の丸い円に含まれる。

• v1と v2を∂F1と∂F2の対応するverticalな線分とすると，f1(h1) = f2(h2)。

上の compatibleの定義では，特にFと F′は同相である。F′が同相だが別の階段状の
曲面F ′上のCP1構造のとき、F1のhorizontalな辺が，F2の１点に潰れることを許し、
上の条件を見たすとき、F1とF2は semi-compatibleであるという。

定義 5.4 Sの曲面 train-track分解とは、 各辺に verticalまたは horizontalのラベル
がついたSのグラブ γに、よってSが内点が交わらない位相的な階段曲線を境界に持
つ曲面B1, . . . , Bnよって与えられる分解である。これらの階段境界曲面Biをbranchと
呼ぶ。
CP1構造Cの曲面 train-track分解は、各branchの階段上境界が全て circularである
とき、circular train-track分解という。
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定義 5.5 C,C ′をS上のCP1構造とし，C,C ′のholonomy表現が一致すると仮定する。
このとき，C の circular traintrack 分解 T = ∪Biが C ′の circular train-track分解と
compatible T′ = ∪B′

iであるとは，印を保つ連続写像C → C ′がTの全てbranchesとT′

の全てbranchesが semi-compatibleに対応していることである。

命題 5.6 Kが十分大きいχ内の有界集合ならば，任意のρ ∈ χX ∩ χY に対して，CX,ρ

とCY,ρの曲面 train-track分解TX,ρとTY,ρが存在し，CX,ρはCY,ρに semi-compatibleに
なる。

命題5.6の分解を使い，それぞれの，Bi上に，整数値の重みを持つ train-track graphを
得る。これらをつなぎ合わせることで，閉曲面S上に，整数値の重みを持つ train-track

graphを得る。がえられ，それとの幾何学的交点数としてΓρ : S→ Zを得る。

5.3. Grafting cocycleの例

上の grafting cocycleは Goldmanによる Fuchsiaホロノミーをもつ CP1 構造の分類
[Gol87]に密接に関連している。
Holonomy 表現を固定したときに，対応するCP1構造全体は，P内の離散集合になっ
ており，その特徴付けは，わかっていない部分も多い。ただ，忠実離散表現ρ : π1(S)→
PSL(2,R)に対しては2π-graftingという,ある種の切り貼りによって，Hol−1(ρ)の特徴
づけが完全される。この切りはりは，CP1曲面内の admissible loopと呼ばれる，特定
の性質を満たす輪に沿って，円筒上のCP1構造を挿入して行われ，CP1は変化するが，
holonomy表現は保たれる。また，admissible loopに沿って，2πの正整数倍の「長さ」
の円筒を挿入することができるので, graftingはadmissible loopに正整数の重みをつけ
表現できる。

定理 4 (Goldman [Gol87]) ρ : π1(S) → PSL(2,R)を忠実離散表現とする。このとき，
ρを holonomy表現とする 任意のCP1構造は，双曲構造H2/ Im ρを正整数の重み付き
のmultiloopに沿って graftingすることで得られる。また，この重み付きmultiloopは
isotopyを除き，一意に決まる。

この定理のように，より一般に graftingは，整数値の重みがついた admissibleな輪に
沿って行われる。ρ : π1(S)→ PSL(2,R)を忠実離散表現とする。C1, C2をholonomyが
ρであるCP1構造であるとする。さらに，C1, C2の向きづけが同じであると仮定する。
このとき，i = 1, 2に対して，Ciは双極構造H2/ Im ρを正整数の重みつきmultiloopMi

に沿って graftingして得られる。IMi
: S→ Z≥0を，S上の単純閉曲線に，Mとの重み

つき幾何学的交点数を与える関数として定義する。IM2 − IMi
: S → ZがC1とC2の差

を表しており，Γρを実現することが適当な設定のもとで言える。
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