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1. はじめに
1950年代にMilnor [10, 11]はµ不変量と呼ばれる 3次元球面内の絡み目の不変量を定
義した．順序付けられた有向n成分絡み目Lに対し，集合{1, . . . , n}の元を項にもつ数
列 Iに対応してミルナー数と呼ばれる整数µL(I)が定まる．ミルナー数µL(I)のある剰
余類µL(I)をとることにより，Lの不変量が得られる．この剰余類がµ不変量である．
数列 Iの項に重複がない場合，µL(I)はリンクホモトピー不変量であることが知られて
いる [11]. ここで，リンクホモトピーとは自己交差交換によって生成される同値関係の
ことである [10]．1990年に，Habegger-Lin [5]は絡み目のミルナー数を3次元球体内の
ストリング絡み目の不変量に拡張した．この整数値不変量をストリング絡み目のµ不
変量という．
1990年代の後半，絡み目の一般化にあたる概念として，ウェルデッド絡み目が定義さ
れた [4]．ウェルデッド絡み目と同様に，ウェルデッドストリング絡み目も定義される．
2010年にDye-Kauffman [3]は数列の項に重複がない場合に絡み目のµ不変量をウェル
デッド絡み目へ拡張したが，2013年にKotorii [6]はこの拡張が正しくないことを指摘
した．（[1]も参照されたい．）そして，Turaev [14]のナノワード理論を用いた組合せ論
的な手法で，µ不変量のウェルデッド絡み目への拡張を与え直した．またウェルデッド
ストリング絡み目に対して，2011年にKravchenko-Polyak [7]は，ガウス図式を用いた
組合せ論的な手法で，数列の項に重複がない場合にストリング絡み目のµ不変量を拡
張した．KotoriiやKravchenko-Polyakによるミルナー不変量の拡張は数列の項に重複
がない場合，すなわち，リンクホモトピー不変量の場合に限られている．
2017年にAudoux-Bellingeri-Meilhan-Wagner [1]は4次元球体内のリボン2次元スト
リング絡み目にµ不変量を定義した．さらにチューブ写像を組み合わせて，任意の数列
に対するストリング絡み目のµ不変量をウェルデッドストリング絡み目へ拡張した．こ
こで，チューブ写像とはウェルデッドストリング絡み目をリボン2次元ストリング絡み目
に対応させる写像のことである（cf. [13, 15]）．Audoux-Bellingeri-Meilhan-Wagner [1]

と類似のトポロジカルな手法で，2020年にChrisman [2]は任意の数列に対する絡み目
のµ不変量をウェルデッド絡み目へ拡張することに成功した．[1, 2]でウェルデッド（ス
トリング）絡み目に対しミルナー不変量が完全な形で定義されたが，その手法はトポ
ロジカルなものである．ウェルデッド（ストリング）絡み目は，仮想図式により定義
される組合せ論的な対象であるため，それらのミルナー不変量の定義やその不変性の
証明を組合せ論的な手法で与えることは重要な課題であると考える．
Milnorは [11]で図式を用いた絡み目のµ不変量を計算する方法を与えた．Milnorの
計算方法は仮想絡み目図式に対しても適用できる．上記の Chrisman [2]の結果より，
Milnorの計算方法から得られる値はウェルデッド絡み目の不変量であり，理論的にはそ
の値の不変性を仮想絡み目図式のみを用いて証明することが可能である．そのような組
合せ論的な証明を実際に与えることができたので，本講演ではその証明の概略を紹介
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する．また，ウェルデッド絡み目のµ不変量は数列の項に重複がない場合に自己仮想化
同値の不変量であること，我々の証明は上記のAudoux-Bellingeri-Meilhan-Wagner [1]

の結果の別証明を含むことも紹介する．本講演の内容は，宮澤治子氏（津田塾大学），
安原晃氏（早稲田大学）との共同研究 [12]に基づく．

2. ウェルデッド絡み目のミルナー不変量
本節では，Milnor [11]の図式を用いた絡み目の µ不変量の計算方法を基にした，ウェ
ルデッド絡み目のµ不変量の定義を紹介する．
まずウェルデッド絡み目を定義する．平面にはめ込まれた n個の円周であり，多重
点が横断的な2重点のみであるものをn成分仮想絡み目図式という．その2重点は，図
1に示された実交差と呼ばれるものと，仮想交差と呼ばれるものの二種類がある．

実交差 仮想交差

図 1: 仮想絡み目図式の二種類の交差

二つの仮想絡み目図式が同値であるとは，それらがウェルデッドライデマイスター
移動と呼ばれる図2に示された八種類の局所変形R1–R3，V1–V4，OCの有限列によっ
て互いに移り合うときをいう．n成分仮想絡み目図式の同値類をn成分ウェルデッド絡
み目という．なお以下では，仮想絡み目図式およびウェルデッド絡み目の各成分は，向
きと順序が指定されていると仮定する．

R1 R1 R2 R3

V1 V2 V3

V4 OC

図 2: ウェルデッドライデマイスター移動

Dをn成分仮想絡み目図式とする．各 i ∈ {1, . . . , n}に対し，Dの第 i成分上に1点pi
を選び固定する．各点 piを第 i成分の基点といい，n個の基点の組p = (p1, . . . , pn)を
Dの基点システムと呼ぶ．また，基点システムpを伴った図式Dを (D,p)で表す．D

の実下交差とn個の基点p1, . . . , pnによりDは有限個の連結成分に分割されるが，その
各連結成分を (D,p)のアークと呼ぶ．（(D,p)のアークには実上交差や仮想交差が含ま
れてもよい．）
基点 piから第 i成分の向きに沿って一周し，通過した順に (D,p)の各アークにラベ
ルai1, ai2, . . . , aimi+1を付ける（図3参照）．ここで，mi + 1は (D,p)の第 i成分のアー



クの総数である．また uij ∈ {akl}を aijと aij+1を区分するアークとし，εij ∈ {1,−1}
をaij, aij+1, uijからなる交差の符号とする．

pi

ai1 ai2 ai3 aij aij+1 aimi
aimi+1

ui1 ui2 uij uimi

図 3: (D,p)の第 i成分の概略図

A = ⟨α1, . . . , αn⟩を階数 nの自由群とし，Aを (D,p)のアーク全体の集合 {aij |
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ mi + 1}で生成される自由群とする．また，語uεi1

i1 u
εi2
i2 · · ·uεij

ij ∈ A

(1 ≤ j ≤ mi)をvijで表す．自然数qに対し，(D,p)に付随した準同型写像ηq = ηq(D,p) :

A −→ Aを次で定義する．

η1(aij) = αi,

ηq+1(ai1) = αi, ηq+1(aij) = ηq(v
−1
ij−1)αiηq(vij−1) (2 ≤ j ≤ mi + 1).

Z⟨⟨X1, . . . , Xn⟩⟩を整数係数のX1, . . . , Xnを非可換な変数とする形式的ベキ級数環と
する．マグナス展開とは次で定義される準同型写像E : A −→ Z⟨⟨X1, . . . , Xn⟩⟩のこと
をいう．

E(αi) = 1 +Xi, E(α−1
i ) = 1−Xi +X2

i −X3
i + · · · (1 ≤ i ≤ n).

注意 2.1 ([8]) AqをAの降中心列の第 q番目の部分群とする．任意の x ∈ Aqに対し，
E(x) = 1 + (q次以上の項)が成り立つ．

各i ∈ {1, . . . , n}に対し，(D,p)の第i成分の自己交差の符号和をwiとし，語a−wi
i1 vimi

∈
Aを liで表す．この語 liを (D,p)の第 i番標準ロンジチュードと呼ぶ．

定義 2.2 集合{1, . . . , n}の元を項とする数列 j1 . . . jsi (1 ≤ s < q)に対する (D,p)のミ
ルナー数とは，ηq(li)のマグナス展開E(ηq(li))におけるXj1 · · ·Xjs の係数のことであ
り，µ

(q)
(D,p)(j1 . . . jsi)で表す．

注意 2.3 1 ≤ s < qに対し，µ
(q)
(D,p)(j1 . . . jsi) = µ

(q+1)
(D,p)(j1 . . . jsi)が成り立つ．

注意 2.3より，qが十分大きければ µ
(q)
(D,p)(j1 . . . jsi)を，(q)を省略して µ(D,p)(j1 . . . jsi)

と表して差し支えない．qは任意に大きくとれるため，今後 qは十分大きい自然数であ
ると仮定する．
二つの基点付き仮想絡み目図式が基点付き同値であるとは，それらが基点を含まな
いウェルデッドライデマイスター移動と図 4の局所変形の有限列で互いに移り合うと
きをいう．

注意 2.4 図5の二種類の局所変形は基点付き同値において使用が許されない．

次のように基点付き仮想絡み目図式のミルナー数は基点付き同値の不変量である．



図 4: 基点が仮想交差を通過する局所変形

図 5: 基点付き同値において使用できない二種類の局所変形

定理 2.5 ([12, Theorem 3.1]) 二つの基点付き仮想絡み目図式 (D,p)と (D′,p′)が基
点付き同値であるならば，任意の数列 Iに対しµ(D,p)(I) = µ(D′,p′)(I)が成り立つ．

(D,p)と (D′,p′)の第 i番標準ロンジチュードを各々liと l′iで表す．定理2.5を示すた
めには，(D,p)と (D′,p′)が1回の基点を含まないウェルデッドライデマイスター移動
または図 4の局所変形で移り合うときを考え，ηq(D,p)(li)と ηq(D

′,p′)(l′i)の差を観察
すればよい．その差について次が分かる．

命題 2.6 (D,p)と (D′,p′)を基点付き仮想絡み目図式とし，liと l′iをその第 i番標準ロ
ンジチュードとする．(D,p)と (D′,p′)が基点付き同値であるならば，ηq(D,p)(li) ≡
ηq(D

′,p′)(l′i) (mod Aq)が成り立つ．

命題2.6は認めて定理2.5を証明する．

定理2.5の証明 注意2.1と命題2.6を組み合わせると，

E(ηq(D,p)(li))− E(ηq(D
′,p′)(l′i)) = (q次以上の項)

を得る．よって定義より，任意の数列 j1 . . . jsi (s < q) に対し，µ(D,p)(j1 . . . jsi) =

µ(D′,p′)(j1 . . . jsi)が成り立つ． 2

基点付き仮想絡み目図式 (D,p)のミルナー数 µ(D,p)(i1 . . . ir)は基点システム pの
選び方に依存し，一般にウェルデッド絡み目の不変量ではない．そこで，非負整数
∆(D,p)(i1 . . . ir)を

gcd

{
µ(D,p)(j1 . . . js)

∣∣∣∣∣ j1 . . . js (2 ≤ s < r)は i1 . . . irから一つ以上の項
を取り除き残りを巡回置換させて得られる数列

}

で定義する．ただし，∆(D,p)(i1i2) = 0と定める．このとき次が成り立つ．

定理 2.7 ([12, Theorem 5.2]) 二つの仮想絡み目図式DとD′が同値であるならば，
DとD′各々の任意の基点システムpとp′に対し次が成り立つ．

(i) 任意の数列 Iに対し，µ(D,p)(I) ≡ µ(D′,p′)(I) (mod ∆(D,p)(I))である．

(ii) 任意の数列 Iに対し，∆(D,p)(I) = ∆(D′,p′)(I)である．

定理2.7により次の定義はwell-definedである．



定義 2.8 Lをn成分ウェルデッド絡み目とする．集合{1, . . . , n}の元を項とする数列 I

に対するLのµ不変量とは，剰余類µ(D,p)(I) (mod ∆(D,p)(I))のことであり，µL(I)で
表す．ここで，DはLの図式であり，pはDの基点システムである．

注意 2.9 定義2.8のウェルデッド絡み目Lのµ不変量は，Chrisman [2]が定義したµ不
変量と同値なものである．とくに，Lが 3次元球面内の絡み目の場合はMilnor [11]の
オリジナルのµ不変量と一致する．

3. 定理2.7の証明の概略
本節では定理2.7の証明の概略を述べる．まず，n成分仮想絡み目図式Dを固定し，D

の基点システムを取り替えた際のηq(li)の変化を考察することから始める．
Dの実下交差により分割されたDの各連結成分をDのアークという．（Dのアークに
は実上交差や仮想交差が含まれてもよい．また，Dのアークと (D,p)のアークの定義は
異なることに注意されたい．）各 i ∈ {1, . . . , n}に対し，第 i成分のアークを一つ選び固
定し，そのアークにラベルai1を付ける．ai1とラベル付けられたアークから向きに沿っ
て第 i成分を一周し，通過した順に残りのアークにラベルai2, . . . , aimi

を付ける．ここ
で，miはDの第 i成分のアークの総数である．以後，Dのアークのラベルai1, . . . , aimi

は固定して考える．
今，Dに対し基点システムp = (p1, . . . , pn)を与える．各 i ∈ {1, . . . , n}に対し，基点

piを含むアークの添字の第2番目の整数をp(i)で表す．例えば，piがaij上にあるなら
ば，p(i) = jである．ここで，Dのアークのラベルから (D,p)のアークのラベルを定
める．(D,p)において，piを含むDのアーク aip(i)は piにより二つに分割されるので，
それらには図 6のように bpi と aip(i)とラベルを付ける．その他の (D,p)のアークには，
Dの対応するアークのラベルを付ける．

D

aip(i)−1 aip(i) aip(i)+1

(D,p)

pi

aip(i)−1 bpi aip(i) aip(i)+1

図 6: Dのアークのラベルと (D,p)のアークのラベルの対応

以上の設定の下で，前節で定義した (D,p)に付随した準同型写像 ηq(D,p)は次のよ
うに記述される．簡単のため ηq(D,p)を ηpq で表す．ηpq の定義域は{aij} ∪ {bpi }で生成
される自由群Aであり，値域A = ⟨α1, . . . , αn⟩への対応は次で与えられる．

ηp1 (aij) = αi, ηp1 (b
p
i ) = αi,

ηpq+1(aip(i)) = αi, ηpq+1(aij) = ηpq ((v
p
ij−1)

−1)αiη
p
q (v

p
ij−1) (j ̸= p(i)),

ηpq+1(b
p
i ) = ηpq ((v

p
ip(i)−1)

−1)αiη
p
q (v

p
ip(i)−1).

ここで，

vpij =


u
εip(i)

ip(i) u
εip(i)+1

ip(i)+1 · · ·u
εij
ij (p(i) ≤ j ≤ mi),

u
εip(i)

ip(i) u
εip(i)+1

ip(i)+1 · · ·u
εimi
imi

uεi1
i1 · · ·uεij

ij (1 ≤ j ≤ p(i)− 1)

であり，vpi0 = vpimi
と定める．さらに，(D,p)の第 i番標準ロンジチュード lpi は

lpi = a−wi

ip(i)v
p
ip(i)−1



で与えられる．
Dの実下交差と実上交差により分割されたDの各連結成分をDのセミアークという．

（Dのセミアークには仮想交差が含まれてもよい．）Dの基点システム全体の集合をP
とし，各piが第 i成分の向きに沿って実下交差から始まるセミアーク上にある基点シス
テム (p1, . . . , pn)全体の集合をP0 ⊂ Pとする．また，P0の元であり各 piが ai1上にあ
る基点システム (p1, . . . , pn)をp∗で表す．以下では，簡単のため (D,p∗)に付随した準
同型写像ηp∗

q と第 i番標準ロンジチュード lp∗
i を各々ηqと liで表す．

基点システムp ∈ Pに対し語λp
i ∈ Aを

λp
i =

{
uεi1
i1 u

εi2
i2 · · ·uεip(i)−1

ip(i)−1 (p(i) ̸= 1),

1 (p(i) = 1)

で定め，準同型写像ϕp
q : A −→ Aを

ϕp
1 (αi) = αi,

ϕp
q (αi) = ηpq−1(λ

p
i )αiη

p
q−1((λ

p
i )

−1) (q ≥ 2).

で定義する．Mp
q をAにおける {ϕp

q ([αi, ηq(li)]) | 1 ≤ i ≤ n}の正規閉包とし，Mq =∏
p∈P0

Mp
q とおく．このとき，Dの基点システムをp∗からpに取り替えた際のηq(li)と

ηpq (l
p
i )の差が次のように記述される．

定理 3.1 ([12, Theorem 4.8]) p ∈ Pを任意の基点システムとし, p0 ∈ P0をp0(k) =

p(k) (1 ≤ k ≤ n)をみたす基点システムとする．各 i ∈ {1, . . . , n}に対し，ηpq (l
p
i ) ≡

ϕp0
q (ηq((λ

p0

i )−1liλ
p0

i )) (mod AqMq)が成り立つ．

定理3.1の証明は割愛する．
ここで，µp(I) = µ(D,p)(I)，∆p(I) = ∆(D,p)(I)とおく．とくに，µ(I) = µ(D,p∗)(I)，

∆(I) = ∆(D,p∗)(I)とおく．そして，Z⟨⟨X1, . . . , Xn⟩⟩の両側イデアルDiを{∑
ν(j1 . . . js)Xj1 · · ·Xjs

∣∣∣∣∣ ν(j1 . . . js) ≡ 0 (mod ∆(j1 . . . jsi)) (s < q),

ν(j1 . . . js) ∈ Z (s ≥ q).

}
で定める．定義より，Diの元は∑

s<q

(∆(j1 . . . jsi)の倍数)Xj1 · · ·Xjs + (q次以上の項)

という形で表される．よってηq(li)とηpq (l
p
i )が同じ剰余類µ(j1 . . . jsi) (mod ∆(j1 . . . jsi))

を与えることをいうには，E(ηpq (l
p
i )) − E(ηq(li)) ∈ Diを証明すればよい．そこで次の

補題を用意する．

補題 3.2 ([12, Lemma 5.7]) 語 x, y ∈ Aと基点システム p ∈ Pに対し，任意の i ∈
{1, . . . , n}で次が成り立つ．

(i) E(x−1ηq(li)x)− E(ηq(li)) ∈ Diである．

(ii) E(ϕp
q (ηq(li)))− E(ηq(li)) ∈ Diである．

(iii) もしx ≡ y (mod AqMq)であるならば，E(x)− E(y) ∈ Diである．



補題3.2を認め，定理3.1と組み合わせることで次を証明する．

命題 3.3 ([12, Proposition 5.8]) 任意の基点システムp ∈ Pに対し，次が成り立つ．

(i) 任意の数列 Iに対し，µp(I) ≡ µ(I) (mod ∆(I))である．

(ii) 任意の数列 Iに対し，∆p(I) = ∆(I)である．

証明 (i) p0 ∈ P0を各 k ∈ {1, . . . , n}に対しp0(k) = p(k)をみたす基点システムとす
る．定理 3.1から，

ηpq (l
p
i ) ≡ ϕp0

q (ηq((λ
p0

i )−1liλ
p0

i )) (mod AqMq)

を得る．x = ϕp0
q (ηq(λ

p0

i )) ∈ Aとおくと，補題 3.2より次が成り立つ．

E(ηpq (l
p
i ))− E(ηq(li)) ≡ E(x−1ϕp0

q (ηq(li))x)− E(ηq(li)) (mod Di)

≡ E(x−1ϕp0
q (ηq(li))x)− E(x−1ηq(li)x) (mod Di)

= E(x−1)
(
E(ϕp0

q (ηq(li)))− E(ηq(li))
)
E(x)

≡ 0 (mod Di).

よって任意の数列 j1 . . . jsiに対し，µp(j1 . . . jsi)− µ(j1 . . . jsi) ≡ 0 (mod ∆(j1 . . . jsi))

である．
(ii) 数列Iの長さkに関する帰納法で示す．k = 2のとき，定義より∆p(I) = ∆(I) = 0

である．k ≥ 2と仮定する．J1(I)を Iからただ一つ項を取り除き残りを巡回置換させ
て得られる数列全体の集合とする．また，J≥1(I)を Iから一つ以上の項を取り除き残
りを巡回置換させて得られる数列全体の集合とする．帰納法の仮定より，任意の数列
J ∈ J1(I)に対し∆p(J) = ∆(J)である．このとき次が成り立つ．

∆p(I) = gcd {µp(J) | J ∈ J≥1(I)}

= gcd

 ∪
J∈J1(I)

({µp(J)} ∪ {µp(J
′) | J ′ ∈ J≥1(J)})


= gcd

 ∪
J∈J1(I)

({µp(J)} ∪ {∆p(J)})


= gcd

 ∪
J∈J1(I)

({µp(J)} ∪ {∆(J)})

.

そして，(i)よりµp(J) ≡ µ(J) (mod ∆(J))であるため，∆p(I) = ∆(I)が成り立つ．2

定理2.7の証明 (D,p)と (D′,p′)は基点を含まないウェルデッドライデマイスター移
動，図 4の局所変形，および図 5の二種類の局所変形の有限列で互いに移り合うため，
定理2.7は定理2.5と命題3.3から従う． 2



4. 自己仮想化
自己仮想化とは，図7に示された自己交差を仮想交差に置き換える局所変形である．基
点付き仮想絡み目図式のミルナー数と自己仮想化との関係について次が分かる．

図 7: 自己仮想化

定理 4.1 ([12, Theorem 6.7]) 二つの基点付き仮想絡み目図式 (D,p)と (D′,p′)が一
回の自己仮想化で移り合うならば，項に重複のない任意の数列 I に対し µ(D,p)(I) =

µ(D′,p′)(I)が成り立つ．

二つのウェルデッド絡み目が自己仮想化同値であるとは，それらの図式がウェルデッ
ドライデマイスター移動と自己仮想化の有限列で互いに移り合うときをいう．定理2.5，
2.7，および4.1を組み合わせることで次が得られる．

定理 4.2 ([12, Theorem 6.1]) 二つのウェルデッド絡み目LとL′が自己仮想化同値
であるならば，項に重複のない任意の数列 Iに対しµL(I) = µL′(I)が成り立つ．

注意 4.3 自己交差交換はウェルデッドライデマイスター移動と自己仮想化の有限列で
実現される（図8参照）．すなわち，二つのウェルデッド絡み目がリンクホモトピック
であるならば，それらは自己仮想化同値である．したがって，定理4.2は絡み目のµ不
変量のリンクホモトピー不変性に関する結果 [11, Theorem 8]の一般化となっている．

R2 自己仮想化

2回

V2

図 8: 自己交差交換の自己仮想化による実現

5. ウェルデッドストリング絡み目のミルナー不変量
単位区間 [0,1]内に0 < x1 < · · · < xn < 1をみたすn個の点x1, . . . , xnを選び固定する．
また [0, 1]のn個のコピー [0, 1]1, . . . , [0, 1]nを考える．次の条件 (i)と (ii)をみたすはめ
込みf :

⊔n
i=1[0, 1]i −→ [0, 1]× [0, 1]の像をn成分仮想ストリング絡み目図式という．

(i) 各 i ∈ {1, . . . , n}に対し，∂f([0, 1]i) = {xi} × {0, 1}である．

(ii) fの多重点は実交差と仮想交差の横断的な2重点のみである．



ウェルデッドライデマイスター移動によって生成される同値関係の下での n成分仮想
ストリング絡み目図式の同値類をn成分ウェルデッドストリング絡み目という．
Sをn成分仮想ストリング絡み目図式とする．[0, 1]× [0, 1]を平面内に入れ，その外
側で図 9のように，各 i ∈ {1, . . . , n}に対し二点 (xi, 0)と (xi, 1)をつなぐと仮想絡み目
図式が得られる．さらに (xi, 0)を基点 piと見なすことで，基点付き仮想絡み目図式が
一意的に得られる．これを (DS,pS)で表す．

x1 xn

x1 xn

S

p1 pn

S

(DS,pS)

図 9: 仮想ストリング絡み目図式Sから得られる基点付き仮想絡み目図式 (DS,pS)

集合 {1, . . . , n}の元を項とする数列 Iに対する Sのミルナー数を µ(DS ,pS)(I)で定義
し，µS(I)と表す．二つの仮想ストリング絡み目図式SとS ′が同値であるならば，明ら
かに (DS,pS)と (DS′ ,pS′)は基点付き同値である．よって定理2.5より，ただちに次が
得られる．

系 5.1 ([12, Corollary 7.1]) 二つの仮想ストリング絡み目図式SとS ′が同値である
ならば，任意の数列 Iに対しµS(I) = µS′(I)が成り立つ．

この系は次の定義のwell-defined性を保証する．

定義 5.2 σを n成分ウェルデッドストリング絡み目とする．集合 {1, . . . , n}の元を項
とする数列 Iに対するσのµ不変量とは，ミルナー数µS(I)のことであり，µσ(I)で表
す．ここで，Sはσの図式である．

注意 5.3 定義5.2のウェルデッドストリング絡み目のµ不変量と，Audoux-Bellingeri-

Meilhan-Wagner [1, Definition 5.3]がチューブ写像を用いて定義したµw不変量は同値
なものである．

さらに定理4.1から次が得られる．

系 5.4 ([12, Corollary 7.2]) 二つのウェルデッドストリング絡み目 σと σ′が自己仮
想化同値であるならば，項に重複のない任意の数列Iに対しµσ(I) = µσ′(I)が成り立つ．

注意 5.5 系5.4の逆の主張も成り立つことが知られている [1, 9]．

最後に，基点付き仮想絡み目図式の基点付き自己仮想化同値による分類を与える．こ
こで，二つの基点付き仮想絡み目図式が基点付き自己仮想化同値であるとは，それら



が基点を含まないウェルデッドライデマイスター移動，図4の局所変形，および自己仮
想化の有限列で互いに移り合うときをいう．定理2.5，定理4.1，および注意5.5を組み
合わせることで次が得られる．

定理 5.6 二つの基点付き仮想絡み目図式(D,p)と(D′,p′)が基点付き自己仮想化同値で
あるための必要十分条件は，項に重複のない任意の数列 Iに対しµ(D,p)(I) = µ(D′,p′)(I)

が成り立つことである．
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