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1. はじめに
本稿では，近年のGoodwillie-Weissの埋め込み解析を媒介としたオペラッドと埋め込
みの空間の関連についての研究を概観した後，講演者の4次元以上単連結閉可微分多様
体の中の結び目のなす空間の特異コホモロジーに関する結果を述べる．第2節および3

節では講演の主結果と直接関係ないものも含めてオペラッドの例や近年の研究を紹介
する．

2. オペラッド
オペラッドはホモトピーを伴う代数構造を扱うためにMayによってループ空間の研究
で導入されたものである．ホモトピーを伴う代数構造の代表的な例として，基点付き
ループ空間Ω(X)の積がある．

Ω(X) = {l : [0, 1]→ X 連続写像 | l(0) = l(1) = ∗}

とする．ここで，Xは基点付き空間で，Ω(X)に適当な位相を入れる．よく知られてい
るようにループをつなぐ積a ∗ bは厳密には結合的ではないが，ホモトピー (a ∗ b) ∗ c '
a ∗ (b ∗ c)が存在する．さらに 4つのループの積を考え，ホモトピーを用いてカッコを
一つずつ付け替えていくと次のような5角形ができる (以下では簡単のため，a ∗ b = ab

と書く)．
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ループ空間を研究する際に，この5角形の内部を埋めるようなホモトピーやさらに“高
次の”ホモトピーが必要になる．このような高次のホモトピーを扱う枠組みがオペラッ
ドである．
定義 1 ([18]). オペラッドとは，位相空間の列 {O(n)}n≥1 で，各O(n)への対称群Σn

の作用と，部分合成 (partial composition)と呼ばれる写像 (− ◦i −) : O(m)×O(n) →
O(m+ n− 1) (1 ≤ i ≤ m)を伴うもので，次の条件を満たすものである．

1. (結合律) x ∈ O(n), y ∈ O(m), z ∈ O(l)に対して，

x ◦i (y ◦j z) = (x ◦i y) ◦i+j−1 z (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m)

(x ◦j z) ◦i y = (x ◦i y) ◦j+m−1 z (1 ≤ i < j ≤ n)
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2. 単位元 1 ∈ O(1) があり， x ∈ O(n)に対して，x ◦i 1 = x, 1 ◦1 x = x．

3. Σnの作用と部分合成の可換性に関する条件 (詳細略)

以下では，部分合成のことを単に合成ということがある．
感覚的にはO(n)の元はn項演算を表す．合成に関する定義1の結合律の意味は，tree

を使うとわかりやすい．x ∈ O(n)を次のようなn枚の leafを持つ treeとみなす．
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すると，部分合成 (− ◦i −)は次のような treeの結合とみなせる．
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定義 1の結合律の一つ目の式は，次のように三つの元の合成の結果が合成を取る順序
によらないことを意味する．
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図 1: 結合律x ◦i (y ◦j z) = (x ◦i y) ◦k z (k = i+ j − 1)の解釈

結合律のもう一つの式は xに対して y, zを並列に合成した結果が順序によらないこ
とを意味する．また，対称群の作用は leafの番号の付け替えに対応し，合成との可換
性もこの treeを用いて理解できる．



例 2. 上で述べたループの積のホモトピーは associahedral operad Kの一部である．
K(1), K(2)は一点，K(3)は区間 [0, 1]，K(4)は上記の5角形 (内部含む)で，一般にK(n)
はn− 2次元の多面体となる．部分合成 はある面への同相写像で与えられる．例えば，
(− ◦1 −) : K(2)×K(3)→ K(4)は面 (辺)((ab)c)d− (a(bc))dに対応する．(ホモトピー
(a′c)d − a′(cd)に積 a′ = ab ∈ K(2)を合成する写像である．)正確には，この例は対称
群の作用を持たない非対称オペラッドの例である．
例 3. k次元小球体オペラッド (little balls operad または little disks operad) Dk

とは，次のようにして定まるオペラッドである．DkをRkの0を中心とする単位開球と
する．

1. Dk(n) = {c = (c1, . . . , cn) | ciはRkの開球で， ci ⊂ Dk, i 6= jならば ci∩cj = ∅}
とおく．つまり，Dk(n)はDkの中の小球の順序付き配置空間である．Dk(n)は各
小球 ciに対してその中心と半径を対応させることによって (Dk)×n×Rnの相対位
相を入れる．

2. (c, d) ∈ Dk(n)×Dk(m)に対して，Dkを ciに全単射に写す，(回転を含まない)平
行移動と相似縮小の合成写像 c̄i : Rk → Rkを取って，Dkの部分合成を次のよう
に定める (図2参照)．

c ◦i d = (c1, . . . , ci−1, c̄i(d1), . . . , c̄i(dm), ci+1, · · · cn)
(c = (c1, . . . , cn), d = (d1, . . . , dn))

3. Σnの作用は小球の番号の付け替えで定める．

d c e = d ◦2 c
d1 d2 d3 c1 c2 e2 e3e1 e4

D1(3) D1(2) D1(4)× →(− ◦2 −) :

図 2: D1の部分合成

また，小球体オペラッドの変種として，球の回転を含めた枠付き小球体オペラッドfDk

も定義できる．詳細な定義は省略するが，fDk(n) = Dk(n) × SO(k)×nで与えられる．
本稿では便宜上，fD1 = D1とする．
KやD1は結合律に関するホモトピーをコントロールするもので，Dk (k ≥ 2)は結合
律に加え，可換性に関するある段階までのホモトピーを含むものである．オペラッド
はMay [18] によって導入され，元来は多重ループ空間の代数的特徴づけのための概念
だった．その後2000年ごろにTamarkin[24]やKontsevich[14]によって変形量子化との
関係で新たに興味がもたれ，ホモトピー論以外の人からも注目されるようになったよ
うである．現在では今回紹介する埋め込みの話題以外にも可微分多様体のモジュライ
空間や配置空間の (secondary) homological stabilityなど幾何学的な応用 [11, 16]も見つ
かっている．　



3. Goodwillie-Weissの埋め込み解析とオペラッド
Goodwillie-Weissの埋め込み解析は手術理論などのホモトピー論における埋め込みの
研究手法を拡張し，体系化したものである．これは次のように埋め込みの空間と多様
体の中の球 (または円盤)の配置空間を関連付ける．以下，本稿ではM, Nを可微分多
様体とし，その次元をそれぞれd, eとする．Emb(N,M)をNからMへの可微分埋め
込みのなす空間とする．空間の tower

Emb(N,M)→ · · · → TkEmb(N,M)→ · · · → T2Emb(N,M)→ T1Emb(N,M)

を次のように定義する．

TkEmb(N,M) = holim
V ∈Ok(N)

Emb(V,M)

ここで，Ok(N)はDeのk個以下の非交和に微分同相なNの開部分多様体のなす包含関
係によるposetで，holimは“ホモトピー型の補正を行った (逆)極限”である．holimの
普遍性から，標準的な写像ηk : Emb(N,M)→ TkEmb(N,M)が得られる．Goodwillie-

Weissの収束定理は次のようなものである．
定理 4 ([12]). 標準的な写像 ηk : Emb(N,M) → TkEmb(N,M)は (k(d − e − 2) +

1 − e)-連結である．特に，d − e ≥ 3の時，η∞ : Emb(N,M) → T∞Emb(N,M) (:=

holim
k≥1

TkEmb(N,M))は弱ホモトピー同値である．

Emb(N,M)よりもTkEmb(N,M)やT∞Emb(N,M)の方が扱いやすいのでこの定理
は有用である．ただし，d− e ≥ 3という条件があるので，この定理が使えるのは余次
元が高い (3以上)の場合である．通常の 3次元空間の中の (long) knotの場合には定理
の弱同値は成り立たない．この場合については註釈11を参照のこと．
　感覚をつかむために，T1, T2の具体的なモデルを挙げる．
例 5 ([12]). (1) T1Emb(N,M)はNからMへのはめ込みのなす空間と弱ホモトピー同
値である．
(2) T2Emb(N,M)は次の図式のホモトピーファイバー積F2に弱ホモトピー同値である．

ivmapZ/2(N ×N,M ×M)→ mapZ/2(N ×N,M ×M)← map(N,M)

ここで，N ×Nなどには (x, y) 7→ (y, x)でZ/2の作用を入れており，mapZ/2はZ/2-同
変な可微分写像，ivmapZ/2はZ/2-同変で，さらにf−1(∆M) = ∆N，Tf−1

x (Tf(x)∆M) =

Tx∆N (x ∈ ∆M)となる可微分写像の空間である (Tは接空間を表す)．左の写像は自然
な包含写像，右の写像は f 7→ f × fで与えられる．また，Arone-Szymik[2]はT2のF2

と異なるモデルを考え，knotの空間の位相不変性に応用している．
註釈 6. 埋め込み解析の「解析 (calculus)」というのは「微積分」を意味する．Good-

willieはこの理論の微積分との (形式的な)類似性のため，このように名付けた．例え
ば，TkEmb(N,M)はNの有限個の開球のposetで決まるので，(有限個の点で決まる)

多項式近似の類似物とみなせる．このため {TkEmb(N,M)}k≥0は (Taylor展開の類似
で)Taylor towerと呼ばれる．「埋め込み解析」と呼ぶより，「埋め込みの微積分」と呼ん
だ方が雰囲気が伝わりやすいかもしれない．



次のSinhaによる定理は上記の定理4をN = S1の場合に扱いやすい形に再構成した
ものだ．
定理 7 ([22]). 次のようなcosimplicial space C•〈[M ]〉が存在する．(以下でこれをSinha

の cosimplicial modelと呼ぶ．)

1. Cn〈[M ]〉はMにおける (接ベクトル付き)n+ 1点の順序付き配置空間と同値

2. d ≥ 4の時，弱ホモトピー同値holimC•〈[M ]〉 ' Emb(S1,M)が存在する．

(厳密にいえば，[22]では両端とそこでの接ベクトルが固定された線分の埋め込みに
ついて定理 7に相当することが示されている．) さらに，このモデルをRdの中の long

knotの場合について考えることにより，knotの空間とoperadとの関係が得られる．こ
こで，long knotとは埋め込みR → Rdで [0, 1]の外では固定された直線に一致するも
ののことである．より正確には，long knot modulo immersionの空間Embc(R,Rd)を
考える．これは，immersionを通してのunknotへのホモトピーが付随する long knotの
空間である．
定理 8 ([23]). あるオペラッドの射A → Kdがあり，次が成り立つ．

1. A → Kdは小球体オペラッドの間の自然な射D1 → Ddと (適当な意味で)弱同値
である．

2. このオペラッドの射に自然に付随する cosimplicial space K•
dについて，d ≥ 4の

とき，弱ホモトピー同値holim K•
d ' Embc(R,Rd)が成り立つ．

この定理の前にはTurchinによるVassilievのスペクトル系列とPoissonオペラッドの
Hochschild cohomologyとの組み合わせ論的なレベルでの類似性の発見 [25]があった．
　定理8の特筆すべき応用として，Lambrechts-Turchin-Volić[17]によるVassilievのスペ
クトル系列に関する予想の肯定的解決がある．Vassilievは long knotの空間Embc(R,Rd)

のコホモロジーに関するスペクトル系列を構成した．d = 3のとき，このスペクトル系
列のE∞-項の対角部分(次数0の部分)に有名なVassiliev不変量(有限型不変量)が出てく
る．Vassilievはこのスペクトル系列がE1項で退化する，対角部分でいえば，chord図と
Vassiliev不変量が対応することを予想した．Kontsevichは対角部分についてこの予想を
有理係数で証明したが，他の部分の退化については未解決のままだった．Lambrechts-

Turchin-Volićは定理8と小球体オペラッドの formalityという性質を用いて有理数係数，
d ≥ 4の場合にこのVassilievの予想を肯定的に解決した．
定理 9 ([17]). long knotのコホモロジーに関するVassilievのスペクトル系列はd ≥ 4，
有理係数の時E1項で退化する．
註釈 10. 埋め込み解析と類似点のある埋め込みの研究手法として，配置空間積分があ
る．Cattaneo–Cotta-Ramusino–Longoni[9]はd ≥ 4の場合にKontsevichの指針に沿っ
て配置空間積分を用いてグラフの複体からEmbc(R,Rd)の deRham複体へのチェイン
写像を構成し，ある部分ではそれがコホモロジーの単射になっていることを示した．こ
の構成はコサイクルの具体的で系統的な表示を与えるという利点がある．境-渡邉 [21]

は この構成のEmbc(Rk,Rd)への拡張を与えている．また，[20, 28]など，埋め込み解
析が使いにく余次元が低い場合でも情報を引き出すことができるようだ．



註釈 11. d = 3の場合のTaylor towerと有限型不変量の関係については，[6, 5, 27]など
で研究されている．例えば，[27]では任意の実数係数の有限型不変量がT∞Embc(R,Rd)

を通過することを示している．
定理7, 8の任意の埋め込みの空間への拡張を述べるために，次の概念を導入する．
定義 12. オペラッドOに対して，右O-加群とは，空間の列{X(n)}n≥1で，各X(n)へ
のΣnへの作用と，部分合成と呼ばれる写像 (− ◦i −) : X(n)×O(m)→ X(n+m− 1)

を伴うもので，オペラッドと同様の規則を満たすものである．例えば，u ∈ X(n), y ∈
O(m), z ∈ O(l)に対して，u ◦i (y ◦j z) = (u ◦i y) ◦i+j−1 zである．
例 13. MにRiemann計量を固定し，δをMの単射半径とする．

Balln(M) = {(D1, . . . , Dn) | Di はMの半径 δ以下のgeodesic diskで Di ∩Dj = ∅}

と定める．Vk(M)をx ∈M上のファイバーがTxMのorthonormal k-frameであるよう
なファイバー束とする．FM

k (n)を次の図式のファイバー積として定める．

Balln(M)
中心−→M×n projection←− Vk(M)×n

FM
k = {FM

k (n)}n≥1は右fDk-加群の構造を持つ．下図参照．

FM
1 (n) D1(m)

xi ◦i
is defined by

(2) (3)

xi

(1)

次の定理が一般的な埋め込みとオペラッド上の加群との関係を与える．
定理 14 ([26, 4]). 次の弱ホモトピー同値が存在する．

T∞Emb(N,M) ' RMapMod−fDe(F
N
e , FM

e )

ここで，MapMod−fDeは右 fDe-加群の射全体に適当な位相を入れた空間で，RMapは
そのホモトピー型の補正を行ったものを意味する．
例えば，[2]ではこの定理の類似物を用いて，NがReの開部分多様体で余次元が高
い場合は，特異ホモロジーH∗(Emb(N,Rd),Q)はNの有理ホモトピー型にしか依存し
ないことを示している．

4. 動機
講演者の主結果は円周 S1 から 4次元以上の単連結閉多様体M への埋め込みの空間
Emb(S1,M)(Mの中の結び目の空間)のコホモロジー群に収束するスペクトル系列の構
成とそれに基づく計算である．Sinhaの cosimplicial model から即座にBousfield-Kan

型のスペクトル系列が得られるが，それはE2項に一般には計算困難な配置空間のコホ
モロジーが含まれる．個々の例に対する計算はある程度可能と思われるが，一般的に，
代数的に計算可能なスペクトル系列を構成したいと思ったのが動機である．また，Rd

内の long knotや long embeddingの研究の拡張の方向として，Emb(N,M)のM また



はNをユークリッド空間から一般の多様体にすることが考えられるが，N(定義域)を
一般にする方は [2]などによって，少なくとも有理係数ではかなり代数的な話に還元さ
れているようなので，Mを一般にする方が面白そうだと思ったのも動機の一つである．
最初は有理係数で考えていたが，そのうちにCampos-Willwacher[8]と Idrissi[13]によっ
て配置空間のオペラッド構造込みの実ホモトピー論のモデルが与えられたため，特色
を出すために一般の係数で考えることにした．系21など，結果として一般で考えたた
めに上手くいった部分もある．Emb(S1,M)に関するGoodwillie-Weissの解析を用いた
研究が昨年秋ごろからArone-Szymik[1], Budney-Gabai[7], Knudsen-Kupers[15]によっ
て発表されており，これらとの関連や long knotの場合の正標数のスペクトル系列への
応用など，考えてみたいことが最初思っていたよりは見つかってきている．

5. 主定理
以下でkは可換環とする．k係数の特異コホモロジーをH∗(−)で表す．講演者の構成
したスペクトル系列は，オイラー標数χ(M)を環準同型Z→ kによりkの元と見なし
たとき，χ(M) = 0かχ(M) ∈ k×の時にE2ページのそれぞれ異なった代数的表示 (M

のコホモロジーのポアンカレ代数を用いた表示)を持つ．(特にkが体ならば常に代数
的表示を持つ．)以下ではχ(M) ∈ k×の場合のみ述べる．
定義 15. (1) 次元dのポアンカレ代数 H∗ (または次数付フロベニウス代数)とは， k-

加群として自由で有限生成な次数付き可換代数 H∗ と 線形同型写像 ϵ : Hd → k の組
で，合成

H∗ ⊗H∗ 積−→ H∗ ϵ→ k

が線形同型H∗ ∼= (Hd−∗)∨を誘導するものをいう.

(2)H∗を次元dのポアンカレ代数とする． {ai}i を H∗ の (加群としての)基底とす
る．(bij)ij を (ϵ(ai · aj))ijの逆行列とする.

H∗の対角類 ∆H を次の式で定義する．
∆H =

∑
i,j

(−1)|aj |bji ai ⊗ aj .

(3) H∗ を次元 dのポアンカレ代数とする.

2d− 1次元のポアンカレ代数SH∗を次のように定める．
SH∗ = H≤d−2 ⊕H≥2[d− 1]

a · b̄ = a · b

(a ∈ H≤d−2, b̄ ∈ H≥2[d− 1] は b ∈ H≥2に対応する元を表す．)

例 16. M に向きが付いていて, H∗(M) が自由 k-加群の時，H∗(M) は ϵ : 基本類 7→
1 ∈ kにより，ポアンカレ代数と見なす.

定義 17. simplicial dga B⋆ ∗
n (H)を次のように定める．ここで，simplicial dgaとは，面

写像diや退化写像 siを持つ可換な微分次数付き代数のことである．
� (2重)次数付き代数として，

B⋆ ∗
n (H) := (SH∗)⊗ n+1 ⊗

∧{
hi j, gi j | 0 ≤ i, j ≤ n

}
/J



( deg gi j = (−1,d), deg hi j = (−1, 2d− 1))). イデアル J は次の関係式で生成
される．

g2i j = h2
i j = 0, hi i = gi i = 0, gi j = gj i hi j = −hj i

(eia− eja)gi j = 0, (eia− eja)hi j = 0 (a ∈ SH∗),

3-term relations for gi j and for hi j , (hi j + hk i)gj k = (hi j + hj k)gi j

ここで，3-term relation for gi jとは，gi jgj k + gj kgk i+ gk igi j = 0(0 ≤ i, j, k,≤ n)

のことで，hi jについても同様．

� 微分は次式で定める． ∂a = 0 (a ∈ SH⊗n+1) , ∂(gi j) = fi j∆H, ∂(hij) = fi j∆SH.

ここで，fij : H ⊗H → H⊗n+1 は 第 iと j成分への挿入である.

� 面写像 di : B
⋆ ∗
n (H)→ A⋆ ∗

n−1(H) (0 ≤ i ≤ n) は次式で定める．

di(a0 ⊗ · · · ⊗ an) =

{
a0 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · an (0 ≤ i ≤ n− 1)

±ana0 ⊗ · · · ⊗ an−1 (i = n)
(ai ∈ SH),

di(gj,k) = gj′,k′ , di(hj,k) = hj′,k′．ここで，j′ =

{
j (j ≤ i)

j − 1 (j > i)
, k′も同様で

ある．

� 退化写像 si : B
⋆ ∗
n (H)→ B⋆ ∗

n+1(H) はSH⊗n+2の第 i成分への1の挿入と，gjk, hjk

の添え字 i+ 1のスキップで定める．

B⋆ ∗
• (H)をもとからある微分 ∂とΣi(−1)idiによって 2重複体とみなし，その全コホ

モロジーをH(B⋆ ∗
• (H))とする．次が本稿の主定理である．

定理 18 ([19]). M を単連結閉多様体とし，次元は d ≥ 4とする. H∗ = H∗(M) とお
き， H∗ は自由k-加群で，χ(M) ∈ k×と仮定する．この時，次のようなスペクトル系
列{Ěp q

r }が存在する．

Ěp q
2
∼= H(B⋆ ∗

• (H)) ⇒ Hp+q(Emb(S1,M)),

次数は p = ∗, q = ⋆− •で与えられる．
この証明には定理7の cosimpilicial modelと例13の右D1-加群FM

1 を用いる．上記の
スペクトル系列を Čech スペクトル系列と呼ぶことにする.

6. 計算例
この節では定理18またはそのχ(M) = 0の場合の類似物に基づいた計算を紹介する．
6.1. Mが球面の直積の場合
系 19. k を Z または Fp (p 素数)とする. k を奇数， l を偶数とし，条件 (k + 5 ≤
l ≤ 2k − 3 かつ |3k − 2l| ≥ 2)または (l + 5 ≤ k ≤ 2l − 3 かつ |3l − 2k| ≥ 2)を満たす
とする. H∗ := H∗(Emb(S1, Sk × Sl))とおくと，次のが成り立つ

1. 同型 H i = k (i = k − 1, k, 2k − 2, 2k − 1, k + l).



2. もし k = Fp で p 6= 2ならば，同型

H i = k2 (i = k + l − 2, k + l − 1, 2k + l − 3, 2k + l − 2, 2k + l − 1).

系 20. 2 ∈ k×とする. k, l を二つの偶数とし， k + 2 ≤ l ≤ 2k − 2 かつ |3k − 2l| ≥ 2

が成り立つとする. H∗ := H∗(Emb(S1, Sk × Sl))とおくと，次の同型が成り立つ.

H i = k (i = k − 1, k, l − 1, l, k + l − 3, k + l − 2, k + l − 1, 3k).

他の次数 i ≤ 2k + l　については, H i = 0.

6.2. Mが4次元の場合
Imm(S1,M)をはめ込みS1 →Mのなす空間とする．Arone-Szymik[1]は次の問題を提
起した．

問題：包含写像 iM : Emb(S1,M) → Imm(S1,M) が π1で非自明なカーネルを持つ
ような単連結な4次元多様体は存在するか？

(正確には彼らは“ It would be interesting to see a calculation showing an example of

a simply-connected 4–manifold N for which the map Emb(S1, N) → Imm(S1, N) has

a non-trivial kernel on π1”と述べている．また，Nが非単連結の場合には彼らの結果
やBudney-Gabai[7]によってN = S1 × S3の場合に大きな核を持つことが知られてい
る．) 定理18を用いて，次のようにこの問題の範囲を狭めることができた．
系 21. Mを単連結四次元閉多様体とする．H2(M ;Z) 6= 0とし，H2(M ;F2)上の交叉形
式を表す行列は対角成分のうち少なくとも一つは 0ではない逆行列を持つとする．こ
のとき，包含写像 iM は基本群の同型を誘導する. 特に，π1(Emb(S1,M)) ∼= H2(M ;Z)
である.

例えば， M = CP 2#CP 2 は系 21の条件を満たし，M = S2 × S2は条件を満た
さない. また，この系の仮定を満たさない場合については， H2(M) = 0の場合には,

Arone-Szymikによって Emb(S1,M) が単連結であることが示されており，対角成分が
すべて0の場合は講演者の知る限り未解決である．

7. ポアンカレ双対性と積
この節では定理 18のスペクトル系列の構成のアイデアを説明する．主なアイデアは
Sinhaの cosimplicial model と Bendersky-Gitler[3]のスペクトル系列の構成を組み合
わせることである．Bendersky-Gitlerはポアンカレ-レフシェッツ双対性H∗(Cn(M)) ∼=
H∗(M

×n,∪i,j∆ij)と被覆 {∆ij}ijに関する Čech複体を用いてスペクトル系列を構成し
た．ここで，∆ij = {(x1, . . . , xn) ∈ M×n | xi = xj}である．　Bendersky-Gitlerの構
成をSinhaの cosimplicial modelに組み込む際に本質的には次のような問題を考えるこ
とになる．



問題：次の図式を可換にするような，“幾何学的な描写を持つ”，チェインレベルの
結合的な交叉積 I : C∗(M)⊗ C∗(M)→ C∗(M)は存在するか？

C∗(M)⊗ C∗(M) P.D. //

∪
��

C∗(M)⊗ C∗(M)

I
��

C∗(M) P.D. // C∗(M)

ここではP.Dは基本類によるキャップ積，∪はカップ積を表す．講演者は (高次のホモト
ピーを許しても)このような交叉積を知らない．管状近傍のThom類と切除同型を使っ
てホモロジーでは交叉積が定義できるが，その構成をチェインレベルに持ち上げて上
記のような可換性を満たす積を定義するのは困難である．この問題に関してストリン
グ・トポロジーにおけるある構成が解決策となった．Cohen[10]はループ積とHochschild

cohomologyの積の同型を構成する際に，(安定ホモトピーの意味での)スペクトラの圏
における上記のような交叉積の代替物を構成していた．これを応用することでスペク
トル系列を構成した．上記のような交叉積の存在が問題になることはこれまであまり
なかったと思われるが，Campos-Willwacher[8]や Idrissi[13]による配置空間の実代数的
モデルにおいてもポアンカレdg代数や cyclic C∞-代数というチェインレベルの積と双
対性を両立させるためのモデルが用いられており，配置空間の研究には双対性の乗法
的性質がかかわってくるのかもしれない．また，この構成の過程で例 13の右D1-加群
FM
1 を用いた．Cohenの構成を適用するにあたり，cosimplicial spaceでは上手くいかな
い部分があり，より柔軟な枠組みとして右加群が必要になったためである．

8. 展望
今後はこのスペクトル系列への作用素の付加や，Mが非単連結な場合のスペクトル系
列の持つ情報の研究，同様のアイデアを用いた任意係数のVassilievスペクトル系列の
研究を行う予定である．また，この研究の過程で配置空間のスペクトラを用いたモデ
ルが得られたが，このモデルについても研究する．
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