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概 要

ねじれAlexander多項式は群とその表現の組に対して定まる不変量であり，
Alexander多項式の自然な一般化になっている．Dunfield, Friedl, Jacksonは
計算機を用いた膨大な数値計算に基づいて，双曲結び目のホロノミー表現に
付随したねじれAlexander多項式が結び目のファイバー性と種数を決定する
と予想している．本稿ではこの予想に関する最近の結果を概観し，双曲絡み
目に対する一般化された予想についても述べる．

1. はじめに
ねじれAlexander多項式は，3次元球面S3内の結び目についてはX.-S. Lin [29]により，
一般の有限表示群については和田 [43]により導入された．これは群とその表現の組に
対して定まる不変量であり，古典的なAlexander多項式の1つの自然な一般化になって
いる．特に，和田は 11交点を持つ樹下-寺阪結び目とConway結び目 (これらは自明な
Alexander多項式を持つミュータントな結び目の例である)を，有限体上の表現に付随
したねじれAlexander多項式を用いて区別している．
Alexander多項式が持つ性質の多くはねじれAlexander多項式についても拡張され，
より強い制約条件をしばしば与える．特に，結び目のファイバー性の判定および種数
の決定に関する問題は多くの研究者によって調べられ [4, 8, 17, 25]，最終的にはFriedl,

Vidussi [12, 13, 14]により，既約3次元多様体のファイバー性とThurstonノルムが (閉
グラフ多様体の場合は [10])，ねじれAlexander多項式で決定されることが示された．
彼らはさらに非ファイバーの場合には，ねじれAlexander多項式が零となるような表
現が存在することを示しており，帰結として4次元シンプレクティック多様体に関する
Taubes予想を肯定的に解決している．
Dunfield, Friedl, Jackson [7] は，双曲結び目のホロノミー表現に付随したねじれ

Alexander多項式の研究を行い，計算機の援用による大規模な数値計算に基づいて，
いくつかの興味深い予想を挙げている．本稿では，そのなかの1つである双曲結び目の
ファイバー性と種数の決定に関する予想 [7, Conjecture 1.4]について，これまでに得ら
れている結果を概観し，双曲絡み目に対する一般化された予想 [34]についても述べる．
ねじれAlexander多項式の応用は多岐に渡っており，本稿で扱う内容はそのごく一部
に過ぎない．最近では，SL(2,C)-指標多様体の ideal point上でのねじれAlexander多
項式の挙動に関するDunfield, Friedl, Jacksonの別の予想 [7, Conjecture 8.1]の部分的
解決 [28]や，ねじれAlexander多項式と双曲体積 [3, 15]，グラフの行列重み付きゼータ
関数 [16]との関係性も明らかにされている．また，2次元結び目への応用 [21]や，カ
ンドルコサイクル不変量の観点からの理解 [20]も進んでおり，本分野は現在も進展中
である．その他の話題や関連する文献については [11, 32]を参照して欲しい．
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なお，本稿で紹介する研究成果は，主にAnh T. Tran氏(University of Texas at Dallas)

との共同研究 [33, 34, 35]に基づくものである．

2. ねじれAlexander多項式
2.1. 準備

まず，本稿で必要となる用語を準備する．
3次元球面S3に埋め込まれた互いに交わらない向きと順序の付いた円周Liの和集合

L = L1 ∪ · · · ∪ Lµのことをµ-成分絡み目という．結び目とは，1-成分絡み目のことで
ある．絡み目Lの開管状近傍をN(L)とする．外部空間E(L) = S3\N(L)の基本群をL

の絡み目群 (µ = 1のときは結び目群)といいG(L) = π1(E(L))で表す．以下では特に
断らない限り，Lはnon-split (Lが分離している正則表示を持たない)と仮定する．
向きの付いた絡み目LのSeifert曲面Σとは，S3に埋め込まれた向き付けられたコン
パクト曲面でΣのすべての連結成分が境界を持ち，∂Σ = LかつLの向きがΣから誘導
される向きと一致するものである．絡み目LはE(L)がSeifert曲面のE(L)への制限を
ファイバーとする円周上の曲面束の構造を持つとき，ファイバー絡み目という．絡み
目Lの種数 g(L)とは，Lの Seifert曲面の種数の最小値のことである．また，E(L)の
内部が有限体積完備双曲構造を持つとき，Lを双曲絡み目という．
向き付けられた連結コンパクト3次元多様体をMとする．H1(M ;Z) ∼= H2(M,∂M ;Z)
の任意の元はM内に固有に埋め込まれた (連結とは限らない)向き付け可能コンパクト
曲面Σにより実現できる．ΣからS2およびD2成分を除いて得られる曲面をΣ0とする
とき，χ−(Σ) = |χ(Σ0)|とおく．このとき ψ ∈ H1(M ;Z) のThurstonノルム ||ψ||T が，
ψのPoincaré双対であるような曲面Σについてのχ−(Σ)の最小値として定まる [42]．
縫い目付き多様体 (M,R±, γ)とは，向き付けられたコンパクト3次元多様体Mで，2

つの部分曲面R± ⊂ ∂Mの共通の境界γに沿った∂Mの分割を持つものである．

2.2. SL(2,C)-指標多様体
次に，SL(2,C)-指標多様体の基本事項を復習する (詳しくは [6, 18]を参照のこと)．
有限生成群 Γに対して，C上のアフィン代数多様体 R(Γ) = Hom(Γ, SL(2,C))を

SL(2,C)-表現多様体という．表現ρ ∈ R(Γ)の指標χρ : Γ → C, χρ(γ) = tr ρ(γ) (γ ∈ Γ)

全体の集合を SL(2,C)-指標多様体と呼び X(Γ)で表す．また，t : R(Γ) → X(Γ)を
t(ρ) = χρで定める．R(Γ)には共役によって SL(2,C)が作用するが，X(Γ)には tが
正則写像となるような C上のアフィン代数多様体の構造が入り，幾何学的不変式論
商 R(Γ)//SL(2,C)を実現することが知られている．実際，値写像 Iγ : X(Γ) → Cを
Iγ(χρ) = tr ρ(γ) (γ ∈ Γ)によって定めると，群Γの任意の生成系 {γ1, . . . , γl}に対して
{Iγi1 ···γik}

1≤k≤3
1≤i1<···<ik≤lがX(Γ)のアフィン座標を与える．

既約なSL(2,C)-表現の指標全体からなる部分集合の，X(Γ)の中でのZariski閉包を
Xirr(Γ)で表す．
Mを有限体積の完備双曲的 3次元多様体とする．このとき，Mは離散忠実表現 ρ̄0 :

π1(M) → Isom+(H3) ∼= PSL(2,C)を持ち，H3/Im ρ̄0 ∼= Mが成り立つ．この表現 ρ̄0は
Mのホロノミー表現と呼ばれ，共役を除いて一意的に定まる．Thurstonの結果により，
ρ̄0はSL(2,C)への離散忠実表現にリフトする．
絡み目群G(L) = π1(E(L))に対して，簡単のためR(L) = R(G(L)), X(L) = X(G(L)),

Xirr(L) = Xirr(G(L))で表す．双曲結び目Kのホロノミー表現 ρ̄0 : G(K) → PSL(2,C)



のリフトρ0に対して，χρ0を含むXirr(K)の既約成分C0 (canonical component)は曲線
になることが知られている．

2.3. Riley多項式

一般に結び目KのメリディアンmKに対して，tr ρ(mK) = 2を満たす非可換表現 ρ :

G(K) → SL(2,C)をパラボリック表現という．2橋結び目K = S(p, q) (p, qは互いに素な
奇数でp > 0,−p < q < pを満たす)の結び目群は，表示G(K) = ⟨x, y |xw = wy⟩, w =∏(p−1)/2

l=1 yϵ2l−1xϵ2l , ϵi = (−1)[
|q|
p
i]を持つ．対応ρ(x) =

(
1 1
0 1

)
, ρ(y) =

(
1 0
−u 1

)
, u ̸= 0

がパラボリック表現 ρ : G(K) → SL(2,C)となるのは，ρ(w) = (wij)に対してw11 = 0

となることが必要十分である [40]．ϕS(p,q)(u) = w11 ∈ Z[u]をS(p, q)のRiley多項式と
いう．Riley多項式ϕS(p,q)(u)は 2橋結び目を (おおよそ)分類することが知られている．
この事実はRiley多項式の可除性と結び目群の間の全射準同型の存在に関する考察から
従う [26]．

2.4. 和田のねじれAlexander多項式

ねじれAlexander多項式の定義にはいくつか流儀 [22, 29, 43]があるが，本稿では和田
の定義 [43]に従うことにする．和田のねじれAlexander多項式は絡み目群についても
自然に定義され，計算の簡便さの観点からも重要な役割を担っている．絡み目 (µ ≥ 2)

のねじれAlexander多項式は多変数多項式として定義されるが，ここでは1変数に簡約
化された多項式を考えることにする．なお，ねじれAlexander多項式の基本的事項に
ついては [24]を参照のこと．
L = L1 ∪ · · · ∪ Lµを 3次元球面 S3内の絡み目とし，G(L)の不足数 1の表示 (例え
ばWirtinger表示)を固定する: G(L) = ⟨x1, . . . , xs | r1, . . . , rs−1⟩. また，G(L)の可換
化準同型をαL : G(L) → H1(E(L);Z) ∼= Zµ = ⟨t1, . . . , tµ | [ti, tj] = 1⟩で表す．各 tiを
Z = ⟨t⟩の生成元 tに対応させる全射準同型 τ : H1(E(L);Z) → Zに対し，合成写像
τ ◦ αL : G(L) → Zを簡単にαで表すと，α ∈ Hom(G(L),Z) = H1(E(L);Z)である．
本稿では双曲絡み目群のホロノミー表現のリフトを念頭に，主に SL(2,C)-表現 ρ :

G(L) → SL(2,C)を考えるが，以下の構成は一般の線型表現についても同様に成り立つ．
ρとαは自然に群環上の環準同型 ρ̃, α̃を誘導し，それらのテンソル表現 α̃⊗ ρ̃は環準同型
Z[G(L)] → M(2,C[t±1])を定める．階数 sの自由群をFs = ⟨x1, . . . , xs⟩とし，G(L)の
表示から定まる全射準同型との合成をΦ : Z[Fs] −→ Z[G(L)] α̃⊗ρ̃−−→ M(2,C[t±1]) で表す．
A = (aij)をaij = Φ

(
∂ri
∂xj

)
で定まる(s−1)×s行列とする．ただし， ∂

∂xj
: Z[Fs] → Z[Fs]は

自由微分を表す．Aから第j列を取り除いて得られる行列をAj ∈M
(
s−1,M(2,C[t±1])

)
とし，これをM

(
2(s− 1),C[t±1]

)
の元と見なす．

定義 2.1 ([43]) 絡み目Lの表現 ρ ∈ R(L)に付随したねじれAlexander多項式∆α
L,ρ(t)

を

∆α
L,ρ(t) =

detAj

detΦ(xj − 1)

で定義する．これは tk (k ∈ Z)による積を法としてwell-definedである．

最初に固定したG(L)の表示やAから取り除く列に依らずに∆α
L,ρ(t)が定まることは，

Alexander多項式のときと同様に示すことができる．定義から，ねじれAlexander多項
式は有理関数として定まる．また，結び目 (µ = 1)のとき αK = αとなるので，簡単



のためαを省略して∆K,ρ(t)と記す．Milnorの結果の一般化として，∆α
L,ρ(t)はE(L)の

Reidemeisterトーションと等価であることが知られている [22, 23]．

注意 2.2 (1) Lが 2成分以上の絡み目 [43]，あるいは，µ = 1かつ ρ ∈ R(K)が非可換
表現 [25]ならば，∆α

L,ρ(t) ∈ C[t±1]が成り立つ．

(2) 表現 ρ, ρ′ ∈ R(L)が共役ならば ∆α
L,ρ(t) = ∆α

L,ρ′(t)が成り立つ．さらに，指標
χρ ∈ X(L)に対して∆α

L,ρ(t)は t(ρ) = χρとなるような表現ρのとり方に依らずに
定まり，多項式の各係数はX(L)上の関数と見なせる [7]．この観点からのねじれ
Alexander多項式の研究については [7, 28, 32, 37]を参照のこと．

(3) Lがトーラス絡み目の場合dimXirr(L) ≥ 1となるが，∆α
L,ρ(t)の各係数はXirr(L)

上の局所定数関数になることが知られている [27]．

(4) ねじれAlexander多項式は reciprocal，つまり∆α
L,ρ(t

−1)
.
= ∆α

L,ρ(t)を満たす [19]．

例 2.3 Kを3次元球面S3内の8の字結び目とする．これは結び目のテーブルで最初に
現れる双曲結び目であり，種数1のファイバー結び目である．群G(K)は2橋結び目と
しての表示を持つ: G(K) = ⟨x, y | r = xwy−1w−1⟩, w = [y, x−1]. また，パラボリック

表現ρ : G(K) → SL(2,C)をρ(x) =

(
1 1
0 1

)
, ρ(y) =

(
1 0
−u 1

)
で定める．ただし，u ∈ C

は1 + u+ u2 = 0を満たす．このとき，表現ρに付随したねじれAlexander多項式は

∆K,ρ(t) =
detΦ( ∂r

∂x
)

detΦ(y − 1)
=
t−2(t− 1)2(t2 − 4t+ 1)

(t− 1)2
.
= t2 − 4t+ 1

で与えられ，2次のモニック多項式になる．

多項式f(t) ∈ C[t±1]がモニックであるとは，f(t)の最高次数の係数が±1であるとき
をいう．一般に絡み目Lに対して次が成り立つ．

定理 2.4 ([4, 8, 17]) 3次元球面S3内のファイバー絡み目Lと任意の表現ρ : G(L) →
SL(n,C)に対して，∆α

L,ρ(t)はdeg∆α
L,ρ(t) = n||α||Tを満たすモニック多項式である．

注意 2.5 非自明な結び目Kに対して，||α||T = 2g(K)− 1であることが知られている．

定理 2.6 ([8]) 表現ρ : G(L) → SL(n,C)に対してn||α||T ≥ deg∆α
L,ρ(t)が成り立つ．

Friedl, Vidussi [12, 13, 14]によって定理 2.4の逆が成り立ち，さらに定理 2.6の等号
を実現するような表現 (有限群への表現)の存在が示されている．これらの結果により
絡み目のファイバー性とThurstonノルムは代数的に決まることになるが，実際には有
限群への表現をすべて考える必要があり，実用面で効果的とは言い難い．特にn = 2の
場合に同様のことが成り立つかは未解決問題である．

3. Dunfield-Friedl-Jackson予想
本節では双曲結び目に対するDunfield-Friedl-Jackson予想について述べる．現在，予想
をサポートする具体例が少しずつ積み上げられている状況であるが，一般には未解決
である．
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図 1: ダブルツイスト結び目 (絡み目) J(k, l).

Dunfield, Friedl, Jackson [7]は，ホロノミー表現 ρ̄0 : G(K) → PSL(2,C)のリフトの
うち，tr ρ0(mK) = 2となるリフト ρ0 : G(K) → SL(2,C)に付随したねじれAlexander

多項式∆K,ρ0(t)を詳しく考察している
1．彼らは∆K,ρ0(t

−1) = ∆K,ρ0(t)を満たすように
正規化されたものを双曲的トーション多項式と呼びTK(t)と記している．TK(t)が持つ
基本的性質として，TK(t)は tに任意の 1の冪根を代入してもnon-zeroであることが知
られている．特にTK(t)は非自明である．またMenal-Ferrer, Porti [31]により，TK(1)

と TK(−1)はミューテーション不変量であることも知られている (TK(t)自身はミュー
テーション不変とならないことに注意)．
Dunfield, Friedl, Jacksonは計算機の援用による大規模な数値計算に基づいて，次を
予想している．

予想 3.1 ([7]) 3次元球面S3内の双曲結び目Kに対してdeg TK(t) = 4g(K)− 2が成り
立つ．さらにTK(t)がモニック多項式ならば，Kはファイバー結び目である．

上記予想は，15交点以下のすべての双曲結び目 (313, 209個)に対して成り立つこと
が計算機を用いて確かめられている [7]．しかしながら，Alexander多項式によって非
ファイバー性と種数が捉えられるような結び目に対しても，予想 3.1は未解決である．
その一方で，1つの多項式の情報のみで結び目の幾何的性質が決定されるという意味に
おいて，魅力的な予想となっている．
予想 3.1が成り立つ双曲結び目の例として次が知られている．J(k, l)を図 1にある
ような結び目 (絡み目)とする．J(k, l)が結び目となるのはklが偶数のときである．これ
をダブルツイスト結び目という．

定理 3.2 ([33]) 双曲的ダブルツイスト結び目 K = J(k, 2n)に対して，deg TK(t) =

4g(K)− 2が成り立つ．さらに，k = 2m+1，k = 2，または，k = 2mかつ |4mn− 1| ∈
P2 = {p:奇素数 | 2は (Z/p)∗の生成元}に対して，TK(t)がモニック多項式ならば，Kは
ファイバー結び目である．

定理 3.2は，予想 3.1を満たす双曲結び目の無限系列を与える最初の例になっている．
2橋結び目J(k, 2n)は交代結び目の一種なので，そのファイバー性と種数はAlexander

多項式で決定されるが，同じことが双曲的トーション多項式でも成り立つというapriori

な理由はいまのところ見つかっていない．

1 tr ρ′0(mK) = −2となる ρ̄0のもう 1つのリフト ρ′0に対して，∆K,ρ′
0
(t) = ∆K,ρ0(−t)が成り立つ．



定理 3.2の証明は ρ0を含むG(K)のすべてのパラボリック表現に対して適用できる
形でなされる．そこではRiley多項式ϕJ(k,2n)(u)が本質的な役割を果たす (P2に関する
条件はRiley多項式ϕJ(2m,2n)(u)の既約性を保証するのに用いられる)．次節で一般化さ
れたDunfield-Friedl-Jackson予想に関する結果を述べる際に，証明のあらましをもう
少し詳しく説明する．
3橋以上の双曲結び目についても，予想 3.1を満たす結び目の無限系列が存在する．
次の定理は canonical component C0上のすべてのパラボリック表現に対して成り立つ
(プレッツェル結び目のねじれAlexander多項式については [2, 37]も参照のこと)．

定理 3.3 ([35]) 双曲的プレッツェル結び目P (2k+1, 2k+1, 2k+1), k ∈ Z, k ̸= −1, 0

に対して予想 3.1が成り立つ．

予想 3.1の種数に関する主張については，より広範な双曲結び目のクラスに対して
等号が成り立つことが確かめられている [1, 39]．
3次元球面 S3内の結び目K は，E(K)内に互いに交わらない最小種数 Seifert曲面
の集合Σ = ⊔iΣiが存在して，E(K)\Σが book of I-bundlesの構造を持つ縫い目付き
多様体の和集合となるとき libroid結び目という．libroid結び目はすべてのファイバー
結び目を含んでおり，また，libroid結び目のクラスが村杉和で閉じていることが示さ
れている [1]．よって，向きの付いたバンドの plumbingから得られるすべての special

arborescent結び目 (これは 2橋結び目を含む)や，自明なAlexander多項式を持つ結び
目の無限系列が libroid結び目になることがわかる．

定理 3.4 ([1]) 双曲的 libroid結び目Kに対してdeg TK(t) = 4g(K)− 2が成り立つ．

一方，Porti [39]は双曲的トーション多項式TK(t)の次数について次を示している．

定理 3.5 ([39]) 3次元球面S3内の双曲結び目Kに対して deg TK(t) ≥ 2 が成り立つ．
特にTK(t)は非自明である．

定理 2.6, 3.5の系として次が成り立つ．

系 3.6 種数1の双曲結び目Kに対してdeg TK(t) = 2が成り立つ．

種数1の双曲的ファイバー結び目は8の字結び目 (例 2.3) のみであることが知られて
いるが，予想 3.1のファイバー性に関する主張は種数1に限っても未解決である．

4. 双曲絡み目への一般化
4.1. 一般化されたDunfield-Friedl-Jackson予想

本節では予想 3.1の双曲絡み目への一般化について述べる．結び目と異なり，絡み目
(µ ≥ 2)の場合はそのファイバー性と種数は絡み目の向きに依存することに注意する．
L = L1 ∪ · · · ∪Lµを3次元球面S3内の向きの付いたµ-成分双曲絡み目とする．また，

ρ̄0 : G(L) → PSL(2,C)をE(L)のホロノミー表現とする．このとき ρ̄0のSL(2,C)への
リフトは2µ個存在する．ホロノミー表現のリフトとE(L)のスピン構造の間には1対1

の対応が存在することが知られている [5]．
ここではLの各成分Liのメリディアンmiに対して，tr ρ0(mi) = 2を満たすリフト

ρ0 : G(L) → SL(2,C)を考えることにする．一般に各メリディアンmiの像がトレース
2の行列となる非可換表現ρ : G(L) → SL(2,C)をパラボリック表現と呼ぶことにする．
定理 2.4, 2.6と予想3.1の観点から，双曲絡み目に対して次が成り立つと予想される．



予想 4.1 ([34]) 3次元球面S3内の向きの付いた双曲絡み目Lに対してdeg∆α
L,ρ0

(t) =

2||α||Tが成り立つ．さらに∆α
L,ρ0

(t)がモニック多項式ならば，Lはファイバー絡み目で
ある．

注意 4.2 Lが交代絡み目の場合には，||α||T = ||α||Aが成り立つことが知られている．
ここで ||α||Aはα ∈ H1(E(L);Z)のAlexanderノルム [30]を表す．Alexanderノルムは
(多変数)Alexander多項式で定まるので，||α||A = deg∆L(t)− 1が成り立つ (∆L(t)はα

で 1変数に簡約化されたAlexander多項式である)．よって，µ-成分双曲的交代絡み目
Lについては deg∆α

L,ρ0
(t) = 4g(L) + 2(µ− 2) が成り立つと予想される 2．

予想 4.1が成り立つ例として，図 1のダブルツイスト絡み目L = J(2m + 1, 2n + 1)

がある．Lが双曲絡み目である必要十分条件はm,n /∈ {−1, 0}である．

定理 4.3 ([34]) 双曲的ダブルツイスト絡み目L = J(2m + 1, 2n + 1),m, n /∈ {−1, 0}
の任意の向きに対して予想 4.1が成り立つ．

定理 4.3の証明は以下の方針で行う (定理 3.2, 3.3も同様である)．まず，絡み目群
G(L)の表示を固定する: G(L) = ⟨x, y |xw = wx⟩, w = (y−1x)m

(
(yx−1)myx(y−1x)m

)n
．

このときPetersen, Tran [38]により，Xirr(L)を具体的に記述することができる:

Xirr(L) = {(a, b, c) ∈ C3 |F (a, b, c) = 0}, a = tr ρ(x), b = tr ρ(y), c = tr ρ(xy−1).

ここでF (a, b, c)はChebyshev多項式を用いて表される．次に，LのねじれAlexander

多項式が種数 g(L)とLのファイバー性を決定するようなXirr(L)の部分集合Xg(L) =

Xirr(L)\Zg, Xf (L) = Xirr(L)\Zf を特定する．最後に，我々のリフト ρ0 : G(L) →
SL(2,C) (つまりF (2, 2, c0) = 0, c0 /∈ Rを満たすχρ0 = (2, 2, c0))がZg, Zfのどちらに
も含まれないことを示すことで主張が得られる．いずれのステップも初等的であるが，
具体的な計算はやや煩雑である．
最近Nguyen, Tran [36]は，twisted Whitehead絡み目Lの2変数ねじれAlexander多
項式∆αL

L,ρ(t1, t2)の明示公式を与えることで，この絡み目に対して予想 4.1が成り立つ
ことを示している．次の定理はホロノミー表現のリフトχρ0を含む既約成分上のすべて
のパラボリック表現に対して成り立つ．

定理 4.4 ([36]) 3次元球面S3内の双曲的twisted Whitehead絡み目に対して予想 4.1が
成り立つ．

4.2. パラボリック表現

Dunfield, Friedl, Jackson [7]は，p ≤ 287を満たす双曲的非ファイバー 2橋結び目K =

S(p, q) (3,830個)に対して，ホロノミー表現のリフトとは限らないパラボリック表現
ρ : G(K) → SL(2,C)に付随した∆K,ρ(t)がKのファイバー性と種数を決定することを
計算機を用いて確かめている．また前節までに見てきたように，予想 3.1, 4.1を満たす
双曲結び目・絡み目のパラボリック表現は，ファイバー性と種数に関してホロノミー
表現のリフトρ0と同等の情報を持っていることがわかる．そこで次の問題を考える．

問題 4.5 向きの付いた双曲絡み目Lの任意のパラボリック表現 ρ : G(L) → SL(2,C)
に対して，∆α

L,ρ(t)はLのファイバー性とThurstonノルム ||α||Tを決定するか．

2Crowellと村杉の結果により，µ-成分交代絡み目Lに対して deg∆L(t) = 2g(L) + µ− 1が成り立つ．
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図 2: 2橋絡み目 L = C(2m, 2n,−2p).

問題 4.5が肯定的な解を持てば，予想 3.1, 4.1が正しいことが直ぐにわかる．しかし
ながら，以下で見るように，絡み目の場合は答えは否定的である．
正整数m,n, pに対して，Conwayの記号でC(2m, 2n,−2p)によって表される双曲的

2橋絡み目Lを考える (図 2)．問題 4.5の部分解として次が成り立つ．

定理 4.6 ([34]) m,n, pをm ̸= pとなる正奇数の組とする．このとき双曲的2橋絡み目
L = C(2m, 2n,−2p)の任意の向きに対して，∆α

L,ρ0
(t)はLの種数を決定する．さらに，

(1) gcd(m, p) = 1ならば，G(L)のすべてのパラボリック表現ρ : G(L) → SL(2,C)に
対して，∆α

L,ρ(t)は g(L)を決定する.

(2) gcd(m, p) ≥ 3ならば，g(L)を決定しないG(L)のパラボリック表現ρが存在する．

注意 4.7 図 2の向きに対して g(L) = 1となり，1つの成分の向きを反対にすることで
定まるLの向きについてはg(L) = m+ p− 1となる．定理 4.6 (2)の種数を決定しない
パラボリック表現は前者の場合に現れる．

定理 4.6の証明では，絡み目Lのすべてのパラボリック表現を記述するRiley [41]の
結果が本質的に用いられる．
最後に幾つか問題を挙げて本稿を終える．
SL(2,C)-指標多様体X(K)のパラボリック表現によるスライス上での TK(t)の挙動
の解析から予想 3.1にアプローチするために，まずは次の点を明らかにしたい．

問題 4.8 ファイバー性もしくは種数を決定しない，双曲結び目のパラボリック表現は
存在するか．

Friedl, Kim [9]は，定理 2.6の等号が成り立つような表現ρの存在条件を縫い目付き
多様体のホモロジーの言葉で記述している．定理 3.4はこの判定条件を用いて示され
るので自然に次の問題が考えられる．

問題 4.9 双曲的 libroid結び目に対する結果を双曲絡み目の場合に一般化せよ．

また，定理 3.5は，ねじれAlexander多項式の次数がねじれ係数コホモロジーの間の
写像のランクから計算されることを用いて証明される．

問題 4.10 双曲的トーション多項式の次数の評価に関する結果を双曲絡み目の場合に
一般化せよ．特に種数1の双曲絡み目Lに対してdeg∆α

L,ρ0
(t) = 2||α||Tを示せ．



2橋結び目を含む幾つかの双曲結び目のクラスに対して，そのファイバー性と種数は，
ある種の “有限性”を備えた曲線成分C ⊂ Xirr(K) (Cは canonical component C0とは
限らない)の存在によって特徴付けられる [32]．

問題 4.11 この観点から双曲絡み目のファイバー性とThurstonノルムを決定せよ．
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