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概 要

本稿では曲面上の写像類に対する擬Anosov性の拡張としてクラスター代数
における変異ループに対する符号安定性という条件を導入し,

• 針孔付き曲面の写像類については擬Anosov性と一様な符号安定性が同
値となること,

• 一般に符号安定な代表 pathをもつ変異ループについて, 誘導されるク
ラスター変換の代数的エントロピーが クラスター伸縮因子の対数で評
価できること

を説明する. 本稿の内容は東京工業大学の狩野隼輔氏との共同研究に基づく.

1. 序
はじめにクラスター代数の基本概念に触れておく. 次の節でTeichmüller-Thurston理
論との関係を述べる. クラスター代数 (cluster algebra) とは, Fomin–Zelevinsky [FZ02]

により定式化された組み合わせ論の一分野である. 中心的な概念は種子 (seed) と呼
ばれる 3つ組 (B,A,X) およびその変異 (mutation) と呼ばれる操作である. ここで
B = (bij)

N
i,j=1は反対称行列, A = (Ai)

N
i=1およびX = (Xi)

N
i=1はそれぞれ可換な変数の

組である. 添字 k ∈ {1, . . . , N}に対し, k方向の変異µk : (B,A,X) → (B′,A′,X ′)は
次のルールで新しい種子を作り出す:

b′ij =

{
−bij if i = k or j = k,

bij + [bik]+[bkj]+ − [−bik]+[−bkj]+ otherwise,
(1.1)

A′
i =

{
A−1

k (
∏

j∈I A
[bkj ]+
j +

∏
j∈I A

[−bkj ]+
j ) if i = k,

Ai if i 6= k,
(1.2)

X ′
i =

{
X−1

k if i = k,

Xi(1 +X
−sgn(bik)
k )−bik if i 6= k.

(1.3)

ここで実数a ∈ Rに対して [a]+ := max{a, 0}と書いた.

これらの式は一見複雑であるが, ここでは変数AiおよびXiたちの変換が引き算を用
いない有理変換 (正有理変換, positive rational map) であること, どちらも変換式は行
列Bで統制されていること, さらにその変換ルールB自身が同時に変換されているこ
と, などに着目されたい. 変換式 (1.2), (1.3)をそれぞれクラスターA変換, クラスター
X 変換と呼ぶ. クラスター代数の定式化以来, このような不思議な変換が表現論, 可積
分系, ミラー対称性など数学の様々な分野に現れることが見出されてきた. 次の節では
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これらの変換が曲面のTeichmüller空間および測度付きラミネーションの空間における
座標変換として自然に現れることを見る.

2. Teichmüller理論からクラスター代数へ
Σを種数 gおよび h個の針孔をもつ向きづけられた曲面とする. Euler数 χ(Σ) = 2 −
2g − h < 0, h > 0を仮定する. ΣのTeichmüller空間T (Σ)とは, Σ上の面積有限, 完備
な双曲構造全体の集合を恒等写像に isotopicな微分同相全体のなす群で割って得られる
有限次元の多様体である. 写像類群MC(Σ)がT (Σ)に自然に作用し, 商オービフォルド
T (Σ)/MC(Σ)はRiemann面のモジュライ空間である.

2.1. Teichmüller空間上のクラスター座標

Teichmüller空間 (の2種の拡張) の上には曲面の理想三角形分割に付随した2種類の大
域座標が存在する. 構成について詳しくは [Pen, Chapter 2]を参照されたい.

Σ上の単純弧αであって両端点がP上にあるものの isotopy類を理想弧 (ideal arc) と
呼ぶ. P以外の点で互いに交わらない理想弧の族4 = {αi}Ni=1であって極大なものを理
想三角形分割 (ideal triangulation)と呼ぶ. 本稿での仮定のもと理想三角形分割は常に存
在し,それに含まれる理想弧 (辺とも呼ぶ)の数は常にN = N(Σ) := 6g−6+3hである.

与えられた理想三角形分割4に対し, 各辺に付随した非調和比を用いてFock–Thurston

座標

X△ = (X△
α )α∈△ : T (Σ) → R△

>0 (∼= R6g−6+3h
>0 )

と呼ばれる大域座標 (埋め込み) が定義される. 詳細は割愛するが, 強化型Teichmüller

空間 (enhanced Teichmüller space) と呼ばれるより大きなTeichmüller空間 T̂ (Σ)上に
も非調和比による座標を拡張することができ, 微分同相

X△ = (X△
α )α∈△ : T̂ (Σ)

∼−→ R△ (2.1)

が得られる.

次に, 理想三角形分割4を取り替えた時の座標変換を考える. 針孔付き曲面Σを固
定した時, その任意の 2つの理想三角形分割はフリップと呼ばれる基本変形 (図 1) を
有限回施すことで移り合うことが古典的に知られている. α ∈ 4に沿ったフリップを
fα : 4 → 4′とすると, 座標変換X△′ ◦X−1

△ は図 1のように与えられる.

この変換公式は冒頭に述べたクラスターX 変換の一例となっている. 任意の反対称
行列B = (bij)は bij = #{arrows i → j} −#{arrows j → i}となるような箙Qで表せ
ることに注意し, 理想三角形分割4に付随した箙Q△を三角形上の箙

を貼り合わせて定義する. B△を対応する反対称行列とすると, fα : 4 → 4′について
X 種子 (B△′

, X△′)は (B△, X△)からαに対応した方向の変異で得られることが確認で
きる.

クラスター座標を用いると, 写像類群MC(Σ)の強化型Teichmüller空間 T̂ (Σ) への
作用を代数的な公式で記述することができる. ラベル付き Ptolemyグラフ (labeled

Ptolemy graph) TriΣを次のようなグラフとして定める:



X4

X1 X2

X3

X0

fα

X4(1 +X−1
0 )−1

X1(1 +X0) X2(1 +X−1
0 )−1

X3(1 +X0)

X−1
0

α
α′

図 1: α ∈ 4に沿ったフリップに対応する座標変換X△′ ◦X−1
△ .

• 頂点: ラベル付き理想三角形分割 (4, ℓ). ここで ℓ : {1, . . . , N} ∼−→ 4は辺のラベ
ル付けを与える全単射.

• 辺: 次の2種類の辺からなる.

(1) k = 1, . . . , N に対し, ラベル付きフリップ fk : (4, ℓ) → (4′, ℓ′). ここで
4′ := fℓ(k)(4)であり, ℓ′は ℓ′(i) := ℓ(i) for i 6= k, ℓ′(k) ∈ 4′ \ (4∩4′)として定
まる4′のラベル付け.

(2) 互換 σ = (i j) ∈ SN に対し, ラベルの互換 σ : (4, ℓ) → (4, σ.ℓ). ここで
σ.ℓ(i) := ℓ(σ−1(i)).

ラベル付きPtolemyグラフの頂点 (4, ℓ)に対して座標系X(△,ℓ) = (X△
ℓ(i))

N
i=1 : T̂ (Σ)

∼−→
RN

>0が定まり,辺(4, ℓ)
fk−−− (4′, ℓ′)にはk方向の変異で与えられる座標変換fx

k : RN
>0 →

RN
>0が, 辺 (4, ℓ)

σ−−− (4, σ.ℓ)には座標の互換で与えられる座標変換 fx
σ : RN

>0 → RN
>0

がそれぞれ付随する. TriΣは連結であるから, 写像類ϕ ∈ MC(Σ)および頂点 (4, ℓ)に
対し, edge path

fϕ : (4, ℓ)
k1−−− (41, ℓ1) . . .

km−−− (4m, ℓm) = ϕ−1(4, ℓ)

が存在する. ここで各kiは番号1, . . . , Nまたは互換であるとし, ϕ−1(4, ℓ) := (ϕ−1(4), ϕ−1◦
ℓ). このとき座標の構成のMC(Σ)同変性から, 次の図式が可換である:

RN
>0 RN

>0 RN
>0

T̂ (Σ) T̂ (Σ) T̂ (Σ).

fx
ϕ

X(△,ℓ) Xϕ−1(△,ℓ)

ϕ

X△,ℓ)

ここで fx
ϕ := fx

km
◦ · · · ◦ fx

k1
はクラスター変換と互換たちの合成であるから正有理変換

である. この図式から, 写像類の T̂ (Σ)への自然な作用の座標表示は正有理変換で表さ
れることが分かる.

注釈 2.1 (飾り付きTeichmüller空間とクラスターA変換). クラスターA変換は飾り付
きTeichmüller空間 (decorated Teichmüller space) T̃ (Σ)上の λ長座標の座標変換とし



て現れる. Σの理想三角形分割4に対してα ∈ 4のλ長の組は微分同相

A△ = (A△
α )α∈△ : T̃ (Σ)

∼−→ R△
>0

を定め, フリップfα : 4 → 4′に対する座標変換A△′ ◦A−1
△ はクラスターA変換である.

写像類ϕの作用は対応した正有理変換fa
ϕとして座標表示される. 各種のTeichmüller空

間たちの関係は次の図式にまとめられる:

T̃ (Σ)

T (Σ) T̂ (Σ)

p

2.2. Thurstonコンパクト化と測度付きラミネーション, 写像類の分類

次に,写像類の分類定理であるNielsen–Thurston分類について述べる. Teichmüller空間
のThurstonコンパクト化T (Σ) := T (Σ)∪PML(Σ)は閉円板に同相であり, Teichmüller

空間への写像類群作用はこの円板上に連続に拡張する. ここでPML(Σ)はΣ上の測度
付きラミネーション (measured lamination)の空間ML(Σ)を,測度への自然なR>0作用
で割ったものである. ML(Σ)はR6g−6+2hに同相な区分的線形多様体 (piecewise-linear

manifold; 以下PL多様体と略記) であり, 正実数の重み付きmulticurve (単純閉曲線の
非交和の isotopy類)全体を稠密部分集合として含む.

定理 2.2 (Nielsen–Thurston分類, e.g.[FLP]). Σ上の任意の写像類ϕ ∈ MC(Σ)は次の
ように3つの型に分類され, Thurstonコンパクト化への作用の固定点の性質により特徴
付けられる:

1. 周期的: ϕは有限位数をもつ. 写像類が周期的となるのはTeichmüller空間 T (Σ)

に固定点をもつことと同値.

2. 可約: ϕはΣ上のあるmulticurveを固定する. 写像類が可約となるのはPML(Σ)
内のある arationalでない射影的測度付きラミネーションを固定することと同値.

3. 擬Anosov: 2つの測度付きラミネーションL±
ϕ および実数λϕ > 1が存在し, ϕは

ϕ(L±
ϕ ) = λ±1

ϕ .L±
ϕ

をみたす. 写像類が擬AnosovとなるのはPML(Σ)内のある arationalな射影的
測度付きラミネーションを固定することと同値.

力学系の観点から興味深いのは擬 Anosov写像類である. 実数 λϕ > 1を伸縮因子
(stretch factor) と呼ぶ. 擬Anosov写像類ϕはThurston境界PML(Σ)の上で南北力
学系 (North-South dynamics) をもつ. すなわち

lim
n→∞

ϕ±n([L]) = [L±
ϕ ]

が任意の射影的測度付きラミネーション [L] ∈ PML(Σ) \ {[L∓
ϕ ]}について成り立つ.

測度付きラミネーションの空間にも理想三角形分割4に付随した座標 (剪断座標,

shear coordinate) が存在する: x△ = (x△
α )α∈△ : M̂L(Σ) ∼−→ R△. 詳細は割愛するが, こ



こでM̂L(Σ)は強化型測度付きラミネーション (enhanced measured lamination) のな
すPL多様体である. また, フリップfα : 4 → 4′に付随する座標変換x△ ◦x−1

△′は図 2に
示されているように図 1のトロピカル類似で与えられる. 正有理変換 f の (max-plus)

トロピカル類似fTは

fT (x1, . . . , xN) := lim
t→0

t log f(ex1/t, . . . , exN/t)

で定義されるPL写像である. 詳しくは [FG07]を参照されたい.

x4

x1 x2

x3

x0
fα

x4 −max{0,−x0}

x1 +max{0, x0} x2 −max{0,−x0}

x3 +max{0, x0}

−x0

α
α′

図 2: α ∈ 4に沿ったフリップに対応する座標変換x△′ ◦ x−1
△ .

写像類群の M̂L(Σ)への自然な作用の x△による座標表示は § 2.1と同様の議論で計
算でき, PL写像 (fx

ϕ )
Tで表される. これらの事実から, 測度付きラミネーションの空間

はある意味でTeichmüller空間の“トロピカル類似”であり, これらの空間の背後には共
通の代数構造が潜んでいることが見て取れる. これを抽出し, 一般化したものが次の節
で述べるクラスター多様体の理論である. ここで, 筆者が本研究に取り組むきっかけと
なった問いを挙げておく:

問題 2.3 (Papadoulos–Penner [PP93]). 写像類ϕのNielsen–Thurston分類を, 正有理変
換fx

ϕ , f
a
ϕ あるいはそれらのトロピカル類似 (fx

ϕ )
T , (fa

ϕ)
Tを用いて特徴付けよ1 .

符号安定性の理論はこの問いに対するひとつの回答を与える2.

3. クラスター多様体上の力学系
前節での観察をまとめると次のようになる:

• Teichmüller空間 T̂ (Σ)は (4, ℓ) ∈ TriΣに付随した大域座標を持ち, 辺 (4, ℓ)
k−−−

(4′, ℓ′)に付随した座標変換はクラスターX 変換である.

• 測度付きラミネーションの空間M̂L(Σ)は (4, ℓ) ∈ TriΣに付随した大域座標を持
ち, 辺 (4, ℓ)

k−−− (4′, ℓ′)に付随した座標変換はクラスターX 変換のトロピカル
類似である.

1 [PP93]ではクラスターA変換およびそのトロピカル類似のみが考察されているが, 後述の符号安定性
の理論においてはX 変換の符号が支配的であり, A変換の符号はアンサンブル射を通して副次的に決
まることが分かる. また, クラスター代数における c-vectorの符号一貫性 (sign coherence) [GHKK18]
により, 変異ループの周囲性はトロピカルX 変換のみで決定されることが知られている.

2ただし細かい点であるが, クラスター代数におけるトロピカル符号との整合性を優先しmin-plusトロ
ピカル類似 f trop(x1, . . . , xN ) := −fT (−x1, . . . ,−xN )を扱う.



• 上記の空間への写像類 ϕ ∈ MC(Σ)の作用の (4, ℓ)に付随した座標表示は, TriΣ
内の edge path fϕ : (4, ℓ) → ϕ−1(4, ℓ)に付随したクラスター変換 fx

ϕおよびその
トロピカル類似で与えられる.

クラスター多様体の理論はこれらの構造を代数的に抽象化したものと考えてよい.

3.1. クラスター多様体と変異ループ

§ 1で述べたクラスター代数の基本概念をFock–Goncharov [FG09]に従って幾何学的に
定式化する. 有限集合 Iを固定する. 基底付き格子N =

⊕
i∈I Zeiおよびその上の反対

称双線形形式 ( , ) : N ×N → Zの組 (N, ( , ))を (Fock–Goncharovの意味での) 種子
(seed) と呼ぶ3. bij := (ei, ej)で定まる反対称行列B = (bij)i,j∈Iを交換行列 (exchange

matrix) と呼ぶ. 組 (N,B)を種子と呼ぶこともある.

例 3.1 (理想三角形分割に付随した種子). 針孔付き曲面 Σの理想三角形分割4に対
し, 辺α ∈ 4に付随した形式的な基底 e△α で生成される格子N△ :=

⊕
α∈△ Ze△α および

§ 2.1で定義した交換行列B△を考えると, (N△, B△)は種子である.

TIを, |I|価の正則木であって各辺が Iの元でラベル付けられ, 各頂点のまわりでラベ
ルが相異なるものとする. 種子形態 (seed pattern) とはTIの各頂点に種子を対応づけ
る写像s : TI 3 t 7→ (N (t) =

⊕
i∈I Ze

(t)
i , B(t))であって, 辺 t

k−−− t′についてB(t)とB(t′)

がk方向の行列変異 (1.1)で関連づけられているようなものである.

クラスター多様体. 各 t ∈ TI に対し, X(t) := Hom(N (t),Gm)により代数的トーラス
が定まる. ここでGm := SpecZ[z, z−1]は乗法的群スキーム4. 基底 e

(t)
i から座標関数

X
(t)
i : X(t) → Gm, φ 7→ φ(e

(t)
i )が定まる. 辺 t

k−−− t′について, クラスター X 変換
µx
k : X(t) → X(t′)を

(µx
k)

∗X
(t′)
i :=

{
(X

(t)
k )−1 if i = k,

X
(t)
i (1 + (X

(t)
k )−sgn(b

(t)
ik ))−b

(t)
ik if i 6= k

で定まる双有理写像とする. クラスターX 多様体 (cluster X -variety) はこれらの貼り
合わせデータから定まるスキームである:

Xs :=
⋃
t∈TI

X(t).

双対的な構成として, 双対格子M (t) := Hom(N (t),Z)に付随した代数的トーラス
A(t) := Hom(M (t),Gm)たちをクラスターA変換µa

k : A(t) → A(t′)により貼り合わせて
クラスターA多様体As =

⋃
t∈TI

A(t)が得られる. 2つのクラスター多様体はアンサン

ブル射 (ensemble map) p : As → Xs, p∗X
(t)
i =

∏
j∈I(A

(t)
j )b

(t)
ij で関連づけられる.

注釈 2.1と比較されたい.

交換グラフ, 変異ループとクラスターモジュラー群. 与えられた種子形態sから, ラベ
ル付きPtolemyグラフの類似である交換グラフ (exchange graph) Exchsを構成できる.

構成は紙数の関係で省略するが (詳しくは [IK]を参照), Exchsの頂点はTIの頂点 tと

3ここでは反対称種子であって氷結頂点 (frozen vertexを持たないものを考えている. 一般の定式化に
ついては [FG09, GHKK18]を参照されたい.

4体KについてGm(K) = K×なので, 以下GmをC×などで読み替えても全く差し支えない.



置換σ ∈ SIの組 (t, σ)の適切な同値類 v = [t, σ]trivであって, 順序付き座標トーラスの
対応

Exchs 3 v = [t, σ]triv 7→ X(v) := X(t,σ)

が一意的な同型を除いて上手く定まるようなものである. 特にクラスター多様体は
Xs =

⋃
v∈Exchs X(v) と書ける. k ∈ I について Exchs 内の辺 v

k−−− v′ およびクラス
ター変換 µx

k : X(v) → X(v′)が, 互換 σ ∈ SI について辺 v
σ−−− v′および座標の置換

σx : X(v) → X(v′)が付随する. Exchs内の edge path

γ : v = v0
k0−−− v1

k1−−− . . .
km−−− vm = v′ (3.1)

に対して (各kiは Iの元またはSI内の互換), クラスター変換および座標の互換の合成
として正有理変換µx

γ : X(v) → X(v′)が定まる. 閉曲線γについてはµx
γ = idである.

edge path (3.1)はB(v′) = B(v)をみたすとき, 「変異ループを代表する」という. こ
のとき, 双有理自己同型

X(v)

µx
γ−→ X(v′)

∼= X(v) (3.2)

が定まる. ここで, 後者の同型は種子 (N (v), B(v))と (N (v′), B(v′))の間の自然な同型から
誘導されるものである. 変異ループを代表する2つの edge pathは付随する双有理自己
同型 (3.2)がクラスター多様体Xs内のZariski開集合上で一致するとき同値であるとい
い, 同値類ϕ = [γ]sを変異ループと呼ぶ. 逆に, γはϕの代表path (representation path)

であるという. 双有理自己同型 (3.2)は変異ループϕと頂点 v ∈ Exchsの選択のみで決
まる. これをϕの vにおける座標表示と呼び, ϕx

(v)と書く.

変異ループ全体のなす群をクラスターモジュラー群と呼び, Γsと表す. ここで群演算
は代表 pathの連結で定める: 任意の変異ループϕは任意の頂点 v ∈ Exchsを始点とす
る代表pathを持つことから, これは上手く定義される.

各変異ループは双有理自己同型 ϕx
(v)の貼り合わせによりクラスター多様体 Xs上の

(正則な) 自己同型を定め, ΓsのXsへの作用が得られる. この作用から生じる力学系が
本稿での興味の対象である.

半体値点の集合 任意の半体 (semifield) P = (P,⊕, ·) および代数的トーラス T =

Hom(N,Gm)に対し, そのP値点の集合

T (P) := Hom(Gm, T )⊗Z P ∼= M ⊗Z P

が定まる. ここでMはNの双対格子である. 正有理変換 f : T → T ′はP値点の間の写
像 f(P) : T (P) → T ′(P)を誘導することが知られている. これをクラスター変換に適用
することで, クラスター多様体のP値点の集合

Xs(P) :=
⋃

v∈Exchs

X(v)(P)

が定まる. ΓsはX (P)に自然に作用する. 半体として次の2つの例がよく用いられる:

• 正実数の全体にふつうの和と積の構造を与えて得られる半体R>0 = (R>0,+, ·).



• 実数全体に和として2項演算maxを, 積としてふつうの和+を考えて得られる半
体RT = (R,max,+). 同型な半体Rtrop = (R,min,+)もよく用いられる. どちら
も実トロピカル半体と呼ばれる.

例 3.2 (針孔付き曲面). sΣを針孔付き曲面Σの理想三角形分割およびそのフリップか
ら得られる種子形態とする. 付随した対象を下付き記号Σで表すことにする.

• 交換グラフ ExchΣ := ExchsΣ は Σのタグ付き Ptolemyグラフ (tagged Ptolemy

graph) と呼ばれるものに同型であり, PtolemyグラフはExchΣの部分グラフであ
る. 写像類ϕ ∈ MC(Σ)に付随した edge path fϕは変異ループを代表し, 群埋め込
みMC(Σ) → ΓΣ, ϕ 7→ [fϕ]sΣが得られる.

• § 2.1で触れたTeichmüller空間 T̂ (Σ)上のFock–Thurston座標により, MC(Σ)同
変な同型X• : T̂ (Σ)

∼−→ Xs(R>0)が得られる. 同様に測度付きラミネーションの空
間M̂L(Σ)上の剪断座標により, MC(Σ)同変な同型x• : M̂L(Σ) ∼−→ Xs(RT )が得
られる.

3.2. 変異ループの符号安定性

交換グラフの辺 v
k−−− v′に付随したトロピカルクラスター変換 µtrop

k := µx
k(Rtrop) :

X(v)(Rtrop) → X(v′)(Rtrop)はw ∈ X(v)(Rtrop)に対し, 次のように書ける:

x
(v′)
i (µk(w)) =

{
−x

(v)
k (w) if i = k,

x
(v)
i (w) + [sgn(x

(v)
k (w))b

(v)
ik ]+x

(v)
k (w) if i 6= k.

(3.3)

特に, ϵ ∈ {+,−}に対して ϵx
(v)
k ≥ 0で定義される半空間H(v)

k,ϵ上線形であることがわか

る. この線形写像の座標系 (x
(v)
i )i∈Iに関する表現行列をE

(v)
k,ϵ と書く.

Exchs内の edge path (3.1)の点w ∈ X(v)(Rtrop)における符号を, 次で定まる符号列
ϵγ(w) = (ϵ0, . . . , ϵh−1) ∈ {+, 0,−}hとして定義する:

ϵν := sgn(x
(vi(ν))

ki(ν)
(µγ≤i(ν)

(w))), ν = 0, . . . , h− 1.

ここでγ≤i : v0
(k0,...,ki−1)−−−−−−→ viは v0から viまでの部分path, (ki(0), . . . , ki(h−1))は添字の列

k = (k0, . . . , km−1)の中で Iの元に対応する部分列である.

符号 ϵγ(w)が strict, つまり ϵγ(w) ∈ {+,−}hが成り立つときには PL写像 µtrop
γ :=

µx
γ(Rtrop)はwの近傍上で線形であり, その表現行列はE

ϵγ(w)
γ = Jkm · · · Jk1 と分解され

る. ここで

Jki :=

E
(vi(ν))

ki(ν),ϵν
(ki = ki(ν) ∈ Iのとき),

Pki (kiが互換のとき).

Pσは互換σの表現行列である.

定義 3.3 (符号安定性). Exchs内の edge path (3.1)が変異ループϕ := [γ]sを代表する
と仮定する. Ω ⊂ X(v0)(Rtrop)をR>0による定数倍作用で不変な部分集合とする. この
ときγがΩ上符号安定 (sign-stable) であるとは, strictな符号列 ϵstabγ,Ω ∈ {+,−}hが存
在して, 任意のw ∈ Ω \ {0}に対して自然数n0 ∈ Nであって

ϵγ(ϕ
n(w)) = ϵstabγ,Ω



が全てのn ≥ n0について成り立つものが取れることをいう. 符号 ϵstabγ,Ω をγのΩにおけ

る安定符号と呼ぶ. 行列E
(v0)
ϕ,Ω := E

ϵstabγ (w)
γ を安定表現行列と呼ぶ.

定理 3.4 (Perron–Frobenius性). Exchs内のedge path (3.1)が変異ループϕ = [γ]sを代
表し, Ω上符号安定であると仮定する. このとき安定表現行列E

(v0)
ϕ,Ω のスペクトル半径

は正固有値λϕ,Ω ≥ 1で実現される. また, 対応する固有ベクトルがΩ内に存在する.

各 v0 ∈ Exchsに対し, C±
(v0)

:= {w ∈ X(v0)(Rtrop) | ±x
(v0)
i (w) ≥ 0, i ∈ I}とおく. 任意

のpath γ : v0 → vはこれらの錐の内部で一定の符号を持ち, 種子形態±sに対するトロ
ピカル符号と呼ばれるものに一致する. この意味でR>0不変集合

Ωcan
(v0)

:= int C+
(v0)

∪ int C−
(v0)

での符号安定性は最も基本的である. 変異ループ ϕがΩcan
(v0)
上符号安定な代表 pathを

持つとき, 正固有値λϕ := λϕ,Ωcan
(v0)
をクラスター伸縮因子 (cluster stretch factor)と

呼ぶ.

上述の符号安定性は代表pathの選択に依存することに注意する. 変異ループϕは任意
の代表path γ : v0 → vがR>0不変集合R>0·X(v0)(Qtrop)上で符号安定なとき,一様に符号
安定 (uniformly sign-stable) であるという. ここでQtrop := (Q,min,+) ⊂ Rtrop. 定
義の仕方から,これは変異ループ自身の性質である. このとき特に各代表pathγ : v0 → v

がΩcan
(v0)
上で符号安定なことが分かり, クラスター伸縮因子が定まる.

3.3. 主定理

(1)擬Anosov性と符号安定性. sΣを針孔付き曲面から定まる種子形態とする (例 3.2).

特に各写像類 ϕ ∈ MC(Σ)は変異ループ ϕ = [fϕ]sΣ ∈ ΓΣを定める (同じ記号で表す).

次が写像類の擬Anosov性の符号安定性による特徴付けである:

定理 3.5 ([IK]). 針孔付き曲面Σ上の写像類ϕに対し, 次は同値である:

1. 写像類ϕは擬Anosov.

2. 変異ループϕは一様に符号安定.

3. 写像類 ϕは SXΣ(Rtrop)上で南北力学系をもち, 吸い込み/湧き出し点はいずれも
アンサンブル射の像UΣ(Rtrop) := ptrop(AΣ(Rtrop)) ⊂ XΣ(Rtrop)に属する.

このとき, 変異ループϕのクラスター伸縮因子は伸縮因子λϕに一致する.

また, 一般の種子形態において一様に符号安定な変異ループは [Ish19]の意味でクラ
スター擬Anosovである (逆は成り立たない).

(2) クラスター変換の代数的エントロピー. 代数的トーラス上の双有理写像φ : GN
m →

GN
mの代数的エントロピーは

Ealg
φ := lim sup

n→∞

1

n
log(deg(φn))

により定義される. Ωcan
(v0)
上で符号安定な代表 pathをもつ変異ループϕについては, そ

の座標表示ϕz
(v0)

, z ∈ {a, x}の代数的エントロピーを次のように評価できる. 代数的エ

ントロピーは双有理写像による共役で不変であり, Ez
ϕ := Ealg

ϕz
(v0)
は頂点 v0の選択によら

ないことに注意する.



定理 3.6 ([IK19]). ϕ = [γ]sをΩcan
(v0)
上符号安定な代表pathγ : v0 → vをもつ変異ループ

とするとき,

log ρ(Ěϕ) ≤ Ea
ϕ ≤ logRϕ,

log ρ(Eϕ) ≤ Ex
ϕ ≤ logRϕ.

が成り立つ. ここで安定表現行列Eϕ := E
(v0)
ϕ,Ω に対して Ěϕ := (ET

ϕ )
−1, Rϕ := max{ρ(Eϕ), ρ(Ěϕ)}

である.

この評価は次の予想のもと, 等式に強められる:

予想 3.7 (スペクトル双対性予想). 任意の変異ループϕの一般の代表pathγに対し, 各
点での表現行列 E

ϵγ(w)
γ と Ě

ϵγ(w)
γ の特性多項式は全体の符号を除いて等しい. 特にこれ

らの行列のスペクトル半径は等しい.

針孔付き曲面に付随する種子形態sΣにおいては, 予想 3.7は任意の変異ループ, その
代表pathおよびUΣ(Rtrop)上の任意の点における符号について正しい. 特に擬Anosov

写像類ϕについて, 定理 3.5および定理 3.6から

Ea
ϕ = Ex

ϕ = log λϕ = E top
ϕ

が結論される. ここでE top
ϕ はϕを代表する擬Anosov微分同相の位相的エントロピーで

ある. また, sΣに対するクラスター多様体の幾何学的な記述から, Ea
ϕ (resp. Ex

ϕ) はΣ上
の飾り付き捻れSL2局所系 (resp. 枠付きPGL2局所系) のモジュライ空間への作用の
代数的エントロピーと解釈できる.
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