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1. はじめに
ローレンツ多様体は理論物理学，とくに一般相対論において重要な役割を果たす一方
で，純粋な幾何学的対象としても興味深い．ローレンツ多様体の計量は非退化である
が，その部分多様体に誘導される計量は正定値計量や不定値計量，さらに退化するこ
ともあり，それらが混在する場合もある．ここでは，3次元ローレンツ多様体内の連結
な正則曲面を考える．とくに，誘導計量が正定値である部分，不定値である部分，さ
らに退化した部分を混在して持つような曲面，混合型曲面を対象とする．混合型曲面
の計量が退化する点 (光的点) は，誘導計量の特異点とみなされる．誘導計量が非退化
である部分において定義される不変量や幾何構造は一般に発散し，光的点の近傍にお
ける混合型曲面の構造は解明されていない部分が多い．
本稿では，混合型曲面の光的点を写像の特異点のように扱い，とくに波面の微分幾

何学的研究の手法を適用することで，ガウス曲率などの様々な幾何学的不変量の光的
点における挙動を調べた結果を報告する．まず第 2節において，本研究の動機付けと
なる混合型曲面の近年に至るまでの研究を紹介する．第 3節では，混合型曲面の非退
化な光的点におけるガウス曲率の有界性の特徴付けを与えるために，光的特異曲率や
光的法曲率などの基本的な不変量を導入する．さらに，光的特異曲率の幾何学的意味
や，有界なガウス曲率を持つ混合型曲面に対するガウス・ボンネ型の定理を紹介する．
第4節では，不変量の内在性・外在性を議論する．一般に，光的特異曲率は内的不変量
であるが，光的法曲率はそうとは限らない．まず，ガウス曲率の漸近挙動の系として，
光的特異曲率が恒等的に消える場合には光的法曲率が内的不変量であることを紹介す
る．さらに，実解析的，かつ，光的特異曲率が消えない場合には，光的法曲率が外的
不変量であることを導く．
本稿の内容は [17]と [18]，および佐治健太郎氏 (神戸大学)，寺本圭佑氏 (九州大学)

との共同研究 [19]に基づく．

2. 混合型曲面
(M3, h)を向きづけられた3次元ローレンツ多様体とする (h = ⟨ , ⟩はローレンツ計量)．
点 p ∈ M3において，接ベクトル v ∈ TpM3 (v ̸= 0 ) が ⟨v,v⟩ > 0 を満たすとき，空
間的であるという．同様に，⟨v,v⟩ < 0 (resp. ⟨v,v⟩ = 0) が成り立つとき，vを時間的
(resp. 光的) と呼ぶ．
3次元ローレンツ多様体M3 = (M3, h) の曲面とは，連結な 2次元C∞級多様体Σの
はめ込みf : Σ → (M3, h) を表すこととする．このとき，

(ds2)p(v,w) := ⟨dfp(v), dfp(w)⟩ (v,w ∈ TpΣ, p ∈ Σ)

により定まるΣのなめらかな計量ds2 を第1基本形式 (もしくは誘導計量)と呼ぶ．
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点 p ∈ Σが空間的点であるとは，(ds2)pが TpΣの正定値対称双線形形式を定めると
きをいう．同様に，(ds2)pが不定値 (resp. 退化)のとき，p ∈ Σを時間的点 (resp. 光的
点)と呼ぶ．空間的点集合 (resp. 時間的点集合，光的点集合) をΣ+ (resp. Σ−, LD) で
表す．Σ = Σ+ (resp. Σ = Σ−) となるとき，曲面 f : Σ → M3は空間的 (resp. 時間的)

と呼ばれる．
定義 1. 連結な2次元C∞級多様体Σに対し，空間的点集合Σ+と時間的点集合Σ−がど
ちらも空でない曲面f : Σ → M3を混合型曲面と呼ぶ．
非光的点集合 Σ∗ := Σ+ ∪ Σ− 上では，ガウス曲率Kや平均曲率Hが定義されるが，

光的点集合LDに近づくにつれて一般には発散する．混合型曲面の第 1基本形式は型
変化計量 (signature-changing metric) を与える [1, 29, 30, 31, 21, 22, 12, 37, 38, 39,

11, 23, 34, 42, 36]．型変化計量は量子重力理論や一般相対論においても考察されてい
る [41, 3]．
2.1. Carathéodory 予想
Carathéodory 予想とは，3次元ユークリッド空間R3の閉凸曲面には少なくとも臍点
が2つ存在するのではないかというものである．Carathéodory 予想は未解決である一
方，F. Tari [44]はR3ではなく，3次元ミンコフスキー空間R3

1の閉凸曲面の場合に，
Carathéodory 予想を肯定的に解決した．ここで，3次元ミンコフスキー空間R3

1とは，
3次元アファイン空間に標準ローレンツ内積

⟨x,x⟩ = x2 + y2 − z2 (x = (x, y, z) ∈ R3
1)

を備えた，平坦な3次元ローレンツ多様体である．一般に，臍点は非光的点集合Σ∗ =

Σ+ ∪Σ− において定義されるが1，[44]では光的点に対しても臍点の概念を導入してい
る．R3

1にはめ込まれた閉曲面は混合型曲面であり，光的点集合LDの連結成分の個数
は2つ以上であることも示されている [44]．

図 1: 3次元ユークリッド空間R3の単位球面S2 = {(x, y, z) ; x2 + y2 + z2 = 1}は 3次
元ミンコフスキー空間R3

1の凸な混合型閉曲面を与える．

2.2. 平均曲率零の混合型曲面
3次元ミンコフスキー空間R3

1のグラフ z = ϕ(x, y)が
(
1− ϕ2

x

)
ϕyy + 2ϕxϕxyϕy + ϕxx

(
1− ϕ2

y

)
= 0

1第 1基本形式と第 2基本形式が比例する点を臍点という．
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を満たすとき，z = ϕ(x, y)は平均曲率零グラフ 23と呼ばれる．3次元ユークリッド空間
R3の極小曲面の場合，「全平面で定義された極小グラフは平面に限る」というBernstein

の定理が成り立つ．同様に，R3
1の場合も，全平面で定義された極大グラフ (つまり，空

間的な平均曲率零グラフ) は平面に限ることが Calabi により示された．しかし，混合
型の場合，全平面で定義された混合型平均曲率零グラフで，実解析的かつ平面でない
例が存在する．[25]において与えられた

z = x tanh y, z = log(cosh x/ cosh y)

はそのような混合型平均曲率零グラフを与える．近年，全平面で定義された混合型平
均曲率零グラフの系統的な構成法が [8]により与えられた (cf. [2])．
混合型の平均曲率零曲面は近年盛んに研究されている [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 13, 24]．平

均曲率零曲面は流体力学においても興味深い対象であり，型変化は音速から超音速へ
の流れ関数の変化に対応することが知られている [6]．また，混合型の零でない平均曲
率一定超曲面は存在しない [20]．

3. 光的点におけるガウス曲率の挙動
本節では，混合型曲面の非退化な光的点におけるガウス曲率の挙動を調べた結果を紹
介する．まず，カスプ辺をモデルとした光的点である第 1種光的点を導入する．さら
に，第 2種光的点 (第 1種でない非退化光的点) の特別なクラスであるL3-点も定義す
る．L3-点はツバメの尾をモデルとした光的点である．その後，第1種光的点における
不変量として，光的特異曲率，光的法曲率を導入し，それらがガウス曲率の有界性や
曲面の形状に大きく影響することを示す．さらに，有界なガウス曲率を持つ混合型曲
面に対するGauss-Bonnet型の定理が成り立つことを紹介する．
3.1. 第1種光的点，L3-点
f : Σ → M3を混合型曲面とする．Σの座標近傍 (U ; u, v)において，E := ⟨fu, fu⟩,
F := ⟨fu, fv⟩, G := ⟨fv, fv⟩ とおくとき，第1基本形式ds2は

ds2 = E du2 + 2F du dv +Gdv2

と表される．関数λを
λ := EG− F 2

とおく．点 p ∈ Uが光的点 (resp. 空間的点, 時間的点) であることと，λ(p) = 0 (resp.

λ(p) > 0, λ(p) < 0) は同値である．dλ(p) ̸= 0である光的点 p ∈ LDを非退化と呼ぶ．
このとき，

• 陰関数定理より，ある正数 ε > 0とΣの正則曲線 γ(t) (|t| < ε) で γ(0) = pかつ
LDは pの近傍で γ(t)によりパラメトライズされるようなものが存在する．γ(t)

を特性曲線と呼ぶ．

• 一方，γ(t)に沿うベクトル場η(t)でL(t) := df(η(t))はM3の光的ベクトル場を与
えるものが存在する．η(t)を特性曲線γ(t)に沿う退化ベクトル場と呼ぶ．

2非光的点集合Σ∗上では，平均曲率零グラフはH = 0を満たす．
3曲面 f : Σ → R3

1 が適当な合同変換を施したのちに局所的に平均曲率零グラフで与えられるとき，平
均曲率零曲面と呼ばれる．
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定義 2. 非退化な光的点 p ∈ LDに対して，γ(t) (|t| < ε)を p = γ(0)を通る特性曲線，
η(t)をγ(t)に沿う退化ベクトル場とする．このとき，

• γ′(0)と η(0)が1次独立であるとき，pを第1種光的点4と呼ぶ．そうでないとき，
pを第2種と呼ぶ．

• δ(t) := det(γ′(t), η(t))とおくとき，p = γ(0)が第1種 (resp.第2種)であるための
必要十分条件は δ(0) ̸= 0 (resp. δ(0) = 0) で与えられる．非退化な光的点p ∈ LD

が
δ(0) = 0, δ′(0) ̸= 0

を満たすとき，L3-点5と呼ぶ．

特性曲線γ(t)のfによる像を γ̂(t) := (f ◦ γ)(t) とおくと，M3の正則曲線である．こ
のとき，pが第 1種 (resp. 第 2種)であることと γ̂′(0) ∈ Tf(p)Mが空間的 (resp. 光的)で
あることが同値である．pが第 1種光的点であるとき，ある正数 ε̄ > 0が存在して，任
意の t ∈ (−ε̄, ε̄) に対してγ(t)も第1種光的点となる．つまり，γ̂(t) (|t| < ε̄)はM3の空
間的な正則曲線である．
注意 3 (平均曲率の光的点における有界性と光的点の型). 一般に，第2種光的点p ∈ LD

に対し，γ̂′(0) ∈ Tf(p)M は光的であるが，t ̸= 0のとき γ̂′(t)は光的かどうかはわから
ない．ある正数 ε̄ > 0が存在して，任意の t ∈ (−ε̄, ε̄) に対して γ̂(t) (|t| < ε̄)はM3の
光的な正則曲線であるとき，pをL∞-点と呼ぶ．非退化な光的点p ∈ LDがL∞-点であ
るための必要十分条件は，任意の t ∈ (−ε̄, ε̄) に対してγ′(t)とη(t)が1次従属，つまり
δ(t) ≡ 0となるような正数 ε̄ > 0が存在することである．次の事実が知られている ([20,

Proposition 3.5], [46])：

f : Σ → M3を混合型曲面，p ∈ LDを非退化な光的点とする．もし，
平均曲率Hがpの近傍で有界ならば，pはL∞-点である．

とくに，平均曲率零曲面の非退化な光的点はL∞-点である．また，ローレンツ多様体
内の平均曲率が有界である超曲面の光的点，とくに，非退化でない場合の光的点の構
造が [46]において調べられている．
3.2. 第1種光的点の不変量
p ∈ LDを第1種光的点，γ(t) (|t| < ε) をp = γ(0)を通る特性曲線とする．必要ならば
ε > 0を十分小さくとることで，一般性を失わずに，任意の t ∈ (−ε, ε) に対して γ(t)

は第1種光的点であると仮定してよい．このとき，γ(t)のfによる像 γ̂(t) := (f ◦ γ)(t)
(|t| < ε) はM3の空間的曲線なので，tを弧長パラメータに取り直すことができる．

• 各 t において γ̂′(t) (∈ Tγ̂(t)M3) は空間的ベクトルなので，γ̂′(t) の直交補空間
(γ̂′(t))⊥ はTγ̂(t)M3の時間的な2次元部分空間である．

• L(t) = df(η(t))は γ̂′(t)に直交するM3の光的ベクトルなので，L(t) ∈ (γ̂′(t))⊥ で
ある．

• このとき，̂γ(t)に沿うM3の光的ベクトル場N(t)で，N(t) ∈ (γ̂′(t))⊥ かつ⟨N(t), L(t)⟩ =
1 を満たすものが存在する．
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光的点p ∈ LDにおいて，TpΣの退化ベクトル全体は1次元部分空間をなす．p ∈ LD

の近傍Uにおいて定義されたベクトル場ηで，各点q ∈ LDにおいてηq ∈ TqΣは退化ベ
クトルを与える，つまりLq := dfq(η) ∈ Tf(q)M3 は光的ベクトルであるとき，η ∈ X(U)

を退化ベクトル場と呼ぶ．
補題 4 ([19, Proposition 2.6]). 光的点p ∈ LDが第1種光的点であるための必要十分条
件は，ηp ⟨df(η), df(η)⟩ ̸= 0 で与えられる．
定義 5 ([19]). (M3, h)のLevi-Civita接続を∇で表す．第1種光的点p ∈ LDに対して，

κL(p) :=
1

(ηp ⟨df(η), df(η)⟩)
1
3

〈
∇d/dtγ̂

′(0), L(0)
〉
,

κN(p) := (ηp ⟨df(η), df(η)⟩)
1
3
〈
∇d/dtγ̂

′(0), N(0)
〉

とおく．κL(p)を光的特異曲率，κN(p)を光的法曲率と呼ぶ．
光的特異曲率κLや光的法曲率κN は γ(t)や ηのとり方に依らず定まる第 1種光的点
における不変量である．光的特異曲率 κLと光的法曲率 κN は，[40]で導入されたカス
プ辺に対する幾何学的不変量の特異曲率κs，極限法曲率κν にそれぞれ対応している．
特に，κLはκs に類似の性質を持つことを示すことができる．例えば，κsは第1基本形
式のみで表すことができる内的不変量であるが ([40, Proposition 1.18]を参照)，κLも
内的不変量である．また，[40, Corollary 1.14]で示されたように，κsはツバメの尾にお
いて−∞に発散するが，同様のことが成り立つ．
定理 6 ([19, Theorem A]). 第 2種光的点 p ∈ LDに対して，第 1種光的点からなる点
列{pn}n∈Nで limn→∞ pn = pとする．このとき，光的特異曲率κLは{pn}n∈Nに沿って
−∞に発散する．さらに，もしpがL3-点でない第2種光的点ならば，光的法曲率κNも
{pn}n∈Nに沿って−∞に発散する．
3.3. ガウス曲率の挙動
p ∈ LDを第1種光的点とする．このとき，pの座標近傍(U ; u, v)で，u-軸が光的点集合で
あり，(η :=) ∂vが退化ベクトル場であるようなものが存在する．このような座標系(u, v)

を適合的 (adapted)と呼ぶ．適合的な座標系において，ds2 = E du2+2F du dv+Gdv2

4第 1種光的点はカスプ辺をモデルとしている．例えば [26], [33, 14] を参照．
5L3-点はツバメの尾をモデルとしている．例えば [26], [14] を参照．
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と表すとき，

κB(p) :=
−1

2E2(Gv)
5
3

(
Gv (E (Evv − 2Fuv) + EuFv)−

1

5
Ev

(
EGvv − 2(Fv)

2
)
)∣∣∣∣∣

(u,v)=(0,0)

は適合的な座標系 (u, v)のとり方によらない．κBを平衡曲率 (balancing curvature)と
呼ぶ．
定理 7 ([19, Theorem B]). f : Σ → M3を混合型曲面，p ∈ LDを非退化な光的点とす
る．もし，ガウス曲率Kが pの近傍Uで有界ならば，pは第 1種光的点である．さら
に，p ∈ LDを第1種光的点とするとき，ガウス曲率Kがpの近傍Uで有界であるため
の必要十分条件は，U内の特性曲線に沿って

κL = 0 かつ κN = κB

が成り立つことである．
定理 7 の証明の概要を紹介する．まず，次のような特別な座標系の存在を示す：
補題 8. f : Σ → M3を混合型曲面，p ∈ LDを第1種光的点とする．このとき，pの座
標近傍 (U ; u, v)で，(u, v)は適合的であり，E(u, 0) = 1, λv(u, 0) = 1 を満たすものが
存在する．ここで，ds2 = E du2 + 2F du dv +Gdv2であり，λ = EG− F 2とする．
補題 8 のような座標近傍 (U ; u, v)において

K̂ := λ2K

はU上に滑らかなに延長される．さらに，ある滑らかな関数Φ(u), C2(u, v)が存在して

K̂(u, v) = −1

2
κL(u) +

1

2
{κN(u)− κB(u) + κL(u)Φ(u)} v +

1

2!
C2(u, v)v

2 (3.1)

と表されることがわかる．一方，λ(u, v) = v λ̂(u, v) (λ̂ ̸= 0) と表されることから，定
理 7 の後半が従う．このことに定理 6 を組み合わせると，定理 7 の前半も従う．
また，式 (3.1) から，もしκL(p) > 0ならば K̂(0, 0) < 0であることがわかる．ここ
で，K̂ = λ2Kなので，ガウス曲率Kの符号と K̂の符号は一致する．さらに，M3が3

次元ミンコフスキー空間M3 = R3
1の場合，sgn(K) = −sgn(KEuc) が成り立つ．ここ

で，KEucは曲面f : Σ → R3
1をユークリッド空間R3の曲面とみなした際のガウス曲率

としている．つまり，κL(p)の正負とKEuc(0, 0)の正負は一致する．
系 9 ([19, Corollary 5.7]). 埋め込まれた混合型曲面f : Σ → R3

1に対し，p ∈ LDを第1

種光的点とする．もしκL(p)が正ならば，fの像は f(p)の近くでお椀型である．一方，
κL(p)が負ならば，fの像はf(p)の近くで鞍状である．
第2種光的点に第1種光的点が集積している場合，定理 6 よりκLの符号は負である．
したがって第2種光的点の近傍では曲面は鞍状であることがわかる．
また，Pelletier [36], Steller [42]により，‘generic’ な計量で特異曲線が ‘測地線’から
なる場合にはGauss-Bonnet 型の定理が成り立つことが知られている．(詳細は [19]を
参照．) 定理7 から，ガウス曲率が有界ならばその仮定を満たすことがわかり，以下を
得る．
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系 10 ([19, Corollary D]). Σを連結で向きづけられた 2次元閉多様体，f : Σ → M3を
混合型曲面とする．もし，fの全ての光的点が非退化であり，fが有界なガウス曲率を
持つならば，

1

2π

∫

Σ

K dA = χ(Σ)

が成り立つ．ここで，χ(Σ)はΣのオイラー数を表す．

4. 不変量の内在性・外在性
本節では，光的特異曲率と光的法曲率の内在性・外在性を議論する．光的特異曲率は
内的不変量である一方で，光的法曲率は内的不変量である場合やそうでない場合があ
る．ここでは，光的法曲率は

• 光的特異曲率が恒等的に消えるとき内的不変量であること (系 11)，

• 光的特異曲率が消えずに実解析的である場合には外的不変量であること (系 12)

を紹介する．
4.1. 光的特異曲率の内在性
f : Σ → M3を混合型曲面とする．関数 I : Σ → R, もしくは I : LD → Rを不変量と
いう．つまり，IはΣやLDの座標の取り方によらないものを指す．不変量 I : Σ → R,

もしくは I : LD → R が内的であるとは，I は E, F , G とその微分による関数で与
えられるときをいう．ここで，ds2 = E du2 + 2F du dv +Gdv2とし，(u, v)はds2のみ
を用いて定まる座標系とする．不変量 I : Σ → R, もしくは I : LD → Rが外的であ
るとは，別の混合型曲面 f̃が存在して，f と f̃ は等長的（つまり，ds2f = ds2

f̃
）だが，

I(f) ̸= I(f̃) となるときをいう．例えば，ガウス曲率Kは内的不変量であり，平均曲率
Hは外的不変量であることが知られている．
与えられた不変量が内的か外的かどうかを決定することは基本的な問題である．ま

ず，光的特異曲率κLは内的である．実際，

κL(u) = − Ev(u, 0)

2E(u, 0) 3
√

Gv(u, 0)
(4.1)

と表される．ただし，(u, v)は適合的，つまり γ(u) = (u, 0)，η = ∂v を満たす座標系と
している．
4.2. 光的法曲率の内在性・外在性
一方，光的法曲率κNは光的特異曲率の (4.1)のような表示を持たず，内的か外的かど
うかを同様に判定することはできない．しかし，ガウス曲率Kの漸近展開 (3.1) より，
LD上でκL = 0ならば

κN(u) = κB(u) + 2K̂v(u, 0)

と表され，補題 8 のような特殊な適合的座標 (u, v) は第一基本形式 ds2のみによって
定まるものなので，以下のことがわかる．
系 11 ([19, Corollary C]). 混合型曲面f : Σ → M3に対して，光的点集合LDは第1種
光的点からなるとする．もし，LD上で

κL = 0
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が成り立つならば，光的法曲率κNは内的不変量である．
系 11 の仮定を満たさない場合，つまり光的特異曲率κLが消えない場合には，光的

法曲率κNは外的不変量であることがわかる．
系 12 ([18]). 実解析的な混合型曲面f : Σ → R3

1に対して，p ∈ Σを第1種光的点で

κL(p) ̸= 0

を満たすとする．このとき，ある pの近傍Uと実解析的な混合型曲面 f̃ : U → R3
1で，

fと f̃は同じ第一基本形式を持つが，κN(p) ̸= κ̃N(p) であるものが存在する．ただし，
κ̃Nは f̃の光的法曲率を表す．とくに，光的法曲率κNは外的不変量である．
以下，この証明の概要を紹介する．
補題 13 ([18]). 混合型曲面 f : Σ → R3

1に対して，p ∈ Σを第 1種光的点とする．この
とき，以下の条件を満たすpの座標近傍 (U ; u, v)が存在する：

• (u, v)は適合的，つまり pの近傍で u-軸は光的点集合LDと一致し，η = ∂vは退
化ベクトル場を与える，

• (u, v)は直交座標系，つまり (F =) ⟨fu, fv⟩ = 0が成り立つ，かつ

• 光的点集合の像からなるR3
1の空間的な正則曲線 γ̂(u) := f(u, 0) は弧長パラメー

タ表示である，つまり ⟨γ̂′(u), γ̂′(u)⟩ = E(u, 0) = 1 である．

このとき，あるU上のfに沿うベクトル場ψで

⟨ψ, fu⟩ = ⟨ψ,ψ⟩ = 0, ⟨ψ, fv⟩ = 1

を満たすものが存在する．(ψをL-ガウス写像と呼ぶ．)

このとき，F := (fu, fv,ψ) は fに沿うR3
1のフレームを与える．L-ガウス写像 ψ に

対し，A := ⟨fuu,ψ⟩ , B := ⟨fuv,ψ⟩ , C := ⟨fvv,ψ⟩ とおくと，Fは次を満たす：

Fu = FU , Fv = FV , (4.2)

ただし

U :=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

Eu

2E

Ev

2E
−A

E

A B 0

−Ev

2
− AG

Gu

2
− BG −B

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
, V :=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

Ev

2E
−Gu

2E
−B

E

B C 0

Gu

2
− BG

Gv

2
− CG −C

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

とする．式 (4.2) の可積分条件Uv − Vu = [U ,V]は

Av − Bu =
1

2E
(EvA− EuB) +B2 − AC (Cod1)

Bv − Cu = − 1

2E
(GuA+ EvB) (Cod2)

Evv +Guu −
EuGu + E2

v

2E
= 2G(AC − B2)−GvA+ 2GuB + EvC (Gauss)
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と同値である．逆にこの偏微分方程式系 (Cod1), (Cod2), (Gauss)を解くことができれ
ば混合型曲面を構成することができるという，混合型曲面に対する曲面論の基本定理
を示すことができる [18]．
適合的な座標近傍 (U ; u, v)において，p = (0, 0)で κL(p) ̸= 0が成り立つならば

Ev(0, 0) ̸= 0であることがわかる．このとき，(Gauss) は

C =
1

2GA− Ev

(
Evv +Guu −

EuGu + E2
v

2E
−GvA+ 2GuB + 2GB2

)

と書き直されることから，(Cod1), (Cod2) は未知関数A, Bに対する正規形の偏微分
方程式系に変形することができる．これに Cauchy-Kowalevski の定理を適用し，空間
的曲線に対する曲線論の基本定理 [17]を用いることで次を得る．
定理 14 ([18]). 実解析的な混合型曲面 f : Σ → R3

1に対し，p ∈ Σを第 1種光的点で
κL(p) ̸= 0を満たすものとし，γ(t) を p (= γ(0)) を通る特性曲線とする (ただし |t|は
十分小 )．さらに，Iを 0 ∈ Iを含む開区間，Γ : I → R3

1を実解析的な空間的曲線で
Γ(0) = 0，かつ曲率ベクトルが零でないもの6とし，その像をC := Γ(I)とおく．この
とき，p ∈ Σの近傍Uと実解析的な混合型曲面 f̃ : U → R3

1で，f̃(p) = 0 であり

• fと f̃は同じ第一基本形式を持ち，

• γ(t)の f̃による像 Image(f̃ ◦ γ)はΓの像Cの部分集合である

ようなものが存在する．さらにそのような f̃は4つ存在する．
空間的曲線Γ : I → R3

1を適切に選ぶことによって，混合型曲面の非自明な局所等長
変形が得られ，系 12 が導かれる．
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