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Levi平坦葉層構造とその埋め込み問題について

小川 竜 (東海大学)∗

概 要

本講演ではLevi平坦埋め込み問題を扱う. 特にBarrettによるReeb葉層の非
埋込定理を紹介した後、その高次元版となる非埋込型定理について解説する.
後半では、主定理に必要な複素超曲面の近傍幾何 (上田理論)についても概説
する. 本講演の内容は小池貴之氏 (京都大学)との共同研究 [KO]に基づく.

1. Levi平坦多様体とLevi葉層
1.1. 設定と問題

　複素多様体 (X2n, JX)内の滑らかな実超曲面M2n−1がX の複素超曲面の族 F で分
割されるとき、M を Levi平坦超曲面、F を Levi葉層という 1. より一般に (Xを忘
れて)、奇数次元多様体Mと実余次元 1複素多様体族による分割Fの組 (M,F , JF)を
Levi平坦 (CR) 多様体と呼ぶ. ここで JF は各葉に沿った複素構造で葉の横断方向
へ滑らかに変化する. これは局所座標を用いて述べることができる. Mの局所座標系
U = {(Uj, φj; (zj, tj))}であってφj(Uj) ≈ Ωj × Ij ⊂ Cn−1×R (ΩjはCn−1の開集合、Ij
を開区間)とし、Ujk ̸= ∅では座標変換が

φjk : φk(Ujk)→ φj(Ujk) ; φjk(zk, tk) = (fjk(zk, tk), gjk(tk)) ∈ Ωjk × Ijk

で与えられるものとする. ここで fjkは zkについて正則、tkについてC∞、gjkは tkに
ついてC∞とする. 各Ωk×{tk}を貼り合わせて得られるMのはめ込まれた部分多様体
Lを葉と呼び、葉の集合FをMの葉層構造と呼ぶ. またUを葉層座標系と呼ぶ. 各葉
Lは複素多様体となり、葉の横断方向にその複素構造が滑らかに変化する. 本講演では
次の問題を考える.

問題 1.1. どのようなLevi平坦多様体 (M2n−1,F , JF)が複素多様体 (X2n, JX)に埋め込
めるか? または埋め込めないか?

ここでいう埋め込みとはMからXへの滑らかな埋め込みであって、各葉L上で正則
なものを考えている 2. 本講演ではこれをLevi平坦 (CR) 埋め込みと呼ぶ. また埋め
込みの像は (X2n, JX)内のLevi平坦面である.

Levi平坦面の研究は二つの起源を持つと考えられる. 一つは正則葉層構造論におけ
る例外的極小集合予想、もう一つは関数論におけるLevi問題である 3. 例外的極小集
合予想とはCP 2内の正則葉層Fに対して L̄∩ SingF ̸= ∅が成り立つ、即ち全ての葉は
特異集合 SingFに漸近するという予想である [CLS] (cf. [BLM],[C]). 弱い形の予想と
して『CP 2内にはコンパクトLevi平坦面は存在しない』と考えられており、これまで
多くの研究がある. CP n (n ≧ 3)のとき同種の予想は肯定的に解決されているが、CP 2

では未解決である. この周辺の研究については [LN],[Si],[Br],[Oh3],[De],[AB]などを参
∗ e-mail: nogawa@tsc.u-tokai.ac.jp
1断りが無ければ全て非特異、C∞級を仮定する.
2以降、埋め込みと書いたら全てこれを仮定する.
3独立ではなく、互いに関連して研究が進められている.
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照せよ. 一方、Levi問題 (またはHartogsの逆問題)とは、『(Levi)擬凸領域ならば正則
領域である』ことを問う問題である. Cn内の領域などでOkaらの研究によって肯定的
に解決され、Grauertらにより一般化された. しかし一般の複素多様体内の領域では
Grauertによる反例がある. その擬凸領域に、稠密葉から成るコンパクトLevi平坦面が
出現した. 最大値原理から特に非定数正則関数を持たない. この方面からの研究につい
ては [Oh1],[Oh2]などを参照せよ.

我々は葉層Fの位相力学系的性質と、埋め込まれた複素多様体の解析的性質との関
係に着目しながら話を進める. そのために少し言葉を準備しよう 4.

葉L上の閉曲線Γに沿って動いたとき、他の葉がどのような振る舞いをするかを調
べたい. その為にp ∈ Γを中心としてFに横断的な曲線Tpを用意する. Γに沿った葉層
座標から得られるTpの再帰写像は、局所微分同相 f : (R, 0)→ (R, 0)を与える. 0にお
ける芽 f0をΓに沿ったFのホロノミーと呼ぶ 5. ホロノミー f0が contraction (resp.

expansion)とは 0の近傍で |f(t)| < |t| (t ̸= 0) (resp. |f(t)| > |t| (t ̸= 0))が成り立つ
ときをいう. また

f(t) = t+O(tr+1)

となるとき、ホロノミーf0は t = 0でCr-flatと呼ぶ (r = 1, 2, . . . ,∞). Lの基本群の各
元に対してホロノミーを取ることで準同型

ρ : π1(L, p)→ Diff(R, 0)

を得る. その像はLに沿ったFのホロノミー群と呼ばれ、H(L)で表す. Lが横断方向
に有向のときは片側のホロノミーだけを考えることもある. その場合はH+(L)で表す.

1.2. 具体例

この節では複素多様体内のLevi平坦面の代表的な例を紹介する.

例 1.2 (Fibered Levi-flats). 最も単純な例はファイブレーションから得られる. 正則
ファイブレーションπ : X → Cと単純閉曲線 γ ⊂ C\Critv(π)に対して、M := π−1(γ)

はX内のLevi平坦面を定める. Levi葉層Fは各ファイバーから成る. また複素解析族
X→ Cに対しても同様の操作でLevi平坦面を得る.

例 1.3 (Suspension Levi-flats). Riemann面Σ上の平坦CP 1束

X := Σ×ρ CP 1 = H× CP 1/(z, ζ) ∼ (z · γ, ρ(γ)(ζ))

であってρ : π1(Σ)→ PSL2(R)なるものを考える. M := Σ×ρ RP 1はX内のLevi平坦
面となる. 各葉LはΣの被覆空間として与えられ、複素構造もΣから誘導される. ρの
選び方でLevi葉層Fの力学系的性質が変化するが、それに伴って補集合X\Mの複素
解析的な性質も変化する. 葉層Fの複雑さと補集合X\Mの擬凸性が密接に関係して
いる [DO] (cf. [Br],[A]). 特に g ≧ 2でFuchs表現 ρ : π1(Σ)

id.→ π1(Σ) < PSL2(R)のと
き、Fが測地流Anosov葉層となり、X\M = WL ∪WHはWHがStein空間の改変、WL

がStein多様体となる. ここでCP 1 = H ∪ RP 1 ∪ Lと分解した.

4葉層構造論の基本的な事柄は [CC]などを参照してほしい.
5Γの pを基点としたL内のホモトピーにのみ依存する.
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例 1.4. Y := CP 2上の9点P = {p1, . . . , p9}とそれを通る3次曲線Cを一つ固定する 6.

Y の 9点ブローアップをX := BℓP (Y )、Cの strict transformを Ĉで表す. 自己交点
数は [Ĉ]2 = 0となる. 一般論から法束NĈ/Xの変換関数 {tjk}はU(1)-定数関数に取れ
る [U]. ファイバー座標 {ζj}に対して {|ζj| = 1}は貼りあってLevi平坦面を作る. Levi

葉層Fは {ζj = 一定 }で与えられる. P を固定されたCの中で上手に選ぶとNĈ/Xが

Picard群の中でDiophantine条件を満たすようにでき 7、特に Ĉが法束NĈ/Xの零切断

近傍と双正則な近傍を持つ ([Ar], [U], [Br2], [K2]). この同型を通して Ĉの近傍にも葉
層構造やLevi平坦面が誘導される. 特に Ĉの定義関数系{(Wj, wj)}が存在して

tjkwk = wj

を満たす.

例 1.5 (Reeb components). 半空間 (から原点を抜いたもの)

M̃ = Cn−1 × R≧0\{(0, 0)}

の商空間M = M̃/(z, t) ∼ (λz, f(t)) ≈ D2n−2 × S1を考える. ここで λ ∈ Cは |λ| > 1

とし、f : R≧0 → R≧0は拡大微分同相. Mには M̃の水平葉層から誘導される複素葉層
FReebが定まり、(M,FReeb, JF)はLevi平坦多様体である. また (M,FReeb)はReeb成分
と呼ばれる. 構成よりコンパクト葉∂MはHopf多様体 (≈ S2n−3 × S1)であり、その他
は全てCn−1葉となる. ∂Mに沿ったFのホロノミー群はfで生成される. つまり

H+(∂M) ∼= Z⟨f⟩.

n = 2でλ = exp(2π)の場合、∂M ∼= C/(Z+ Z
√
−1). このMを二つ用意して、∂M

に沿って写像 z 7→
√
−1zで貼り合わせれば、Levi平坦多様体 (S3,R, JR)を得る. この

葉層RはS3のReeb葉層と呼ばれる.

問題 1.6. Reeb成分は複素多様体にLevi平坦埋め込みできるか?

次のように埋め込みの障害があることは良く知られている.

命題 1.7. Reeb成分はKähler多様体にはLevi平坦埋め込みできない.

証明は簡単である. 埋め込めたすれば、∂MはKähler部分多様体であり
∫
∂M

ω|n−1
∂M ̸= 0.

しかしReeb成分の定義より [∂M ] = 0となり矛盾.

一方である Hopf多様体 (non-Kähler)には Reeb成分が存在する [Ne]. 上の構成で
λ ∈ R, λ > 1で f(t) = µt, µ ∈ R, µ > 1とすれば簡単に実現できる. この場合 ∂M に
沿ったホロノミーの微係数はf ′(0) = µ > 1となる. ではホロノミーがCr-flatの場合は
埋め込めるであろうか?

問題 1.8. Cr-flat Reeb成分 (M,FReeb, JF)は複素多様体にLevi平坦埋め込みできるか?

Barrettの結果より部分的な解答が得られている. これが我々の研究の出発点となる.

定理 1.9 (Barrett ’90 [B]). 3次元C∞-flat Reeb成分は複素曲面にLevi平坦埋め込みで
きない.

6generalなP を選ぶと滑らかな 3次曲線Cが一意的に定まる.
7Pic0(Ĉ)の中で全測度.
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1.3. Reeb葉層の非埋込定理

　この節では Barrettの定理について解説する. まず複素多様体X 内の Levi平坦面
(M,F)とその葉Lを一つ固定し、LはXに埋め込まれていると仮定する. Barrettはホ
ロノミーのCr-flatnessからLの上田類 8の消滅を示した. 正確にはCr-flatnessから次
のデータを得る. LのXにおける定義関数系 {(Wj, wj)}とLのMにおける (葉上定数
となる)定義関数系{(Uj, uj)}であって、Uj = Wj ∩Mとする. さらに∀j, kに対して以
下の条件を満たすものが存在する.

(i) wk − wj = O(wr+1
j ) on Wjk,

(ii) uk − uj = O(ur+1
j ) on Ujk,

(iii) (Im wj)|Uj
= o(|wj|r) on Uj

(iv) (Re wj)|Uj
= uj + o(urj) on Uj.

条件 (ii)はホロノミーのCr-flatnessである. 条件 (iii)はBarrett-Fornaess[BF]により示
された. Lの局所定義関数をM に沿ってその虚部の jetを消すように帰納的に修正し
ていくことで条件を満たすように出来る 9. (iv)は (iii)にCauchyの評価式とCauchy-

Riemannの関係式を使う. (ii),(iii),(iv)を合わせて (i)を得る. まとめておこう.

命題 1.10 ([B]). 複素多様体X内のLevi平坦面 (M,F)と埋め込まれた葉Lを取る 10.

Lに沿ったFのホロノミーがCr-flatならば、XにおけるLの定義関数系{(Wj, wj)}が
存在して以下の条件を満たす.

wk − wj = O(wr+1
j ) on Wjk かつ d(Re wj|Uj

) ̸= 0 on Uj.

r ≧ 1のとき法束NL/Xは解析的に自明である. r ≧ 2のとき (L,X)の {wj}に関する
(r− 1)次上田類は消滅する. 特にr =∞のときLがコンパクトならば (L,X)は infinite

typeとなる 11.

これを用いてBarrettはS3のReeb葉層の非埋込定理を示した. 本質的には次の定理
を示している.

定理 1.11 (Barrett ’90 [B]). 3次元Levi平坦多様体(M3,F , JF)に対してFがトーラス葉
Lを持ち、H+(L) ∼= Z⟨f⟩を満たすとする. ここでfはCに沿ったC∞-flat contraction.

このとき (M3,F , JF)は複素曲面 (X4, JX)にLevi平坦埋め込みできない.

埋め込まれる複素曲面には何の仮定もしていない所に注意してほしい. 次の証明か
ら分かるように、埋め込まれたトーラス葉近傍で話が完結している. またJFについて
の条件も無い. 完全に葉層の条件だけで成り立つ命題である.

(証明) (M,F)がある複素曲面Xに埋め込めたとする. ホロノミーのC∞-flatnessよ
り、命題 1.10のような定義関数系 {(Wj, wj)}が取れて (L,X)は infinite typeとなる.

これでは定義関数たちが formalにしか貼りあっていないが、上田の定理 12より正則関
数w : W → Cが存在して、特に d(Re w|M) ̸= 0を満たす. ここでW 上でLに漸近す
82.1節参照
9後で触れる上田の議論 [U]、また我々の議論 [KO]においても基本的な考え方は同じである.

10コンパクト性は仮定しない.
11定義 2.5参照.
12定理 2.6 参照.
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る他の葉L′に注目する. 調和関数Re w|L′を考えよう. wの条件からRe w|L′ > 0とし
てよい. L′は位相的にアニュラスだがRiemann面としての構造は幾つか可能性がある.

例えばL′ ∼= D∗のときは、そのコンパクト化D上へ拡張して考えると調和関数の最大
最小値原理から矛盾が起きる. 他の場合も同様の矛盾が起きる. 2

系 1.12 (Reeb葉層の非埋込定理 [B]). C∞-flat Reeb成分は複素曲面にLevi平坦埋込み
できない. 特にS3のC∞Reeb葉層は複素曲面にLevi平坦埋込みできない.

後にBarrett-Inabaは、複素曲面内の 3次元C∞Levi平坦面に位相的な制約があるこ
とを示した.

定理 1.13 (Barrett-Inaba’92 [BI]). 複素曲面内のコンパクト有向3次元C∞Levi平坦面
(M,F)に対して次が成り立つ.

(1) |π1(M)| =∞ かつ
(2) π2(M) = 0 または M ≈ S2 × S1

1.4. 主結果

　この節では [KO]で得られた非埋め込み型定理について述べる 13. これはBarrettの
定理の高次元への拡張である. また我々の結果は、葉に含まれる楕円曲線近傍に対する
結果であり、葉自身にコンパクト性を仮定しない.

定理 1.14 (Koike-O ’17 [KO]).

5次元Levi平坦多様体 (M5,F , JF)が楕円曲線Cを複素部分多様体として含む葉Lを持
つとしよう. さらにCの近傍Uが存在して、以下を満たすと仮定する.

(i) H+(L ∩ U) ∼= Z⟨f⟩. ここで fはCに沿ったC∞-flat contraction.

(ii) C∞-retraction p : U → L ∩ Uが存在して、各葉上ではholomorphic covering map.

(iii) C = f−1(0)なる正則関数 f : L ∩ U → Cが存在する.

このとき (M5,F , JF) は複素3次元多様体 (X6, JX)にLevi平坦埋め込みできない.

証明は2.3節にまわして、先に定理の応用例を幾つか紹介する.

例 1.15. 例1.5で構成したReeb葉層 (S3,R, JR)とCを直積することで 5次元Levi平
坦多様体 (S3 × C,F , JF)を得る. ここで F = {L× C | L ∈ R}. これは定理の仮定を
満たす. したがって、どの複素3次元多様体 (X6, JX)にも埋め込めない.

例 1.16. 例1.5で構成した5次元Reeb成分 (M5,FReeb, JF)を考えよう. 境界葉∂Mは
Hopf曲面であり、その中に楕円曲線

C = (C× {0} × {0})\{(0, 0)}/z1 ∼ λz1.

を含む. これも定理の仮定を満たすので複素3次元多様体 (X6, JX)には埋め込めない 14.

我々はBarrett-Inaba[BI]によるC2への Levi平坦埋め込みの例を用いて以下の命題
を得た. (ii)の構成を見ると定理1.14の『CがLの複素部分多様体』という仮定が落と
せないことが分かる. このような現象が3次元で起きるかどうかは分かっていない.

13本稿では 5次元Levi平坦多様体に限って説明する. 設定が複雑になるが、より高い次元でも同様の定
理が成り立つ.

14 [D]も参照.
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系 1.17. 次を満たす5次元Levi平坦多様体 (M5
i ,Fi, JFi

) (i = 1, 2) が存在する.

(i) (M1,F1, JF1)はどの複素3次元多様体 (X6, JX)にも埋め込めない.

(ii) (M2,F2, JF2)はC3への埋込みを持つ.

(iii) (M1,F1)と (M2,F2)はC∞葉層多様体として同型.

2. 上田の定理とその改良
　本節ではReeb葉層の非埋込定理の証明で鍵となる上田の定理とその拡張について述
べる. Xを複素多様体、SをXの複素超曲面とする. 一般にSの管状近傍の複素幾何
は単純ではない. 例えば法束NS/X の零切断近傍と Sの管状近傍は一般に双正則とは
限らない. 上田は [S]2 = 0となる Sの近傍の複素幾何を研究した [U]. 上田の理論は、
[S]2 = 0となる Sの複素近傍は “おおよそ”擬凹または擬平坦となることを主張する.

我々は後者の場合について考えてゆく (定理2.6).

2.1. 上田による障害類とJet Extension Property

　以降XはSの十分小さな近傍として話を進める. Xの局所座標系{(Wj; (zj, wj))}で
あってwjは Vj = Wj ∩ Sの定義関数、{(Vj; zj|S)}は Sの局所座標系を定めるものと
する.

Wk
Wj ∋ (zj , wj)

Swk
wj

変換関数が gjk(zk, wk) = wj/wkで与えられるX上の線束OX(S)を考える. Sへ制限
することでOX(S)|S ∼= NS/Xを得る. 必要ならO∗

S倍して gjk(zk, 0) = tjk(zk)としてよ
い. ここで{tjk}は法束NS/Xの変換関数. ここで我々は次を仮定する.

仮定 2.1. 法束NS/XはU(1)-平坦. 即ち{tjk}はU(1)値定数関数とする.

特にNS/Xは位相的に自明となる. またSにKähler性を仮定すれば逆も成り立つ [U].

このとき次の問題を考えよう.

問題 2.2. 線束OX(S)上にU(1)-平坦構造は拡張するか? 即ち、Sの定義関数系{(Wj, wj)}
であって

tjkwk = wj

を満たすものが作れるか 15?

もちろん一般にはwkのwjによる展開は高次の項を含む. この問いはSの定義関数系
に対する線型化可能性問題と捉えることができる.

さて、wk(zj, wj)のwjによる展開を以下で表す.

tjkwk =
∞∑
ℓ=1

f
(ℓ)
jk (zj) · w

ℓ
j.

15 tjkはWjk上に定数関数として拡張する.
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まずwjが定義関数なのでf
(1)
jk (zj) ≡ 1. したがって2次以上の項が問題となる.

定義 2.3. 組 (S,X)の定義関数系{(Wj, wj)}が type nとは、∀j, kに対して、

tjkwk = wj + f
(n+1)
jk (zj) · wn+1

j +O(wn+2
j )

となるとき、即ち、tjkwkとwjがn-jetで貼り合うときをいう.

type n system {(Wj, wj)}が存在するとき、簡単な計算から{(Vjk, f (n+1)
jk )}はN−n

S/X値
の1-コサイクルを定めることが分かる. Čechコホモロジー類

un(S,X; {wj}) := [{(Vjk, f (n+1)
jk )}] ∈ Ȟ1(S;N−n

S/X)

を組 (S,X)の (n次)上田類と呼ぶ. 特にこれは type (n + 1) systemが存在するための
障害類となっている.

命題 2.4 ([U]). (1) ∃ type (n+ 1) system {wj} ⇒ un({wj}) = 0.

(2) ∃ type n system {wj} s.t. un({wj}) = 0 ⇒ ∃ type (n+ 1) system {w̃j}.

(証明の概略) (1)は定義. (2)は仮定un({wj}) = 0より、δ{(Vj, aj)} = {(Vjk, f (n+1)
jk )}

なる0-コチェイン{(Vj, aj)}が存在する. これを使って{wj}を

w̃j := wj − ajwn+1
j

のように補正すれば、{w̃j}は type (n+ 1) systemとなることが分かる.2

定義 2.5. (1) (S,X)が type n
def.⇐⇒ ∃ type n system {wj} s.t. un({wj}) ̸= 0.

(2) (S,X)が infinite type
def.⇐⇒ ∀n, ∀ type n system {wj}, un({wj}) = 0.

ここで上田の理論の中でも、本講演で使うものだけを紹介しておこう. 次の定理は、
線型化された定義関数系が存在するための十分条件を提示している.

定理 2.6 (Ueda ’83 [U]). SをX のコンパクト複素超曲面であって [S]2 = 0とする.

(S,X)が infinite type かつ法束NS/Xが torsionまたはDiophantine条件を満たすと仮
定する. このときSの定義関数系{(Wj, wj)}が存在して tjkwk = wjを満たす.

さて、infinite typeの定義を見ると、これを示すのはかなり困難に感じる. しかし、
もし上田類の消滅 un = 0 が systemの取り方に依存しないのであれば、各n ∈ Nに対
して、ある type n system {wj}について消滅を示せば infinite typeが従う. そこで、上
田類の消滅が systemの取り方に依存しないとき、『条件un = 0はwell-defined』と呼
ぶことにしよう.

上田は Sがコンパクトの場合に un = 0がwell-definedであることを示している. し
かし我々は、Sがコンパクトでない場合についても扱いたい. [KO]ではun = 0がwell-

definedとなるための条件について考察した. このwell-definednessという問題は、線型
化された定義関数系を作る際に必要となり避けては通れない.

定義 2.7 ([KO]). (S,X)は同じ. OXでXの構造層、ISでSの定義イデアル層とする.

組 (S,X)がJet Extension Property (J.E.P.)を持つとは、∀n ∈ Nに対して制限
写像

r∗ : H
0(X;OX/In+1

S )→ H0(X;OX/IS) ∼= H0(S;OS)

が全射となるときをいう.
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これは『S上の任意の正則関数がn-jetで貼り合う形で近傍上に拡張する』というこ
とを主張している. 特にSがコンパクトならばJ.E.P.を満たす.

命題 2.8 (J.E.P. ⇝ well-definedness).

(S,X)がJ.E.P.を満たし tjk ≡ 1ならば条件un = 0はwell-defined.

(証明の概略) 証明は二つの type n system {wj}, {w′
j}があったとして、{w′

j}を{wj}
で展開する. これを上田類の条件を保ちつつ、低次の項から逐次修正していく. そのと
き、S上の関数をその近傍上へ拡張したものを使って修正するのだが 16、拡張の仕方
が悪いと議論が上手く進まない. 十分高い jetで貼り合った形での拡張を保証するのが
Jet Extension Propertyである. 2

ではどのような状況でJet Extension Propertyが成り立つだろうか. 実は我々の設定
とは相性がよい. 証明は [KO]参照.

命題 2.9 (Cr-flat holonomy ⇝ J.E.P.).

X上のLevi平坦面 (M,F)と埋め込まれた葉Sに対して、以下の条件を仮定する.

(a) Sに沿ったFのホロノミーはC2-flat.

(b) 各葉上で正則なC∞ retraction p :M → Sが存在する.

このとき (S,X)はJ.E.P.を満たす.

2.2. 余次元2上田理論

　Barrettの定理 1.11を高次元化するには、上田の定理 2.6に相当するものを証明す
ることが必要である. 小池は [K]において上田理論の余次元2の場合への拡張を試みて
いる. 我々はそれをLevi平坦埋め込み問題に使える形に改良した [KO].

複素超曲面C ⊂ S ⊂ Xの三つ組 (C, S,X)で、Cはコンパクトを仮定する (下図) 17.

前節と同様にCの十分小さな近傍で話をする. {Uj},{Vj},{Wj}でC,S,Xの開被覆とす
る 18. 次を仮定しよう.

仮定 2.10. 法束 (NC/S, {sjk})、法束 (NS/X , {tjk})はU(1)-平坦とする 19.

xjをUjの座標、yjをVjにおけるUjの定義関数、wjをWjにおけるVjの定義関数と
する. xj,yjをwjと合わせてWjの座標となるように拡張する. 後でyjの拡張の仕方を議
論したいので、yjの拡張を zjで表す (zj|Vj

= yj). 必要ならO∗倍して (wj/wk)|Vjk
≡ tjk

かつ (yj/yk)|Ujk
≡ sjkとして良い.

(Uj , xj) ⊂ C
(Vj , yj) ⊂ S

(Wj , wj) ⊂ X

xj zj
(zj |Vj = yj)

wj

前節と同様に次の問題を考える.

16Sがコンパクトの場合、正則関数は定数なので定数関数として拡張すればOK.
17SはX内の超曲面でCはS内の超曲面.
18Vj =Wj ∩ S, Uj = Vj ∩ C, Vjk = ∅ ⇐⇒ Wjk = ∅を満たし、十分良い被覆とする.
19命題 2.9より我々の設定においては後者の仮定が満たされる.
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問題 2.11. 線束 OX(S) 上に U(1)-平坦構造は拡張するか? 即ち、S の定義関数系
{(Wj, wj)}であって

tjkwk = wj

を満たすものが作れるか?

小池 [K]は以上の設定のもとで上田類を定義した.

定義 2.12. 組 (C, S,X)の定義関数系{(Wj, wj)}が type(n,m)とは、∀j, kに対して、

tjkwk = wj + g
(n+1,m)
jk (xj) · wn+1

j zmj +O(zm+1
j )wn+1

j +O(wn+2
j )

となるときをいう.

type (n,m) system {(Wj, wj)}が存在するとき、{(Ujk, g
(n+1,m)
jk )}はNS/X |−n

C ⊗N
−m
C/S

値1-cocycleを定めている. そこでコホモロジー類

un,m(C, S,X; {wj}) = [{(Ujk, g
(n+1,m)
jk )}] ∈ Ȟ1(C;NS/X |−n

C ⊗N
−m
C/S)

を組 (C, S,X)の ((n,m)次)上田類と呼ぶ. これは type (n,m + 1) systemが存在する
ための障害となっている.

さらに [KO]では、VjにおけるUjの定義関数系 {yj}がさらに sjkyk = yjを満たすと
き、それが{Wj}へ綺麗に拡張する為の障害も定義した.

定義 2.13. sjkyk = yjを満たす Ujの定義関数系 {(Vj, yj)}の type(n,m)拡張 {zj}と
は、∀j, kに対して zj|Vj

= yjであって

sjkzk = zj + q
(n,m)
jk (xj) · wn

j z
m
j +O(zm+1

j )wn
j +O(wn+1

j )

となるときをいう.

type (n,m)拡張{zj}が存在するとき{(Ujk, q
(n,m)
jk )}はNS/X |−n

C ⊗N
−m+1
C/S 値1-cocycle

を定めている. そこでコホモロジー類

vn,m(C, S,X; {zj}) = [{(Ujk, q
(n,m)
jk )}] ∈ Ȟ1(C;NS/X |−n

C ⊗N
−m+1
C/S )

を{yj}の ((n,m)次) extension classと呼ぶ. これは type (n,m+1) 拡張{zj}が存在
するための障害となっている.

我々の問題をまとめると次のようになる.

問題 2.14 (線型化可能性問題). Sの定義関数系{wj}とsjkyk = yjを満たすCの定義関
数系{yj}の拡張{zj}が与えられたとき、{xj},{yj}を固定しながら、{wj}と{zj}を取
り直して

tjkwk = wj かつ sjkzk = zj

を満たすようにできるか?

定義 2.15. (1) (C, S,X)が infinite type
def.⇐⇒ ∀n,m, ∀type(n,m) system {wj},

un,m(C, S,X; {wj}) = 0.

(2) {yj}がextension type infinity
def.⇐⇒ ∀n,m, ∀type(n,m)拡張{zj},

vn,m(C, S,X; {zj}) = 0.
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前節でも述べたように、infinite typeや extension type infinityという条件を示すの
は一般に困難である. しかし 障害類消滅のwell-definednessが保証されていれば、示す
のはずっと楽になる. 障害類un,m,vn,mのwell-definednessについても同様の命題が成り
立つ. 証明は [KO]参照.

命題 2.16 (J.E.P. ⇝ well-definedness).

(1) (S,X)がJ.E.P.を満たし tjk ≡ 1ならばun,m(C, S,X) = 0はwell-defined.

(2) (S,X)がJ.E.P.を満たし tjk ≡ 1, sjk ≡ 1ならば vn,m(C, S,X) = 0はwell-defined.

2.3. 証明の概略

　最後に主定理1.14の証明の方針を説明する. 基本的な戦略は定理1.11の証明と同じ
である. 証明には上田の定理2.6に相当する次の命題が必要である.

命題 2.17. (C, S,X), {Uj}, {Vj}, {Wj}, {xj}, {yj}, {zj}, {wj}などは今までと同じ.

以下の条件を仮定する.

(1) 法束NS/XはU(1)-平坦かつ torsion.

(2) S上Cの定義関数f : S → Cが存在する.

(3) (C, S,X)は infinite type かつ f = {f |Vj
}は extension type infinity.

このときSの定義関数系{wj}とf = {f |Vj
}の拡張{zj}が存在して

tjkwk = wj かつ sjkzk = zj

を満たす.

(命題 2.17の証明の概略)

Wj

tjkwk = wj+··· , sjkzk = zj+···
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ Wk

Φj

x xΦk

Wj

tjkvk = vj , sjkζk = ζj−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ Wk(
wj

zj

)
= Φj(vj, ζj, xj) =

(
vj
ζj

)
+

∞∑
ν=2

∞∑
µ=0

(
G

(ν,µ)
j (xj)

Q
(ν,µ)
j (xj)

)
· vνj ζ

µ
j

与えられた system({wj}, {zj})を別の system({vj}, {ζj)})による展開式を考える. 満た
すべき条件 (可換図式や線型条件 tjkvk = vj, sjkζk = ζjなど)からG

(ν,µ)
j (xj), Q

(ν,µ)
j (xj)

が定まれば、逆にこの関数方程式を解くことで線型化された system {vj}, {ζj}を得る.

しかし実際に正則関数{vj}, {ζj}の存在をいうためには、係数G
(ν,µ)
j (xj), Q

(ν,µ)
j (xj)を

適切に選ぶ必要がある. 各障害類が消滅することを用いて係数を適切に定め、関数方
程式を解くことで、より高次の jetで貼り合う systemが手に入る. {wj}, {zj}をこの新
しい systemに取り替えて同様の議論を繰り返す. 帰納法を回す際の注意点は (a) 綺麗
にした低次の項に寄与しないこと、(b) 右辺の無限級数が正の収束半径を持つように係
数を評価することである. (b)に (i)の条件とCのコンパクト性を使う. これらをクリア
すれば、最後は逆関数定理から線型化された system{vj}, {ζj}を得る. 2
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この証明を見ると {vj}, {ζj}を手に入れるために、systemを何度も取り替えている.

(3)の条件からどの systemに対しても障害類の消滅が保証されている所がポイントで
ある.

(定理1.14の証明の概略) 埋め込まれたとする. (i),(ii)と命題 2.9からJet Extension

Propertyが導かれる. (i),(iii)から tjk ≡ 1, sjk ≡ 1が分かる 20. さらに命題 2.16よ
り障害類の well-definednessが分かる. (i),(iii), J.E.P.と well-definednessを合わせて
(C, S,X)が infinite type、f が extension type infinityであることが従う. これで命題
2.17を使うことができる. Sの定義関数w : W → Cが存在して、特に d(Re w|M) ̸= 0

を満たすように取れる. 残りは命題 1.11の証明と同様にして矛盾が出る. 2
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タイヒミュラー空間論の位相幾何学的側面と複素解析的側面の一意化に向けて

宮地　秀樹

この講演では，現在私が取り組んでいる，タイヒミュラー空間論における様々な
側面の統一的な理解に向けての研究について話す．

1. タイヒミュラー空間論入門

1.1. 定義. X を種数 gの閉曲面とする．基本群 π1(X)の σ = {a1, b1, · · · , ag, bg}が
[a1, b1] · · · [ag, bg] = id

を満たす時，基本生成系もしくは標識と呼ぶ．基本群の基点の取り替え，及び恒等写
像とホモトピックな自己同相写像に移り会うことによりX 上の標識の集合に同値関
係を入れる．

2つの種数 gのリーマン面とその上の標識のなす対 (X1, σ1)と (X2, σ2) に対して，
h(σ1)と σ2 が X2 上の標識として同値になるような双正則写像 h : X1 → X2 が存在
する時，(X1, σ1)と (X2, σ2)はタイヒミュラー同値であるという．(X,σ)の同値類
[X,σ]を種数 gの標識付きリーマン面と呼ぶ．そして同値類の集合 Tg を種数 gのタ
イヒミュラー空間と呼ぶ．

写像類群の作用. 種数 gの閉曲面 Σg の写像類群

Modg = Homeo+(Σg)/Homeo+0 (Σg)

はタイヒミュラー空間に自然に作用する：Σg 上の標識 σ0 を一つ固定する．任意の
x = [X,Σ] ∈ Tg に対して，向きを保つ同相写像
(1.1) hx : Σg → X

をhx(σ0)とσがX上の標識として同値になるようにとる．この時，任意の [ω] ∈ Modg
に対して

(1.2) [ω]∗([X,σ]) = [X,hx ◦ ω−1(σ0)]

とする．
種数 gの閉リーマン面の双正則同値類のなす集合をMg と書き，種数 gの閉リー

マン面のモジュライ空間と呼ぶ．定義から自然な全射

(1.3) Tg ∋ [X,σ] 7→ X ∈Mg

が定義される．定義から

例 1.1 (種数 g = 0の場合). Koebeの一意化定理により，種数 g = 0の閉リーマン面
はリーマン球面 Ĉ = C ∪ {∞} と双正則同値である．故に，

M0 = {1 pt} = {Ĉ}

である．また，π1(Ĉ)は自明群であるので，恒等元のみからなる集合 {id}が Ĉ上の
標識と考える．このとき，

T0 = {1 pt} = {(Ĉ, {id})}
である．

1
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例 1.2 (種数 g = 1の場合). 種数 g = 1の閉リーマン面は C内の格子 Lτ = Z⊕ Zτ
による商空間Xτ = C/Lτ（Im(τ) > 0）として表される．このとき C→ Xτ は普遍
被覆面であるので，Lτ と π1(X)は自然に同一視され Lτ の生成元 {1, τ}はXτ 上の
標識を与える．このとき，

(1.4) T1 = {(Xτ , {1, τ})} ∼= H = {τ | Im(τ) > 0}

となる．さらに，

M1 = H/PSL2(Z)

が知られている．

2. 複素解析的側面

Ahlfors-Bers理論，Kodaira-Spencer理論により，タイヒミュラー空間及びモジュ
ライ空間には自然に複素構造が入る．したがって，タイヒミュラー空間もしくはモ
ジュライ空間内の正則曲線もしくはそれらへの正則写像を考えることにより，リーマ
ン面が正則に変形することを定式化することができる．ここでは，射影構造を用いる
ことによりタイヒミュラー空間を複素ユークリッド空間内の有界領域として実現す
ることを復習する．ここでの曲面の種数は 2以上であるとする．

2.1. Bers埋め込み. 点 x0 = (X0, σ0) ∈ Tg をとり固定する．X0 の鏡像 X0 を一意
化する普遍被覆 D∗ → X0 をとる．ここで D∗ = {|z| > 1} ∪ {∞}である．この普遍
被覆変換群（フックス群）を Γとすると，定義から Γは単位円板Dに作用して，D/Γ
はX0 を一意化する．鏡像対応を与える，向きを変える共形写像X0 → X0 は

D ∋ z 7→ 1/z ∈ D∗

により誘導される．

2.1.1. Q(D∗,Γ)を D∗ 上の正則関数 φの集合で保型性

(2.1) φ(γ(z))γ′(z)2 = φ(z) (z ∈ D∗, γ ∈ Γ)

を満たすものの全体とする．Q(D∗,Γ)はX0上の正則 2次微分の空間と同一視され,
複素ユークリッド空間 C3g−3 と線形同型である．
微分方程式の一般論から φ ∈ Q(D∗,Γ)に対して，

(2.2) S(fφ) = φ, fφ(z) = z + o(1) (z →∞)

を満たすような局所単射正則写像 fφ : D∗ → Ĉ が一意的に存在することが知られて
いる．ただし，S(f)は f のシュワルツ微分

(2.3) S(f) = f ′′′

f ′
− 3

2

(
f ′′

f ′

)2

である．このとき，

BX0 = {φ | fφ は単射であり，fφ の像 fφ(D∗)は Ĉ内のジョルダン領域 }

とする．BX0 を (X0を基点とする)ベアススライスと呼ぶ．BX0 はQ(D∗,Γ)内の原
点を含む有界領域である．
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2.1.2. 簡単な計算からシュワルツ微分 (2.3) は

S(f ◦ g) = S(f) ◦ g + S(g)
が成立することがわかる．また S(γ) = 0であることと，γ がメビウス変換であるこ
とは同値である．したがって，保型性 (2.1)により，

S(fφ ◦ γ) = S(fφ) = φ

がわかる．fφ の一意性から準同型

ρφ : Γ→ PSL2(C)

で同変性
ρφ(γ) ◦ fφ = fφ ◦ γ

を満たすようにとることができる．この準同型 ρφ を φ（もしくは微分方程式 (2.2)）
のモノドロミーと呼ぶ．

2.1.3. 任意の φ ∈ BX0
に対して，定義から fφの像D∗

φ = fφ(D)はジョルダン領域で
ある．DφでD∗

φの補集合の内点集合とするとDφもジョルダン領域であることに注
意する．このとき，ρφ は単射であり，像 Γφ = ρφ(Γ)は Dφ に真性不連続に作用す
る．実際，Γφは擬フックス群と呼ばれるクライン群であり，境界 ∂Dφは Γφの極限
集合であり，擬円（quasicircle）と呼ばれるジョルダン閉曲線である．
そして，ρφと同変な向きを保つ同相写像D→ Dφが存在する．この同相写像は向

きを保つ同相写像
hφ : D/Γ = X0 → Xφ = Dφ/Γφ

を誘導する．

2.1.4. ベアススライス BX0 からタイヒミュラー空間への写像が

(2.4) BX0
∋ φ 7→ (Xφ, hφ(σ0)) ∈ Tg

のように定義される．これは同相写像であることが知られている．

2.1.5. 写像 (2.4)により Tg に複素解析的構造が定まる．この複素構造は通常の Bel-
trami方程式から定まる複素構造と一致する．写像 (2.4)の逆写像により定義される
双正則写像

(2.5) Tg ∋ (Xφ, hφ(σ0)) 7→ φ ∈ BX0
⊂ Q(D∗,Γ)

をタイヒミュラー空間 Tg の (X0 を基点とする)Bers埋め込みと呼ぶ．

2.2. 複素解析的側面.

2.2.1. 上記のようにタイヒミュラー空間 Tg は複素ユークリッド空間内の有界領域と
して実現される．後に与える式 (4.1)で定義されるタイヒミュラー距離 dT は Tg 上の
小林距離と一致する（Royden）．さらに，タイヒミュラー距離 dT は完備であるので，
領域 BX0

は擬凸領域である（[6, Theorem 5.2]）．つまり，タイヒミュラー空間はス
タイン多様体である．

2.3. 写像類群の作用 (1.2)は複素解析的であり，作用の極限集合（一点の軌道の集積
点集合）は境界 ∂BX0 と一致する（[9, Corollary 1.7]）. モジュライ空間Mg は射影
代数多様体（軌道体）であり，射影

Tg ∋ (X,σ) 7→ X ∈Mg

は複素解析的である．
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3. 位相幾何学的側面

ここでは，タイヒミュラー空間論の位相幾何学側面の中でも無限遠境界を描写す
る Thurston理論について復習する．

3.1. 考え方. 例 1.2を用いてタイヒミュラー空間の無限遠境界を位相幾何学的に描
写してみる．

3.1.1. トーラス Σ1上の単純閉曲線は有理数と無限大のなす集合 Q̂ = Q∪ {∞}と一
対一対応があったことに注意する．ここでは対応を

(3.1) Q̂ ∋ p/q 7→ c(p/q) = −pA+ qB ∈ H1(Σ1)

とする．ただし ∞ = 1/0 と考え，{A,B} は代数的交点数 A · B = +1 を満たす
H1(Σ1) ∼= π1(Σ1) の基本生成系である．

3.1.2. {1, τ} ⊂ Lτ に対応するH1(Xτ ) ∼= π1(Xτ )の基本生成系を {Aτ , Bτ}と書く．
そしてΣ1からXτ への向きを保つ同相写像をA,BをそれぞれAτ , Bτ に移すものを
考える．これにより各Xτ 上の単純閉曲線の全体は，対応 (3.1)を通すことにより Q̂
と一対一に対応する．つまり，標識を考えることにより，すべての種数 1の標識付き
リーマン面に上の単純閉曲線は，Q̂を用いて一斉にラベルづけられる．p/qに対応す
るXτ 上の単純閉曲線（に対応するH1(Xτ ) ∼= π1(Xτ )の元）も簡単のため c(p/q)と
記述する．

3.1.3. 複素平面 C上の微分形式 dzにより誘導されるリーマン面Xτ = C/Z⊕Zτ 上
の正則 1次微分を ωτ と書く．対応 (1.4)は

Tg ∋ (Xτ , {1, τ}) 7→
∫
Bτ

ωτ

(
=

∫
Bτ

ωτ

/∫
Aτ

ωτ

)
∈ H

により与えられる．

3.1.4. 各Xτ 上の計量（平坦計量）dsτ を dsτ = |dz|2/Im(τ)により定義する．この
計量でのXτ の面積は 1である．そしてXτ 上の c(p/q)の長さは

ℓp/q(τ) =
| − p+ qτ |√

Im(τ)

となる．

3.1.5. はじめに，H ∋ τ →∞ = 1/0 ∈ Q ⊂ ∂Hなる発散における標識付きリーマン
面の退化について考える．ここでの現象は（標識を適切に取り替えることにより）一
般の有理数 p/qの場合も同様に観測される．この退化について，大きく分けて次の 2
つの場合が考えられる．

(1) ℓ1/0(τ) = 1/
√
Im(τ)→ 0である場合．

(2) ℓp/q(τ) = 1/
√

Im(τ) ≥ L0 となる正定数 L0 > 0が存在する場合．

(1) この場合は，Lτ の基本領域として {0, 1, 1 + τ, τ}を頂点とする平行四辺形を考
えると，シリンダー C/Zに “局所一様”に収束することがわかる．これにより，単純
閉曲線 c(1/0)に関するピンチング変形（c(1/0)に沿って潰す変形）をしていること
がわかる．さらに，この場合は射影

T1 ∋ (Xτ , {1, τ}) 7→ Xτ ∈M1

の像Xτ はモジュライ空間M1 の中で発散していることはわかる．
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(2) この場合，Im(τ) ≤ 1/L2
0 であるので，上記のような，c(1/0)に関するピンチ

ング変形が起こっていない．τ →∞であるためには Re(τ)→∞でなければならな
い．故に，τ0 ∈ Hを n(τ) = τ − τ0 ∈ Zと 0 ≤ Re(τ0) < 1を満たすものとすると，
|n(τ)| → ∞である．つまり，標識は

{1, τ} = {1, τ0 + n(τ)}
はA（= c(1/0)）に関するツイストにより複雑になっている．つまり，この場合は標
識が発散していると考えることができる．また，任意の p/q ∈ Qに対して，

ℓp/q(τ) =
| − p+ qτ |√

Im(τ)
≥ L0| − p+Re(τ0) + qn(τ)| → ∞

が成立する．つまりどの曲線に沿ってもピンチング変形が起こらない．
さらに，Im(τ) ≥ L1 となる L1 > 0が存在する場合には，射影

T1 ∋ (Xτ , {1, τ}) 7→ Xτ ∈M1

の像Xτ はモジュライ空間M1 の中では発散しない．
一方，τ → θ ∈ R−Q ⊂ Hの場合は，Re(τ)→ θおよび Im(τ)→ 0であるので，

すべての p/q ∈ Q̂に対して，

ℓp/q(τ) =
| − p+ qτ |√

Im(τ)
=

√
(−p+ qRe(τ))2

Im(τ)
+ q2Im(τ)→∞

となる．

3.2. 上記の観測を，内在的な幾何学的不変量である c(p/q)のXτ 上の長さ ℓp/q(τ)を
用いてどのように理解できるであろうか．特に，τ → θ ∈ R−Zであることを内在的
な幾何学的不変量 ℓp/q(τ)を用いて決定することができるであろうか．これには次の
回答がある．そしてこれがサーストンコンパクト化の考え方に通ずる．

3.2.1. 実際，天下り的に写像，

(3.2) T1 ∼= H ∋ τ 7→ [Q̂ ∋ p/q 7→ ℓp/q(τ)] ∈ PRQ̂
≥0 = (RQ̂

≥0 − {0})/R>0

を考える．ただし，RQ̂
≥0 には各点収束の位相を入れておき，射影空間 PRQ̂

≥0 には商

位相を入れる．射影空間 PRQ̂
≥0はハウスドルフ空間である．このとき写像 (3.2)は連

続である．この像の閉包 T1 を考える．この閉包を天下り的に T1 のサーストンコン
パクト化と呼ぶ．

命題 3.1. 写像 (3.2)の像は相対コンパクトである．

Proof. 実際，

A(τ) = ℓ1/0(τ) + ℓ0/1(τ) + ℓ1/1(τ) =
1 + |τ |+ |1 + τ |√

Im(τ)

とする．このとき，写像

(3.3) T1 ∼= H ∋ τ 7→
[
Q̂ ∋ p/q 7→

ℓp/q(τ)

A(τ)

]
∈ RQ̂

≥0 − {0}

は写像 (3.2)のリフトである．任意の p/q ∈ Q̂に対して，

0 ≤
ℓp/q(τ)

A(τ)
=

| − p+ qτ |
1 + |τ |+ |1 + τ |

≤ |p|+ |q||τ |
1 + |τ |+ |1 + τ |

≤ |p|+ |q|
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であるので，(3.3)の像は閉区間の直積∏
p/q∈Q̂

[0, |p|+ |q|] ⊂ RQ̂
≥0

に含まれる．つまり (3.3) の像の閉包はコンパクトである．また簡単な議論により

RQ̂
≥0は第一可算公理を満たすことがわかる．したがって，(3.3)の像の閉包は特には

点列コンパクトである．また，(3.3)の像の閉包には 0 ∈ RQ̂
≥0 は含まれない．実際，

定義から

max

{
ℓ0/1(τ)

A(τ)
,
ℓ1/0(τ)

A(τ)
,
ℓ1/1(τ)

A(τ)

}
≥ 1/3

であるからである．以上より (3.3)の像の閉包は T1のリフトである．故に T1はコン
パクトである． □

ここで {τn}n が H内で発散すると仮定する．このとき，写像 (3.3)による像は点
列コンパクトであるので，極限

lim
n→∞

ℓp/q(τn)

A(τn)
= f(p/q)

が存在するとして良い．そして τn → θ ∈ R̂ = R∪ {∞} ∈ H としても構わない．今，
θ = r/s ∈ Qの場合には，

f(p/q) =
| − p+ q(r/s)|

1 + |r/s|+ |1 + (r/s)|
=

|ps− rq|
|s|+ |r|+ |r + s|

であるので，これは c(p/q)と曲線 c(r/s)の幾何学的交点数

i(c(p/q), c(r/s)) = |ps− rq|

の定数倍である．θ =∞ = 1/0 ∈ Q̂の場合には，

f(p/q) =
|q|
2

であるので，上記と同様に関数 f の p/q における値 f(p/q)は c(p/q)と曲線 c(1/0)
の幾何学的交点数

i(c(p/q), c(1/0)) = |q|
の定数倍である．以上より τn が有理数に収束する場合には，T1 における τn の像は
幾何学的交点数が定義する関数の射影類に収束する．同様に，τn が無理数 θに収束
する場合にも，その極限は

f(p/q) =
| − p+ qθ|

1 + |θ|+ |1 + θ|

であるので θが定義する関数

Q̂ ∋ p/q 7→ | − p+ qθ|

の射影類に収束する．
以上の観測から次のことがわかる．

定理 3.1. T1 は Hと同相である．
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3.3. 以上のことは高種数のタイヒミュラー空間Tgにも成立する．実際，SをΣg単純閉
曲線のなす集合とする．ここでΣg上の標識σ0を固定する．このとき，x = [X,σ] ∈ Tg
に対して，(1.1)において定義された同相写像 hx を通して，X 上の単純閉曲線の集
合を S によりラベル付けすることができる．簡単のため，X 上の α ∈ S に対応する
単純閉曲線を αとかく．
このとき，α ∈ S のX 上の双曲的長さ ℓα(x)を用いて写像

(3.4) Tg ∋ x 7→ [Q̂ ∋ α 7→ ℓα(x)] ∈ PRS
≥0 = (RS

≥0 − {0})/R>0

を考える．次が成立する．

定理 3.2 (Thurston). g ≥ 2とする．このとき次が成立する．

(1) 写像 (3.4)の像の閉包 Tg は 6g − 6次元の閉球と同相である．そして像の補
集合 ∂Tg = Tg − Tg は S6g−7 と同相である．

(2) 幾何学的交点数を用いて単純閉曲線を S 上の関数と同一視することにより，
S を PRS

≥0 部分集合とみなすとき，∂Tg は S の閉包 PMF と一致する．

集合 PMF を射影的測度付き葉層構造の空間と呼ぶ．実際，PMF の各元は Σg

上の特異点付き葉層構造と横断的測度の射影類により表すことができる．つまり，タ
イヒミュラー空間の無限遠には単純閉曲線の集合の（ある意味の）完備化 PMF が
現れる．これが我々のいう位相幾何学的対象である．

4. 擬等角幾何学

ここでの，擬等角幾何学とは，リーマン面の擬等角変形を用いてなされるタイヒ
ミュラー空間及びリーマン面の研究を指す．

4.1. 擬等角幾何学において重要な極値的長さを定義する．

4.1.1. 任意の α ∈ S と x = [X,σ] ∈ Tg に対して，標識付きリーマン面 x上の αに
関する極値的長さを

Extx(α) = inf{Mod(A) | core(A) ∼ α}

と定義する．ただし，AはX 上の円環領域，core(A)は Aの核曲線である．さらに
Aが {1 < |z| < R}と等角同値である時

Mod(A) =
1

2π
logR

とする．これを Aのモジュラスと呼ぶ．

4.1.2. 射影

RS
≥0 − {0} → PRS

≥0

による PMF の RS
≥0 − {0}へのリフトに 0を付け加えて得られる集合をMF とか

く．集合MF ⊂ RS
≥0を測度付き葉層構造の空間と呼ぶ．定義から F は S の元の (S

上の関数としての) 正の定数倍 tαのなす集合 R>0 ⊗ S を含む交点数関数

i(tα, sβ) = ts i(α, β)

はMF ×MF 上に連続に拡張される．
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4.1.3. 定義から，任意の F ∈MF は {αn}n ⊂ S と tn > 0を用いて

F (β) = lim
n→∞

tni(β, α)

のように表示されることに注意する．この時，極限

Extx(F ) = lim
n→∞

t2nExtx(α)

が {tn}n と {αn}n の選び方によらず F のみから定まる（cf. [5]）．Extx(F )を F の
極値的長さと呼ぶ．実際，

Tg ×MF ∋ (x, F ) 7→ Extx(F )

は連続であり，ある意味で微分可能である（[13]）．

4.2. 任意の x, y ∈ Tg に対して，

(4.1) dT (x, y) =
1

2
log sup

α

Extx(α)

Exty(α)

とする．dT はタイヒミュラー空間上の完備な距離となる．この距離を Tg 上のタイ
ヒミュラー距離と呼ぶ．実際，タイヒミュラー距離は擬等角写像の極値問題により定
義される（例えば [4]をみよ）．式 (4.1)による特徴づけは Kerckhoff [5]によるもの
である．そのため式 (4.1)をKerckhoffの公式と呼ぶ．
上記のようにタイヒミュラー距離は擬等角写像の極値問題により定義されるため，

タイヒミュラー空間上のタイヒミュラー距離に関する研究は擬等角幾何学において基
本的である．そして，Kerckhoffの公式によりタイヒミュラー空間のタイヒミュラー
距離に関する幾何学を極値的長さの幾何学（Extremal length geometry）とも呼
ばれる．

5. 一意化に向けて

極値的長さの幾何学を用いて，タイヒミュラー空間の位相幾何学的側面と複素解
析的側面を統一的な扱いを与えることを考える．ここでの議論は，研究の途中である
ことを留意いただきたい．

5.1. ここで，x0 ∈ Tg を基点とするタイヒミュラー距離に関するグロモフ積を

⟨x, y⟩x0
=

1

2
(dT (x0, x) + dT (x0, y)− dT (x, y))

とする．この時，グロモフ積は次の意味で標識付きリーマン面間の対数的幾何学的交
点数と考えることができる．

定理 5.1 ([10]). ほとんどすべての [F ], [G] ∈ PMF（[]は射影類を意味する）に対
して次が成立する：点列 {xn}n, {yn}n ⊂ Tg が xn → [F ], yn → [G] を満たす時，

exp(−2⟨xn, yn⟩x0
) =

i(F,G)

Extx0
(F )1/2Extx0

(G)1/2

が成立する．

このように極値的長さの幾何学とタイヒミュラー空間の位相幾何学的側面は交点
数関数を用いて統一的に取り扱うことが可能である．
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5.2. 複素解析的側面とはタイヒミュラー空間の複素解析的構造の研究であった．一
般に複素多様体（スタイン多様体）の複素解析的構造はその上の正則関数を調べるこ
とにより理解される．タイヒミュラー空間は有界擬凸領域と双正則同値である．こ
こで，次が成立する．

命題 5.1 ([11]). F,Gが Σg を充填する時，関数

Tg ∋ x 7→ −
1

Extx(F ) + Extx(G)

は Tg 上の負値多重劣調和な皆既関数 (exhaustion funtion)である．

したがって，タイヒミュラー空間のベアススライスによる実現は有界超凸領域
（hyperconvex）である．ここで，タイヒミュラー空間が超凸であることは Krushkal
[7]が最初に示したことであり，ここでの議論はその別証明であることを注意しておく．

5.3. Demailly [2]の結果により，ベアススライスにはポアソン核が定まり，その閉
包で定義された正則関数を境界値を用いて積分表示することができる．

5.4. Minskyらによる終層予想の肯定的解決（[1]）により，ベアススライスの境界
（ベアス境界）と PMF は “ほとんどすべての点”において同一視される．

5.5. Minskyらによる終層予想の肯定的解決と Demaillyによるポアソン核を用いる
ことにより，PMF のほとんど至るところで定義された可測関数を用いて，「境界値
問題」を考えることが正当化される．この観測を基にして，統一理論を構成すること
を考えたい．

5.6. 現在は，ポアソン核を標識付きリーマン面上の幾何学的不変量を用いて，記述
することを研究している．

Demailly [2]によれば，ポアソン核は多重調和グリーン関数の微分とレビ形式を用い
て記述される．Krushkal [8]では y0 ∈ Tgを極に持つ多重調和グリーン関数 gTg (y0, x)

はタイヒミュラー距離を用いて

gTg
(y0, x) = log tanh dT (y0, x)

と記述されることを示唆されている．
タイヒミュラー距離の微分はその公式が Earle [3]により与えられている．また，

タイヒミュラー距離のレビ形式については，現在，Tg 上の，ある意味で十分一般的
な点において計算されている（[12]）．これらの公式を基にしてポアソン核を計算し
たいと考えている．
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カウフマン・ブラケット・スケイン代数におけるデーン・
ツィストの公式とその応用

辻 俊輔 （東京大学・学振DC）

1. 導入

スケイン代数はスケイン関係式で計算できる S3 の中の絡み目不変量を曲
面と閉区間の積空間の中の絡み目に一般化した代数である。例えば、カウフ
マン・ブラケットを一般化した代数をカウフマン・ブラケットスケイン代数と
呼んでいる。Turaev氏 [16] によりスケイン代数がゴールドマン・リー代数の
「量子化」であると示唆された。スケイン代数は表現多様体と関連付けて研究
されてきたが、ゴールドマン・リー代数と関連付けられた研究は今まで少な
かったと思われる。特に、河澄氏-久野氏 [5][6]とMassuyeau氏-Turaev氏 [8]
により行われた写像類群とゴールドマン・リー代数の研究をスケイン代数で
精密化する研究は筆者の研究が始めてである。本稿では、筆者が行ったスケ
イン代数と写像類群の研究を解説する。

2. ゴールドマン・リー代数と写像類群

この節では、筆者のスケイン代数の研究のもととなったゴールドマン・リー
代数と写像類群の研究を紹介する。Σを境界が空でないコンパクトで連結で向
き付けられた曲面とする。境界の基点 ∗を一つとる。π̂(Σ)を基本群 π1(Σ, ∗)
の共役類とする。Goldman氏 [1] によりQπ̂(Σ)のリー括弧積

[ , ] : Qπ̂(Σ)×Qπ̂(Σ)→ Qπ̂(Σ)

が定義された。このリー括弧積により定義されるリー代数をゴールドマン・
リー代数と呼んでいる。さらに河澄氏-久野氏 [5][6]によりQπ̂(Σ)のQπ1(Σ, ∗)
へのリー作用

σ( )( ) : Qπ̂(Σ)×Qπ1(Σ, ∗)→ Qπ1(Σ, ∗)

が定義された。自然な全射Qπ1(Σ, ∗)→ Qπ̂(Σ)を |·|で書き、添加写像Qπ1(Σ, ∗)→
Q, x ∈ π1(Σ, ∗) 7→ 1を ϵで書く。Qπ1(Σ, ∗)のフィルトレーション{FnQπ1(Σ, ∗)}n≥0

をFnQπ1(Σ, ∗)
def.
= (ker ϵ)nにより定義する。このフィルトレーションで完備化

した代数 lim←−i→∞Qπ1(Σ, ∗)/F iQπ1(Σ, ∗)を Q̂π1(Σ, ∗)と書く。また、ゴールド

マン・リー代数Qπ̂(Σ)のフィルトレーション {FnQπ̂(Σ)}n≥0をFnQπ̂(Σ) def.
=

|FnQπ1(Σ, ∗)| により定義する。このフィルトレーションで完備化されたリー
代数 lim←−i→∞Qπ̂(Σ)/F iQπ̂(Σ) を Q̂π̂(Σ)と書く。

Σの境界を各点で保つ微分同相写像全体のなす群をDiff(Σ, ∂Σ)とし、境界
を各点で保つ isotopyで恒等写像と同一視されるDiff(Σ, ∂Σ)の元なす部分群
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c1

c2

Fig 1. A bounding pair

をDiff0(Σ, ∂Σ)とする。M(Σ)
def.
= Diff(Σ, ∂Σ)/Diff0(Σ, ∂Σ)をΣの写像類群

と呼ぶ。単純閉曲線 cに沿った右向きデーン・ツィストを tcで表す。

定理 2.1 ([5] [6] [8]). cをΣの単純閉曲線とする。LGol(c)
def.
= 1

2 |(log(γ))
2| と

する。ただし γ ∈ π1(Σ, ∗)を |γ| = cとなる基本群の元とする。この時

tc(·) = exp(σ(LGol(c)))(·)
def.
=

∞∑
i=0

1

i!
(σ(LGol(c))

i(·) ∈ Aut(Q̂π1(Σ, ∗)

を得る。

この公式を中心に完備ゴールドマン・リー代数と写像類群の研究が進んだ。
Σg,1を種数gで、連結で空でない境界を持つ曲面とする。M(Σg,1)のH1(Σg,1)

への作用を考えることにより、M(Σg,1)→ Sp(2g,Z)の全射準同型を得る。こ
の全射準同型の核をトレリ群 I(Σg,1)と呼んでいる。Johnson氏 [4]により、
トレリ群 I(Σg,1) は部分曲面の境界となる二つの単純閉曲線 (c1, c2)(Fig.1)

について tc1tc2
−1 で生成されることが知られている。F 3Q̂π̂(Σg,1)は Baker-

Campbell-Hausdorff 級数 bchにより群とみなすことができる。定理 2.1を用
いて次の単射準同型が得られることが知られている。

定理 2.2 ([5] [6]). 群準同型 ζGol : I(Σg,1) → F 3Q̂π̂(Σg,1)を部分曲面の境界
となる二つの単純閉曲線 (c1, c2)について ζGol(tc1tc2

−1) = LGol(c1)−LGol(c2)
と定義する。この時、ζGol が well-definedとなり、さらに単射になる。

この準同型は symplectic Magnus展開を用いて、全ての Johnson準同型の
情報をもつ totally Johnson準同型が定義される。
このデーン・ツィストの公式LGol(c)と単射準同型 ζGolに対応するデーン・

ツィストの公式と単射準同型がスケイン代数にも存在する。

3. カウフマン・ブラケット・スケイン代数と写像類群

3.1. カウフマン・ブラケット・スケイン代数（加群）の定義. S3の中の nonori-

ented framed link とはいくつかの S1の直和と I
def.
= [0, 1]の積空間の埋め込

みの像を S3の isotopyで同一視した対象である。カウフマン・ブラケットと
は Fig 2 の関係式で定義されるQ[A,A−1]の値を持つ多項式不変量である。Σ
をコンパクトで連結な向き付けられた曲面とする。カウフマン・ブラケット
を Σ× I の tangle に拡張する。

Definition 3.1. E(Σ)を次を満たす埋め込みE : ((
⨿

finite S
1)⊔ (

⨿
finite I))×

I → Σ× I の集合とする。
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A A−1

(−A2 −A−2)

Fig 2. The skein relation and the trivial knot relation

• E((
⨿

finite{0, 1})× I) ⊂ p1 ◦ E((
⨿

finite{0, 1})× {0})× I ⊂ ∂Σ× I.
• E|(

⨿
finite{0,1})×I : (

⨿
finite{0, 1})×I → p1 ◦E((

⨿
finite{0, 1})×{0})×I

は向きを保つ。
• p1 ◦ E|(

⨿
finite{0,1})×{0} は単射である。

ただし p1 は第一成分への射影とする。

Definition 3.2. E0, E1 ∈ E(Σ) について、次を満たす Ẽ : (((
⨿

finite S
1) ⊔

(
⨿

finite I)) × I) × I → Σ × I が存在する時、nonoriented isotopicであると
いう。

• 任意の t ∈ I について、Ẽ(·, t) ∈ E(Σ).
• 任意の t ∈ I について、p1 ◦ Ẽ((

⨿
finite{0, 1}) × {0} × {0}) = p1 ◦

Ẽ((
⨿

finite{0, 1})× {0} × {t}).
• Ẽ((((

⨿
finite S

1)⊔(
⨿

finite I))×I)×{0}) = E0(((
⨿

finite S
1)⊔(

⨿
finite I))×

I).

• Ẽ((((
⨿

finite S
1)⊔(

⨿
finite I))×I)×{1}) = E1(((

⨿
finite S

1)⊔(
⨿

finite I))×
I).

E(Σ)の nonoriented isotpic class を nonoriented framed tangleと呼ぶ。E ∈
E(Σ)を代表とする tangleの base point set を p1 ◦ E((

⨿
finite{0, 1}) × I) と

する。

J を ∂Σ の有限部分集合とする。T (Σ, J) を base point set を J とする
nonoriented framed tangleの集合とする。Fig 2の関係式で割ったQ[A,A−1]T (Σ, J)
の商加群を S(Σ, J)とし、カウフマン・ブラケット・スケイン加群と呼ぶ。さ
らに S(Σ) def.

= S(Σ, ∅) とし、スケイン代数と呼んでいる。Fig 3により S(Σ)
の積、S(Σ)の S(Σ, J)への右作用と左作用を定義する。空リンク ∅ ∈ S(Σ)が
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xy
def.
=

x

y

Σ

for (x, y) ∈ S(Σ)× S(Σ), S(Σ)× S(Σ, J) or S(Σ, J)× S(Σ)

Fig 3. Definition of the product, and the right action and the left action

S(Σ)の単位元となる。さらに、S(Σ)のリー括弧積を x, y ∈ S(Σ)において、

[x, y]
def.
=

1

−A+A−1
(xy − yx)

と定義し、x ∈ S(Σ), z ∈ S(Σ, J)においてリー作用 σ

σ(x)(z)
def.
=

1

−A+A−1
(xz − zx)

と定義する。

3.2. カウフマン・ブラケット・スケイン代数のフィルトレーション. ゴールド
マン・リー代数の研究において、完備化必要であったようにカウフマン・ブラ
ケット・スケイン代数でも完備化が必要である。この節ではカウフマン・ブ
ラケット・スケイン代数のフィルトレーションを定義する。
添加写像 ϵ : S(Σ) → Q を ϵ(A) = −1と ϵ(L) = (−2)♯π0(L) により定義す

る。基本群の元 x ∈ π1(Σ)について ⟨x⟩
def.
= Lx + 2 − 3w(Lx)(A − A−1) と

定義する。ただし、Lxは |x|の代表となる T (Σ, ∅) の元で、また self linking
numberw(Lx)は Lxの positive crossingの個数と negative crossing の個数の
差である。さらに ⟨·⟩を線型に拡張した写像 Qπ1(Σ) → ker ϵ/(ker ϵ)2も同様
に ⟨·⟩ で表す。さらにQ線型写像

λ : ∧3H → (ker ϵ)/(ker ϵ)2, [α] ∧ [β] ∧ [γ] 7→ ⟨(α− 1)(β − 1)(γ − 1)⟩

を定義する。ただしH
def.
= H1(Σ,Q) とし、線形空間 V について ∧nV を n次

の外積テンソルとする。Q線型写像 λは単射である [13, Corollary 4.6]。スケ
イン代数 S(Σ)のフィルトレーション {FnS(Σ)}n≥0を

F 0S(Σ) def.
= S(Σ),

F 1S(Σ) = F 2S(Σ) def.
= ker ϵ,

F 3S(Σ) def.
= kerϖ,

FnS(Σ) def.
= (ker ϵ)Fn−2S(Σ) (for 4 ≤ n).

により定義する。ただし、ϖ は商写像 ker ϵ→ ker ϵ/imλとする。
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命題 3.3 ([13] Proposition 5.7, Proposition 5.11). 任意の n,mについて、次
を満たす

FmS(Σ)FnS(Σ) ⊂ Fn+mS(Σ),
[FmS(Σ), FnS(Σ)] ⊂ Fn+m−2S(Σ).

定理 3.4. 次のQ線型同型写像が存在する
λ2 : S

2(H)⊕Q→ F 2S(Σ)/F 3S(Σ),
λ3(= λ) : ∧3H → F 3S(Σ)/F 4S(Σ),
λ4 : S

2(S2(H))⊕ S2(H)⊕Q→ F 4S(Σ)/F 5S(Σ).

ただし線形空間 V について Sn(V )を n次の対称テンソルとする。さらにこれ
らの同型写像は写像類群の自然な作用について可換である。

スケイン代数とスケイン加群の完備化を

Ŝ(Σ) def.
= lim←−i→∞S(Σ)/F iS(Σ),

Ŝ(Σ, J) def.
= lim←−i→∞S(Σ, J)/F iS(Σ)S(Σ, J),

とする。

定理 3.5 ([12] Theorem 5.5). 自然な準同型 S(Σ) → Ŝ(Σ) と S(Σ, J) →
Ŝ(Σ, J) は単射である。

3.3. カウフマン・ブラケット・スケイン代数におけるデーン・ツィストの公
式. cを Σの単純閉曲線とする。この時

LS(c)
def.
=
−A+A−1

log(−A)
(arccosh(

−c
2
))2 − (−A+A−1) log(−A) ∈ Ŝ(Σ)

と定義する。ただし、Σの cの管状近傍 Uc について Uc × {12}が代表とする
framed nonoriented knot が代表となる S(Σ)の元も cと書く。LS(c)により
カウフマン・ブラケット・スケイン代数でのデーン・ツィストの公式が記述さ
れる。

定理 3.6 ([12] Theorem 4.1). 単純閉曲線 cについて

tc(·) = exp(σ(LS(c)))(·)
def.
=

∞∑
i=0

1

i!
(σ(LS(c)))

i(·) ∈ Aut(Ŝ(Σ, J))

を得る。

リー代数としての Baker-Campbell-Hausdorff 級数 bch により F 3Ŝ(Σg,1)
を群とみなすことできる。ゴールドマン・リー代数の場合と同様に次が成り
立つ。

定理 3.7 ([14] Theorem 3.13. Corollary 3.14.). 群準同型 ζS : I(Σg,1) →
F 3Ŝ(Σg,1)を部分曲面の境界となる二つの単純閉曲線 (c1, c2)についてζS(tc1tc2

−1) =
LS(c1)−LS(c2) と定義する。この時、ζS がwell-definedとなり、さらに単射
になる。
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この定理は Putmanによる I(Σg,1)の表示 [11] を用いて証明される。
単射群準同型 ζS を用いて第一ジョンソン準同型 [3]τ1 : I(Σg,1)→ ∧3H の

再構成が得られる。

命題 3.8 ([14] Theorem 3.16.). 次の群準同型

I(Σg,1)
ζS→ F 3Ŝ(Σg,1)↠ F 3Ŝ(Σg,1)/F

4Ŝ(Σg,1)
λ−1

→ ∧3H

は第一ジョンソン準同型と一致する。

K(Σg,1)
def.
= ker τ1をジョンソン核と呼ぶ。ζSはキャッソン核 [9]の再定義がで

きた。τ2 : K(Σg,1)→ S2(∧2(H))を第二ジョンソン準同型とし S2(∧2(H))→
S2(S2(H)), (a∧ b) · (c∧ d) 7→ (a · c) · (b · d)− (a · d) · (b · c)により定義される
Q-線形写像を pとする。

命題 3.9. 次の群準同型

K(Σg,1)
ζS→ F 4Ŝ(Σg,1)↠ F 4Ŝ(Σg,1)/F

5Ŝ(Σg,1)
λ−1
4→ S2(S2(H))⊕S2(H)⊕Q↠ S2(S2(H))

は p ◦ τ2と一致する。次の群準同型

K(Σg,1)
ζS→ F 4Ŝ(Σg,1)↠ F 4Ŝ(Σg,1)/F

5Ŝ(Σg,1)
λ−1
4→ S2(S2(H))⊕S2(H)⊕Q↠ Q

はキャッソン核と一致する。

3.4. カウフマン・ブラケット・スケイン代数を用いた整係数ホモロジー球面
の不変量の構成. トレリ群からカウフマン・ブラケット・スケイン代数への埋
め込み ζS を用いて整係数ホモロジー球面の不変量を構成することができたこ
とを報告する。
S3のHeegaard 分解H+

g ∪ιH−
g を固定する。ここでH+

g とH−
g を種数 gの

ハンドルボディとし、ι : ∂H+
g → ∂H−

g を微分同相写像とする。Σg,1を ∂H+
g

の部分曲面とみなす。ξ ∈M(Σg,1)について、M(ξ)
def.
= H+

g ∪ι◦ξ H−
g とする。

向きを保つ埋め込み写像 e : Σg,1 × I → S3 を次を満たすようにとる

e|Σg,1×{0} : Σg,1 × {0} → Σg,1(⊂ ∂H+
g ⊂ H+

g ⊂ S3), (t, 0) 7→ t.

埋め込み写像 e : Σg,1 × I → S3 は Q[[A + 1]]-加群準同型 e : Ŝ(Σg,1) →
Q[[A + 1]], L ∈ T (Σ, ∅) 7→ K(e(L)) を導く。ただし、Kをカウフマン・ブラ
ケットとする。本稿ではK(∅) = 1であることを注意しておく。

定理 3.10 ([15]). 写像Z : I(Σg,1)→ Q[[A+1]], ξ 7→
∑∞

i=0
1

i!(−A+A−1)i
e((ζS(ξ))

i)

は、z : H(3)→ Q[[A+ 1]],M(ξ) 7→ Z(ξ) を導く。ただしH(3)を整係数ホモ
ロジー球面の集合とする。別の言い方をすると z : H(3)→ Q[[A+ 1]] が整係
数ホモロジー球面の不変量となる。

整係数ホモロジー球面M について、(z(M))|A4=qが大槻級数 [10] と一致す
ると思われる。実際 Poincaré ホモロジー球面について、14次の次数まで一
致することがわかっている。

28第64回トポロジーシンポジウム



h

2 sinh(ρh)
h

exp(ρh)

Fig 4. The relations of L

4. HOMFLY-PTスケイン代数と写像類群

カウフマン・ブラケット・スケイン代数で行った研究が HOMFLY-PTス
ケイン代数でも同様に行えることを紹介する。
S3 の中の oriented framed link とはいくつかの S1 の直和と I

def.
= [0, 1]

の積空間の埋め込みを S3 の isotopyで同一視した対象である。Lを Fig4で

定義される Q[ρ][[h]]
def.
= lim←−i→∞Q[ρ, h]/(hi) を値とする不変量とする。Lを

oriented framed link として (exp(−w(L)ρh)L(L)/L(triv.knot))|X=exp(ρh) ∈
h−♯π0L+1Q[X,h] を HOMFLY-PT 多項式と呼ぶ。 これは framingによらず
定まり、HOMFLY-PT多項式は oriented (nonframed) linkの多項式不変量で
ある。

Definition 4.1. E0, E1 ∈ E(Σ) について、次を満たす Ẽ : (((
⨿

finite S
1) ⊔

(
⨿

finite I))× I)× I → Σ× I が存在する時、oriented isotopicであるという。

• 任意の t ∈ I について、Ẽ(·, t) ∈ E(Σ).
• 任意の t ∈ I について、p1 ◦ Ẽ((

⨿
finite{0, 1}) × {0} × {0}) = p1 ◦

Ẽ((
⨿

finite{0, 1})× {0} × {t}).
• Ẽ(·, 0) = E0.

• Ẽ(·, 1) = E1.
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E(Σ)の oriented isotpic classをnonoriented framed tangleと呼ぶ。E ∈ E(Σ)
を代表とする tangleの start point set を p1 ◦E((

⨿
finite{0})× I) とし、finish

point set を p1 ◦ E((
⨿

finite{1})× I)とする。
J− と J+ を ♯J− = ♯J+, J− ∩ J+ = ∅ となる ∂Σ の有限部分集合とす

る。T +(Σ, J−, J+)を start poin set を J−、finish point set を J+ とする
tangle の集合とする。Fig 4の関係式で割ったQ[ρ][[h]]T +(Σ, J−J+)の商加

群をA(Σ, J−, J+)とし、HOMFLY-PTスケイン加群と呼び、さらにA(Σ) def.
=

A(Σ, ∅, ∅)をHOMFLY-PTスケイン代数と呼ぶ。カウフマン・ブラケット・ス
ケイン代数と同様に、A(Σ)のリー括弧積 [ , ]および、A(Σ)のA(Σ, J−.J+)
へのリー作用 σを定義した。さらにA(Σ)、A(Σ, J−, J+)のフィルトレーショ
ン {FnA(Σ)}n≥0と {FnA(Σ, J−, J+)}n≥0 を定義した。積、右作用、左作用、
リー括弧積、リー作用はこのフィルトレーションにより定まる位相に関して
連続である。特に、

[FnA(Σ), FmA(Σ)] ⊂ Fn+m−2A(Σ)

である。このフィルトレーションで完備化したスケイン代数 lim←−i→∞A(Σ)/F iA(Σ)、
完備化したスケイン加群 lim←−i→∞A(Σ, J−, J+)/F iA(Σ, J−, J+) をそれぞれ

Â(Σ)、Â(Σ, J−, J+) と書く。
cを Σの向き付けられた単純閉曲線とする。lc(n) ∈ A(Σ)を Fig 5 により

定義する。また n ≥ 0で

mn(c)
def.
=

n∑
j=1

hj−1

j

∑
i1+i2+···+ij=n,ik≥1

j∏
k=1

lik(c)

と定義する。ただし、m0(c)
def.
= 2ρとする。さらに、

(m− 1)n(c)
def.
=

n∑
i=0

n!

i!(n− i)!
(−1)n−imi(c) ∈ FnA(Σ)

と定義する。数列 {an}n≥2 を 1
2(logX)2 =

∑
n≥2 an(X − 1)n ∈ Q[[X − 1]] に

より定義する。ここで

LA(c)
def.
= (

h/2

arcsinh(h/2)
)2(
∑
n≥2

an(m− 1)n(c)−
1

3
ρ3h2) ∈ Â(Σ)

と定義する。この時カウフマン・ブラケット・スケイン代数と同じように次
が成り立つ。

定理 4.2. 単純閉曲線 cについて

tc(·) = exp(σ(LA(c)))(·)
def.
=

∞∑
i=0

1

i!
(σ(LA(c)))

i(·) ∈ Aut(Â(Σ, J−, J+))

を得る。

定理 4.3. 群準同型 ζA : I(Σg,1) → F 3Â(Σg,1)を部分曲面の境界となる二つ
の単純閉曲線 (c1, c2)について ζA(tc1tc2

−1) = LA(c1) − LA(c2) と定義する。
この時、ζA が well-definedとなり、さらに単射になる。
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ln(c)

n
c

Fig 5. ln(c)

定理 4.4. 写像 ZA : I(Σg,1) → Q[ρ][[h]], ξ 7→
∑∞

i=0
1

i!hi e((ζA(ξ))
i) は、zA :

H(3)→ Q[ρ][[h]],M(ξ) 7→ ZA(ξ) を導く。ただしH(3)を整係数ホモロジー球
面の集合とする。別の言い方をすると zA : H(3)→ Q[ρ][[h]] が整係数ホモロ
ジー球面の不変量となる。さらに、υ : Q[ρ][[h]]→ Q[[A+1]]を υ(exp(ρh)) =
A4, υ(h) = −A+A−1により定めた時 υ ◦ zA = zである。

不変量 zAは slnの量子群を用いて定義される多項式不変量 [2] の普遍性を
持っていると予想される。具体的には、M ∈ H(3)で

(zA(M))
| exp(ρh)=q

n
2 ,h=q

1
4−q−

1
4

が sln の量子群を用いて定義される多項式不変量 [2] に一致すると予想して
いる。

5. 研究の展望

5.1. LMO不変量と zと zA. M ∈ H(3) について、z(M) mod (A + 1)n+1

と zA(M) mod hn+1は位数 nの有限型不変量である。このため、LMO不変
量 [7]から zおよび zAは導出されるはずであるが、どのように LMO不変量
から導出されるか解明することが今後の課題である。

5.2. カウフマン・ブラケット・スケイン代数とキャッソン不変量. 森田氏によ
り、[9]などのキャッソン不変量とトレリ群の関係性が研究された。カウフマ
ン・ブラケット・スケイン代数を用いて、森田氏のキャッソン不変量とトレリ
群の関係性の研究に別証明を与えることができた。特にゴールドマン・リー代
数では自然に捉えることができなかったキャッソン核はカウフマン・ブラケッ
ト・スケイン代数では自然に定義することができる。同様のアプローチでト
レリ群（の部分群）と整係数ホモロジー球面の位数２以上の有限型不変量の
関係が明らかになると期待している。

5.3. Turaev余代数の量子化. Turaev氏 [16]がゴールドマン・リー代数にリー
余代数の構造を定めた。ゴールドマン・リー代数と写像類群の研究では、この
リー余代数がとても強力である。また、Turaev氏 [16]はA(Σ)/(ρ)にも余代
数（余代数から定まるリー余代数）を定義した。このスケイン代数の（リー）
余代数の構造と筆者のスケイン代数の研究により、さらに写像類群の情報が
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得られると期待している。特に、ジョンソン準同型の全射性の障害を発見で
きると期待している。

謝辞. トポロジーシンポジウムにお招きくださった、主催者の皆様に心より
感謝いたします。

References

[1] W. M. Goldman, Invariant functions on Lie groups and Hamiltonian
ows of surface groups representations, Invent. Math. 85, 263-302(1986).

[2] K. Habiro and T. T. Q. Le, Unified quantum invariants for integral ho-
mology spheres associated with simple Lie algebras, Geometry and Topol-
ogy 20, 2687-2835(2016).

[3] D. Johnson, An abelian quotient of the mapping class group Ig, Math.
Ann. 249, 225-242(1980).

[4] D. Johnson The structure of the Torelli Group II: A characterization of
the group generated by twists on bounding curves, Topology Vol. 24, No.
2, pp. 113-126, 1985

[5] N. Kawazumi and Y. Kuno, The logarithms of Dehn twists, Quantum
Topology, Vol. 5, Issue 3, pp. 347423, 2014

[6] N. Kawazumi and Y. Kuno, Groupoid-theoretical methods in the map-
ping class groups of surfaces, arXiv: 1109.6479 (2011), UTMS preprint:
201128

[7] T. T. Q. Le, J. Murakami and T. Ohtsuki, On a universal perturbative
invariant of 3-manifolds, Topology 37(3), 539-574(1998).

[8] G. Massuyeau and V. Turaev, Fox pairings and generalized Dehn twists,
Ann. Inst. Fourier 63 (2013) 2403-2456.

[9] S. Morita, Casson’s invariant for homology 3-spheres and characteristic
classes of surface bundles. I, Topology 28 (1989) 305323.

[10] T. Ohtsuki, A polynomial invariant of integral homology 3-spheres,
Proc. Cambridge Philos. Soc. 117, 83-112(1995).

[11] A. Putman, An infinite presentation of the Torelli group, Geom. Funct.
Anal. 19 (2009), no. 2, 591-643.

[12] S. Tsuji, Dehn twists on Kauffman bracket skein algebras, preprint,
arXiv:1510.05139(2015), to appear in Kodai Mathematical Journal.

[13] S. Tsuji, The quotient of a Kauffman bracket skein algebra by the square
of an augmentation ideal, preprint, arXiv:1606.01114(2016), to appear
in J. Knot Theory Ramifications.

[14] S. Tsuji, The Torelli group and the Kauffman bracket skein module,
preprint, arXiv:1606.01096(2016), to appear in Proc. Cambridge Philos.
Soc.

[15] S. Tsuji, Construction of an invariant for integral homology 3-
spheres via completed Kauffman bracket skein algebras, preprint,
arXiv:1607.01580.

[16] Turaev, V. G., Skein quantization of Poisson algebras of loops on sur-
faces, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 24 (1991), no. 6

32第64回トポロジーシンポジウム



Braid群・写像類群のpositivityとトポロジー

伊藤　哲也 (大阪大学理学研究科数学専攻)∗

1. Introdudction:Positivity

　考える対象が『正・０・負』のように区分されるという状況は数学の多くの分野で頻繁に起
こり 1、この『正』(０・『負』)という性質は便利な応用を持つことが多い 2。考えている対象が
一口に『正』であるといっても、使われる状況によりその内容や定義・意味は大きく違う。例
えば、整数の組P = (n,m) ∈ Z2について『Pが正である』という際には

• n > 0かつm > 0 – “全てが正”

• n > 0、または、n = 0かつm > 0 – “主要項”が正（辞書式順序で正）
• ある定数N存在してn2 +m2 > N – “十分に正”

といったように、自然でありかつ実際に使用されている定義は複数存在する。一般には『**が
正』ということについて、意味のある定義は一つだけではなく、考えたい状況に応じていろい
ろな定義が考えられる。
曲面の写像類群や Braid群については、多くの異なる “positivity”の概念が定義されてい

る。三次元（接触）多様体のオープンブック分解や、closed braidの構成を介して、それらの
positivityはトポロジー・幾何と密接に関連していることが知られている。ここでは曲面の写像
類群・Braid群に現れる“positivity”の概念を整理し、トポロジー・幾何と関連について述べて
いく。Positivityの概念とトポロジー・幾何の対応を具体的に関連付ける際には新しいアイディ
アや議論が必要となることも多い。ここでは主に

• 　“Positivity”を定義するにはどのようにすればよいか？
• 　実際に定義された“Positivity”がどのようにトポロジー・幾何と関連するのか？

の二点をインフォーマルな形で述べるにどとめ、positivityを幾何と関連付ける具体的な議論
についてはあまり触れないことにする 3。紙面の都合上、ここで上げる話はpositivityとトポロ
ジーとの関連のごく一部であり、筆者の興味を反映して恣意的に選んだものである。特に、こ
こでは 3次元との関連を中心に述べ、Lefshetz fibrationといった 4次元との関連については触
れない。また、三次元の話に限っても、この稿で述べる事柄は現在知られていることのごくご
く一部であり、はるかに多くの関連が知られていることを注意しておく。興味を持たれた方は、
Etnyre,Van Horn-Morrisのサーベイ [9]などを適宜参照してほしい。

2. 群の元のPositivity

群Gそのものについて『正・０・負』の概念を定義するにあたっては、群のCayley graphを
考えることで群を距離空間 (のquasi-ismometry類)と対応させ、距離空間の曲率の考えを移入
するという手法が知られている 4。より一般に、群が適当な空間（CAT (n)-空間など）に良い

∗〒 560-0043　大阪府豊中市待兼山町１-１
e-mail: tetito@math.sci.osaka-u.ac.jp
web: http://www.math.sci.osaka-u.ac.jp/~tetito/index_j.html

1例えば曲率の正・０・負など。
2例えば、もし二つの曲線（や一般に部分多様体）の交差がすべて正であったとすると、代数的交点数＝幾何的交
点数となり、代数的な情報から幾何的なことがわかることになる。

3ここで述べる結果の中で、筆者によるものの多くのは川室圭子氏（Iowa大学）との共同研究に基づいているが、
研究手法である open book foliation[18]については触れない。また、この記事は筆者の個人的な見方を強く反映
している。

4例えばGromov双曲群など。
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（離散的・等長的など）作用を持つときには、群作用を介して作用する空間の性質を群に移入す
ることができる。このような考え方は幾何学的群論として盛んに研究されている。
ここでは、群Gの性質として『正・０・負』を定義するのではなく、Gの各元の性質として

Gの元それぞれに『正・０・負』といった概念を定義することを考えよう。ただし、Gの元に
は正でも負でも0でもない元が存在してもよいとする 5。

2.1. 不変量による定義

安直に考えると、Gの各元に『正・０・負』といった概念を定義するにはGの元gに対して実
数あるいは整数に値をとる不変量Θ(g)を考え、不変量の値Θ(g)で gの『正・０・負』を定義
すればいい。あるいは、『不変量Θ(g)が十分に大きい』といった形で positivityを定義するこ
ともできる 6。もちろんこの定義は不変量Θの性質を反映した概念になる 7。

2.2. 群作用による定義

『群作用を利用して正・０・負といった性質を群に移入する』というアイディアを用いて、群G

の元にpositivityを定義することを考えよう。『正・０・負』が自然に定義される位相空間の最
も基本的なものが実直線Rであることから、群GのRへの作用を利用し次のようにpositivity

を定めることは自然だろう。

Definition 1. 群GがRに向きを保つ連続作用Θ : G→ Homeo+(R)を持つとする。[Θ(g)](0) >

0を満たすとき gがpositiveであると定める。

この定義は、基点として原点0 ∈ Rをとりその像の比較でpositivityを定義した。原点0は代
数的には特別な元（点）であるが、幾何的に見た場合、何か特別な事情がない限りはRにおけ
る座標系 (0=基点をどこにとるか)は自然には定まらない。そのためこの定義では0（基点）の
取り方の任意性が現れる。
このような任意性を除くために、次のように考える。まずは、gが正なら、g−1は負となって

いると期待するのが自然だろう。そうすると、単位元 1は正でも負でもない（あるいは正かつ
負の）元であるべきである。そうすると、単位元１は“0”に対応すると考えるのが自然である。
これを踏まえて、単位元 (= 0)の作用との比較により次のように定義をする。

Definition 2. 群GがRに向きを保つ連続作用Θ : G → Homeo+(R)を持つとする。このと
き、[Θ(g)](x) > [Θ(1)](x) = xがすべての点xで成り立つとき gがpositiveと定める。

このように定義したpositiveの概念はもちろん考えている群作用Θの性質を強く反映してい
る。そのため、Θが何か幾何的な由来を持つ作用であれば、トポロジー・幾何と何らかの関係
があるということが期待できる 8。
さて、上の定義では、Rへの作用を考えた。より一般に、Rでの『正・０・負』の概念は基
点 0を一つ固定するとそれぞれx < 0, x = 0, x > 0という不等号、つまり順序で記述される。
従って、Rのような位相空間でなくても、一般の半順序集合への作用を介して『正・０・負』の
概念を定めることができる。

Definition 3. 群Gが（半）順序集合 (O,≺)に順序構造を保つ作用Θ : G → Aut(O,≺)を持
つとする。このとき

5これは別に奇妙なことではない。これから、群の元の中で何か良い性質を持つものを定義しようとしているのだ
から、『考えたい良い性質を全く持たない元』が存在することはむしろ自然である。

6このように、『**が十分に大きい』といった類の定義は、例外が起こる状況を除くときや、群gの一般の元（“random”
に選んだ元）を考える際に便利である。[17]では、『“random”な写像類群の元のFDTCは十分に大きい』とい
うことを用いて、“random”な 3次元多様体や結び目が双曲性といった感覚的に期待されうる性質を実際に持つ
ことを示した。

7もちろん、問題は不変量Θをどのように構成するか？ということだが。単純なアーベル化のG → H1(G;Z)です
ら、便利な情報を持つことが多々ある！

8もちろん、問題は作用Θをどうやって構成するか、という点にかかってくるのだが。

34第64回トポロジーシンポジウム



• ある基点o ∈ Oについて、[Θ(g)](o) ≻ oが成り立つとき gが（oで）positiveと定める。
• [Θ(g)](x) ≻ xがすべての点xで成り立つとき gがpositiveと定める。

2.3. 生成系による定義

　群の作用を構成すること、あるいはその作用を具体的に書き下すことは容易ではない。群の
作用が幾何的な考察から得られたものであるときには、実際に与えられた元 gがpositiveかど
うかを決定するのは容易でないことも多い 9。また、群や作用させる空間によっては、作用が
ほとんどない/特別なものしかないといったことも起こる 10。例えば、有限群のRへの向きを
保つような作用は自明なものしかない。
そこで、代数・組み合わせ的にpositivityの概念を考えることを考えよう。群Gの生成元の

集合S = {si}(無限でもよい)を一つ固定する。Sは生成系なので、すべての g ∈ GはSの元と
その逆元S−1 = {s−1

i }たちの積でかける。

Definition 4. g ∈ Gが S の逆元を使わずに、S の元だけの積でかけるとき、gを (S-word)
positive と定義する。

たとえば整数Z = {tで生成される無限巡回群} について、通常の『正の整数』といった概念
は{t}-word positiveであると理解することができる。
これは生成元Sの取り方によっては意味をなさない (例えば、S = S−1となっていればすべ

ての元がpositiveとなってしまう！)。しかし、もし生成元Sが何か幾何的あるいは代数的に意
味を持ち、かつSとS−1の交差が小さければ、(S-word) positiveな元は生成元Sの性質や幾何
的な意味を強く反映していると考えられる。

3. 曲面のBraid群や写像類群についてのpositivity

Section 2で述べた手法で曲面のBraid群や写像類群について様々なpositivityの概念を導入して
いく。これらの定義はどれも自然なものであり、Section 4で述べるようにOpen book・closed

braidを通して（接触）3次元多様体、(transverse)linkの性質と密接に関連している。

3.1. 曲面のBraid群や写像類群

Fを一つの境界を持つ 11向き付け可能コンパクト曲面とする。P = {p1, p2, . . . , pn}を有限個の
Fの内点の集合とし写像類群MCG(F, P )を

MCG(F, P ) = {ϕ : F → F | ϕ(P ) = P, ϕ|∂F = id}/isotopy

により定まる。特にP = ∅の時は単にMCG(F )と書く。
また、曲面F上のn-組みひも群Bn(F )を

Bn(F ) = {γ : {p1, . . . , pn} × [0, 1]→ F | γ(pi, t) ̸= γ(pj , t) (i ̸= j)}/homotopy

と定める。Bn(F )の元 [γ]は写像γ : {p1, . . . , pn} × [0, 1]→ F × [0, 1], γ(pi, t) = (γ(pi, t), t) の
像と見ることで、F × [0, 1]内に埋め込まれた互いに絡み合うn本のひもとみることができる。
Fの写像類群と組みひも群は次のBirman exact sequence [3]で関係づけられる。

1→ Bn(F )
p→MCG(F, P )

f→MCG(F )→ 1

ここで p : Bn(F ) → MCG(F, P )は point pushing mapと呼ばれ、Bn(F )の元を n個の点 P

の軌跡と見たその動きをF全体の同相写像として拡張するという操作で得られ、fは forgetful

mapと呼ばれ、Pの情報を忘れることで得られる。
9例えば、3次元多様体M の taut葉層構造から π1(M)の universal circle S1(各 leafの無限遠境界を統合した円
周)への作用が得られることが知られている [5]。しかしこの作用を具体的に書き下すことは非常に難しい。

10このような現象は rigidityと呼ばれ盛んに研究されている。
11簡単のために ∂F が連結な場合を述べる。一般の場合も適切に設定・修正すればほぼ同様の議論ができる。
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3.2. 曲面上の基点つきcurveについての順序とpositivity

　Section 2.2のようにMCG(F, P )の適当な順序集合への作用を利用してpositivityを定義す
る。写像類群の定義から、曲面Fへの作用を利用してRや順序集合への作用を得ることを考え
るのが自然である。ところが、曲面Fは2次元であり、順序のような構造は見えてこない。大
まかに言って、Rの例が示すように順序集合は一次元的な対象である。そこで、次のように二
次元のものを一次元に潰すことで求める作用を構成する。

(A) 二次元の境界は一次元であることに着目して境界への作用を利用することを考える。
(B) 曲面を1次元× 1次元とみて、foliationのような一次元のもの族として分解して、その曲

線族への作用を利用する。

3.2.1. 普遍被覆の無限遠境界への作用から得られるpositivity

まず（Ａ）のアプローチから説明しよう。写像類群自体は曲面の境界 ∂F に自明に作用してい
るので、∂F への作用を見ても意味がない。しかし、双曲構造を利用して、無限遠境界を考え
ることで次のような非自明な作用が得られる。

Definition 5. FP := F \ P に双曲構造を一つ与える。このとき、リフトを考えることで
MCG(F ;P )は普遍被覆 F̃P の無限遠点を付け加えた 12境界∂F̃P

∼= S1に非自明な作用を持つ。
写像類群の作用は∂Fを固定していたため、この作用は固定点を持つ（∂Fの逆像となっている
境界の点は固定点である）。固定点を一つ取り除き、残りの無限遠境界をRと同一視することで、
写像類群のRへの作用Θ : MCG(F, P )→ Homeo+(R)が得られる。これをNielsen-Thurston

作用と呼ぶ。

Nielsen-Thurston作用から次のようにpositivityの概念が定義できる。

Definition 6 (Nielsen-Thurston作用によるpositivity (= right-veering)[11]). g ∈MCG(S, P )

が全てのx ∈ Rに対して [Θ(g)](x) ≥ [Θ(1)](x) = xを満たすとき、gは right-veering (Nielsen-

Thurston 作用について正)であると定義する。

また、Nielsen-Thurston作用から次のように写像類群の不変量を構成することができる。境
界に沿うDehn twist T∂F はMCG(F, P )の中心の元であり、Θ(T∂F )(x) = x+ 1となるように
Nielsen-Thurston作用を正規化できる。このことから、Nielsen-Thurston作用の像はS1の同相
のリフトのなす部分群 ˜Homeo+(S1)に入ることがわかる。このような円周の作用のリフトとし
て得られるRのHomeo fについて次の translation numberと呼ばれる不変量が定義される。

τ(f) = lim
n→∞

fn(x)− x
n

∈ R (x ∈ R)　 (注：τ(f)はxの取り方によらずに一意に定まる)

Definition 7 (Fractional Dehn twist coefficient). ϕ ∈ MCG(F ;P )のFractional Dehn twist

coefficient (FDTC)を c(ϕ) = τ(Θ(ϕ)) ∈ Q により定める 13。

不変量FDTCを用いた、次のようなpositivityを考える。

Definition 8 (FDTC のpositivity). ϕ ∈MCG(F ;P )のFDTCが c(ϕ) > Nを満たすとき、ϕ
をFDTC N -positiveと呼ぶ。（次Sectionでは主にFDTC 1-positiveを主に扱う。）

定義よりFDTC 0-positiveであれば right-veeringである 14。Right-veering、FDTCといった
概念は [11]でここで上げたものと少し違う (写像類群のNielsen-Thurston分類を用いるなど)方
12つまり、普遍被覆 F̃P ⊂ H2とみて、無限遠境界 ∂H2の元を付け加えてコンパクト化したものということ。
13この定義だと c(ϕ) ∈ Rが実際には有理数になることはすぐにはわからないが、Nielsen-Thurston分類を用いた
元の定義 [11]との同値性 [19, 25]から、FDTCは有理数であること（より強く、その分母が有界であること）が
わかる。

14実際、right-veeringと FDTC 0-positiveは『ほぼ』同値な概念であり、irreducibleな写像類群についてはこの
二つは同値である [11]。
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法で定義された。ここで上げたものは [19]による定式化である。Nielsen-Thurston作用の構成
はFの双曲構造の取り方などいくつかの任意性があるが、ここで定義したpositiveityやFDTC

といったものはそれらのとり方によらずにwell-definedである。

3.3. Curve族への作用から得られるpositivity

次に (B)の考えに基づくpositivityについて説明する。境界上に基点∗を固定する。∗の近傍は
∗から延びる直線族 (foliation)として分解でき、そのような直線全体のなす空間は半円∼= Rと
みなせる。この半円∼= Rへの作用を考えることで順序を定義しよう、というのが基本的な考え
である。
ただし、写像類群は isotopyで割っているのでwell-definedな作用を得るためには考える直線

族も isotopyで割る必要があり、次のように定義する。Ray(∗, ∂)を基点∗を始点とし、∂F上に
終点を持つ 15Fのoriented simple arc全体の isotopy類とする。

Definition 9 (Right-veering ordering ≺right). [γ], [γ′] ∈ Ray(∗, ∂)を表すarc γとγ′を幾何的
交点数が最小となるように置く。このとき始点∗の近傍でγ′がγの右側にあるとき、γ ≺right γ

′

と定義する (図 3.3 (1))。

≺rightにより、Ray(∗, ∂)は全順序集合となり、写像類群はRay(∗, ∂)に順序≺rightを保つよう
に作用する。この作用を利用して写像類群の元についての positivityを次のように定めること
ができる。

Definition 10 (≺rightによる positivity (= right-veering) ). ϕ ∈ MCG(S, P )が全ての [γ] ∈
Ray(∗, ∂)について [γ] ⪯right ϕ([γ])となるとき、ϕを right-veering(≺rightについて正)と定義す
る 16。

(1)





0

(2)



00

図 1: (1) γ ≺right γ
′: 基点∗の近傍でγ′はγの右側を動く。(2) γ ≪right γ

′: γ ≺right γ
′′ ≺right γ

′

であり、γ ∩ γ′′ = γ′′ ∩ γ = {∗}となるようなarcγ′′が取れる。

双曲曲面の測地線は互いに最小交点を実現することを思い出そう。arcの代表元として測地
線を考え、普遍被覆への持ち上げを考えることで、≺rightはNilesen-Thurston作用での大小関
係をarcの位置に翻訳したもであることがわかり、特に次が成り立つ。

Proposition 1. 定義6と定義10の二つの right-veeringという概念は同値である。

順序≺rightは曲線たちの比較において単に始点∗近傍での位置関係で定義したが、順序≺right

にさらに幾何的な制約を加えた次の順序≪rightを考える。

Definition 11 (Strong right-veering ordering ≪right). [γ], [γ′] ∈ Ray(∗, ∂)について

γ = γ0 ≺right γ1 ≺right · · · ≺right γn = γ′, γi ∩ γi+1 ∩ (Interior of S) = ∅
15この定義では、終点は ∂F にあるものとしたが、条件を緩めて終点が ∂F ∪ P にあるような oriented simple arc
を考えることも多い。このようにした場合、定義される positivityに微妙な違いが現れるが、幾何への応用上は
同様に扱えることが [21]で示されている。

16こちらの定義が [11]での元の定義である。
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となるようなγ1, . . . , γnが存在するときγ ≪right γ
′と定義する (図 3.3(2))。

P = ∅のとき≺rightと≪rightは同じ順序であるが、P ̸= ∅のときは≺rightと≪rightは異なる。
特にP ̸= ∅のときは≪rightは全順序ではない。『≪rightについて negativeでない』ということ
で次のように right-veeringよりも弱い概念としてpositivityを定義する。

Definition 12 (Quasi right-veering ordering≪right). ϕ ∈MCG(S, P )が全ての [γ] ∈ Ray(∗, ∂)
についてϕ[γ]≪right [γ]とならない時、ϕを quasi right-veeringと呼ぶ。

3.4. 特殊な生成限から得られるpositivity

　最後に生成元を利用したpositivity の概念を定義する。よく知られているように、写像類群
は単純閉曲線に沿ったDehn twistたちで生成される。Dehn twistは最も基本的な写像類群の
元であることから、次のようなpositivityの概念を考えることは自然だろう。

Definition 13. ϕ ∈ MCG(S)が positive Dehn twistの積でかけるときDehn-positiveと定義
する。

Braid群Bnはn個のP = {p1, . . . , pn}つき円盤の写像類群MCG(D2, P )と同一視され、標
準的な生成元 σiは piと pi+1を結ぶ線分についての half Dehn twistに対応した。このように、
Braid群においては、異なる二点を結ぶ embedded arcに沿ったhalf Dehn twistが写像類群に
おける simple closed curveに沿ったDehn twistに対応する。また、σiを組みひもとしてみる
と、σiは i番目と i+ 1番目のひもをつなぐ埋め込まれた、正のねじれバンドの境界として実現
されていた。このような特定の性質を持つ生成元を考えることで次のようなBraid群の元につ
いてのpositivityを得る [30]。

Definition 14.

• β ∈ Bnがσiの共役の積として分解されるとき（βは異なる二つのPの点を結ぶembedded

arcに沿ったpositive half twistの積として分解できるとき）βを quasipositive と呼ぶ。
• β ∈ Bnがσi,j = (σi · · ·σj−2)σj−1(σi · · ·σj−2)

−1 (1 ≤ i < j ≤ n)の積として（埋め込ま
れた正のねじれバンドの境界の積として）分解されるときβを strongly quasipositive と
呼ぶ。

曲面のBraid群Bn(F )についてもquasipositive, strongly quasipositive の概念がこれらの定
義の拡張として定義されている [22, 14]。

4. Positivity と topology/geometry

4.1. MCG(S)のpositivityと（接触）3次元多様体の関連

境界付き曲面SとMCG(S)の元ϕの組 (S, ϕ)を (abstract) open bookと呼び、ϕをopen book

のモノドロミーと呼ぶ。
Open book (S, ϕ)について、ϕのmapping torus S × [0, 1]/(x, 1) ∼ (ϕ(x), 0)の境界∂S × S1

を {point} × S1が円盤を張るように solid torusを張り合わせることで向きのついた閉 3次元
多様体M(S,ϕ)が得られる。各 “ページ”St := S × {t} ⊂ M(S,ϕ)の接空間 TStから得られる平
面場を摂動することでM(S,ϕ)の接触構造 ξ(S,ϕ) が定まる (Thurston-Winkelkemper構成 [31])。
(M, ξ) = (M(S,ϕ), ξ(S,ϕ))となるとき (S, ϕ)を (M, ξ)のオープンブック分解と呼ぶ。
オープンブック分解により、接触三次元多様体全体はOpen book全体を stabilziationという
操作で割った集合と同一視されることが知られている（Giroux対応 [13]）。これにより、『（接
触）三次元多様体の性質と写像類群の性質との対応を調べる』という問題が生まれる。下に述
べるように、まさにpositivityが（接触）三次元多様体の性質を反映しているのである。
MCG(S)のpositivityと（接触）3次元多様体の関連について（そのごく一部）を次の図で
まとめる。
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MCG(F)

Dehn positive

Right-veering

(Contact) 3-manifold

Stein fillable

Tight

FDTC > 1
periodic

reducible

pseudo-Anosov

Seifert fibered

Toroidal

Hyperbolic

(Nielsen-Thurston) type Geometric structure

(ii-B)

(ii-C),(ii-D)

Open book

(i-B)

(i-A)

(ii-A)

(iii)

図 2: MCG(S)のpositivityとトポロジー: 通常の矢印は implicationを表し、点線での矢印は
適当な仮定の下での implicationを表す。

(i) 接触多様体 (M, ξ)がStein多様体Xの境界となるとき、(M, ξ)をStein fillable と呼ぶ。

(i-A) ϕがDehn-positiveならば (M(S,ϕ), ξ(S,ϕ)がStein fillableである [7, 13]。
(i-B) (M, ξ)が Stein fillableであるならば、(M, ξ)のオープンブック分解 (S, ϕ)で ϕが

Dehn-positiveなものが存在する [7, 13, 24]。さらに、Sがplanar17なすべてのオー
プンブック分解 (S, ϕ)のモノドロミーϕはDehn-positiveである [33]。

(ii) (M, ξ)が overtwisted diskと呼ばれるある円盤を含まないとき tightと呼び、含むとき
overtwistedと呼ぶ。Overtwistedな接触構造の分類は平面場の分類に帰着され [6]、与え
られた接触構造が tightが否か判別することが重要になる。

(ii-A) (M, ξ)がtightであれば全てのopen book分解(S, ϕ)のモノドロミーϕはright-veering

である [11]。
(ii-B) 逆に、(M, ξ)の全ての 18open book分解 (S, ϕ)についてϕが right-veeringであれば

Mは tightである [11]。
(ii-C) Sがplanar19でϕのFDTC> 1のとき (M(S,ϕ), ξ(S,ϕ)は tightである [20]。
(ii-D) ∂S が連結、ϕが pseudo-Anosovかつ FDTC> 1のとき、やはり (M(S,ϕ), ξ(S,ϕ)は

tightである [12]。

(iii) ϕのFDTC> 1であるという仮定 20の下で、M(S,ϕ)の幾何構造とϕのNielsen-Thurston分
類が一体一に対応する [19]。

17Sが non-planarのときには Stein fillableな接触多様体のオープンブック分解 (S, ϕ)で ϕがDehn-positiveでな
い例が知られている。

18特定の一つの open bookのモノドロミーが right-veeringであるからといって、(M, ξ)が tightであるとは一般に
は言えない。

19 [32]において、planarの仮定がなくても成り立つということがアナウンスされているが、証明はまだ出版されて
いない。

20境界が多数あるときはFDTC > 4ともう少し強い仮定が必要になる。
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4.2. Bn(F ),MCG(S, P )のpositivityと (transverse) linkの関連

Braid β ∈ Bn(S)をS × [0, 1]内のn本のひもとみて、そのS × [0, 1]→M(S,ϕ)での像を考える
ことで、(M(S,ϕ), ξ(S,ϕ))内の transverse link (接触構造に正に横断的に交わるような絡み目) β̂

を closed braid (βの (S, ϕ)での closure)と呼ぶ。
全ての transverse link は適当な braid β を用いて β̂ の形にかける [26, 27]。Birman exact

sequenceを用いてBn(F )の元β及びϕ ∈ MCG(S)の元をともにMCG(F, P )の元とみてその
合成を考えることで 21、open bookと接触三次元多様体とのGiroux対応と同様に、接触三次元
多様体 (M(S,ϕ), ξ(S,ϕ))内の transverse link LをMCG(S, P )の適当な元 f ∈ MCG(S, P )と対
応させて表示することができる。
Bn(F ),MCG(S, P )のpositivityと (transverse) linkの関連について下にまとめる。

MCG(F,P),B (F)

quasipositive

Quasi positive

Bennequin inequality

Right-veering

closed braid

(i-B)

(Transverse) link

is sharp

Slice Bennequin 

inequality is sharp

Strongly

Heegaard Floer  

invariant is non-zero

FDTC>1
Nilesen-Thurston

Type

Geometric structure

of link complement

right-veering

Quasi
Non-loose

(i-A)

(ii-A)

(ii-B):conjecture?

(iii-A)

(iii-B)

(iv)

(v-A)

(v-B)

(v-C)

n

図 3: MCG(S, P )あるいはBn(F )のpositivityとトポロジー

(i),(ii)では簡単のため古典的な braid群と標準的な接触S3内の transverse knotについて述
べる 22。(iii),(iv)では一般のopen book内の closed braidを考える。

(i) 標準的な接触構造の入ったS3内の transverse knot Kについて不等式

sl(K) ≤ 2g(K)− 1 (Bennequin不等式 [2, 8])

が成り立つ。ここで、g(K)はK の種数であり、sl(K)は self-linking numberと呼ばれ
る transverse knotの不変量である。K が closed n-braid β̂で与えられているときには
self-linking numberはβの exponent sum e(β)とBraidβのひもの本数nを用いて

sl(β̂) = −n+ e(β) (Bennequin公式 [2])

で与えられる。
21詳細は [19]参照。ここでは細部にはあまり深入りしない
22適当な仮定を追加するなどすることで、一般の open book内の closed braidについても議論ができ、一部の結果
は一般の場合に拡張されている。
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(i-A) Bennequin不等式及びBeenquin公式よりβが strongly quasipositiveであればBen-

nequin不等式は等式となる。
(i-B) (i-A)の逆も正しいだろうと予想されている。[15, 10]では fibered knotについて逆

の成立が示されている。[22]では FDTC > 1という仮定の下で、逆の成立を示し
た 23。

(ii) 標準的な接触構造の入ったS3内の transverse knot Kについて、より強く次の不等式が
知られている。

　 sl(K) ≤ 2g4(K)− 1 (Slice Bennequin不等式 [30])

ここで、g4(K)はKの slice種数である。

(ii-A) Quasipositive braidについてはγσiγ
−1を ribbon singularityを持つねじれたbandと

して immersed Seifert曲面を構成することで（ribbon singularityはB4に押し込む
と解消できるので）Slice Bennequin不等式は等式となる。また、quasipositive braid
の closureとなる linkはC2内の complex curveと unit ballの intersectionとして現
れる linkであることが知られている [4, 29]

(ii-B) (ii-A)の逆も正しいだろうと予想されている（と思う）。

(iii) (M, ξ)内のTransverse knotについて−M のHeegaard Floer homologyに値をとる不変
量 θ(K)が定義されている [1, 23]。

(iii-A) θ(K) ̸= 0ならばKを表すすべてのbraidは right-veeringである [1]。
(iii-B) (標準的な接触構造を持つS3の場合)逆にK = β̂となるbraidβのFDTC> 1ならば

θ(K) ̸= 0である [28]。

(iv) FDTC> 124のときβのNielsen-Thruston分類と β̂の補空間の幾何構造が一対一に対応す
る [16, 19]。

(v) Transverse knot Kの補空間が overtwisted diskを含むときKを looseと呼び、そうでな
いときnon-looseと呼ぶ。

(v-A) Kがnon-looseであれば、Kを表すすべてのbraidはquasi right-veeringである [21]。
(v-B) 逆に、Kを表すすべてのbraidはquasi right-veeringならば、Kはnon-looseである

[21]。（従って、quasi right-veeringはちょうど open bookでの right-veeringの概念
に対応する）。

(v-C) Sがplanarであり、かつFDTC> 1であればclosed braid β̂はnon-looseである [21]。
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[23] P. Lisca, P. Ozsváth, A. Stipsicz and Z. Szabó, Heegaard Floer invariants of Legendrian knots in
contact three-manifolds, J. Eur. Math. Soc. 11 (2009), 1307–1363.

[24] A. Loi and R. Piergallini, Compact Stein surface with boundary as branched covers of B4, Invent.
Math. 143 (2001) 325–348.

[25] A. Malyutin, Twist number of (closed) braids, St. Petersburg Math. J. 16 (2005), 791–813.

[26] Y. Mitsumatsu and A. Mori On Bennequin’s Isotopy Lemma, an appendix to Convergence of
contact structures to foliations. Foliations 2005, 365-371, World Sci. Publ., Hackensack, NJ, 2006.

[27] E. Pavelescu, Braiding knots in contact 3-manifolds. Pacific J. Math. 253 (2011),no. 2, 475-487.

[28] O. Plamenevskaya, Transverse invariants and right-veering, arXiv. 1509.01732.

[29] L. Rudolph, Algebraic functions and closed braids, Topology 22 (1983) 191–202.

[30] L. Rudolph, Quasipositivity as an obstruction to sliceness, Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.) 29
(1993), 51–59.

[31] W. Thurston, H. Winkelnkemper, On the existence of contact forms. Proc. Amer. Math. Soc. 52
(1975), 345-347.

[32] A. Wand, Detecting tightness via open book decompositions, Interactions between low-dimensional
topology and mapping class groups, 291–317, Geom. Topol. Monogr., 19, Geom. Topol. Publ.,
Coventry, 2015

[33] C. Wendl, Strongly filalble contact 3-manifolds and J-holomorphic foliations. Duke. Math. J. 151
(2010), 337–384.

42第64回トポロジーシンポジウム



結び目の体積とアレキサンダー多項式

合田　洋　（東京農工大学）

1. 序論
アレキサンダー多項式 ([1])は長年にわたって結び目理論における基本的かつ重要な結

び目不変量として様々な観点から研究されてきた．1990年 Lin([12])はザイフェルト曲面
と結び目群の表現を用いてねじれアレキサンダー多項式を導入した．これはアレキサン
ダー多項式に基本群の情報をより精密に加えるものになっている．その後，和田 ([19])に
よって群の有限表示のみから定義する方法が示された．北野 ([8])とKirk-Livingston([7])
によるライデマイスタートーションとしての解釈をへて，ねじれアレキサンダー多項式は
現在様々な観点からの研究が進行中している対象である．
内部の各点における断面曲率が−1の完備リーマン計量を許容する３次元多様体は双曲

多様体と呼ばれる．結び目の補空間が双曲多様体の構造をもつときその結び目を双曲結び
目と呼ぶ．結び目は非自明でないトーラス結び目でもサテライト結び目でもないとき双曲
結び目であることがThurstonによって知られており，感覚的にはほとんどの結び目は双
曲結び目である．双曲多様体が許容する双曲構造は一つであるというMostowの剛体性定
理から双曲結び目補空間の双曲体積は結び目の不変量になることがわかる．
結び目補空間の体積の評価については様々な研究がなされてきているが，ここでは特に

ねじれアレキサンダー多項式による漸近挙動に注目することにする．

2. アレキサンダー多項式
アレキサンダー多項式の定義の仕方はいくつかあるが，ここでは結び目補空間の基本

群（結び目群）表示からFoxの自由微分と呼ばれるものを経て得る方法を紹介しよう．K
を 3次元球面 S3内の結び目とする．結び目群G(K) = π1(E(K)) = π1(S

3 − IntN(K))の
Wirtinger表示を１つ固定する：

P = ⟨x1, . . . , xn | r1, . . . , rn−1⟩.

この表示に伴う自由群FnからG(K)への全射準同型写像を ϕ : Fn → G(K) で表す．この
写像 ϕを線形に拡張して得られる Z上の群環の間の環準同型写像を

ϕ̃ : ZFn → Z[G(K)]

とする．一方，G(K)の可換化準同型写像
α : G(K)→ H1(E(K);Z) ∼= Z = ⟨t⟩

は（P がWirtinger表示であることから）α(x1) = · · · = α(xn) = t で与えられる．αを線
形に拡張することにより，群環の間の準同型写像

α̃ : Z[G(K)]→ Z[t, t−1]

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 57M27, Secondary 57M25.
Key words and phrases. twisted alexander polynomial, hyperbolic knot, volume.
This work was supported by JSPS KAKENHI Grant Numbers JP15K04868.
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2 合田　洋　（東京農工大学）

が得られる．合成写像 α̃ ◦ ϕ̃ をΦで表すことにする．すなわち，

Φ : ZFn → Z[t, t−1].

Foxの自由微分

∂

∂xj
: ZFn → ZFn

は以下で特徴付けられる：

(1) Z上線形;

(2) 任意の i, jに対して， ∂

∂xj
xi = δij;

(3) 任意の g, g′ ∈ Fnに対して，
∂

∂xj
(gg′) =

∂

∂xj
g + g

∂

∂xj
g′.

さて，Wirtinger表示 P の関係子 r1, . . . , rn−1に Foxの自由微分を施し，さらに環準同
型写像Φを合成することにより，(n− 1)× n行列

A =
(
Φ
( ∂ri
∂xj

))
∈M(n− 1, n;Z[t, t−1])

が得られる．行列Aを結び目群G(K)の表示 P に対するアレキサンダー行列とよぶ．
つぎに行列Aの第 j列を取り除いて得られる正方行列をAjで表す．このとき結び目K

のアレキサンダー多項式を

∆K(t) = detAj ∈ Z[t, t−1]

によって定義する．どの列を取り除いても得られる多項式は±ts(s ∈ Z)倍を除いて群の
表示によらず群G(K)の（結び目Kの）不変量になることが知られている．

例 2.1. 次図の結び目は 8の字結び目 (figure 8 knot)とよばれ結び目群G(K)は以下の表
示をもつことが知られている（これはWirtinger表示である）．

41

G(K) = ⟨x, y | xy−1x−1yxy−1xyx−1y−1⟩
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結び目の体積とアレキサンダー多項式 3

この関係子 r = xy−1x−1yxy−1xyx−1y−1 に Foxの自由微分を施すと（上述の (1)∼(3)を
使って）：

∂

∂x
r =

∂x

∂x
+ x

∂

∂x
(y−1x−1yxy−1xyx−1y−1)

= 1 + x
(∂y−1

∂x
+ y−1 ∂

∂x
(x−1yxy−1xyx−1y−1)

)
= 1 + xy−1

(∂x−1

∂x
+ x−1 ∂

∂x
(yxy−1xyx−1y−1)

)
(2.1)

= 1− xy−1x−1 + xy−1x−1 ∂

∂x
(yxy−1xyx−1y−1) = · · · =

= 1− xy−1x−1 + xy−1x−1y + xy−1x−1yxy−1 − xy−1x−1yxy−1xyx−1.

同様にして，
∂

∂y
r = −xy−1 + xy−1x−1 − xy−1x−1yxy−1 + xy−1x−1yxy−1x− xy−1x−1yxy−1xyx−1y−1.

したがって，α(x) = α(y) = tから

Φ
(∂r
∂x

)
= 1− tt−1t−1 + tt−1t−1t+ tt−1t−1ttt−1 − tt−1t−1ttt−1ttt−1

= 1− 1

t
+ 1 + 1− t = −1

t
+ 3− t,

Φ
(∂r
∂y

)
= −1 + t−1 − 1 + t− 1 =

1

t
− 3 + t

を得る．この例のアレキサンダー行列は
(
−1

t
+ 3− t 1

t
− 3 + t

)
の 1× 2行列になり８の

字結び目のアレキサンダー多項式∆K(t)は

∆K(t) = det
(
− 1

t
+ 3− t

)
= −1

t
+ 3− t

となる（±ts(s ∈ Z)倍を除いて決まる）．

そもそも x と y は群の中で別々の生成元であったのに写像 αによって同じ t にうつさ
れる．計算は簡単になるが，結び目群に含まれているかなりの情報が落ちてしまうと思わ
れる．ここを改良するのが次章で紹介するねじれアレキサンダー多項式である．

3. ねじれアレキサンダー多項式
記号は前章のを継続して使用する．結び目群G(K)の表現 ρ : G(K) → SL(m,C) を一

つとる．この写像は自然に群環上の写像

ρ̃ : ZG(K)→M(m;C)

を誘導し，さらに前章で導入した写像 α̃ を合わせて

ρ̃⊗ α̃ : ZG(K)→M(m;C[t, t−1])

が定まる．これと前章 ϕ̃との合成を

Φ = (ρ̃⊗ α̃) ◦ ϕ̃ : ZFn →M(m;C[t, t−1])
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とおく．そして，(n− 1)× n行列Aρをその (i, j)成分がm×m行列

Φ
( ∂ri
∂xj

)
∈M((n− 1)m× nm;C[t, t−1])

であるような行列とする．この行列を表現 ρに随伴するねじれアレキサンダー行列という．
正方行列にするために Aρから１つの生成元 xkに対応する ‘１列’を削除して得られる

(n − 1)m × (n − 1)m行列を Aρ,k と表す．このとき結び目のねじれアレキサンダー不変
量を

∆K,ρ(t) =
detAρ,k

detΦ(xk − 1)

で定義する．ただし detΦ(xk − 1) ̸= 0 とする．
和田は [19]にて次を示した．

定理 3.1 ([19]). ±ts(s ∈ Z)倍を除いて，∆K,ρ(t)はG(K)と ρの組に対する不変量となる．

例 3.2. Kを 8の字結び目とすると例 2.1より
(3.1) G(K) = ⟨x, y | xy−1x−1yxy−1xyx−1y−1⟩

という表示をもった．この群について

(3.2) ρ(x) =

(
1 1
0 1

)
, ρ(y) =

(
1 0

−1+
√
−3

2
1

)
とするとこの写像は表現になることが確かめられる．ρ(x) = X, ρ(y) = Y，Iを 2次単位
行列とすると
Φ
(∂r
∂x

)
=

I − 1

t
XY −1X−1 +XY −1X−1Y +XY −1X−1Y XY −1 − tXY −1X−1Y XY −1XYX−1

となる．これは (2.1)の小文字 xを大文字Xに小文字 yを大文字 Y に変換して tのべき乗
をそれぞれ対応するようにかけたものであることに注意しよう．この行列計算を実行して

∆K,ρ(t) =
detΦ

(
∂r
∂x

)
detΦ(y − 1)

=
1/t2(t− 1)2(t2 − 4t+ 1)

(t− 1)2
.
= t2 − 4t+ 1

を得る．

これで写像αを経由することによる情報欠落を補う感じにはなるが，今度は得られる有
理多項式が表現 ρにも依存するため結び目の不変量とはいえず結び目の（非）同値性につ
いては威力を発揮しずらい．また上記の例では結び目群の表現を与えたが，一般に表現を
見つけるのは大変である．考えられる応用方法は（１）すべての表現について成り立つよ
うな性質を判断するとか（２）特別な表現に制限して考察するくらいであろうか，，，前者
については結び目のファイバー性を判定することについてはうまくいったように思える．
すなわち結び目群のどんな SL(n,C)表現に対してもファイバー結び目のねじれアレキサ
ンダー多項式の最高次係数は±1になるという定理を昔得た [6]．この定理のその後の展開
については例えば [3, 15] を参照して下さい．またねじれアレキサンダー多項式に関する
基本的な事柄については [10]を，最近の研究については [4, 9] を参照してください．
今回の講演については（２）についての応用にあたる．表現を次章で紹介するホロノ

ミー表現に制限してねじれアレキサンダー不変量の性質を見つけることになる．

46第64回トポロジーシンポジウム



結び目の体積とアレキサンダー多項式 5

4. 双曲結び目について
本章の前半については [11, 18]を参考にさせて頂きました．詳細を知りたい方はそちら

をご覧ください．
3次元双曲空間とは上半空間モデルH3を 4元数体の部分空間として

H3 = {(x+ y i) + t j ∈ C+ Rj | t > 0}
に

ds2 =
1

t2
(dx2 + dy2 + dt2)

で計量をいれることにより定める．ただし，1, i, jは 4元数体の基底の一部で i =
√
−1で

あり，∂H3 = C ∪ {∞} とみなす．H3の向きを保つ等長変換群は

PSL(2,C) =
{(

a b
c d

)
| a, b, c, d ∈ C, ad− bc = 1

}
/
{
±
(
1 0
0 1

)}
であることが知られている．ここで PSL(2,C)のH3 への作用は 1次分数変換(

a b
c d

)
w = (aw + b)(cw + d)−1 (w ∈ H3)

で与えられる．右辺は４元数体の元として計算する．H3の等長変換は等角写像であり，H3

への PSL(2,C) への作用は推移的である．また，H3への PSL(2,C) の作用は１点の固定
化群がPSU(2,C) (∼= SO(3))である．すなわち，f ∈ PSL(2,C)について，ある点 p ∈ H3

の行き先 f(p)と接空間の写像 TpH3 → Tf(p)H3 が与えられると，f は一意的に決まってし
まう．つまりH3の等長変換は１点の近傍の行き先を等長的に与えるとその写像をH3全
体に一意的に拡張することができる．さらに，∂H3の任意の異なる 3点 p1, p2, p3 を ∂H3

の任意の異なる 3点 p′1, p
′
2, p

′
3に移す変換 f ∈ PSL(2,C)が一意的に存在する．

3次元双曲多様体M とは，M の各点の近傍がH3の開集合と同相な局所座標をもち，2
つの近傍が重なっているところの座標変換が PSL(2,C) の元でかけるもののことをであ
る．単連結な 3次元双曲多様体M ′に対して，M ′からH3への展開写像が以下のように定
められる．まずM ′の基点の近傍の局所座標を１つ与える．M ′の任意の点 pに対して基
点から pに行く道をとり，この道に沿って局所座標の列をとってその展開写像による像を
順に定めることにより展開写像による pの像を定めることができる．（これは道の取り方に
よらない．）3次元双曲多様体Mに対するホロノミー表現とは，Mの基本群の元 γに対し
てMの普遍被覆空間 M̃への持ち上げ γ̃を考え，展開写像によるその像の始点の近傍を終
点の近傍にうつす元を ρ(γ) と定める写像 ρ : π1(M) → PSL(2,C) をいう．完備な 3次元
双曲多様体M についてそのホロノミー表現 ρの像 ρ(π1(M)) を Γとおくと，Γは自然に
H3に作用しM とH3/Γは同型になる．よって，完備な 3次元多様体の分類は PSL(2,C)
のある種の離散部分群の分類に帰着され，そこにM の幾何学的情報が詰まっていると考
えることができる．Thurston によってホロノミー表現は SL(2,C)表現に持ち上がること
が知られており，さらにこの持ち上げはM の spin structure に 1対 1で対応することが
[2]で証明されている．すなわちMの spin structure を ηで表すと三次元多様体Mと ηの
組 (M, η)に対して次の写像が得られることになる：

Hol(M,η) : π1(M, η)→ SL(2,C).
3次元多様体の一部分が 2次元トーラスと半直線の直積と同型になっているとき，この

部分をカスプと呼ぶ．カスプをもつ 3次元多様体はコンパクトでない多様体であり，こ
こからカスプの近傍を切り取るとトーラスを境界とするコンパクト 3次元多様体が得ら
れる．有限体積の完備な 3次元双曲多様体は閉 3次元多様体かカスプ付き 3次元多様体で
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あることが知られており，特に 3次元球面 S3内の結び目K (絡み目 L)の補空間 S3 −K
(S3 −L) にカスプ付き双曲 3次元多様体の構造が入るときKを双曲結び目（Lを双曲絡
み目）と呼ぶ．結び目は非自明でないトーラス結び目でもサテライト結び目でもないとき
双曲結び目であることが知られており，１章序論にも書いたが感覚的にはほとんどの結び
目は双曲結び目である．
結び目の場合，そのWirtinger表示の生成元のホロノミー表現による像をA1, . . . , An(∈

PSL(2,C))としたとき，それらのSL(2,C)への持ち上げはA1, . . . , Anもしくは−A1, . . . ,−An

なので (Corollary 2.3 in [14])，以下の章にてその情報が必要な場合は，a ∈ π1(M)に対
しそのホロノミー表現が ρ(ai) = Ai(∈ PSL(2,C)) のときその持ち上げを ρ±(ai) = ±Ai(∈
SL(2,C)) （複合同順）と表すことにする．

5. SL(2,C)の SL(n,C)既約表現
SL(2,C)のベクトル空間C2への標準的な作用を考えよう．対称積 Symn−1(C2)とSL(2,C)

によって誘導された作用の組は SL(2,C)の n次元既約表現を与えることが知られている．
VnをC2上次数 n− 1の同次多項式のベクトル空間としよう．すなわち Vnを

Vn = spanC⟨xn−1, xn−2y, . . . , xyn−2, yn−1⟩

とする．このとき対称積 Symn−1(C2) は Vnと同一視することができ，p
(
x
y

)
を同次多項

式とするときA(∈ SL(2,C)) の作用は

A · p
(
x
y

)
= p
(
A−1

(
x
y

))
で表される．この SL(2,C) の作用で与えられる表現を (Vn, σn)と書くことにしよう．（σn
は SL(2,C)からGL(Vn) への準同型写像．）この表現は SL(2,C)の既約 SL(n,C)表現にな
ることが知られておりまた SL(2,C)の全てのn次元既約表現は (Vn, σn)と同値になること
が知られている．第 4章で得たHol(M,η)と σnを合成することで表現：

ρn : π1(M)→ SL(n,C)

を得る．

例 5.1. 例 3.2の (3.2)で与えた写像は８の字結び目のホロノミー表現であることが知られ
ている．文字の重複を避けるため群表示 (3.1)の xを a，yを b と置き直して

ρ(a) =

(
1 1
0 1

)
, ρ(b) =

(
1 0

−1+
√
−3

2
1

)

とし，これらを SL(2,C)の元と思うと，p
(
ρ(a)−1

)
= p

(
x− y
y

)
，(x − y)2 = x2 − 2xy +

y2, (x− y)y = xy − y2, y2 = y2 なので，これらの係数を拾って

ρ3(a) =

1 −2 1
0 1 −1
0 0 1

T
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を得る．表現 (3.2)の −1 +
√
−3

2
を uとおいて同様の計算をすると

ρ3(b) =

 1 0 0
u 1 0
u2 2u 1

T

, ρ4(a) =


1 −3 3 −1
0 1 −2 1
0 0 1 −1
0 0 0 1


T

, ρ4(b) =


1 0 0 0
u 1 0 0
u2 2u 1 0
u3 3u2 3u 1


T

を得る．ここで (·)T は転置行列を意味する．

6. 主結果とその証明の概略
Kを双曲結び目，ρnをKのホロノミー表現から第 4，5章の方法で得られる SL(n,C)

表現とし，

(6.1) AK,2k(t) =
∆K,ρ2k(t)

∆K,ρ2(t)
, AK,2k+1(t) =

∆K,ρ2k+1
(t)

∆K,ρ3(t)

とおく．このとき次を得る．
定理 6.1 ([5]).

lim
k→∞

log |AK,2k(1)|
(2k)2

= lim
k→∞

log |AK,2k+1(1)|
(2k + 1)2

=
Vol(K)

4π
.

上記 (6.1)において主要部を割って補正しているがこれは（特に偶数次表現において）
本質的でない．補正をかけないで書くと：

• lim
k→∞

log |∆K,2k(1)|
(2k)2

=
Vol(K)

4π
,

• lim
k→∞

1

(2k + 1)2

(
log
(
lim
t→1

∣∣∣∆K,2k+1(t)

t− 1

∣∣∣)) =
Vol(K)

4π

となる．全てねじれアレキサンダー多項式の変数 tに 1を代入しているが，−1を代入し
ても同じ結果が得られることも最近判明した．
次章で計算例をあげるが，最初はこのような組み合わせ的な計算で体積が求められる

とは何となく信じられなかった．それが実現出来ているのはMüllerの結果：ユニモジュ
ラー表現に関して解析的トーションと組み合わせ的トーションが等価なものである ([16])
と解析的トーションによる体積の抽出 ([17]) のおかげであろう．これら２つを合わせると
閉じた完備双曲多様体の体積が組み合わせ的トーション，すなわちライデマイスタートー
ションで記述できたことになる．

Müllerのこれらの結果とThurston による hyperbolic Dehn surgery Theorem を応用す
ることで，トーラスカスプを持つ双曲三次元多様体に対する体積公式がMenal-Ferrerと
Porti([14])によって得られているので，あとはライデマイスタートーションとねじれアレ
キサンダー多項式を結びつければ我々の結果が得られることになる．
Mを向きづけられた完備双曲３次元多様体Mで，簡単のためここではトーラスカスプ

を一つだけ持つものとする．すなわち ∂M = T 2となるM を考える．
命題 6.2 ([13]). (1) n が偶数 ⇒ dimCHi(M,ρn) = 0 for any i;

(2) n が奇数 ⇒ dimCH0(M,ρn) = 0, dimCHi(M,ρn) = 1 for i = 1, 2.

命題 6.3 ([14]). n は奇数とする．このとき非自明なサイクル θ ∈ H1(T
2,Z) と ρn(G)に

よって不変な非自明なベクトル v ∈ Vn を選び
(1) H1(M,ρn)の基底を [v ⊗ θ]で；
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(2) H2(M,ρn)の基底を [v ⊗ T 2]で与えることができる．

上記記法のもと，

T2k+1(M) =
Tor(M ; ρ2k+1; θ)

Tor(M ; ρ3; θ)
,

T2k(M) =
Tor(M ; ρ2k)

Tor(M ; ρ2)

とおく．ここで Tor はライデマイスタートーションを意味する．

定理 6.4 ([14]).

lim
k→∞

log |T2k+1(M)|
(2k + 1)2

= lim
k→∞

log |T2k(M)|
(2k)2

=
Vol(M)

4π
.

命題 6.2の (1)にあるように，nが偶数の場合は対応するねじれホモロジーが消える．こ
のような場合対応するチェイン複体は acyclicと呼ばれライデマイスタートーションの議
論が行いやすい．このときは北野 ([8])によってねじれアレキサンダー多項式の変数に 1
を代入したものがライデマイスタートーションになることが知られている．すなわち，

Tor(M ; ρ2k) = ∆K,ρ2k(1)

となることから定理 6.4を経て主定理の偶数次表現の場合の結果が得られる．
SL(2,C)表現の adjoint作用についての考察は本稿における ρ3 の考察と本質的に同値

である．次の命題は SL(2,C)表現の adjoint作用について山口 ([20, 21])によって得られ
た定理を一般化して得られる．命題 6.3で得られている基底の θをロンギチュード λ に制
限しうまく扱うことからこの帰結が得られる．

命題 6.5 ([5]). λ を結び目Kのロンギチュードとすると，

|Tor(M ; ρ2k+1;λ)| = lim
t→1

|∆K,ρ2k+1
(t)|

t− 1

が成立する．

この命題より定理の主張の奇数次表現の場合の結果が従う．

7. 計算例
ここでは８の字結び目Kの計算例をあげることにする．８の字結び目の補空間の双曲

体積は 2.0298832 · · · であることが知られている．
例 5.1の表現の持ち上げ ρ+(a) =

(
1 1
0 1

)
, ρ+(b) =

(
1 0

−1+
√
−3

2
1

)
を用いて例 3.2の計算

を進めると

∆K,ρ+2
(t) =

1

t2
(t2− 4t+1),∆K,ρ+3

(t) = − 1

t3
(t− 1)(t2− 5t+1),∆K,ρ+4

(t) =
1

t4
(t2− 4t+1)2

を得る．同様にして

∆K,ρ+5
(t) = − 1

t5
(t− 1)(t4 − 9t3 + 44t2 − 9t+ 1)
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を得るので，対応するAK,nをA+
K,n と書くことにすると

4π log |A+
K,4(t)|

42
=
π log |t2 − 4t+ 1|

4

t=1−−→ π log 2

4
≈ 0.544397 · · · ,

4π log |A+
K,5(t)|

52
=
π log

∣∣ t4−9t3+44t2−9t+1
t2−5t+1

∣∣
52

t=1−−→
4π log 28

3

52
≈ 1.12273 · · ·

となる．以下にコンピュータを用いた計算結果をあげておく．A−
K,nはホロノミー表現の

持ち上げ：

ρ−(a) = −
(
1 1
0 1

)
, ρ−(b) = −

(
1 0

−1+
√
−3

2
1

)
に対応しており，特に nが奇数のときはA+

K,n(t) = A
−
K,n(t) となることが知られている．

なお計算にはWolfram Mathematia と MathWorks Matlab を用い，研究室の高橋徹也さ
んに計算を手伝って頂いた．私の研究室のコンピュータで計算すると 33次で 4～5時間か
かった．

n(even)
4π log |A+

K,n(1)|
n2

4π log |A−
K,n(1)|

n2 n(odd)
4π log |AK,n(1)|

n2

4 0.54439 · · · 1.40724 · · · 5 1.12273 · · ·
8 1.66441 · · · 1.84668 · · · 9 1.76436 · · ·
12 1.86678 · · · 1.94781 · · · 13 1.90158 · · ·
16 1.93822 · · · 1.98381 · · · 17 1.95494 · · ·
20 1.97121 · · · 2.00039 · · · 21 1.98076 · · ·
24 1.98914 · · · 2.00940 · · · 25 1.99522 · · ·
28 1.99994 · · · 2.01483 · · · 29 2.00412 · · ·
32 2.00696 · · · 2.01836 · · · 33 2.00999 · · ·
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A CONSTRUCTION OF COUNTABLE SIMPLE ORDERABLE
GROUPS

SANG-HYUN KIM, THOMAS KOBERDA, AND YASH LODHA

Abstract. We provide a uncountable family of countable simple order-
able groups. For this we consider a certain generalization of Thompson’s
group Fn. More precisely, we consider a chain group, which is a group
generated by real line homeomorphisms whose supports form a chain of
intervals. We investigate its dynamical property and abundance of the
possible isomorphism types. The main reference is [4].

1. Introduction

Recall a group G is orderable (or, left-orderable) if there exists a linear
order ď on G that is invariant under the left G–multiplication. Let us denote
by Homeo`pRq the group of the orientation preserving homeomorphisms
on the real line R. A group order can be dynamically realized in the follow-
ing sense:

Lemma 1.1 ([3]). For a countable group G, the following are equivalent.
(1) G is orderable.
(2) G embeds into Homeo`pRq.

One has another criterion for orderability. If
1 Ñ A Ñ B Ñ C Ñ 1.

is a short exact sequence of groups and if A and C are orderable, then so is
B. Note that B is non-simple if B is different from A or C.

Many known nontrivial constructions of orderable groups rely on this
criterion and Lemma 1.1. On the other hand, finding a simple orderable
group is usually a much trickier business. It is an outstanding question
whether or not there exists a finitely generated infinite simple orderable
group, for instance.

The commutator group of the Thompson’s group F is one of the earliest
example of countable simple orderable group; see Section 3. In this talk,
we address the following question

Question 1.2. Are there uncountably many countable simple orderable groups?
Key words and phrases. homeomorphism; Thompson’s group F; simple group;

smoothing; chain group; orderable group.
1
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2. Thompson’s group F

The Thompson’s group F is defined as the group of piecewise linear
homeomorphisms of the unit interval r0, 1s such that the breakpoints are
in Zr1{2s and such that the slopes are in 2Z. Here, we allow only finitely
many breakpoints.

The group F enjoys several intriguing group theoretic properties. To list
a few, we have:

‚ F is finitely presented, orderable and infinite with trivial center.
‚ F has exponential growth.
‚ F does not contain a rank-two free group.
‚ The commutator group F 1 “ rF, Fs is simple. That is, every non-

trivial normal subgroup of F contains F 1.
‚ F contains the infinite direct sum of Z.
‚ Every proper quotient of F is abelian.

See [1] as a standard reference in this field. Let us consider the following
maps in F.

apxq “

$
’&

’%

2x if 0 ď x ď 1
4

x ` 1
4 if 1

4 ď x ď 1
2

x`1
2 otherwise.

bpxq “

$
’’’&

’’’%

x if 0 ď x ď 1
2

2x ´ 1
2 if 1

2 ď x ď 5
8

x ` 1
8 if 5

8 ď x ď 3
4

x`1
2 otherwise.

See Figure 1.

Lemma 2.1 ([1]). We have the presentation

F “ xa, b | rakba´k, b´1as “ 1 for k “ 1, 2y.

Let us investigate the meaning of the the relators of this presentation. For
f P Homeo`pRq, we write

supp f “ Rz Fix f “ tx P R : f pxq ‰ xu.

0 11
2

3
4

1
4

1
2 10

(a) a

0 1

0 1
1
2

3
4

5
8

1
2

3
4

7
8

(b) b

Figure 1. Elements a, b of Thompson’s group F.
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Let us write u “ b´1a. Then we have

upxq “

$
’&

’%

2x if 0 ď x ď 1
4

x
2 ` 3

8 if 1
4 ď x ď 3

4
x otherwise.

It follows that
supp u “ p0, 3{4q.

Moreover,

bu supp b “ bur1{2, 1s “ br5{8, 1s “ r3{4, 1s.
Since

pbuqk supp b X supp u “ ∅
for all k ě 1, we have

rpbuqkbpbuq´k, us “ 1.

By finding a normal form in F, one can actually show that

F “ xu, b | rpbuqkbpbuq´k, us “ 1 for k “ 1, 2y.
See [1]. We note that supp u and supp b form a “chain of intervals”, as
shown in Figure 2.

u
b

0 1
2

3
4

1

Figure 2. A chains of two intervals.

For an interval J Ď R, let us denote the left– and the right–endpoints of
J by B´J and B`J, respectively. Suppose J “ tJ1, . . . , Jnu is a collection
of nonempty open subintervals of R. We call J a chain of intervals (or an
n–chain of intervals if the cardinality of J is important) if Ji X Jk “ ∅ if
|i ´ k| ą 1, and if Ji X Ji`1 is a proper nonempty subinterval of Ji and Ji`1
for 1 ď i ď n ´ 1.

Setting 2.1. We let n ě 2 and let J “ tJ1, . . . , Jnu be a chain of intervals
such that B´Ji ă B´Ji`1 for each i ă n. We consider a collection of home-
omorphisms F “ t f1, . . . , fnu such that supp fi “ Ji and such that fiptq ě t
for each t P R. We set GF “ xF y ď Homeo`pRq.

We call the group G “ GF a prechain group. Note that Thompson’s
group F “ xu, by is a prechain group generated by u and b; see Figure 2.

Let us prove the first stabilization result.
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Lemma 2.2. Let n “ 2 in Setting 2.1. Then for all sufficiently large N ą 0
we have

x f N
1 , f N

2 y – F.

Proof. Put U “ f N
1 and B “ f N

2 . From the consideration on the supports,
we have “

pBUqk ¨ B ¨ pBUq´k,U
‰

“ 1
for all k ě 1 and for all sufficiently large N. In particular, F naturally
surjects onto

x f N
1 , f N

2 y.
Since every proper quotient of F is abelian, we see this surjection is an
injection as well. !

3. Main Result

Motivated by Lemma 2.2, we propose the following definition.

Definition 3.1. Let G “ GF be as in Setting 2.1. If x fi, fi`1y – F for each
1 ď i ă n, then we say G is a chain group.

Lemma 2.2 implies that

x f N
1 , f N

2 , . . . , f N
n y

is a chain group for all sufficiently large N.
Convention. From now on, whenever a chain group G is given, we as-

sume that generators of G are as in Setting 2.1 and that

supp G “
ď

gPG

supp g “ R.

The main result of this talk is the following.

Theorem 3.2 (Main Theorem). There exists a uncountable collection H
of pairwise non-isomorphic countable simple orderable groups. Moreover,
each group H in H can be written as H “ G1 for some 3–chain group G.

We will establish Theorem 3.2 through the following results. These
results are of its own interest regarding fundamental properties of chain
groups.

A topological group action is called minimal if every orbit is dense. An
open Cantor set is the Cantor set minus the two endpoints of the unit inter-
val.

Theorem 3.3 (Dynamical Dichotomy). For a chain group G, exactly one of
the following holds:

(i) G is minimal; in this case, G1 is simple.
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(ii) G leaves invariant an open Cantor set; in this case, G surjects onto a
minimal chain group.

Theorem 3.4 (Diversity). If n ě 3, then there exists a uncountable family

tGi | i P Iu
of minimal n–chain groups such that

G1
i fl G1

j

for all i ‰ j in the index set I.

Theorems 3.3 and 3.4 immediately imply the Main Theorem. We also
note a certain uniformity in the isomorphism types of chain groups:

Theorem 3.5 (Stability). For all sufficiently large N, the chain group

x f N
1 , . . . , f N

n y
is isomorphic to the n–adic Thompson’s group Fn.

Here Fn is the group of piecewise linear homeomorphisms on the unit
interval such that each breakpoint is in Zr1{ns and such that each slope is
nZ. The proof of Theorem 3.5 for n “ 2 is given in Lemma 2.2. The
general case is very similar, using the fact that every proper quotient of Fn
is abelian. We omit the details.

Remark 3.6. We can easily choose each prechain generator fi to be C8.
This choice gives a smooth realization of Fn.

4. Dynamics

If a finitely generated group G acts on R, then there exists a minimal
closed nonempty G–invariant set C. Moreover, we have

(i) C1 “ ∅, i.e. C is discrete, or
(ii) BC “ ∅, i.e. G acts minimally, or

(iii) C1 “ BC “ C, i.e. C is an open Cantor set.
Since every orbit is accumulated at B` supp f1, we see that the case (i)

does not occur. Moreover, if (iii) occurs, then one can contract the comple-
ment of C by the Cantor function

h : RÑ R,
which is obtained after replacing the closure of each open interval in RzC
by a single point. More precisely, we have the following lemma.

Lemma 4.1. Let G ď Homeo`pRq be a group such that supp G “ R and G
leaves invariant an open Cantor set. Then there exists a monotone contin-
uous surjective map h : RÑ R and a (possibly non-faithful) representation
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Φ : G Ñ Homeo`pRq such that ΦpGq acts minimally on R and such that
hg “ Φpgqh for each g P G.

The lemma asserts that for each g P G, the following diagram commutes:

R
g

!!

h
""

R

h
""

R
Φpgq

!! R

The part (2) of Dynamical Dichotomy (Theorem 3.3) now follows. For
the part (1), we proceed as below.

Definition 4.2. An action H Ñ HomeopXq is CO–transitive (or, compact-
open–transitive) if for every compact K Ď X and a nonempty open U Ď X,
there exists h P H such that hK Ď U.

Lemma 4.3 (Higman’s Theorem). Let H be a group acting faithfully on a
set X, and suppose that for all triples r, s, t P Hzt1u there is an element
u P H such that

psupp r Y supp sq X ptupsupp r Y supp sqq “ ∅.
Then the commutator subgroup H1 “ rH,Hs is simple.

We will use the following variation of Higman’s Theorem. We include a
complete proof, without resorting to Higman’s Theorem.

Lemma 4.4 (Higman’s Theorem, variation). If H ď HomeocpXq for some
noncompact Hausdorff space X and if H is CO-transitive, then H1 is simple.

Proof. For a group G and a set S Ď G, we denote by xxS yyG the normal
closure of S in G. We use the notation

t´u “ pt´1qu “ u´1t´1u.

Claim 1. For all r, s P H and t P Hzt1u, there exists w P H1 such that

rt´wrtw, ss “ 1.

Since X is Hausdorff, we can choose a nonempty open set B Ď X such
that B X tB “ ∅. Choose a compact set A Ď X containing supp r Y supp s.
By the hypothesis, there is u P H such that uA Ď B. So we have

supp r X tu supp s “ ∅.
So we have rt´urtu, ss “ 1. Note that we allow s “ 1. Let us apply the same
argument to pt, u, tq instead of pr, s, tq. Then we can find v P H such that

rt´v ¨ t ¨ tv, us “ 1.
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We put w “ rtv, u´1s so that rt,wu´1s “ 1 and tw “ tu. We have

rt´wrtw, ss “ rt´urtu, ss “ 1,

and the claim is proved.

Claim 2. No proper nontrivial subgroup of H1 is normal in H.

Suppose 1 ‰ N ď H1 satisfies N " H. Pick r, s P Hz1 and t P Nz1. By
the first claim, we can find w P H1 such that

rt´wrtw, ss “ 1.

It follows that

rrr, t´ws, ss “ rr ¨ t´wr´1tw, ss “ rr, ss.
On the other hand, we have

rrr, t´ws, ss P xxtyyH ď xxNyyH “ N.

Since this is true for all r, s P Hz1, we see H1 ď N.

Claim 3. H2 “ H1.

This follows from the second claim and from that H2 " H.

Claim 4. H1 is simple.

For this claim, suppose we have 1 ‰ N " H1. Pick 1 ‰ t P N and
r, s P H1zt1u. We have w P H1 such that

rt´wrtw, ss “ 1.

by the first claim. As in the Claim 2, we see

rrr, t´ws, ss “ rr ¨ t´wr´1tw, ss “ rr, ss P H2.

Since r, s,w P H1, we have

rrr, t´ws, ss P xxtyyH1 ď NH1 “ N.

It follows H2 ď N. Claim 3 implies that N “ H1. !

Lemma 4.5. If G is a minimal chain group, then G2 “ G1 is compactly
supported and CO–transitive.

Proof. Recall F2 “ F 1 [1]. Since x fi, fi`1y – F for each i, we see

r fi, fi`1s P x fi, fi`1y1 “ x fi, fi`1y2 ď G2 "G,
G1 “ xxtr fi, fi`1s : 1 ď i ă nuyyG ď G2.

This proves G2 “ G1.
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Note our convention that supp G “ R. The germs of G at the infinities
form infinite cyclic groups generated by germs of f1 and fn, respectively.
So the germ of g P G1 is trivial at the infinities. In particular, we have

G2 “ G1 ď HomeocpRq.
A typical trick shows that G1 acts minimally. The fact that every orbit is
accumulated at B`I1 implies that G1 is actually CO-transitive. !

Proof of Theorem 3.3. By Lemma 4.5, we can apply Higman’s Theorem
to G1. It follows that G2 “ G1 is simple. This completes the proof of
Theorem 3.3. !

5. Diversity

Let us begin with a construction of uncountably many isomorphism types
of finitely generated groups due to de la Harpe.

Lemma 5.1 (cf. de la Harpe [2] for (1) and (2)). There exists an order-
able group Γ “ xs, ty and a collection of subgroups tNiuiPI of Γ with the
following properties:

(1) The collection tNiuiPI is uncountable;
(2) For each i, the group Ni ă Γ is central;
(3) For each i P I, the quotient Γi “ Γ{Ni embeds into Homeo`pRq

such that the image of t has no fixed point.

The construction of Γ and Ni are as follows. Let S “ tsiuiPZ, and let

R “ trrsi, s js, sks “ 1ui, j,kPZ Y trsi, s js “ rsi`k, s j`ksui, j,kPZ.

Define Γ0 “ xS | Ry and let Γ “ Γ0 ¸ Z, where the conjugation action of
Z “ xty is given by t´1sit “ si`1. For each i, we set ui “ rs0, sis. For each
subset X Ă Zzt0u, we can consider the group NX “ xui | i P Xy.

We deduce the following, the proof of which is omitted.

Lemma 5.2. There exists a uncountable collection tHiu of pairwise–non-
isomorphic two-generator groups

Hi “ xxi, yiy ď Homeo`pRq
such that Hi{H1

i – Z2 and such that Fix yi “ ∅.

These groups tHiu are images of Γ “ xs, ty in Γ{Ni. Then the image of t
on Hi acts freely.

So, what does this construction have anything to do with simple groups?
We show that the groups of the form in Lemma 5.2 embed into the (simple)
commutator subgroups of 3–chain groups.
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Lemma 5.3. Suppose we have a group

H “ xx, yy ď Homeo`pRq
such that H{H1 – Z2 and such that Fix y “ ∅. Then there exists a minimal
3–chain group G and an embedding

H ãÑ G1.

Let us postpone the proof of Lemma 5.3, and prove Theorem 3.4 first.

Proof of Theorem 3.4. Let C be the class of isomorphism types of G1 for all
minimal 3–chain groups G. Then each group in C is countable, simple and
orderable.

If C were countable, then there would be only countably many iso-
morphism types of two generator groups H satisfying the hypothesis of
Lemma 5.3. This contradicts Lemma 5.2. !

For the rest of this section, we sketch the idea of the Lemma 5.3. For
illustration purpose, we will only show a weaker version:

Lemma 5.4. Every two generator orderable subgroup embeds into a mini-
mal 4–chain group.

Here is the construction. Recall Thurston’s realization of F as piecewise-
PSL2pZq actions with rational breakpoints such that each consecutive break-
points are of the form

p
q
,

r
s

for some
p, q, r, s P ZY t´8,8u, qr ´ ps “ 1.

Then a, b P F are realized as the following piecewise-PSL2pZq maps on R:

apxq “ x ` 1, bpxq “

$
’’’&

’’’%

x if x ď 0
x

1´x if 0 ď x ď 1
2

3 ´ 1
x if 1

2 ď x ď 1
x ` 1 if 1 ď x

Now suppose we have an arbitrary two generator orderable group

H “ xs, ty ď Homeor1{4, 1{2s
possibly after a conjugation. Put

y “ bs, z “ bt.

Then surprisingly, y and z behave very similarly to b! That is,

supp y “ supp z “ r0, 1s
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and x ă ypxq, zpxq ă x ` 1 for each x P p0, 1q. We define

f0 “ b´1a

f1 “ ay´1a´1 ¨ b

f2 “ a2z´1a´2 ¨ aya´1

f3 “ a2za´2

It is routine to check:
supp f0 “ p´8, 1q,
supp f1 “ p0, 2q,
supp f2 “ p1, 3q,
supp f3 “ p2,8q.

and G “ x f0, f1, f2, f3y “ xa, b, x, yy is a chain group containing H. Since
F – xa, by acts on R minimally, so does G. This completes the proof of
Lemma 5.4.

We also note a corollary:

Corollary 5.5. (1) Every n-generator subgroup H of Diffr
`pRq embeds

into a minimal pn ` 2q-chain group G in Diffr
`pRq.

(2) If H{H1 – Zn, then this embedding maps H into G1.
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強制法公理とパラコンパクト空間

薄葉季路

1. 導入

位相空間論において, 大域的性質と局所的性質との関係は重要なトピックの一つ
である. 今回の講演では, 代表的な大域的性質であるパラコンパクト性と局所的性
質の関係について考察する. 復習すると:

Definition 1.1. Xを位相空間とする.

(1) Xの部分集合の族F が locally finite とは, 任意の p ∈ Xに対して, pの開
近傍 V で {F ∈ F : F ∩ V ̸= ∅}が有限になるものが存在することである.

(2) Xの部分集合の族F , Gに対して, FがGの refinementとは,任意のF ∈ F
に対して G ∈ Gで F ⊆ Gとなるものが存在することである.

(3) Xがパラコンパクトとは, Xの任意の開被覆 U に対して, locally finiteな U
の refinemet Vで Vが開被覆になるものが存在することである.

様々な状況で, パラコンパクト性は基本的性質の一つとして仮定されているが,

この理由の一つがパラコンパクト空間においては, 局所的性質を張り合わせて空間
全体に広げることが可能だからである. 例えば 1の分割定理や, 次のマイケルの定
理はよく知られている:

Fact 1.2 (Michael). パラコンパクト空間X の開集合に対する性質 P で次を満た
すものを考える:

(1) X の開集合 V が性質 P を持つならば, V の任意の開部分集合も性質 P を
持つ.

(2) U , V がともに性質Pを持てば, U ∪ V も性質Pを持つ.

(3) {Vλ : λ ∈ Λ}が性質 P を持つ開集合の疎な族であれば, 和集合
∪

λ∈Λ Vλも
性質 P を持つ (ここでXの部分集合の族F が疎であるとは, 任意の p ∈ X
に対して pの開近傍 V で高々一つのFの要素と交わるものが存在すること
である).

このとき, もしXの各点が性質Pを持つ開近傍を持つのであれば, X自身も性質P
を持つ.

この定理より, 例えばパラコンパクト空間X の各点が距離付け可能な開近傍を
持つのであれば, その距離関数を張り合わせてX全体の距離関数に拡張できること
がわかる.

1

63第64回トポロジーシンポジウム



パラコンパクト空間はこのように, 局所的性質を張り合わせて大域的な性質に持
ち上げることができる. このような状況は, パラコンパクト空間が真に大域的な性
質であることを示唆している. 本講演では, 逆に, 局所的に良い性質を持つ空間が
大域的に良い性質であるパラコンパクト性を持つのはどのような状況であるか, 特
に強制法公理と呼ばれる公理の下ではどうか, についての結果を紹介する.

2. 多様体と ω1

簡単のために, n次元多様体とは, 単に各点がRnのある開集合と同相な開近傍を
持つこととする. 一般に仮定される第二可算性やパラコンパクト性は仮定しないこ
とにする. 多様体は第一可算, かつ局所コンパクトであり, 局所的に非常に良い性
質を持つ空間である.

1次元多様体の自明な例は実数直線Rや円 S1である. 非自明かつ奇妙な例とし
て, 長い直線と呼ばれるものが知られている. ここで, ω1を最小の非可算順序数と
する. ただし, ω1は集合として, 可算順序数全体と同一視することにする. ω1上に
は α < β ⇐⇒ αは βより小さい順序数, として自然に順序が入る.

Definition 2.1. ω1× [0, 1)に辞書式順序を入れた直線を考える, すなわち ⟨α, x⟩ <
⟨β, y⟩ ⇐⇒ α < β, または α = βかつ x < y, とする. ω1 × [0, 1) = L≥0とし, L≥0

から最小元 (0, 0)を除いた直線L+を長い半直線と呼ぶ. また, L≥0に長い半直線の
逆順序を左側に加えた直線 Lを長い直線と呼ぶ. 長い半直線, 長い直線には順序位
相を入れて位相空間として考えることにする.

長い直線が 1次元多様体であることは容易にわかる. 一方, 長い直線がパラコン
パクトでないことは次の事実より導くことができる.

Fact 2.2. ω1に順序位相を入れた位相空間は次の性質を持つ:

(1) 第一可算, 局所コンパクト, 可算コンパクトである.

(2) 遺伝的正規空間である.

(3) 一方で ω1はパラコンパクトではない.

ω1がパラコンパクトでないことは集合論でよく使われる pressing-down lemma

(Fodor’s lemmaとも呼ばれる) から直ちにわかる.

長い直線において {(α, 0) : α ∈ ω1}は長い直線の閉部分集合で ω1と同相になる
が, パラコンパクト空間の閉部分空間はやはりパラコンパクトになるので, このこ
とから長い直線がパラコンパクトでないことが導かれる.

境界を持たない 1次元多様体はR, S, Lのどれかと同相になることが知られてい
るので, 境界を持たない１次元多様体がパラコンパクトでないことは, ω1と同相な
閉部分空間を含まないことである, と特徴づけできる.

2
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3. 可分空間とパラコンパクト

多様体に限らず, ω1と同相な閉部分空間を持つ空間はパラコンパクトにはならな
い. それでは, 逆にω1と同相な閉部分空間を持たないならばパラコンパクトになる
か? このことに関しては, 次のような von Douwenの例が知られている.

Fact 3.1 (von Douwen [3]). 次を満たす位相空間Xが存在する:

(1) Xは局所コンパクト, 第一可算, 正規, 可分である.

(2) X2の対角部分はX2のGδ集合になる. 特にXは ω1と同相な閉部分空間を
持たない.

(3) Xはリンデレフではない.

ここで位相空間X がリンデレフであるとは, X の任意の開被覆が高々可算な開
被覆を持つことである.

Fact 3.2. Xが可分でパラコンパクトであるならば, Xはリンデレフである. 特に
Xがパラコンパクトならば, Xの任意の可分閉部分空間はリンデレフである.

よって, von Douwenの空間は局所的に良い性質を持ち, かつ ω1を含まないがパ
ラコンパクトではない例となっている.

以上より, 空間がパラコンパクトであるために必要な条件として少なくとも次が
あげられる.

• ω1を閉部分空間として含まない.

• 任意の可分閉部分空間はリンデレフである.

この二つの条件が, 局所的に良い空間がパラコンパクト空間であることを特徴づ
けてくれるだろうか? 結論を言えば答えは否定的であるが, 知られている例はいわ
ゆる「標準的な集合論公理系 ZFCと無矛盾である」例である.

Fact 3.3. 次のような空間Xが存在することは ZFCと無矛盾である:

(1) Xは局所コンパクト, 可算コンパクト, 第一可算, 遺伝的正規である.

(2) Xは ω1と同相な閉部分区間を持たない.

(3) Xの任意の可分閉部空間は高々可算, 特にリンデレフである.

(4) Xはパラコンパクトではない.

しかしながら, この空間の存在はあくまで「ZFCと無矛盾」な例であり, 実際に
構成可能な空間ではない. それでは, 上のような空間は常に存在するであろうか?

その答えをえるためには, 強制法公理と呼ばれる公理が非常に有用である.

4. 強制法公理

集合論でよく使われる強制法公理について簡単に紹介する. 強制法公理は, 名前
の通り集合論の強制法と関係が深い公理であるが, ここでは位相空間論の言葉を用
いて定義を与える.

3
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強制法公理の大本にあるのは, 次のよく知られたBaireの範疇性定理である:

Fact 4.1 (Baire). X をコンパクト空間 (局所コンパクト, あるいは完備距離空間)

とする. D = {D0, D1, . . . }がX の稠密開集合の可算族であるならば, その共通部
分
∩

n∈NDnは空でない.

Baireの範疇性定理の可算族を, 濃度 ℵ1の族に変えることはできないことが知ら
れている. しかしながら空間にある程度の制約をつけることで, それが可能である
ことを主張するのが強制法公理である. 以後, 集合X の濃度を |X|で表すことに
する

Definition 4.2. κを無限基数, Xをコンパクト空間とする. 強制法公理FAκ(X)と
は次の主張のことである: Xの稠密開集合の族 {Dλ : λ ∈ Λ}に対して,もし |Λ| ≤ κ

ならばその共通部分
∩

λ∈ΛDλも空でない.

Baireの範疇性定理よりFAℵ0(X)が任意のコンパクト空間Xに成り立つが, FAℵ1(X)

は成り立たないXが存在する. よく使われるのは, 位相空間のクラスを可算鎖条件
を満たすものに限定した強制法公理であるマーチンの公理である. ここで空間X

が可算鎖条件を満たすとは, Xの互いに素な開集合の族は高々可算な族になること
である. 可分空間は明らかに可算鎖条件を満たすので, 可算鎖条件は可分性を弱め
たものである.

Definition 4.3. マーチンの公理とは次の主張である: 任意の無限基数 κ < 2ℵ0 と
可算鎖条件を持つコンパクト空間Xに対して FAκ(X)が成り立つ.

連続体仮説 2ℵ0 = ℵ1の下ではマーチンの公理が常に成り立つが, 連続体仮説の否
定の下では成り立つとは限らない. しかしながら連続体仮説の否定とマーチンの公
理は無矛盾であることが知られている.

Fact 4.4 (Solovay-Tennenbaum [7]). マーチンの公理+連続体仮説の否定は無矛盾
である.

マーチンの公理+連続体仮説の否定からいくつもの興味深い結果が得られること
が知られている. いくつか紹介する:

Fact 4.5. マーチンの公理+連続体仮説の否定を仮定する.

(1) 順序位相空間 Lが可算鎖条件を満たすならば, Lは可分である.

(2) 順序位相空間 Lが順序に関して完備, 自己稠密, かつ端点を持たず, 可算鎖
条件を満たすならば実数直線Rと同形である.

(3) Xλ (λ ∈ Λ)が可算鎖条件を満たすならば, 積空間
∏

λ∈ΛXλも可算鎖条件を
満たす.

現代集合論では, マーチンの公理をさらに強めたプロパー強制法公理 PFAやセ
ミプロパー強制法公理 SPFAがよくつかわれるが, そこで問題になる位相空間は非

4
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常に技術的なものになるため本稿では説明を省略する. PFAや SPFAに関してはい
くつもの位相空間的に重要な性質が導かれることが知られているが, 次を紹介する
にとどめておく.

Fact 4.6. SPFA⇒ PFA⇒ マーチンの公理+連続体仮説の否定

Fact 4.7. プロパー強制法公理 PFAを仮定する. この時,

(1) (Velickovic [8]) 2ℵ0 = ℵ2である.

(2) (Todorcevic) 第一可算空間X が ω1と同相な閉部分空間を含まないことの
必要十分条件は, Xの部分空間 Y ⊆ Xと ω1から Y への完全写像が存在し
ないことである.

ついでに次も紹介しておく. 空間X が countably tightとは, 任意の部分集合
Y ⊆ Xと Y の閉包に属する点 pに対して, Y の可算部分集合 Zで pが Zの閉包に
属するものが存在するときである. 特に第一可算空間は countably tightである.

Fact 4.8. 局所コンパクト, countably tight空間Xについて, 以下は同値:

(1) Xの部分集合 Y と ω1から Y への完全写像は存在しない.

(2) Xの一点コンパクト化X∗は countaly tight.

よって特に, PFAの下では, 局所コンパクト第一可算空間X が ω1と同相な閉部分
空間を持たないことは一点コンパクト化X∗が countably tightであることと同値で
ある.

特に重要なことは, SPFAから次のようなFleissnerの組み合わせ論的原理 Axiom

Rが導かれることである:

Definition 4.9 (Fleissner [5]). (1) Aを非可算集合とし, [A]ℵ0をAの可算部分
集合全体とする. C ⊆ [A]ℵ0が次を満たすとき, Cを [A]ℵ0のクラブと呼ぶ:

(a) 任意の x ∈ [A]ℵ0に対して x ⊆ yとなる y ∈ Cがある.

(b) 任意の⊆に関するCの要素の上昇列 {x0, x1, . . . }に対して,
∪

n∈N xnは
Cの要素になる.

(2) S ⊆ [A]ℵ0が [A]ℵ0の定常集合とは, Sが任意のクラブと交わることである.

(3) Aを非可算集合とし, [A]ℵ1をAの濃度ℵ1の部分集合全体とする. C ⊆ [A]ℵ1

が次を満たすとき, Cを [A]ℵ1の ω1-クラブと呼ぶ:

(a) 任意の x ∈ [A]ℵ1に対して x ⊆ yとなる y ∈ Cがある.

(b) 任意の⊆に関する C の要素の長さ ω1の上昇列 {xα : α < ω1}に対し
て,
∪

α<ω1
xαはCの要素になる.

(4) Aixom Rとは次の主張である: 任意の非可算集合X, 定常集合 S ⊆ [X]ℵ1 ,

ω1-クラブCに対して, Y ∈ Cで S ∩ [Y ]ℵ0が [Y ]ℵ0の定常集合になることで
ある.

Axiom Rは, 大きな集合の定常性が小さな (濃度 ℵ1)の集合の定常性に反映され
ることを主張する. この手の原理は反映原理と呼ばれ, 現代集合論において盛んに

5
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研究されている. Balogh [1]は, Axiom Rの下でのパラコンパクト性についての研
究を行ったが, その結果を後述の PFA(S)[S]と組み合わせることで, パラコンパク
ト空間の興味深い結果が得られている. また, Axiom Rから 2ℵ0 ≤ ℵ2が導かれるこ
ともついでに指摘しておく.

5. 強制法公理とパラコンパクト

2000年以降, Todorcevicによって開発されたPFAの変形であるPFA(S)[S]と呼
ばれる公理の研究が盛んにおこなわれ, PFA(S)[S]の下では様々な位相空間が構成
可能であることが判明した. そのような中で, PFA(S)[S] とAxiom Rを用いること
で, 次のような結果が得られている:

Theorem 5.1 (Dow-Tall [2]). 次は ZFCと無矛盾である: 任意の局所コンパクト,

第一可算正規空間Xに対して, Xがパラコンパクトであるための必要十分条件は

(1) ω1と同相な閉部分空間を持たない, かつ
(2) Xの任意の可分閉部分空間はリンデレフである.

よって, 局所コンパクト, 第一可算, 正規な空間に対しては

(1) ω1と同相な閉部分空間を持たない, かつ
(2) Xの任意の可分閉部分空間はリンデレフである.

の二つの条件でパラコンパクトになりえることになり, この二つの条件がパラコン
パクト性の (ある意味で)本質をとらえている, とみることが可能である.

また, さらに次も知られている:

Theorem 5.2. 次は ZFCと無矛盾である:

(1) (Dow-Tall [4]) n > 1の時, 任意の遺伝的正規な n次元多様体はパラコンパ
クトである, 特に距離付け可能である.

(2) (Larson-Tall [6]) 局所コンパクト, 遺伝的正規空間が遺伝的パラコンパクト
であるための必要十分条件はω1と同相な閉部分空間を持たないことである.

一方で, これらの結果は正規性が仮定されていた. しかしながら, 一般位相空間
論において正規性は非常に扱いにくい性質である: 積に関して保存されない, 特に
正規空間と単位閉区間 [0, 1]の積が正規になるとは限らない, 遺伝的とは限らない,

など. それではこれらの結果から正規性を外すことはできるかを考えることは自然
である. しかしながら, 次のような例が知られている:

Fact 5.3. 次を満たす空間Xが存在する:

(1) Xは局所コンパクト, 第一可算, 正則である.

(2) ω1と同相な閉部分空間を持たない.

(3) 可分閉部分空間は高々可算, よってリンデレフである.

(4) ℵ1-collectionwise Hausdorffではない.

6
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ここでκが無限基数の時,空間Xがκ-collectionwise Hausdorffとは任意の濃度
が高々κな閉離散部分集合D ⊆ Xに対して, たがいに素な開集合の族 {Op : p ∈ D}
で p ∈ Opとなるものが存在することである. パラコンパクト空間は任意の無限基
数 κに対して κ-collectionwise Hausdorffになることが知られている. したがって上
の Factの空間はパラコンパクトではない.

Tall-Dowの定理ではAxiom Rを用いて上の結果を得ていたが, Axiom Rをさら
に強めたものを用いることで次が得られる:

Theorem 5.4 (Usuba). 次は ZFCと無矛盾である: 任意の局所コンパクト, 第一
可算正則空間Xに対して, Xがパラコンパクトであるための必要十分条件は

(1) ω1と同相な閉部分空間を持たない, かつ
(2) Xの任意の可分閉部分空間はリンデレフである, かつ
(3) Xは ℵ1-collectionwise Hausdorffである.

よって, 局所コンパクト第一可算空間に関してはパラコンパクト性が次のように
まとめられる:

パラコンパクト
⇐⇒ 正規 + ω1を含まない + 可分閉部分空間はリンデレフ
⇐⇒ 正則 + ω1を含まない + 可分閉部分空間はリンデレフ + ℵ1-collectionwise

Hausdorff.
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A∞代数の幾何学への応用のいくつかについて

梶浦宏成 (千葉大学 ·理学研究院)

A∞代数はもともとH 空間の研究において導入されたものである．H 空間X

の積M2 : X × X → X がホモトピー結合的であるとき，その連続写像をM3 :

X ×X ×X × I → Xと書き，(X, {Mi, Ki}i=2,3)，K2 :=一点，K3 := I（閉区間）
をA3空間と呼ぶ．同様にして，Mi : X

i ×Ki → Xが i = 2, 3, . . . , nに対して定
まるとき (X, {Mi, Ki}i=2,...,n)を An空間と呼び，特にすべての i = 2, 3, . . . につ
いてMiが定まるときA∞空間という [19]．
この構造を代数化したものがA∞代数である．現在の整頓された言葉でいうと,

A∞代数とは {Ki}i=2,3,···の鎖複体の成す次数付き微分（DG）オペラッドの表現
のことであるということもできるが（[16]参照），具体的には (A, {mk}k≥1)が体
K上のA∞代数であるとは, AはK上次数付きベクトル空間であり,

mk : A
×k → A

は次数 2− kのK上多重線形写像であり, {mk}k≥1が各 n = 1, 2, ...に対して

0 =
∑

k+l=n+1

k−1∑
j=0

± mk(a1, . . . , aj,ml(aj+1, . . . , aj+l), aj+l+1, . . . , an)

が成り立つときをいう [20]． （符号±については省略する．）
これは次数付き微分代数（DG代数）の一般化となっている．つまり高次の積

m3,m4, . . . が自明なA∞代数は d := m1 : A→ Aを微分，m2 : A×A→ Aを積と
するDG代数 (A, d,m2)である．一般のA∞代数 (A, {mk}k≥1)の場合にも (A,m1)

は余鎖複体
· · · m1→ Ai m1→ Ai+1 m1→ · · ·

を成し，dは積m2に関してライプニッツ則を満たすが，m2は一般には結合的に
はならず，そのずれがm3を含む式で定められている．この意味でA∞代数はホ
モトピー結合的代数とも呼ばれる．
上述のように， 空間 X に対して A∞構造は，もともとは X やそのチェイン

C∗(X)達の上の高次の積構造として導入された．例えばXに入るAn構造の最大
の nは何か？ということを考えると空間X達を分類する道具となる．この方向性
の研究ももちろん続けられているが，有理ホモトピー論の発展などを機にむしろ
コチェイン側に自然に入るA∞構造について議論されることが多くなったように
思われる．例えば可微分多様体Xに対し，微分形式の空間A := Ω(X)は自然に
d : A→ Aを外微分作用素，ド・ラーム複体 (A := Ω∗(X), d)はm2 := ∧をウェッ

1
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ジ積とする（可換）DG代数の構造を持つ．本講演では，A∞代数の幾何学への
この方向性での応用に関して主に以下で述べる (a)，(c)について紹介したい．
A∞代数を幾何学的対象の何かしらの不変量として扱いたい. このときA∞代
数を分類する必要がある. A∞ 代数の間の A∞ 写像を自然に定義するにはバー
構成が便利である. A∞代数 (A, {mk}k≥1)に対し，Aの懸垂 A[1]のテンソル余
代数 (B(A) := T c(A[1]),△)を考えると A∞構造 {mk}k≥1を B(A)上の微分 m :

B(A)→ B(A)，m2 = 0に格上げすることができ，(B(A),m,△)は次数付き微分
余代数を成す．２つのA∞代数 (A, {mk}k≥1)，(A′, {m′

k}k≥1) の間のA∞写像 fは，
対応する次数付き余代数の間の写像として定義され，それは次数を保つ多重線形
写像

fk : (A[1])
×k → A′[1], k ≥ 1

によって構成されることとなり，特に f1 : A[1] → A′[1]は複体の間の鎖写像 f1 :

(A[1],m1)→ (A′[1],m′
1)となっている．

f1が同型のとき，fは A∞同型写像と呼ぶ．このとき実際逆写像 f−1が存在す
る．しかし，A∞代数をA∞同型写像で分類するのは一般にあまりよい考えでは
ない. f1が複体の間の擬同型写像であるとき, fはA∞擬同型写像であるという．
２つの A∞代数の間に擬同型写像が存在するということは実際同値関係を定め,

A∞代数をA∞擬同型で分類するのが実際にほどよいものとなる．この観点から
みても重要な事実として Kadeishvili による極小模型定理 [6]がある．

定理 1 A∞代数 (A, {mk}k≥1)に対し，m′
1 = 0となる A∞代数 (A′, {m′

k}k≥1)と
A∞擬同型写像 f : (A′, {m′

k}k≥1)→ (A, {mk}k≥1) が存在する．

このとき (A′, {m′
k}k≥1)をもともとの A∞ 代数 (A, {mk}k≥1)の極小模型という．

複体 (A[1],m1)と (A′[1],m′
1 = 0)は擬同型であるので A′はベクトル空間として

H∗(A,m1)と同型である．つまり (A′, {m′
k}k≥1)は (A, {mk}k≥1)と A∞擬同型な

A∞代数のうち，ベクトル空間として一番小さくなっているものである．
一方，A∞代数の単位元が適切に定義でき, 単位元をもつA∞代数はあるDG代
数とA∞擬同型となることも知られている．
この意味で，A∞擬同型なA∞代数のうち，DG代数であるものは構造は簡明
だが「大きく」，極小模型が「一番小さい」ものであるといえる．DG代数の構造
は様々な状況で自然に表れる．DG代数を分類することを考えるためにはDG写
像を考えるわけだが，DG写像は f1のみから成るA∞写像であるという意味で，
一般のA∞写像に比べてとても少ない．さらに困ったことに，DG擬同型写像は
同値関係を定めない（対称律を満さない）．よって，DG代数の圏において，逆
向きのDG擬同型写像を形式的に加え，それによって局所化するようなことをし
たいわけであるがそうして得られる圏において２つのDG代数が同型であること
は結局のところそれらがA∞擬同型であることと同じになることが知られている
[21],[17]．
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つまりDG代数の分類する際にも，DG代数をA∞代数とみなしてそのA∞擬
同型類を分類すればよいということになる. 特に，この問題は，極小模型定理よ
り，極小A∞代数の分類問題に帰着される．極小A∞代数の間のA∞擬同型写像
はA∞同型写像であるので，極小A∞代数のA∞同型類を分類すればよい．
我々は通常幾何学的対象に対する DG構造あるいは A∞ 構造としてコホモロ
ジーは有限次元となるものを議論したい．このとき，極小A∞代数の間のA∞同
型写像は次数付き有限次元ベクトル空間の間の非線形座標変換のようなものであ
り，分類するのに手頃なものとなる．特に

(a) 1-連結型DG代数

(b) 順序付きA∞圏

などは，その極小模型のA∞構造mnは十分 nが大きいと自明となり，A∞同型
写像の fnも有限の nまでについて考えればよいことになり，分類しやすいクラ
スであることがわかる．(a)の場合については特に，1-連結可換DG代数の分類を
することは有理ホモトピー論を分類することになる．DG代数の可換性より，対
応するA∞代数としては可換性を持つC∞代数に制限して考えることとなる [7]．
例えば [5]では Si1 ∨ · · · ∨ Sik，1 < i1 < · · · < ik と同じコホモロジー環を持つ
空間の有理ホモトピー型について，ik ≤ 7の場合までについて分類されている．
(b)の順序付きA∞圏は，後に触れるホモロジー的ミラー対称性の研究において
Seidel によって導入されたものである（[18]をみよ）．
一般にDG圏，あるいはA∞圏Cから三角圏Tr(C)を構成する方法があり（Cが

DG圏の場合がBondal-Kapranov [1]，その拡張として CがA∞圏の場合が [13]），
実際代数的三角圏と呼ばれる主要な三角圏はTr(C)として実現される．このとき
２つの A∞圏 C，C ′が A∞同値であれば Tr(C)と Tr(C ′)は三角圏同値となるこ
とから，極小A∞圏の分類を代数的三角圏の分類のために応用することができる
（例えば [10]）．

A∞代数の枠組の，分類問題以外の有用性としては，A∞写像が”非線形”的
なものであるため，一見全く異なってみえるDGあるいはA∞構造の間の対応を
みることができることがある．その典型例として

(c) ホモロジー的ミラー対称性

がある．ホモロジー的ミラー対称性 [13]とはミラー対称性予想の圏論的定式化と
して Kontsevich によって提案されたものであり，シンプレクティック多様体 M

上の深谷圏 Fuk(M) とM とミラー双対な複素多様体 M̂ 上の連接層の成す導来
圏 Db(coh(M̂))の間の等価性である．深谷圏 Fuk(M)はA∞圏であるため（[2]），
三角圏の同値性として

Tr(Fuk(M)) ≃ Db(coh(M̂))

3
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が成り立つというのがホモロジ―的ミラー対称性予想の定式化である．正確に
はこれはミラー対M, M̂ がカラビ・ヤウ多様体の場合の定式化であるが，M あ
るいは M̂ がより一般のケーラー多様体の場合についても定式化が拡張されてい
る．通常導来圏Db(coh(M̂))側は自然なDG構造を持ち，これがあるDG圏 C ′に
よってDb(coh(M̂)) ≃ Tr(C ′)となることが期待できる．よって，よい DG圏 C ′

と，必要ならばTr(Fuk(M)) ≃ Tr(C)となるA∞充満部分圏 CをとってA∞同値
C ≃ C ′を示すことができればホモロジー的ミラー対称性が示されることになる．
Kontsevich-Soibelman [15]ではこの方向性でホモロジー的ミラー対称性を示す方
法が提案されていて，特にそのA∞同値 C → C ′は CがDG圏 C ′の極小模型，あ
るいは極小に近い（射の空間が）小さいA∞圏であるようにして得られることが
期待されている．この方法が完全に実行できるようなミラー対の例は今のところ
少ないが，少なくともミラー対 (M, M̂)が 2次元トーラスの場合にはできる [9]．
一般にA∞代数，C∞代数などはホモトピー代数と呼ばれるが，他にDGリー
代数の一般化であるL∞代数（ホモトピーリー代数）というものもある．つまり
積は反可換で，ホモトピー結合的であるかわりにホモトピーヤコビ律を満たす．
Kontsevich は変形量子化問題を，２つのDGリー代数の間の対応をつける問題と
して定式化し，実際にそれらの間のL∞擬同型写像を構成することによって解決
した [14]．（[3, 11]などに解説がある．）
このように幾何学においてホモトピー代数が自然に現れる原因は，実はこれら
のホモトピー代数が種数０の境界付き点付きリーマン面のモジュライ空間のコン
パクト化のなすオペラッド上の表現として得られるものであることが関係してい
る（[12]参照）．このようなわけで，ホモトピー代数は素粒子理論において，弦
の場の理論を構成するための枠組みとしても応用されている．（[8]の参考文献な
ど；最近のものとして例えば [4]．）
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PRESENTATIONS OF (IMMERSED) SURFACE-KNOTS BY

MARKED GRAPH DIAGRAMS

SEIICHI KAMADA, AKIO KAWAUCHI, JIEON KIM∗, AND SANG YOUL LEE

1. Introduction

An immersed surface-link is a generically immersed closed oriented surface in
the 4-space R4. When the surface has only one component, it is also called an
immersed surface-knot. When the surface consists of 2-spheres, it is also called an
immersed sphere-link or simply an immersed 2-link. When the immersion is an
embedding, it is also called a surface-link. Two (immersed) surface-links L and
L′ are equivalent if there is an orientation-preserving auto-homeomorphism h of
R4 sending L to L′ orientation-preservingly. An immersed 2-link is studied in [11]
in relation to a cross-sectional link. A normal form of an immersed surface-link
introduced by S. Kamada and K. Kawamura in [5] is used to define a marked graph
diagram of an immersed surface-link. In [6], we extend the method of presenting
surface-links by marked graph diagrams to presenting immersed surface-links. We
also give some local moves on marked graph diagrams that preserve the ambient
isotopy classes of their presenting immersed surface-links, which are extension of
moves given by Yoshikawa [19] for presentation of embedded surface-links. In [13],
with an example described by a marked graph diagram of an immersed 2-knot, it is
shown as the main theorem (Theorem 3.6) that for any positive integer n, there are
infinitely many immersed 2-knots with only n essential double point singularities,
that is, infinitely many immersed 2-knots with n double point singularities which
are not equivalent to the connected sum of any immersed 2-knot and any unknotted
immersed sphere.

2. Marked graph representation of immersed surface-links

In this section, we review (oriented) marked graph diagrams representing im-
mersed surface-links described in [6]. A marked graph is a 4-valent graph in R3

each of whose vertices is a vertex with a marker looks like
??

??
??

??
?

��
��
��
��
�
. Two marked

graphs are said to be equivalent if they are ambient isotopic in R3 with keeping
the rectangular neighborhoods of markers. As usual, a marked graph in R3 can
be described by a link diagram on R2 with some 4-valent vertices equipped with
markers, called a marked graph diagram. An orientation of a marked graph G in R3

is a choice of an orientation for each edge of G. An orientation of a marked graph

G is said to be consistent if every vertex in G looks like
??

??
??

??
?

��
��
��
��
�⌞

⌝
⌜
⌟
. A marked graph

G in R3 is said to be orientable if G admits a consistent orientation. Otherwise, it
is said to be non-orientable. By an oriented marked graph we mean an orientable
marked graph in R3 with a fixed consistent orientation. Two oriented marked

1
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2 SEIICHI KAMADA, AKIO KAWAUCHI, JIEON KIM∗, AND SANG YOUL LEE

graphs are said to be equivalent if they are ambient isotopic in R3 with keeping
the rectangular neighborhood, marker and consistent orientation. For t ∈ R, we
denote by R3

t the hyperplane of R4 whose fourth coordinate is equal to t ∈ R, i.e.,
R3

t = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x4 = t}. An immersed surface-link L ⊂ R4 = R3 × R
can be described in terms of its cross-sections Lt = L ∩ R3

t , t ∈ R (cf. [3]). It
is shown [5] that any immersed surface-link L, there is an immersed surface-link
L′ ⊂ R3[−2, 2] satisfying the following conditions:

(1) The intersections L′
1 and L′

−1 are H-trivial links;
(2) All saddle points of L′ are in R3[0];
(3) All maximal points of L′ are in R3[2];
(4) All minimal points of L′ are in R3[−2];
(5) The intersections L′ ∩ (R3[1, 2]) and L′ ∩ (R3[−2,−1]) are disjoint unions

of a disjoint system of trivial knot cones and a disjoint system of Hopf link
cones.

We call L′ a normal form of L. Let L be an immersed surface-link in R4, and L′

a normal form of L. Then L′
0 is a spatial 4-valent regular graph in R3

0. We give a
marker at each 4-valent vertex (saddle point) that indicates how the saddle point
opens up above as illustrated in Fig. 1. We choose an orientation for each edge of L′

0

that coincides with the induced orientation on the boundary of L′ ∩ R3 × (−∞, 0]
from the orientation of L′. The resulting oriented marked graph G is called an
oriented marked graph of L. As usual, G is described by a link diagram D with
rigid marked vertices. Such a diagramD is called an oriented marked graph diagram
or an oriented ch-diagram (cf. [17]) of L.

t =

t = −

t = 0

Figure 1. Marking of a vertex

Let D be an oriented marked graph diagram. We obtain two links L−(D) and
L+(D) from D by replacing each marked vertex in D as shown in Fig. 2. Links
L−(D) and L+(D) are also called the negative resolution and the positive resolution
of D, respectively. By replacing a neighborhood of each marked vertex vi (1 ≤ i ≤
n) with an oriented band Bi as illustrated in Fig. 2. Denote the disjoint union
B1 ⊔ · · · ⊔Bn of bands by B(D). A link L is H-trivial if L is a split union of trivial
knots and Hopf links. A marked graph diagram D is said to be H-admissible if
both resolutions L−(D) and L+(D) are H-trivial classical link diagrams as shown
in Fig. 3.

From now on, we recall how to construct an immersed surface-link L in R4 from
a given H-admissible oriented marked graph diagram (cf. [5, 6]). Let D be an
H-admissible oriented marked graph diagram. We define a surface-link F(D) ⊂
R3 × [−1, 1], called the proper surface associated with D, by
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L
−

(D)

L
+
(D)

L
−

(D)∪{Bi}

vi
Bi

>

>

<

<

>

>
>

>

>

>

Figure 2. Marked vertex resolutions

L+(D)L
−
(D)D

Figure 3. An H-admissible marked graph diagram

(R3
t ,F(D) ∩ R3

t ) =

 (R3, L+(D)) for 0 < t ≤ 1,
(R3, L−(D) ∪ B(D)) for t = 0,
(R3, L−(D)) for −1 ≤ t < 0.

It is known that a marked graph diagram D is orientable if and only if the proper
surface F(D) associated with D is an orientable surface. Since D has a consistent
orientation, the resolutions L+(D) and L−(D) have the orientations induced from
the orientation of D. We choose an orientation for the proper surface F(D) so that
the induced orientation of the cross-section L+(D) = F(D)1 = F(D)∩R3

1 at t = 1
matches the orientation of L+(D). Let [a, b] be a closed interval with a < b. For a

link L, let L̂∗ [a, b] (or Ľ∗ [a, b]) be a cone with L[a] (or L[b]) as the base and a point
in R3[b] (or R3[a]), respectively. Let H = (O1 ∪ · · · ∪ Om) ∪ (P1 ∪ · · · ∪ Pn) be an
H-trivial link in R3, where Oi is a trivial knot and Pj is a Hopf link for i = 1, . . . ,m,
j = 1, . . . , n.

• Let H∧[a, b] be a disjoint union of a disjoint system of trivial knot cones

Ôi∗[a, b](i = 1, . . . ,m) and a disjoint system of Hopf link cones P̂j∗[a, b](j =
1, . . . , n) in R3[a, b].
• Let H∨[a, b] be a disjoint union of a disjoint system of trivial knot cones
Ǒi∗[a, b](i = 1, . . . ,m) and a disjoint system of Hopf link cones P̌j∗[a, b](j =
1, . . . , n) in R3[a, b].

By capping off F(D) with L+(D)∧[1, 2] and L−(D)∨[−2,−1], we obtain an oriented
immersed surface-link S(D) in R4. We call the oriented immersed surface-link S(D)
the oriented immersed surface-link associated with D. It is straightforward from the
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4 SEIICHI KAMADA, AKIO KAWAUCHI, JIEON KIM∗, AND SANG YOUL LEE

construction of S(D) that D is an oriented marked graph diagram of the oriented
immersed surface-link S(D).

Definition 2.1. An immersed surface-link L is presented by an H-admissible marked
graph diagram D if L is ambient isotopic to S(D) constructed from D.

Theorem 2.2. Let L be an immersed surface-link. Then there is an H-admissible
marked graph diagram D such that L is presented by D.

We discuss moves on marked graph diagrams which preserve the ambient isotopy
classes of the immersed surface-links presented by the diagrams.

����
??
??⌜ ⌝ //

oo ⌝Γ1 :

����
??
??⌞ ⌟

//
oo

⌟Γ′
1 :

< > //
oo ⌜ ⌝Γ2 :

��

:::

::::: ��
��
�

�� ::

⌝

⌟⌜
//

oo

��
��

��
��
�
88

::
::

:

:: ⌝

⌟
⌞Γ3 :

��

������� ::
::

::
:

::⌝
⌞

⌟⌝
⌜ //

oo

��

��
��
��
�:::::::

::

⌝

⌞
⌟
⌟⌜

Γ4 :

��������� ::
::

::
::

:

⌝
⌞

⌟⌝
⌜ //

oo

��
��
��
��
�:::::::::⌝

⌞
⌟
⌟⌜

Γ′
4 :

����
??
?? ���� ??

??
⌞⌟

⌞
⌟

//
oo

���� ??
?? ����

??
??⌞

⌟ ⌞
⌟Γ5 :

Figure 4. Moves of Type I

The moves depicted in Fig. 4 on marked graph diagrams are called moves of type
I, which do not change the equivalence classes of marked graphs in R3.

The moves depicted in Fig. 5 on marked graph diagrams are called moves of type
II, which change the equivalence classes of marked graphs in R3. When a marked
graph diagramD isH-admissible (or admissible) then the result obtained fromD by
any move of type II is also H-admissible (or admissible) and the immersed surface-
link (or surface-link) presented by the diagrams are ambient isotopic, respectively.

It is known that two admissible marked graph diagrams present ambinet isitopic
surface-links if and only if they are related by the moves of type I and II (cf.
[14, 18, 19]). These moves are called Yoshikawa moves.

Let D be a link diagram of an H-trivial link L. A crossing point p of D is an
unlinking crossing point if it is a crossing between two components of the same Hopf
link of L and if the crossing change at p makes the Hopf link into a trivial link.
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??
?? ����
⌝
⌜

⌝
//

ooΓ6 : ⌝

??
?? ����
⌝
⌜

⌝
//

ooΓ′
6 : ⌝

������� ??
??

���� ??
??∧

∧
⌞

⌝

⌝⌟

⌟

//
oo

???????��
��

????��
��

∧

∧
⌟

⌜

⌜⌞

⌞

Γ7 :
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9
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��
��
��

::
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77
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77

���������

���������������

⌜ ⌜

⌜

⌞

⌞

⌞

⌝

⌟

//
oo

��
��
��
�

��

��
��

77
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��
��

��
��

��
��
��

:::::::::

999999999999999

⌜ ⌜

⌜

⌞

⌞

⌞

⌝

⌟

Γ8 :

Figure 5. Moves of Type II

Definition 2.3. Let D be an H-admissible marked graph diagram and let D−
and D+ be the diagrams of the lower resolution L−(D) and the upper resolution
L+(D), respectively. A crossing point p of D is an lower singular point (or an upper
singular point, respectively) if p is an unlinking crossing point of D− (or D+).

We introduce new moves for H-admissible marked graph diagrams. They are
the moves Γ9, Γ

′
9 and Γ9 in Fig. 6, which we call moves of type III. For the moves

(a) of Γ9 and Γ′
9 in Fig. 6 we require a condition that the components l+ (in the

resolution L+(D)) and l− (in the resolution L−(D)) are trivial, respectively. For
the moves (b) of Γ9 and Γ′

9, we require a condition that p is an upper singular point
and a lower singular point, respectively.

??
?���

???

⌝

⌜

⌝
> (a)

(b)

//
ooΓ9 :

>

⌝
p

l+

??
?���

???

⌝

⌜

⌝
> (a)

(b)

//
ooΓ′

9 :
>

⌝
p

l−

??
?? ����

⌝

⌜ ⌜
//

ooΓ10 :
??

?���
⌝
⌜

⌝

??
? ���

⌝

⌜
⌝

??
?? ����
⌝
⌜

⌝

Figure 6. Moves of Type III
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The generalized Yoshikawa moves for marked graph diagrams are the moves
Γ1, . . . ,Γ5 (Type I), Γ6, . . . ,Γ8 (Type II), and Γ9,Γ

′
9,Γ10 (Type III) as shown in

Fig. 4, Fig. 5, and Fig. 6, respectively.

Definition 2.4. Let D and D′ be marked graph diagrams. Marked graph diagrams
D and D′ are stably equivalent if they are related by a finite sequence of generalized
Yoshikawa moves.

Theorem 2.5. ([6]) Let L and L′ be immersed surface-links, and D and D′ their
marked graph diagrams, respectively. If D and D′ are stably equivalent, then L
and L′ are ambient isotopic.

Definition 2.6 (cf. [5]). A positive (or negative) standard singular 2-knot, denoted
by S(+) (or S(−)) is the immersed 2-knot of the marked graph diagram D (or D′)
in Fig. 7, respectively. An unknotted immersed sphere is defined to be the connected
sum mS(+)#nS(−) for any non-negative integers m,n with m+ n > 0.

A double point singularity p of an immersed 2-knot S is inessential if S is the
connected sum of an immersed 2-knot and an unknotted immersed sphere such that
p belongs to the unknotted immersed sphere. Otherwise, p is essential.

D D
′

Figure 7. Standard singular 2-knot

3. Confirming immersed 2-knots with essential singularity

In this section, the main theorem will be shown with an example of infinitely
many immersed 2-knots with essential singularity. For an immersed 2-knot K, let
E(K) = Cl(S4 \N(K)). Let Ẽ(K) be the infinite cyclic covering of E(K). Then the

homology H(K) = H1(Ẽ(K)) is a finitely generated Λ-module, where Λ = Z[t, t−1].
This module is called the first Alexander module of K (cf. [15]). Let

DH(K) = {x ∈ H(K)| ∃{λi}1≤i≤m : coprime (m ≥ 2) with λix = 0, ∀i},

called the annihilator Λ-submodule, which is known to be equal to the integral
torsion part of the Alexander module H(K) (cf. [9, Section 3]). Let ϵ(K) be the
first elementary ideal ofDH(K). A Λ-ideal is symmetric if the ideal is unchanged by
replacing t by t−1. Let DH(K)∗ = hom(DH(K),Q/Z) have the induced Λ-module
structure, called the dual Λ-module of DH(K). The following lemma is used in our
argument.

Lemma 3.1. IfK is a 2-knot such that the dual Λ-moduleDH(K)∗ is Λ-isomorphic
to DH(K), then the first elementary ideal ϵ(K) is symmetric.
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For any marked graph diagram D of K, the fundamental group π(K) of K is
generated by the connected components of D, namely, the connected components
obtained fromD by cutting the under-crossing points and the relations s3 = s−1

2 s1s2
for all crossings as in (a) or (b) in Fig. 8.

??
??

??
?

???????��
��
��
��
��
��
��
��
�

???

⌞

⌟

⌟
s3

s1

s2 c

(a)

??
??

??
?

???????��
��
��
��
��
��
��
��
�

???

⌞

⌟
⌜

s3

s1

s2 c

(b)

Figure 8. Labels at a crossing or a vertex

A computation of the Alexander module H(K) and the ideal ϵ(K) is shown in
a concrete example as follows:

Example 3.2. Let K be the immersed 2-knot of D in Fig. 9. The immersed 2-knot
K has only one double point. The fundamental group π(K) is computed as follows:
π(K) =< x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, x11, x12, x13, x14, x15|x1 = x−1

2 x3x2, x2 =

x−1
3 x5x3, x1 = x−1

3 x4x3, x2 = x−1
1 x3x1, x6 = x−1

2 x1x2, x6 = x−1
1 x7x1, x1 = x−1

7 x8x7, x2 =

x−1
7 x9x7, x10 = x−1

2 x7x2, x10 = x−1
1 x11x1, x1 = x−1

11 x12x11, x2 = x−1
11 x13x11, x14 =

x−1
2 x11x2, x14 = x−1

1 x2x1, x1 = x−1
2 x15x2 > .

This group π(K) is isomorphic to the group < x1, x2| r1, r2 >, where

r1 : x2x1x
−1
2 = x1x2x

−1
1 , r2 : (x1x

−1
2 )3x1(x1x

−1
2 )−3 = x2.

Then the following Λ-semi-exact sequence

Λ[r∗1 , r
∗
2 ]

d2→ Λ[x∗1, x
∗
2]

d1→ Λ
ε→ Z→ 0

of the group presentation of π(K) is obtained by using the fundamental formula of
the Fox differential calculus in [1], where Λ[r∗1 , r

∗
2 ] and Λ[x∗1, x

∗
2] are free Λ-modules

with bases r∗i (i = 1, 2) and x∗j (j = 1, 2), respectively, and the Λ-homomorphisms
ε, d1 and d2 are given as follows:

ε(t) = 1, d1(x
∗
j ) = t− 1 (j = 1, 2), d2(r

∗
i ) =

u∑
j=1

∂ri
∂xj

x∗j (i = 1, 2)

for the Fox differential calculus ∂ri
∂xj

regarded as an element of Λ by letting xj to t.

The Alexander moduleH(K) is identified with the quotient Λ-module Ker(d1)/Im(d2)
(see [10, Theorem 7.1.5]). The Alexander matrixMK = (mij) defined bymij =

∂ri
∂xj

is a presentation matrix of the Λ-homomorphism d2 and calculated as follows:

MK =

[
2t− 1 1− 2t
4− 3t 3t− 4

]
.

Hence we have

H(K) ∼= Λ/(2t− 1, 4− 3t),
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which is equal to DH(K). Thus, the first elementary ideal ϵ(K) of K is

ϵ(K) =< 2t− 1, 4− 3t >

=< 2t− 1, 4− 3t, 3(2t− 1) + 2(4− 3t) >

=< 2t− 1, 5 > .

D

Figure 9. An H-admissible marked graph diagram D

The following lemma is useful in a computation for a symmetric ideal.

Lemma 3.3. ([13]) The following statements are equivalent:

(1) The ideal < 2t− 1,m > is symmetric.
(2) An integer m is ±2r or ±2r3 for any integer r ≥ 0.

Lemma 3.4. ([13]) There are infinitely many immersed 2-knots with one essential
double point singularity.

Let J be one of the immersed 2-knots Kn,K
′
n(n = 1, 2, 3, . . . ) such that the first

elementary ideal ϵ(J) is asymmetric. Then the following corollary is obtained.

Corollary 3.5. The connected sum J#U of J and any immersed 2-knot U such
that the group orders |DH(J)| and |DH(U)| are coprime is an immersed 2-knot
with at least one essential double point singularity.

Finally, the ideal (2t− 1, 5) is known to be the first elementary ideal of a ribbon
torus-knot in [4].

By using an immersed 2-knot in Lemma 3.4, the following main theorem is
proved.
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Figure 10. H-admissible marked graph diagrams Dn and D′
n

Theorem 3.6. ([13]) Let K = nK∗
m be the connected sum of n copies of an

immersed 2-knot K∗
m with one essential double point singularity whose first ele-

mentary ideal is < 2t−1,m > for any integer m ≥ 5 without factors 2 and 3. Then
K gives infinitely many immersed 2-knots with n double point singularities every
of which is essential.
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[11] A. Kawauchi: On a cross-section of an immersed sphere-link in 4-space, Topology Appl. (to
appear).

83第64回トポロジーシンポジウム



10 SEIICHI KAMADA, AKIO KAWAUCHI, JIEON KIM∗, AND SANG YOUL LEE

[12] A. Kawauchi and S. Kojima: Algebraic classification of linking pairings on 3-manifolds,

Mathematische Annalen, 253 (1980), 29-42.
[13] A. Kawauchi and J. Kim: Immersed 2-knots with essential singularity, preprint, 2017.
[14] C. Kearton and V. Kurlin, All 2-dimensional links in 4-space live inside a universal 3-

dimensional polyhedron, Algebr. Geom. Topol. 8 (2008), no. 3, 1223–1247.

[15] J. Kim, Y. Joung and S. Y. Lee, On the Alexander biquandles of oriented surface-links via
marked graph diagrams, J. Knot Theory Ramifications 23(7) (2014), Article ID:1460007, 26
pp.

[16] J. Levine: Knot modules. I, Trans. Amer. Math. Soc. 229 (1977), 1–50.

[17] M. Soma: Surface-links with square-type ch-graphs, Proceedings of the First Joint Japan-
Mexico Meeting in Topology (Morelia, 1999), Topology Appl. 121 (2002), 231–246.

[18] F. J. Swenton, On a calculus for 2-knots and surfaces in 4-space, J. Knot Theory Ramifications
10 (2001), 1133–1141.

[19] K. Yoshikawa, An enumeration of surfaces in four-space, Osaka J. Math. 31 (1994), 497–522.

84第64回トポロジーシンポジウム



4次元多様体とLefschetzファイバー空間

松本 幸夫 (学習院大学理学部)∗

1. はじめに．
「4次元多様体とLefschetzファイバー空間」というお題をいただきましたが，４次元
多様体論にしてもLefschetzファイバー空間にしても，最近の動きは活発過ぎて，それ
らをサーベイすることはとても私の能力の及ぶところではありません．「思い出話」に
堕するリスクを覚悟の上で，これらの話題が始まったころの話をさせていただきたい
と思います．
なお，遠藤久顕氏による Lefschetzファイバー空間の詳しい解説 [12]が雑誌「数学」

第６９巻２号に出版されましたので，ぜひご覧ください．遠藤氏の記事には最近の発
展についても詳しく書かれています．

2. 微分トポロジー．
１９５０年代と６０年代に大発展した微分トポロジーは主に高次元（５次元以上）の
微分可能多様体を扱うものだった．「コボルディズム理論」「符号数定理」「異種球面」
「h-コボルディズム定理」「手術理論」など，本質的で重要な理論を含む微分トポロジー
であるが，高次元微分トポロジーが議論されることは，現在では殆どなくなったので，
次第に忘れ去られて行くのではないかとやや心配になる．微分トポロジーは高次元の
微分可能多様体の「かたち」を理解するための主要な理論であることに変わりはない．
微分トポロジーが忘れられてしまうことは，大きな知的損失だと思う．しかし，幸い
なことに，いくつかの教科書があり，いつでも勉強できるようにはなっている．初等
的な入門書として，J. Milnor の本 [47], [48], まとまった教科書として M. W. Hirsch,

“Differential Topology”[22], [23], 田村一郎「微分位相幾何学」[65], また最近では　C.

T. C. Wall “Differential Topology”[69]が出版された．最近，松本堯生氏が微分トポロ
ジーの歴史的なサーベイを書かれている [45].

1960年代には，微分トポロジーとは別に，PL多様体（Piecewise Linear Manifolds）
を研究するPLトポロジーが発展中で，独自の手法で活発に研究されていた．日本では
加藤十吉氏がPLトポロジーの若き旗手だった．非常に魅力的な分野に思われた．当時
は微分トポロジーとPLトポロジーは二つの違う分野と考えられていたが，1960年代
の半ばごろから，多様体を研究する幾何学的トポロジー (Geometric Topology)という
分野の異なる二つの側面として意識されるようになった．なお，「幾何学的トポロジー」
はホモトピー論を中心とする「代数的トポロジー」と区別する言葉として，このころ
から使われるようになったと思う．6次元以下では微分トポロジーとPLトポロジーに
本質的な差異はなく，7次元以上で「異種球面」で記述される差が現れる．
3次元以下の多様体の研究も本間龍雄先生や C. D. Papakyriakopoulosの証明した

「Dehnの補題」を主要な道具とする研究が行われていた．高次元トポロジーとの交流
はあまりなく，結び目理論との結びつきが強かったと思う．

本研究は科研費（課題番号：26400095）の助成を受けたものである
∗〒 171-8588 東京都豊島区目白 1-5-1 学習院大学理学部数学科
e-mail: yukiomat@math.gakushuin.ac.jp
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W. Thurstonによる 3次元トポロジーの大発展が始まるのは 1970年代の半ばごろか
らである．

3. 4次元多様体．
高次元と 3次元以下のはざまにあって，4次元多様体の研究は殆ど進んでいなかった．
1960年代までの 4次元多様体に関する結果は「ロホリンの定理」「ミルナーの定理」
「ウォールの定理」が主なものであったと思う．
ロホリンの定理 [57] 向き付られた4次元の微分可能閉多様体Mがスピン構造を持てば
（第2 Stiefel-Whitney類w2 = 0であれば），その符号数σ(M)は16で割り切れる．
ミルナーの定理 [46] 向き付られた単連結 4次元閉多様体の向きを込めたホモトピー型
はカップ積∪ : H2(M ;Z)×H2(M ;Z)→ Zによって決まる．
ウォールの定理 [68] 向き付けられた単連結4次元の微分可能閉多様体M1とM2がホモ
トピー同値であれば，それらは h-コボルダントである．また，ある自然数 kについて
M1#k(S

2 × S2) ∼= M2#k(S
2 × S2) （微分同相）が成り立つ．

高次元微分トポロジーが華やかなりし頃は，4次元多様体は例外的な領域と見なされ
ていたので，とくに研究者に強く意識されることはなかったが，60年代の後半に高次
元トポロジーの中にもチラホラ 4次元多様体の影が見えるようになった．そのはじめ
はD. サリヴァンの博士論文（プリンストン大）[62][63]である．サリヴァンは単連結
高次元多様体の手術理論を使い，２つのPL多様体LとMの間にホモトピー同値写像
h : L → Mがあるとき，これがPL同相にホモトピックになるか，という問題を考え
た．そこで開発したF/PL-バンドル理論を応用して，次の形で「基本予想」を解いた．
定理．6次元以上の単連結PL多様体（境界の各連結成分も単連結と仮定する）の間に
同相写像h : (L, ∂L) → (M.∂M)があるとき，もしH3(M ;Z)が位数 2の元を含まなけ
れば，hはPL同相にホモトピックである．

この定理は当時の一般的なトポロジーの水準をはるかに越えるものであった．
サリヴァンの議論は分かり難いが，H3(M,Z)の中の位数2の元はロホリンの定理に

由来するものである．しかし，この段階ではロホリンの定理がそれほど本質的な定理
とは捉えられていなかった様に思われる．（サリヴァンの論文にはロホリンの論文が引
用されていない．）
ロホリンの定理が本質的なものであると認識されたのは，1969年にR. カービーとL.

C. ジーベンマンにより「高次元PL多様体に関する基本予想」が完全解決されてから
ではなかったろうか．

カービー・ジーベンマンの定理 [33], [34] (簡単のため，閉じた多様体について結果を述
べる）(I) 5次元以上の閉じた位相多様体MにPL多様体の構造が入るための唯一の障
害類がH4(M ;Z2)のなかに存在する． (II) 5次元以上の閉じた多様体MにPL多様体の
構造が二つあるとき，これらがアイソトピーで移りあうための唯一の障害がH3(M ;Z2)

に存在する．

ここに現れるZ2という係数はW. C. シアンとJ. L. シャネソンによるフェイクトー
ラス（n次元トーラスと同じホモトピー型をもつn次元PL多様体）の分類定理 [24] を
経由して現れるが，シアン・シャネソンの定理の証明にはロホリンの定理が効いてい
る．結局，ロホリンの定理は4次元多様体の定理でありながら，高次元多様体の位相構
造とPL構造の差を記述するときに本質的な役割を果たすものであることが分かる．
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ジーベンマンは，ロホリンの定理を使って，低次元のs-コボルディズム定理が4次元
または5次元では成り立たないことを示している [59]．ドナルドソンがゲージ理論を応
用して5次元のh-コボルディズム定理（4次元多様体の間のh-コボルディズム定理）が
成り立たないことを示したのはこれから15年以上たってからである [9], [10].

高次元位相多様体の三角形分割問題とロホリンの定理のかかわりを示す「おもちゃ
のモデル」を紹介しよう．これはジーベンマン [60]により（当時未解決だった「2重懸
垂問題」が成り立つようなホモロジー 3球面が存在すると仮定して）構成されている．
J. W. キャノンによって「2重懸垂問題」が解決された後に，私も [37]のなか（p.172）
で簡単に紹介した．
まず，E8-プランビングで得られるコンパクト単連結な4次元微分可能多様体Pを考

える．P にはスピン構造が入り，しかもその符号数 σ(P ) = ±8である．この境界M3

はいわゆる「ポアンカレのホモロジー3球面」である．M3の錐（cone）c(M3)をつく
り，c(M3)とPとをM3にそって貼りあわせる．そうするとX4 = c(M3) ∪ Pは4次元
のホモロジー多様体になる．（c(M3)の頂点 pが特異点であるので，X4はPL多様体で
はない．）X4と円周との積

S1 ×X4

をつくる．この直積は殆ど位相多様体であるが，c(M3)の特異点pと円周の直積S1×{p}
の近傍で位相多様体の構造が入るか心配である．ところが，キャノン [5]によって，実
はこの近傍には位相多様体の構造が入ること（「2重懸垂問題」の解決）が証明された
ので，S1 ×X4は5次元位相多様体であることがわかる．しかし，S1 ×X4はPL多様
体として三角形分割できない．なぜなら，もし S1 × X4がPL多様体として三角形分
割できるとすると，PLトポロジーの標準的な議論で，S1方向に横断的な閉じた4次元
PL部分多様体L4がS1 × X4の中に見出せるが，L4はX4と同様にスピン構造をもっ
ており，しかもその符号数σ(L4) = ±8である．これはロホリンの定理に矛盾してしま
う．したがって位相多様体S1 ×X4はPL多様体として三角形分割できない．
しかし，構成から，S1×X4は単体的な複体に分割されている．ジーベンマン [60] は

全ての位相多様体が（たとえPL多様体に分割されなくとも）単体的複体に分割できる
かを問題にした．この問題に答えたのが松本堯生氏の博士論文 [43], [44] とD. E. ガレ
フスキー・R. J. スターン [17], [18]である．彼らの結論の一つに，ポアンカレホモロ
ジー 3球面のように，符号数 8のスピン 4次元多様体の境界になっているホモロジー 3

球面H3であって，自分自身との連結和H3#H3がアサイクリック4次元PL多様体 1W 4

の境界になるようなものH3が存在すれば，全ての高次元位相多様体は単体的複体に分
割可能であり，かつ逆も成り立つ，という定理がある．最近，C. マノレスク [35]によ
り，そのようなホモロジー3球面が存在しないことが証明されたので，高次元位相多様
体であって単体複体に分割できないものが存在することが確定した 2．

1多様体W がアサイクリック（acyclic）であるとは，連結であり，かつ 1次元以上の全てのホモロジー
群が 0になることである．

2ペレルマンによるポアンカレ予想の解決とフリードマンの観察（[15], Cor.1.6）を合わせると，４次
元の単連結閉位相多様体で，単体複体に分割可能でないものが存在することがわかる．これについて
は [37]の「増補新版」（2009年）または「新版」（2016年）の p.248をご覧ください．
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4. ファイバー構造をもつ4次元多様体
以上は，1970年代後半までの話である．70年代には多くの研究者の目が 4次元多様体
に向けられていった．とくに「驚嘆すべき」結果はないように思われたが，後から考
えるとA. キャッソン [6]による「キャッソンハンドル」の構成が静かに変革を準備して
いたことになる．これは後にM. H. フリードマン [15]の 4次元ポアンカレ予想の解決
（位相的カテゴリーにおける）につながるものであった．またもう一つ，R. カービー
によるいわゆる「カービー・カルキュラス」の創始 [32]があった．当時はすぐに重要性
が認識できなかったが，後年の4次元多様体論の発展を基礎づけるものになった．カー
ビーの論文が出てからすぐにS. アクブルトの活躍が始まった [3]．彼やカービーの書く
論文はカービー図式満載であったので，それまで文章中心の「お堅い」イメージだっ
た数学論文の「見てくれ」が一変したような印象だった．
1970年代の終わりごろ，私が気になったのは，4次元多様体を研究しよう（4次元の

微分トポロジーを作ろう！）と言っても，4次元の微分可能多様体の例をほとんど知らな
いという事実であった．例として出てくるのは，複素射影平面CP 2，S2×S2，S2×̃S2,

K3曲面，くらいなものであった．もちろん複素曲面の例は無数にあるが，それらがト
ポロジーの手法ですぐに理解できると思えなかった．また，カービー・カルキュラスを
使えば，いくらでもコンパクトな4次元ハンドル体の例は出来るが，それらは皆，境界
のある4次元多様体であった 3．当時，「閉じた4次元多様体は人間が作れるようなもの
ではなくて，いつも向こうからやってくるものだ」という印象を持った．そこで，ト
ポロジカルな手法で理解可能な 4次元閉多様体の例を沢山得る方法として，閉曲面を
底空間として別の閉曲面をファイバーとするファイバー構造をもつ 4次元多様体を調
べてみようと思った．もちろん単なるファイバーバンドルでは面白くないので，有限
個の特異ファイバーを許すものを考える．その頃のいくつかの結果を紹介させていた
だきたい．

トーラスファイバー空間． まずファイバーがトーラスの場合を調べてみた．ファイバー
をトーラスにしたのは，3次元多様体で重要なザイフェルト・ファイバー空間の4次元
でのアナロジーを狙ったことと，複素曲面論で重要な楕円曲面を頭に置いたことが理
由である．トポロジカルに特異ファイバーをどう定義するか？で悩み，いろいろと工
夫したが（例えば [38]），今では，結局，各ファイバーの近傍に複素構造が入り，プロ
ジェクションがその近傍で複素解析的になっているという定義（[20]，p.404で locally

holomorphicと呼んでいる状況に近い）が一番すっきりしていると思っている．ただし，
ファイバーの近傍はC∞写像で貼り合わされているとする．（応用範囲を広げるため，こ
のC∞写像は必ずしも複素構造から決まる「向き」を保たなくてもよいとする．）つま
り，局所的に複素ファイバー空間またはその「向き」を変えたファイバー空間になって
いるものをC∞写像で貼りあわせたようなファイバー空間を考えるわけである．
始めに考えたのは，最も基本的な 4次元多様体，すなわち 4次元球面S4にこのよう

なトーラスファイバー空間の構造が入るかということであった．これはいろいろ考え
て，結局，J. M. モンテシノスのツインという構造 [52]を使うと，ツインTwという特
異ファイバーを1本もつS2上のトーラスファイバー空間S4 → S2の構造が入ることが

3とはいえ，モンテシノスの定理 [51]によれば 4次元閉多様体の微分同相類は 2ハンドル以下のハンド
ルのアッタチングによって決まる．2ハンドルまでのアタッチングはカービー図式で完全に描けるも
のなので，カービー・カルキュラスは閉じた 4次元多様体の研究にも有効である．
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分かったので，自分の講義のときに説明した．それを深谷賢治氏（当時大学院生）が
聴いていて，ホップ・ファイブレーションを使ってもっと簡単に構成できることを教
えてくれた．この構成は私の論文 [38]で，「深谷による構成」として紹介したが，次の
ようなものである：
まず，ホップ・ファイブレーション h : S3 → S2をとり，そのサスペンションΣh :

ΣS3 → ΣS2を考える．ΣS3 = S4, ΣS2 = S3 に注意して，

Σh : S4 → S3 と h : S3 → S2

の合成
h ◦ Σh : S4 → S2

を考えると，これがトーラスファイバー空間になる．ΣS2とS3を同一視するとき，ΣS2

の2つの懸垂の頂点がホップ・ファイブレーションの同一のファイバー上に乗っていれ
ば，私の構成したツイン特異ファイバー 1本のトーラスファイバー空間になるし，２
つの懸垂頂点がホップ・ファイブレーションの異なる 2本のファイバー上にあるとき
（こちらのほうが一般的）は，トーラス上の１本のメリディアンを1点につぶした特異
ファイバー（小平の I1型）を 2本持つトーラスファイバー空間になる．ただし，自己
交叉の符号は一方はプラスで他方がマイナスになる．あとで（1990年代に）Lefschetz

ファイバー空間を考えたとき [41]，この例のように異なる自己交叉の符号を持つような
Lefschetzファイバー空間をアキラルなLefschetzファイバー空間と名付けたが，この
トーラスファイバー空間S4 → S2は一番初めにアキラルなファイバー空間に遭遇した
例である．またここには，1本のツイン特異ファイバーTwが2本の簡単な特異ファイ
バー（I+1 と I−1 ）に分裂する現象も現れている．
4次元球面S4に入るトーラスファイバー空間S4 → S2は，基本的な例とはいえ，ま

あそれだけのものと思っていたら，ごく最近，A. J. ディスカラ，粕谷直彦，D. ズッダ
ス3人の共著論文 [7]で，このファイバー空間を使って，R4の上にケーラーでないよう
な複素構造が構成された．こんな素晴らしい応用があることを知って，つくづく「生
きていてよかった」と思った．

楕円曲面． トーラスファイバー空間のうち，最も分かりたかったのは小平先生の複素
曲面論に現れる「楕円曲面」である．これはリーマン面の上の，ファイバーが「複素
楕円曲線」（つまりトーラス）になっているようなトーラスファイバー空間の構造を持
つ 4次元多様体である．楕円曲面のトポロジーに関する先行結果として，A. カス [31]

とB. モイシェゾン [50]があった．彼らは2次元球面S2を底空間とする楕円曲面を考え
ていたが，彼らの結果を底空間が一般のリーマン面の場合に拡張しようと思った．自
分が証明したなかで一番難しかった定理のような気がするが，とにかく最終的には次
の結果が証明できた：

定理 [39] 多重ファイバーを持たない楕円曲面が二つあって，それらの底空間の種数が
等しく，全空間のオイラー標数が等しければその二つの楕円曲面の全空間は向きを保っ
て微分同相である．

「多重ファイバー」は小平の分類表でmIb, m = 2と書かれる特異ファイバーのこと
である．多重ファイバー以外の種数１特異ファイバーは，すべて種数1のLefschetz型
特異ファイバーに分裂させられることがカス [31]やモイシェゾン [50]により証明され
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ているので，結局，上の定理は底空間が一般の閉リーマン面の場合に，ファイバーの
種数が1のLefschetz ファイバー空間の分類定理を得たのと同じことである．
多重ファイバーがある場合には，上正明氏が次の定理を証明した：（述べ方を少し簡

略化した．）

定理 [66]多重ファイバーが 3本以上ある場合には，楕円曲面の全空間の微分同相類は
全空間のホモトピー型で決まる．

これらの定理が証明された直後 4，ドナルドソン [9]により，多重ファイバーを 2本
もつS2上の楕円曲面で，同相であるが微分同相でないものがある（有理楕円曲面と飯
高・ドルガチェフ曲面: [25], Remark A 参照）ということが証明されて，我々の結果と
ドナルドソンの結果とはうまく補い合うものとなった．
モイシェゾン [50]で，任意の多重ファイバーはLefschetz型の特異ファイバーと「多

重トーラス 5」に分裂することが証明されているので，上氏 [66]の扱った楕円曲面は，
Lefschetz型の特異ファイバーと多重トーラスを含むものであった．Lefschetz型以外の
特異ファイバーを理論に取り込む重要性が示唆されていると思う．
４次元では微分同相とPL同相に本質的な差はないので，ドナルドソンは，有理楕円

曲面と飯高・ドルガチェフ曲面は同相であるがPL同相でないことを証明したことにな
る．つまり，閉じた４次元多様体に関する「基本予想」は成り立たない 6．５次元以上
の多様体についての基本予想は「ロホリンの定理」で破れるが，４次元多様体の基本
予想は（ロホリンの定理でなく）「ゲージ理論」によって破れるということになる．な
お，３次元以下の多様体については，基本予想は成立する（E. モイズ [49]）．「基本予
想」については，例えば [42]をご覧ください．

5. Lefschetzファイバー空間
ファイバーの種数が1のときのLefschetzファイバー空間がよく分かったと思ったので，
ファイバーの種数が2の場合を考えようと思って書いたのが論文 [41]である．この論文
は題名からも分かるように，種数１で成功した分類定理を種数２でも完成させようと
いう意気込みで始めたものであるが，結局，難しすぎて成功せず，未完成のままその時
点までに分かった結果を纏めたものである．当初解決を目指した予想は，もし底空間
が球面S2で，特異ファイバーが全て非分離的ならば（つまり，特異ファイバーの周り
の「消滅サイクル」が非分離的であれば），そのような種数２のLefschetzファイバー
空間はこの論文に挙げてあるExamples A, C, D という３つのLefschetzファイバー空
間のファイバー和になるであろう，というものであった．（後年，「超楕円的なLefschetz

ファイバー空間についてのジーベルト・ティアンの予想」[61] と呼ばれるようになった
予想の種数２の場合であった．）
種数１の Lefschetz ファイバー空間を分類するときの方法は「モノドロミー・カル

キュラス」である（[31], [50], [39]）．つまり，底空間に1点p0を定め，その点を起点と
する（特異ファイバーの足を通らないような）ループ達に沿ったモノドロミーを考え

4上氏と私の論文はともに 1986年に出版されていて，ドナルドソンの論文（1985年）の後だったよう
に見えるが，我々が定理を証明したのはドナルドソンの論文が出る前だった．

5中心にある 1本の滑らかなトーラスに，周りのトーラスが何回か巻き付いてゆくような場合，中心の
トーラスは滑らかでありながら特異ファイバーとなる．「多重トーラス」と呼ばれる特異ファイバーで
ある．

6ドナルドソンの基本定理 [8]が出たとき，ほとんど同時に「エキゾチックR4」の存在が分かったので，
非コンパクト４次元多様体について基本予想が成り立たないことは知られていた
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る．そして，うまいループを選びつつ，モノドロミーの形をできるだけ簡単にして行
く．最後に，「標準形」に到達すれば，ファイバー空間の分類が完成するという方針で
ある．種数1の場合は，モノドロミーの値は群SL(2,Z)に属する．この群を中心{±1}
で割ってPSL(2,Z) にすれば，

PSL(2,Z) ∼= Z2 ∗ Z3

が知られているので，このような扱いやすい群のなかでのモノドロミー・カルキュラ
スを行えばよくて，結局この方法で標準形に到達する．
種数 2の場合，モノドロミーの値が属するのは種数 2の写像類群Γ2である．この構

造は知られているものの，種数 1の場合に比べて格段に複雑であり，そこでモノドロ
ミー・カルキュラスを行うのは極めて難しい．というわけで，種数 2のLefschetzファ
イバー空間の分類はまだ出来ていない．
個人的に期待を寄せているのは，鎌田聖一氏の開発したチャート理論である．これ

は曲面結び目を表示する理論として創始されたが（[26], [27]），その後モノドロミー表
現にも使えるようになった [28]. とくに驚いたのは，この理論を種数1のLefschetzファ
イバー空間に応用すると，（あんなに難しいと思った）分類定理がほとんど半ページで
証明できてしまうことである [30]．チャートは底空間の曲面に描いた「向きとラベルの
付いたグラフ」である．（ラベルはある群Gの生成元に対応している．）曲面上のループ
がこのグラフを横切るごとに交わりの符号と横切ったチャートに付いていたラベルを
読み取って，群Gの元を得る．こうして，ループに沿うモノドロミーが読み取れるこ
とになる．チャートはいわば「モノドロミーの双対」である．モノドロミー・カルキュ
ラスの場合には，原点p0に陣取って，モノドロミーを「定点観測」したのだが，チャー
ト理論では，底空間にモノドロミーの双対の絵を描くわけだから，モノドロミーの大
域的な様子が目で見えるようになる．いわば地図を描いて調べるのに似ている．
チャート理論にはモノドロミーの様子を変えずにチャートを変えるいくつかの「変

形」操作が組み込まれていて，この変形を使ってチャートを簡単にして行く．最終的
に「標準的な」チャートにたどりつけば，Lefschetzファイバー空間の分類が完成する．
Lefschetzファイバー空間の分類はモノドロミー・カルキュラスよりもチャート理論

を使ったほうが原理的に簡単になりそうなことは分かるが，しかし，実際にやってみ
ると，チャート理論を使っても，種数2のLefschetzファイバー空間の完全分類は難し
い．何が難しいかと言うと，どんな変形をどんなタイミングで行うかという「チャー
トの組み合わせ理論」が難しい．永瀬輝男氏と志摩亜希子氏は一連の共同研究（[53],

[54], . . .）で，（曲面結び目理論への応用を目指して）チャート理論の組み合わせ論を展
開している．彼らの扱うチャートのターゲットになる群は古典的なブレイド群である
が，チャート理論の組み合わせ論の本質的な内容が現れている．理論が十分に発展す
れば，Lefschetzファイバー空間への応用も期待できるのではないだろうか．
なお，現在でも，Lefschetzファイバー空間の「(ある標準的なLefschetzファイバー

空間とのファイバー和による）安定化を経由した分類」はチャート理論を使って可能
である（[29], [13], [14]．）
個人的な感想としては，種数2のLefschetzファイブレーションの分類を目指した論文

[41]を書いたことは幸運だった．この論文が出た直後に，R. ゴンプ [20] が「Lefschetz

ファイバー空間M → Σにおいて，ファイバーの属する（R係数）ホモロジー類が全空
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間Mの中で0でなければ 7，全空間Mにはシンプレクティック多様体の構造が入る」こ
とを証明し 8 ([20] p.401)，またドナルドソン [11]が「任意のシンプレクティック4次元
多様体にはLefschetzペンシルの構造が入る（したがって，それを何回かブロウ・アップ
するとLefschetzファイバー空間の構造が入る）」ことを証明したので，Lefschetzファ
イバー空間はほぼシンプレクティック4次元多様体の下部構造であることが判明し，そ
れによってLefschetzファイバー空間への注目度が一気に上がったことである．それと
関連するかどうかわからないが，私の論文 [41]で出した問題，つまり，Γ2の中の関係

(ζ1ζ2ζ3ζ4ζ
2
5ζ4ζ3ζ2ζ1)

4 = 1

(ζ1ζ2ζ3ζ4)
10 = 1

を考えると，これらはそれぞれS2上の種数2の（40本の特異ファイバーを持つ）Lefschetz
ファイバー空間M1 → S2とM2 → S2を定め，[15]を使うとこれらの全空間M1とM2

は向きを保って同相であることがわかるが，ではM1とM2は微分同相であろうか？と
いう問題について，T. Fuller[16]がそれらは微分同相でないことを証明した．この例は，
種数2のLefschetzファイバー空間のなかにエキゾチックな微分構造を持つものが存在
することが分かった最初の例である．
なお，上の例でも示したが，写像類群のなかの（右ひねりの）デーン・ツィストの

間の関係子はS2上のLefschetzファイバー空間を与えるので，その全空間は閉じた4次
元多様体になる．Lefschetzファイバー空間を通して，多くの閉じた 4次元多様体を手
に入れることができる．
実は，J. アモロス，F. ボゴモロフ，L. カツァルコフ，T. パンテフ [4]およびゴンプ

[19]によって，任意の有限表示群が，あるLefschetzファイバー空間の全空間の基本群
として実現できることが示されているので，Lefschetzファイバー空間は我々にはちと
多すぎる．

6. Axialファイバー空間
最後に，Lefschetzファイバー空間と似ているが性格の違うAxialファイバー空間（軸
性ファイバー空間）を紹介したい．Axialファイバー空間のアイデアを得たのはかなり
昔のことであるが，塩田徹治先生が標数pのK3曲面に，定義方程式の因数分解を使っ
てファイバー構造を入れているのを見てからである（[58]）．そのとき，「標準的な」４
次元多様体の無限列を与えている「Fermat曲面」のかたちを，この方法を使って調べ
てみようと思った．nを1以上の整数として，n次Fermat曲面VnはCP 3のなかで

zn0 + zn1 + zn2 + zn3 = 1

という式で定義される複素曲面（トポロジーの立場では４次元微分可能閉多様体）で
ある．

V1 ∼= CP 2, V2 ∼= S2 × S2, V3 ∼= CP 2#6Cp2, V4 ∼= K3曲面

が知られているので，一般の場合のVnの形が気になる．以下，n = 2とする．

7この条件は，ファイバーの種数が 2以上であれば自動的に満たされる．
8ゴンプは，この結果を，必ずしもLefschetzファイバー空間でないようなより一般の locally holomorphic
fibrationに拡張している [20], p.404 (b) が，同じ結果はVu Thi Thu Ha　が東京大学に出した博士
論文 (2000）で証明されている [67]
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Fermat曲面Vnにファイバー構造を入れるため，定義方程式が

zn0 − zn1 = zn2 − zn3 (1)

であると考えることにする．（複素係数なので，係数のプラスマイナスは座標変換で自
由に変えられる．）そして，(1)の両辺を因数分解して，写像 f : Vn → Ĉを

f =
z0 − z1
z2 − z3

=

∑n−1
k=0 z

n−1−k
2 zk3∑n−1

k=0 z
n−1−k
0 zk1

とおいて定義する．（Ĉ = C ∪ {∞} ∼= S2である．）簡単に言えば，

f =

{
zn−1
2 /zn−1

0 z0 = z1 かつ z2 = z3 のとき

(z0 − z1)/(z2 − z3) その他の場合
(2)

となる．このような写像 f : Vn → ĈをAxial fibration（軸性ファイバー空間）とよ
ぶ．こう呼ぶのは次の理由による．まず，z0 − z1 = 0. z2 − z3 = 0という二つの１次式
で複素直線（軸）が定義され，この「軸」を含む複素平面達を考えると，その全体は
Ĉでパラメトライズできる．a ∈ Ĉに対応する平面Paは

(z0 − z1)− a(z2 − z3) = 0

に他ならない．そして，f : Vn → Ĉ のファイバーf−1(a)は，複素平面PaとVnの切り
口Vn ∩ Paになっている．つまり，軸性ファイバー空間は，「軸」z0 − z1 = z2 − z3 = 0

により，すべてが決定されるわけである．
ここで注意すべきは，「軸」は Vn に含まれているが，(2)のお蔭で，「軸」の上に

f : Vn → Ĉを制限してもwell-definedであることである．ここが，Lefschetzファイバー
空間との大きな違いで，たとえば，CP 3の中のある代数曲面W にLefschetzペンシル
を構成しようとするときには，まず適当な「軸」をWに横断的に交わらせる．（このと
き，当然「軸」はW に含まれない．）「軸」とW には，“base points”と呼ばれる有限
個の交点ができる．「軸」を含む複素平面達は Ĉでパラメトライズされ，点a ∈ Ĉ に対
応する複素平面PaとW の交わりCa

def
= W ∩ Pa を寄せ集めると，W を分割する曲線

の集まり（曲線叢：pencil）{Ca}a∈Ĉ ができる．しかし，これらの曲線は皆base points

を通過するので，曲線達は disjointではない．これを改良するため，base pointsでW

をブロー・アップすれば，全ての曲線達はdisjointになる．Wはbase points の個数だ
けブロー・アップされてLefschetzファイバー空間W#CP 2# · · ·#CP 2 → Ĉが得られ
る．（点a ∈ Ĉの上のファイバーはCaである．）
Fermat曲面Vnのように，「軸」がVnに含まれる場合，この軸に関するAxialファイ

バー空間を考えると，ブロー・アップすることなしにファイバー空間f : Vn → Ĉが得
られる．ここが利点である．４次元多様体の微分同相類はブロー・アップすることに
よってかなりの情報が失われるからである．Vnそのものを調べるとき，Axialファイ
バー空間が重要である．
Axialファイバー空間の構造を使ってFermat曲面を調べたのが [40]，[36] である．論

文 [40]では次数n = 5の場合に限って調べた．Axialファイバー空間V5 → Ĉの特異ファ
イバーの場所と位相形を決定し，阿原一志氏 [1] によるコンピュータ計算の結果を利用
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して，大域的なモノドロミーを与える写像類達の絵を描いた．論文 [36]では，次数nが
一般の場合に，全ての特異ファイバーの位置と位相形を決定した．この決定には「三
角関数版のディオファントス方程式」を考えねばならなくなって，一時ほとんどギヴ
アップ状態になったが，増田一男氏の腕力を借りて決定に至った．出てくる特異ファイ
バーはほぼLefschetz型の特異ファイバーである（ただし，同じ特異ファイバーにいく
つもノードがある）が，n = 3のとき，0と∞の上には，n− 1本の複素直線が一つの
共通点で交わるような形の特異ファイバーがある．
残っているのは「大域的なモノドロミー」の決定である．これについては阿原一志氏

と粟田育子氏の論文 [2]で，次数nが奇数の場合に，理論的な（コンピュータを使わな
い）考察がなされている．ただし，モノドロミーを表す写像類の絵は描かれていない．
Axialファイバー空間でもそうであったが，必ずしもLefschetz型でないような特異

ファイバーが現れる場面が数多く存在する．これらの一般の特異ファイバーをLefschetz

型あるいは多重ファイバーに分裂させる理論が期待される．高村茂氏がそのような理
論を構築中である [64]．最近の成果に，「プロペラ型」の特異ファイバー（種数 gの閉
曲面の，g個の「穴」を巡回的に入れ替える位数gの写像の商空間として得られる特異
ファイバー）を何回かの変形を重ねてLefschetz型に分解できることが証明された [55]．
これにも良い応用が期待できると思う．
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ラグランジュ部分多様体とグラフ型ルジャンドル開折∗

高橋　雅朋（室蘭工業大学）

1 はじめに

ラグランジュ部分多様体芽に対してラグランジュ同値であればコースティック同値であり，逆

が成り立たないことが知られている．本稿ではラグランジュ部分多様体芽がラグランジュ同値に

なるための条件を提示する．コースティックは言わば目に見える対象であるが，その背後には特

別な波面，グラフ型ルジャンドル開折（大ルジャンドル部分多様体芽）が存在することを示す．

それぞれ対応する母関数族と対応する同値関係を与える．また，ラグランジュ部分多様体芽の族

を考えると，これもグラフ型ルジャンドル開折の族が対応することが分かり，１つの応用として

ラグランジュ部分多様体芽の生成的な分岐の分類を与える ([24])．本稿の多様体，写像は全て滑

らか C∞ とする．可微分写像の特異点論に関しては [1, 17, 19]を参考にしてください．

2 ラグランジュ部分多様体

ラグランジュ特異点論を紹介する ([1, 2, 4]–[26, 30, 31])．余接束 π : T ∗Rn → Rn を考え

る．(x, p) = (x1, . . . , xn, p1, . . . , pn)を T ∗Rn の座標とし，T ∗Rn のシンプレクティック構造を

ω =
∑n

i=1 dpi ∧ dxi により与える．部分多様体 i : L ⊂ T ∗Rn に対して，iがラグランジュ部分

多様体であるとは dimL = n, i∗ω = 0が成り立つことである．このとき π ◦ iの特異値の集合を
i : L ⊂ T ∗Rn のコースティックと言い CL と書く．ラグランジュ特異点論 ([1, 17])より母関数

族が存在する．関数芽 F : (Rk × Rn, 0)→ (R, 0)がモース関数族であるとは

∆F =

(
∂F

∂q1
, . . . ,

∂F

∂qk

)
: (Rk × Rn, 0)→ (Rk, 0)

が正則（非特異）であるとする．ここで，(q, x) = (q1, . . . , qk, x1, . . . , xn) ∈ (Rk×Rn, 0)とする．

このとき C(F ) = (∆F )−1(0) ⊂ (Rk×Rn, 0)は n次元部分多様体芽であり L(F ) : (C(F ), 0)→
T ∗Rn を

L(F )(q, x) =

(
x,
∂F

∂x1
(q, x), . . . ,

∂F

∂xn
(q, x)

)
とすると L(F )(C(F )) はラグランジュ部分多様体芽になる．逆も成り立つことが知られている

([1], page 300).

∗ タイトルの「ラグランジュ部分多様体とグラフ型ルジャンドル部分多様体」でも間違いではないのですが，論文に
書いてある用語の直訳に直しました．

1
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命題 2.1 ([1]) T ∗Rn の全てのラグランジュ部分多様体芽は上の方法で構成される．

C(F ) =
{
(q, x) ∈ (Rk × Rn, 0)

∣∣∣ ∂F
∂q1

(q, x) = · · · = ∂F

∂qk
(q, x) = 0

}
を F のカタストロフ集合

BF =
{
x ∈ (Rn, 0)

∣∣∣ ∃q ∈ (Rk, 0), (q, x) ∈ C(F ), rank
( ∂2F

∂qi∂qj
(q, x)

)
< k

}
を F の分岐集合という．

モース関数族 F : (Rk × Rn, 0) → (R, 0) を L(F )(C(F )) の母関数族ともいう．標準射影

πn : (Rk × Rn, 0) → (Rn, 0)に対して F の分岐集合は πn|C(F ) の特異値集合と一致する．つま

り，L(F )のコースティックは F の分岐集合である．式で書けば CC(F ) = BF となる．

ラグランジュ部分多様体芽の同値関係を導入する．i : (L, x) ⊂ (T ∗Rn, p) と i′ : (L′, x′) ⊂
(T ∗Rn, p′)をラグランジュ部分多様体芽とする．iと i′ がラグランジュ同値であるとは，微分同

相 σ : (L, x) → (L′, x′), シンプレクティック微分同相 τ̂ : (T ∗Rn, p) → (T ∗Rn, p′)，微分同相

τ : (Rn, π(p))→ (Rn, π(p′))が存在して τ̂ ◦ i = i′ ◦ σ, π ◦ τ̂ = τ ◦ π が成り立つことである．こ
のとき，コースティック CL と CL′ は τ により微分同相である．しかし，逆にコースティック同

値（コースティックを微分同相で保存する同値関係）だからと言ってラグランジュ同値ではない

ことが知られている (cf. [1, 12, 16]).

T ∗Rn のラグランジュ部分多様体芽がラグランジュ安定であるとは，（ラフに言えば）ラグラン

ジュ部分多様体芽の空間内で任意に少し動かした写像とラグランジュ同値であることである．

Ex = {f : (Rn, 0) → R}とする．ここで座標を x ∈ Rn としている．F,G : (Rk × Rn, 0) →
(R, 0) が P -R+-同値であるとは，微分同相 Φ : (Rk × Rn, 0) → (Rk × Rn, 0), Φ(q, x) =

(ϕ1(q, x), ϕ2(x))と関数 α : (Rn, 0)→ (R, 0)が存在して G(q, x) = F (Φ(q, x)) + α(x)となるこ

とである．F1 : (Rk ×Rn, 0)→ (R, 0)と F2 : (Rk′ ×Rn, 0)→ (R, 0)が安定 P -R+-同値である

とは，非退化２次形式を加えた後で P -R+-同値になることである．

F : (Rk × Rn, 0)→ (R, 0)が f = F |Rk×{0} のR+-普遍開折であるとは，

Eq =

⟨
∂f

∂q1
(q), . . . ,

∂f

∂qk
(q)

⟩
Eq

+

⟨
∂F

∂x1
|Rk × {0}, . . . , ∂F

∂xn
|Rk × {0}

⟩
R
+ ⟨1⟩R

となることである．このとき次が成り立つ．

定理 2.2 モース関数族 F : (Rk × Rn, 0)→ (R, 0), G : (Rk′ × Rn, 0)→ (R, 0)に対して，
(1) L(F )(C(F )) と L(G)(C(G)) がラグランジュ同値である必要十分条件は F と G が安定

P -R+-同値である．

(2) L(F )(C(F )) がラグランジュ安定である必要十分条件は F が f = F |Rk×{0} の R+-普遍開

折である．

注意 2.3 §3,4,6,7 における安定性や安定同値は，ラグランジュ部分多様体芽のラグランジュ同
値によるラグランジュ安定やモース関数族の安定 P -R+-同値と同様に定義される．

2
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3 １径数ルジャンドル部分多様体族

１径数族のルジャンドル部分多様体を考える．(x, t) = (x1, . . . , xn, t)を Rn × R = Rn+1 の

座標とする．射影余接束 π : PT ∗(Rn × R) → Rn × Rを考える．PT ∗(Rn × R)の標準的な接
触構造を

K = {X ∈ TPT ∗(Rn × R) | Π(X)(dπ(X)) = 0}

とする．ここで Π : TPT ∗(Rn × R) → PT ∗(Rn × R)は接束である．PT ∗(Rn × R) ∼= (Rn ×
R) × P (Rn × R)∗ の座標を ((x1, . . . , xn, t), [ξ1 : · · · : ξn : τ ]) とすると X ∈ K((x,t),[ξ:τ ]) は∑n

i=1 µiξi + λτ = 0である．

PT ∗(Rn × R)はファイバー上で J1(Rn,R)のコンパクト化になっている．Uτ = {((x, t), [ξ :
τ ])|τ ̸= 0}とすると ((x, t), [ξ : τ ]) ∈ Uτ に対して，

((x1, . . . , xn, t), [ξ1 : · · · : ξn : τ ]) = ((x1, . . . , xn, t), [−(ξ1/τ) : · · · : −(ξn/τ) : −1])

より ((x1, . . . , xn, t), (p1, . . . , pn)), pi = −ξi/τ となるので，Uτ 上 θ−1(0) = K|Uτ となる．こ

こで，θ = dt −
∑n

i=1 pidxi. つまり，Uτ は J1(Rn,R) と同一視され，Uτ = J1
GA(Rn,R) ⊂

PT ∗(Rn × R)と書く．

部分多様体 i : L ⊂ PT ∗(Rn × R) がルジャンドル部分多様体であるとは dimL = n で

任意の p ∈ L に対して dip(TpL) ⊂ Ki(p) である．p ∈ L がルジャンドル特異点であるとは
rank d(π ◦ i)p < nである．i : L ⊂ PT ∗(Rn × R)に対して π ◦ i(L) = W (L)を大波面という．
また，Lを大ルジャンドル部分多様体ともいう．

ルジャンドル部分多様体芽 i : (L, p0) ⊂ (PT ∗(Rn ×R), p0)に対して，ルジャンドル特異点論
([1, 17])より母関数族が存在する．関数芽 F : (Rk × (Rn × R), 0) → (R, 0)が大モース超曲面
族であるとは (F , d2F) : (Rk × (Rn ×R), 0)→ (R×Rk, 0)が正則（非特異）であるとする．こ

こで，

d2F(q, x, t) =
(
∂F
∂q1

(q, x, t), . . . ,
∂F
∂qk

(q, x, t)

)
.

このとき，Σ∗(F) = (F , d2F)−1(0)は n次元部分多様体でありLF : (Σ∗(F), 0)→ PT ∗(Rn×R)
を

LF (q, x, t) =

(
x, t,

[
∂F
∂x

(q, x, t) :
∂F
∂t

(q, x, t)

])
とすると LF (Σ∗(F))はルジャンドル部分多様体芽になる．逆も成り立つことが知られている．

命題 3.1 ([1]) 全てのルジャンドル部分多様体芽は上の方法で構成される．

関数芽 F : (Rk × (Rn × R), 0)→ (R, 0)に対して，

D(F) =
{
(x, t) ∈ (Rn × R, 0)

∣∣∣ ∃q ∈ (Rk, 0), (q, x, t) ∈ Σ∗(F)
}
,

を F の判別集合という．

大モース超曲面族 F : (Rk × (Rn×R), 0)→ (R, 0)を LF (Σ∗(F))の母関数族ともいう．大波
面は F の判別集合と一致する．つまり，W (LF (Σ∗(F))) = D(F)となる．

3
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i : (L, p0) ⊂ (PT ∗(Rn × R), p0)と i′ : (L′, p′0) ⊂ (PT ∗(Rn × R), p′0)を大ルジャンドル部分
多様体芽とする．iと i′が S.P+-ルジャンドル同値であるとは，微分同相 Φ : (Rn×R, π(p0))→
(Rn ×R, π(p′0)), Φ(x, t) = (ϕ1(x), t+ α(x))と Ψ : (L, p0)→ (L′, p′0) が存在して Φ̂ ◦ i = i ◦Ψ
となることである．ここで，Φ̂ : (PT ∗(Rn ×R), p0)→ (PT ∗(Rn ×R), p′0)は接触持ち上げであ
る．S.P+-ルジャンドル安定の概念はラグランジュ安定と同様に定義される．

F ,G : (Rk × (Rn × R), 0) → (R, 0) が s-S.P+-K-同値であるとは，微分同相 Φ : (Rk ×
(Rn × R), 0) → (Rk × (Rn × R), 0)，Φ(q, x, t) = (ϕ(q, x, t), ϕ1(x), t + α(x)) が存在して，

⟨F ◦Φ⟩E(q,x,t)
= ⟨G⟩E(q,x,t)

となることである．安定 s-S.P+-K-同値も安定 P -R+-同値と同様に

定義する．

F が f = F|Rk×{0}×R の S.P+-K-普遍開折であるとは，

E(q,t) =
⟨
∂f

∂q1
, . . . ,

∂f

∂qk
, f

⟩
E(q,t)

+

⟨
∂f

∂t

⟩
R
+

⟨
∂F
∂x1
|Rk×{0}×R, . . . ,

∂F
∂xn
|Rk×{0}×R

⟩
R

となることである．このとき次が成り立つ．

定理 3.2 大モース超曲面族 F : (Rk × (Rn ×R), 0)→ (R, 0), G : (Rk′ × (Rn ×R), 0)→ (R, 0)
に対して，

(1) LF (Σ∗(F)) と LG(Σ∗(G)) が S.P+-ルジャンドル同値ある必要十分条件は F と G が安定
s-S.P+-K-同値である．

(2) LF (Σ∗(F)) が S.P+-ルジャンドル安定である必要十分条件は F が f = F|Rk×{0}×R の

S.P+-K-普遍開折である．

次の性質がルジャンドル部分多様体芽の特別な性質である．

命題 3.3 ([31, 26]) i : (L, p0) ⊂ (PT ∗(Rn×R), p0)と i′ : (L′, p0) ⊂ (PT ∗(Rn×R), p0)を大
ルジャンドル部分多様体芽で π ◦ i, π ◦ i′ は固有（プロパー）かつ正則点集合が稠密であるとする．
このとき (L, p0) = (L′, p0)である必要十分条件は (W (L), π(p0)) = (W (L′), π(p0))である．

この条件は生成的な条件であり，特に S.P+-ルジャンドル安定であれば成り立つ．

また W (L) と W (L′) が S.P+-微分同相であるとは微分同相 Φ : (Rn × R, π(p0)) → (Rn ×
R, π(p′0)), Φ(x, t) = (ϕ1(x), t+ α(x))が存在して Φ(W (L)) = W (L′)である．命題 3.3より次

が成り立つ．

命題 3.4 i : (L, p0) ⊂ (PT ∗(Rn × R), p0) と i′ : (L′, p0) ⊂ (PT ∗(Rn × R), p0) を大ルジャン
ドル部分多様体芽で π ◦ i, π ◦ i′ は固有かつ正則点集合が稠密であるとする．このとき iと i′ が

S.P+-ルジャンドル同値である必要十分条件は (W (L), π(p0))と (W (L′), π(p′0))が S.P+-微分

同相である．

4 グラフ型ルジャンドル開折

グラフ型ルジャンドル開折（または，グラフ型ルジャンドル部分多様体）とは大ルジャンドル

部分多様体の特別なクラスである．大ルジャンドル部分多様体 i : L ⊂ PT ∗(Rn × R)がグラフ

4
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型ルジャンドル開折とは L ⊂ J1
GA(Rn,R) となることである．W (L) = π(L) を L のグラフ型

波面という．ここで π : J1
GA(Rn,R) → Rn × Rは標準射影とする．J1

GA(Rn,R)上の接触形式
は θ = dt− Σn

i=1pidxi で与えられる．Π : J1
GA(Rn,R)→ T ∗Rn を Π(x, t, p) = (x, p)とすると

Π(L)は T ∗Rn のラグランジュ部分多様体になる．

L は PT ∗(Rn × R) の大ルジャンドル部分多様体芽であるので，母関数族 F : (Rk × (Rn ×
R), 0)→ (R, 0)が局所的には存在する．

L ⊂ J1
GA(Rn,R) = Uτ ⊂ PT ∗(Rn × R) なので， 条件 (∂F/∂t)(0) ̸= 0 を満たす．逆に

F : (Rk × (Rn × R), 0) → (R, 0)を大モース超曲面族とする．F がグラフ型モース超曲面族で
あるとは (∂F/∂t)(0) ̸= 0を満たすこととする. F を LF (Σ∗(F))のグラフ型母関数族ともいう．

グラフ型モース超曲面族 F に対して，陰関数定理より F : (Rk × Rn, 0)→ (R, 0)が存在して
⟨F(q, x, t)⟩E(q,x,t)

= ⟨F (q, x)− t⟩E(q,x,t)
と表せられる．

命題 4.1 ([22]) F : (Rk × (Rn×R), 0)→ (R, 0)が ⟨F(q, x, t)⟩E(q,x,t)
= ⟨F (q, x)− t⟩E(q,x,t)

で

あるとする．このとき F がグラフ型モース超曲面族である必要十分条件は F がモース関数族で

ある．

さて，F(q, x, t) = λ(q, x, t)(F (q, x)− t), λ(0) ̸= 0とすると

Σ∗(F) = {(q, x, F (q, x)) ∈ (Rk × (Rn × R), 0) | (q, x) ∈ C(F )},

C(F ) = ∆F−1(0)でありラグランジュ部分多様体芽は L(F )(C(F )) ⊂ T ∗Rn,

L(F )(q, x) =

(
x,
∂F

∂x1
(q, x), . . . ,

∂F

∂xn
(q, x)

)
となる．一方 F はグラフ型モース超曲面族なので大ルジャンドル部分多様体芽 LF (Σ∗(F)) ⊂
J1
GA(Rn,R)は LF : (Σ∗(F), 0)→ J1

GA(Rn,R) = T ∗Rn × R,

LF (q, x, t) =

(
x, t,−

∂F
∂x1

(q, x, t)
∂F
∂t (q, x, t)

, . . . ,−
∂F
∂xn

(q, x, t)
∂F
∂t (q, x, t)

)
となる．LF : (C(F ), 0)→ J1

GA(Rn,R)を

LF (q, x) =

(
x, F (q, x),

∂F

∂x1
(q, x), . . . ,

∂F

∂xn
(q, x)

)
とすると ∂F/∂xi = (∂λ/∂xi)(F − t) + λ∂F/∂xi, ∂F/∂t = (∂λ/∂t)(F − t) − λ な

ので, (∂F/∂xi)(q, x, t) = λ(q, x, t)(∂F/∂xi)(q, x, t), (∂F/∂t)(q, x, t) = −λ(q, x, t),
(q, x, t) ∈ Σ∗(F) となる．よって LF (C(F )) = LF (Σ∗(F)). 定義から Π(LF (Σ∗(F))) =

Π(LF (C(F ))) = L(F )(C(F )) より LF (Σ∗(F)) = LF (C(F )) のグラフ型波面 は F |C(F ) のグ

ラフである．これがグラフ型という理由である．

5 同値関係の関係

定理 5.1 ([13, 16, 20, 21]) F : (Rk × (Rn × R), 0) → (R, 0) と G : (Rk′ × (Rn × R), 0) →
(R, 0) をグラフ型モース超曲面族で F(q, x, t) = λ(q, x, t)(F (q, x) − t), G(q′, x, t) =

5
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µ(q′, x, t)(G(q′, x) − t) とする．このとき， ラグランジュ部分多様体芽 L(F )(C(F )) と

L(G)(C(G))がラグランジュ同値である必要十分条件はグラフ型ルジャンドル開折 LF (Σ∗(F))
と LG(Σ∗(G))が S.P+-ルジャンドル同値となることである．

グラフ型ルジャンドル開折 LF (Σ∗(F))のルジャンドル特異点の集合は π ◦ L(F )の特異点で
あるので， グラフ型波面 LF (Σ∗(F))の特異点は L(F )のコースティック上にある．

定理 5.1と命題 3.4より次が成り立つ．

系 5.2 F : (Rk × (Rn × R), 0) → (R, 0)と G : (Rk′ × (Rn × R), 0) → (R, 0)をグラフ型モー
ス超曲面族で F(q, x, t) = λ(q, x, t)(F (q, x) − t), G(q′, x, t) = µ(q′, x, t)(G(q′, x) − t) とする．
π ◦ LF , π ◦ LG は固有かつ正則点集合が稠密であるとする．このときラグランジュ部分多様体

芽 L(F )(C(F ))と L(G)(C(G))がラグランジュ同値である必要十分条件はW (LF (Σ∗(F)))と
W (LG(Σ∗(G)))が S.P+-微分同相である．

定理 5.1の系として次が成り立つ．

系 5.3 F(q, x, t) = λ(q, x, t)(F (q, x) − t) がグラフ型モース超曲面族とする．このとき

L(F )(C(F )) がラグランジュ安定である必要十分条件は L(Σ∗(F)) が S.P+-ルジャンドル安定

である．

6 ラグランジュ部分多様体族

ir : L×Rr ⊂ T ∗Rnが r径数ラグランジュ部分多様体族であるとは i|L×{s} : L×{s} ⊂ T ∗Rn

が任意の s = (s1, . . . , sr) ∈ Rr に対してラグランジュ部分多様体である．F : (Rk × Rn ×
Rr, 0)→ (R, 0), (q, x, s)→ F (q, x, s)を r径数モース関数族とする．つまり，任意の s ∈ (Rr, 0)

に対して Fs(q, x) = F (q, x, s)はモース関数族とする．

余接束 πr : T ∗(Rn × Rr) → Rn × Rr を考える．T ∗(Rn × Rr) の座標を (x, s, p, u) =

(xi, sj , pi, uj)とする (i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , r)．T ∗(Rn×Rr)上のシンプレクティック構造を

ωr =
∑n

i=1 dpi ∧ dxi +
∑r

j=1 duj ∧ dsj で与える．標準射影を π̃r : T ∗(Rn × Rr) → T ∗Rn と

する．

F : (Rk × Rn × Rr, 0)→ (R, 0), (q, x, s) 7→ F (q, x, s)を r 径数モース関数族とする．このと

き F はモース関数族でもある．よってラグランジュ部分多様体芽 L(F )(C(F )) ⊂ T ∗(Rn × Rr)

が定義される．さらに，π̃r ◦ L(F )(C(F )) ⊂ T ∗Rn は r 径数ラグランジュ部分多様体芽である．

L(F )(C(F ))を大ラグランジュ部分多様体芽という．

ir : (L × Rr, (x, 0)) ⊂ (T ∗(Rn × Rr), p) と i′r : (L′ × Rr, (x′, 0)) ⊂ (T ∗(Rn × Rr), p′) を大

ラグランジュ部分多様体芽とする．ir と i′r が r 径数ラグランジュ同値であるとは，微分同相

σ : (L× Rr, (x, 0))→ (L′ × Rr, (x′, 0)), σ(u, s) = (σ1(u, s), φ(s)), シンプレクティック微分同

相 τ̂ : (T ∗(Rn×Rr), p)→ (T ∗(Rn×Rr), p′), 微分同相 τ : (Rn×Rr, π(p))→ (Rn×Rr, π(p′)),

τ(x, s) = (τ1(x, s), φ(s))が存在して τ̂ ◦ ir = i′r ◦ σ, πr ◦ τ̂ = τ ◦ πr となることである．

6

103第64回トポロジーシンポジウム



F,G : (Rk × Rn × Rr, 0) → (R, 0) が r-P -R+-同値であるとは微分同相 Φ : (Rk × Rn ×
Rr, 0)→ (Rk×Rn×Rr, 0), Φ(q, x, s) = (ϕ1(q, x, s), ϕ2(x, s), φ(s))と関数芽 α : (Rn×Rr, 0)→
(R, 0)が存在して G(q, x, s) = F (Φ(q, x, s)) + α(x, s)となることである．

定理 6.1 F : (Rk × Rn × Rr, 0)→ (R, 0), G : (Rk′ × Rn × Rr, 0)→ (R, 0)を r 径数モース関

数族とする．このとき L(F )(C(F ))と L(G)(C(G))が r 径数ラグランジュ同値である必要十分

条件は F と Gが安定 r-P -R+-同値である．

7 グラフ型ルジャンドル開折族

r 径数大ルジャンドル部分多様体 i : L × Rr ⊂ PT ∗(Rn × Rr × R)が r 径数ルジャンドル開

折であるとは L × Rr ⊂ J1
GA(Rn × Rr,R) となることである．W (L × Rr) = πr(L × Rr) を

L× Rr の r 径数グラフ型波面という．ここで πr : J1
GA(Rn × Rr,R)→ Rn × Rr × R は標準射

影とする．F : (Rk × (Rn × Rr × R), 0) → (R, 0), (q, x, s, t) → F(q, x, s, t)を r 径数グラフ型

モース超曲面族とする．つまり，任意の s ∈ (Rr, 0)に対して，Fs(q, x, t) = F(q, x, s, t)はグラ
フ型モース超曲面族とする．

i : (L×Rr, (p, 0)) ⊂ (PT ∗(Rn×Rr×R), p0), i′ : (L′×Rr, (p′, 0)) ⊂ (PT ∗(Rn×Rr×R), p′0)
が r-S.P+ ルジャンドル同値であるとは，微分同相 Φ : (Rn × Rr × R, πr(p0)) → (Rn × Rr ×
R, πr(p

′
0)), Φ(x, s, t) = (ϕ1(x, s), φ(s), t+α(x, s))と微分同相Ψ : (L×Rr, p0)→ (L′×Rr, p′0),

Ψ(u, s) = (ψ1(u, s), φ(s))が存在して Φ̂◦i = i◦Ψとなる．ここで Φ̂ : (PT ∗(Rn×Rr×R), p0)→
(PT ∗(Rn × Rr × R), p′0)は Φの接触持ち上げである．

F ,G : (Rk × (Rn × Rr × R), 0) → (R, 0) が r-s-S.P+-K-同値であるとは，微分同相 Φ :

(Rk×(Rn×Rr×R), 0)→ (Rk×(Rn×Rr×R), 0), Φ(q, x, s, t) = (ϕ(q, x, s, t), ϕ1(x, s), φ(s), t+

α(x, s)) が存在して ⟨F ◦ Φ⟩E(q,x,s,t)
= ⟨G⟩E(q,x,s,t)

となることである．

定理 7.1 F : (Rk × (Rn ×Rr ×R), 0)→ (R, 0)と G : (Rk′ × (Rn ×Rr ×R), 0)→ (R, 0)を r

径数グラフ型ルジャンドル開折とする．このとき LF (Σ∗(F))と LG(Σ∗(G))が r-S.P+-ルジャ

ンドル同値である必要十分条件は F と G が安定 r-s-S.P+-K同値である．

8 r係数の同値関係の関係

r 径数の場合のラグランジュ同値とグラフ型ルジャンドル開折の同値関係の関係を考える．

定理 8.1 ([24]) F : (Rk× (Rn×Rr×R), 0)→ (R, 0)と G : (Rk′× (Rn×Rr×R), 0)→ (R, 0)
が r 径数グラフ型ルジャンドル開折で F(q, x, s, t) = λ(q, x, s, t)(F (q, x, s)− t), G(q′, x, s, t) =
µ(q′, x, s, t)(G(q′, x, s)− t)とする．このとき r径数ラグランジュ部分多様体芽 L(F )(C(F ))と

L(G)(C(G))が r径数ラグランジュ同値である必要十分条件は r径数グラフ型ルジャンドル開折

LF (Σ∗(F))と LG(Σ∗(G))が r-S.P+-ルジャンドル同値である．

7
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i : (L×Rr, p0) ⊂ J1
GA(Rn ×Rr,R)と i′ : (L′ ×Rr, p′0) ⊂ J1

GA(Rn ×Rr,R)が r径数グラフ型

ルジャンドル開折とする．W (L × Rr)とW (L′ × Rr)が r-S.P+-微分同相であるとは，微分同

相 Φ : (Rn × Rr × R, π(p0))→ (Rn × Rr × R, π(p′0)), Φ(x, s, t) = (ϕ1(x, s), φ(s), t+ α(x, s))

が存在して Φ(W (L × Rr)) =W (L′ × Rr)となることである．

定理 8.1と命題 3.4より次が成り立つ．

系 8.2 F : (Rk × (Rn × Rr × R), 0) → (R, 0) と G : (Rk′ × (Rn × Rr × R), 0) → (R, 0) が
r 径数グラフ型ルジャンドル開折で F(q, x, s, t) = λ(q, x, s, t)(F (q, x, s) − t), G(q′, x, s, t) =

µ(q′, x, s, t)(G(q′, x, s) − t)とする．πr ◦ LF , πr ◦ LG が固有写像であり，正則集合が稠密であ

るとする．このとき，r 径数ラグランジュ部分多様体芽 L(F )(C(F ))と L(G)(C(G))が r-ラグ

ランジュ同値である必要十分条件はW (LF (Σ∗(F)))と W (LG(Σ∗(G)))が r-S.P+-微分同相で

ある．

定理 8.1の系として次が成り立つ．

系 8.3 F(q, x, s, t) = λ(q, x, s, t)(F (q, x, s)− t)を r径数グラフ型ルジャンドル開折とする．こ

のとき，L(F )(C(F ))が r-ラグランジュ安定である必要十分条件は L(Σ∗(F))が r-S.P+-ルジャ

ンドル安定である．

9 ラグランジュ部分多様体芽の分岐

ラグランジュ部分多様体芽の分岐を考える．つまり，１径数族，r = 1の場合を考える．定理 8.1

の応用として，低次元の場合の１径数ラグランジュ部分多様体芽の生成的な分類が，１径数グラフ

型ルジャンドル開折を用いることにより得られる．関数芽 F : (Rk × (Rn ×R×R), 0)→ (R, 0)
は１径数の１径数を考えることになり，証明は [3, 10]と [27, 28, 29]の手法を用いる．

定理 9.1 ([24]) 1 ≤ n ≤ 3とする．１径数モース関数族 F : (Rk ×Rn ×R, 0)→ (R, 0)に対し
て，生成的な１径数ラグランジュ部分多様体芽 L(F )(C(F )) は次の１径数モース関数族の１径

数ラグランジュ部分多様体芽とラグランジュ同値である：

n = 1;

(1) q1

(2) ±q21 + x1

(3) q31 + x1q1

(4) ±q41 + α(x1, s)q
2
1 + x1q1, ∂α/∂s(0) ̸= 0, ∂α/∂x1(0) = 0,

n = 2;

(1) q1,

(2) ±q21 + x1q1,

(3) q31 + x1q1 + x2,

(4)1 ±q41 + x1q
2
1 + x2q1,

(4)2 ±q41 + α(x1, x2, s)q
2
1 + x1q1 + x2, ∂α/∂s(0) ̸= 0, ∂α/∂x1(0) = ∂α/∂x2(0) = 0,

(5)1 q51 + α(x1, x2, s)q
3
1 + x1q

2
1 + x2q1, ∂α/∂s(0) ̸= 0, ∂α/∂x1(0) = ∂α/∂x2(0) = 0,

(5)2 q51 + x1q
3
1 + α(x1, x2, s)q

2
1 + x2q1, ∂α/∂s(0) ̸= 0, ∂α/∂x1(0) = ∂α/∂x2(0) = 0,

8
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(6) q31 ± q1q
2
2 + α(x1, x2, s)q

2
1 + x1q1 + x2q2, ∂α/∂s(0) ̸= 0, ∂α/∂x1(0) = ∂α/∂x2(0) = 0,

n = 3;

(1) q1,

(2) ±q21 + x1q1,

(3) q31 + x1q1 + x2,

(4)1 ±q41 + x1q
2
1 + x2q2 + x3,

(4)2 ±q41 + α(x1, x2, x3, s)q
2
1 + x1q1 + x2, ∂α/∂s(0) ̸= 0, ∂α/∂xi(0) = 0 i = 1, 2, 3,

(5)1 q51 + x1q
3
1 + x2q

2
1 + x3q1,

(5)2 q51 + α(x1, x2, x3, s)q
3
1 + x1q

2
1 + x2q1 + x3, ∂α/∂s(0) ̸= 0, ∂α/∂xi(0) = 0,

(5)3 q51 + x1q
3
1 + α(x1, x2, x3, s)q

2
1 + x2q1 + x3, ∂α/∂s(0) ̸= 0, ∂α/∂xi(0) = 0,

(6)1 q31 ± q1q
2
2 + x1q

2
1 + x2q1 + x3q2,

(6)2 q31 ± q1q
2
2 + α(x1, x2, x3, s)q

2
1 + x1q1 + x2q2 + x3, ∂α/∂s(0) ̸= 0, ∂α/∂xi(0) = 0,

(7)1 ±q61 + α(x1, x2, x3, s)q
4
1 + x1q

3
1 + x2q

2
1 + x3q1, ∂α/∂s(0) ̸= 0, ∂α/∂xi(0) = 0,

(7)2 ±q61 + x1q
4
1 + α(x1, x2, x3, s)q

3
1 + x2q

2
1 + x3q1, ∂α/∂s(0) ̸= 0, ∂α/∂xi(0) = 0,

(7)3 ±q61 + x1q
4
1 + x1q

3
1 + α(x1, x2, x3, s)q

2
1 + x3q1, ∂α/∂s(0) ̸= 0, ∂α/∂xi(0) = 0,

(8)1 ±(q21q2 + q42) + α(x1, x2, x3, s)q
2
1 + x1q

2
2 + x2q1 + x3q2, ∂α/∂s(0) ̸= 0, ∂α/∂xi(0) = 0,

(8)2 ±(q21q2 + q42) + x1q
2
1 + α(x1, x2, x3, s)q

2
2 + x2q1 + x3q2, ∂α/∂s(0) ̸= 0, ∂α/∂xi(0) = 0,

i = 1, 2, 3.

関数 αを関数モジュライという．図は講演中にお見せしたい．

注意 9.2 １径数コースティック同値による生成的な分類 ([1, 2, 31])では関数モジュライは特別

な型になっている．例えば，コースティック同値であると，定理 9.1の (7)1 の関数モジュライは

α(x, s) = sのみであり，(7)2 と (7)3 はコースティック同値の生成的な分類には現れない．
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B55 (2016), 89–109.

[15] S. Izumiya, Caustics of world hyper-sheets in the Minkowski space-time. Contemporary Math-

ematics, AMS, 675 (2016), 133–151.

[16] S. Izumiya, The theory of graph-like Legendrian unfoldings: Equivalence relations. Preprint.

(2016).

[17] 泉屋周一，石川剛郎，応用特異点論. 共立出版 (1998).

[18] S. Izumiya, D-H. Pei and M. Takahashi, Singularities of evolutes of hypersurfaces in hyperbolic

space. Proc. Edinburgh Math. Soc. 47 (2004), 131–153.

[19] S. Izumiya, M. C. Romero-Fuster, M. A. S. Ruas, F. Tari, Differential Geometry from a

Singularity Theory Viewpoint. World Scientific Pub. Co Inc. (2015).

[20] S. Izumiya and M. Takahashi, Spacelike parallels and evolutes in Minkowski pseudo-spheres.

J. Geom. and Phys. 57 (2007), 1569–1600.

[21] S. Izumiya and M. Takahashi, Caustics and wave front propagations: Applications to differ-

ential geometry. Banach Center Publications. Geometry and topology of caustics. 82 (2008),

125–142.

[22] S. Izumiya and M. Takahashi, On caustics of submanifolds and canal hypersurfaces in Euclidean

space. Topology and its appl. 159 (2012), 501–508.

[23] S. Izumiya and M. Takahashi, Pedal foliations and Gauss maps of hypersurfaces in Euclidean

space. J. Singlu. 6 (2012), 84–97.

[24] S. Izumiya and M. Takahashi, On families of Lagrangian submanifolds. Preprint. (2017).

[25] S. Janeczko and M. Roberts, Classification of symmetric caustics II. Caustic equivalence. J.

London Math. Soc. 48 (1993), 178–192.

[26] M. Kokubu, W. Rossman, K. Saji, M. Umehara and K. Yamada, Singularities of flat fronts

in hyperbolic space, Pacific J. Math. 221 (2005), 303–351.

[27] M. Takahashi, Bifurcations of ordinary differential equations of Clairaut type. J. Diff. Equa-

tions. 190 (2003), 579–599.

[28] M. Takahashi, Bifurcations of holonomic systems of general Clairaut type. Hokkaido Math. J.

35 (2006), 905–934.

[29] M. Takahashi, Bifurcations of completely integrable first order ordinary differential equations.

J. Math. Sci. (N. Y.) 144 (2007), 3854–3869.

[30] G. Wassermann, Stability of Caustics. Math. Ann. 216 (1975), 43–50.

[31] V. M. Zakalyukin, Reconstructions of fronts and caustics depending on a parameter and ver-

sality of mappings. J. Soviet Math. 27 (1983), 2713–2735.

10

107第64回トポロジーシンポジウム



3次元射影空間内曲面のジェットの分類とその応用
加葉田　雄太朗1

（神戸大学　日本学術振興会特別研究員PD）

本稿の関心は 3次元射影空間内曲面の局所的な性質にある．特に，著者等による 3次
元射影空間内曲面のMonge形式のジェットの分類と，それを用いた一般のBDE（binary

differential equation）の分類との比較及び曲面のパラメーター族の parabolic curveと flec-

nodal curveに関する分岐の決定などについて紹介する．主要参考文献は [7, 8, 16]である．
本稿の構成は以下のようになっている．曲面のジェットの分類では曲面の中心射影の写像
芽の分類が重要な役割を果たすので，第 1，2節でそれについて簡単に説明する．特に第
1節では平面から平面への写像芽の分類やその判定法について，第 2節では中心射影の写
像芽の分類と曲面のMonge形式のジェットの空間の stratificationについて説明する．第
3節では上述の stratificationにおける各 stratum に対する射影変換による標準形を紹介す
る（ジェネリックな曲面の 2-パラメーター族に現れる曲面芽の分類）．第 4節では我々の
曲面のMonge形式のジェットの分類について，asymptotic BDEを通した一般のBDEの
分類との比較を紹介する．最後の第 5節では曲面のパラメーター族の parabolic curveと
flecnodal curveについての分岐図式に関する結果を紹介する．なお，第 3，4，5節は佐野
氏（元北海道大学院生），Deolindo Silva氏（Santa Catrina州立大学，ブラジル），大本氏
（北海道大学）との共同研究 [7, 16]に基づく．

1 平面から平面への写像芽の分類
本節では写像芽 R2, 0 → R2, 0の分類と判定に関して簡単に説明する．2つの写像芽が
A-同値（右左同値）であるとは，ソース（定義域）とターゲット（値域）の適当な座標変
換（局所微分同相芽）が存在して互いに移り合うということであり，また， 座標変換を
単に位相同型とするならば，位相的A-同値であると言う．写像芽全体の空間における同
値類（A-軌道）の余次元が小さいものから順に分類を与えたものを写像芽のA-分類と呼
ぶことにする．例えば，Whitneyにより示された, 余次元 0の写像芽は正則点，fold（折
り目），cusp（くさび）の 3タイプであり，これらが安定写像芽（微小摂動で安定）である
という結果は有名である．そして，余次元（正確にはAe-余次元）rの写像芽とは，r個の
パラメータを持つジェネリックな写像族に現れる不安定な特異点を意味する．Jacobi行
列のコランク 1の写像芽R2, 0→ R2, 0に関しては，Rieger[13, 14]によって余次元 4まで
の写像芽に対するA-分類及び位相的A-分類が与えられている（表 1参照）．一方，任意
に与えられた写像芽が分類のいずれの同値類に属するか判定するのは実は簡単な問題で
はないが，平面から平面への写像芽に対してはその簡便な判定法が，安定写像芽につい
てWhitney[22]，余次元 1の写像芽について佐治氏 [15]，そして余次元 2以上 4以下まで

1e-mail: kabata@math.kobe-u.ac.jp
本研究は科研費 (課題番号:16J02200)及び JSPS-CAPES no.002/14 bilateral project in 2014-2015の助成
を受けたものを含んでいる．
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の写像芽については著者 [8] により与えられている．例えば butterflyと呼ばれる余次元 2

のA-同値類は次のように判定できる．
Jacobi行列のコランクが 1の写像芽 f : R2, 0→ R2, 0 が与えられたとき，f の Jacobian

を λ(x) = det [df(x)] とおき，特異点集合（λ = 0）上の各点で ker df を張るR2上の原点
周りのC∞ベクトル場芽 η(x)を任意に取る．以下ではC∞関数 g(x)に対して，帰納的に
ηkg = η(ηk−1g)と表記する．このとき，次のような命題が成り立つ：

• j5f(0) ∼A5 (x, xy + y5) ⇐⇒

dλ(0) ̸= 0, ηλ(0) = η2λ(0) = η3λ(0) = 0, η4λ(0) ̸= 0.

• f = (x, xy + y5 +
∑

7≤i+j≥6 cijx
iyj + h.o.t)のように表すとき，

c07 − 5
8
c206 ̸= 0 ⇐⇒ f ∼A (x, xy + y5 ± y7) butterfly 6

c07 − 5
8
c206 = 0 ⇐⇒ f ∼A (x, xy + y5) elder butterfly 7

実は，最初の ηと λによる「幾何的微分の条件」は Rieger[14]の位相的A-分類の同値
類に関する重要なジェットの形を決定している．そして後の「Taylor係数の条件」により
A-同値類が決定されるのである．上記のような２つのステップによって他の同値類に対
しても同様の判定法を与えることができる．表 1は位相的A-分類に関する重要なジェッ
トと幾何学的判定法のリストである（「Taylor係数の条件」に関しては [8]のTABLE 4を
参照されたい）．

位相的 Aに関するジェット [14] A-型 [13] 幾何的判定法 [22, 15, 8]

regular : (x, y) 1 λ(0) ̸= 0（以下，λ(0) = 0を仮定）
fold : (x, y2) 2 ηλ(0) ̸= 0
cusp (II3) : (x, xy + y3) 3 dλ(0) ̸= 0, ηλ(0) = 0, η2λ(0) ̸= 0

I2 : (x, y3 ± x2y) 4±2 dλ(0) = 0, detHλ(0) ̸= 0, η2λ(0) ̸= 0
I∗ : (x, y3) 4±k (k ≥ 3) dλ(0) = 0, rkHλ(0) = 1, η2λ(0) ̸= 0
II4 : (x, xy + y4) 5 dλ(0) ̸= 0, ηλ(0) = η2λ(0) = 0, η3λ(0) ̸= 0
II5 : (x, xy + y5) 6, 7 dλ(0) ̸= 0, ηλ(0) = η2λ(0) = η3λ(0) = 0, η4λ(0) ̸= 0
II6 : (x, xy + y6) 8, 9 dλ(0) ̸= 0, ηλ(0) = · · · = η4λ(0) = 0, η5λ(0) ̸= 0
II7 : (x, xy + y7) 10 dλ(0) ̸= 0, ηλ(0) = · · · = η4λ(0) = η5λ(0) = 0, η6λ(0) ̸= 0
III∗ : (x, xy2 + y4) 112k+1 dλ(0) = 0, detHλ(0) < 0, η2λ(0) = 0, η3λ(0) ̸= 0
IV5 : (x, xy2 + y5) 12, 13, (14) dλ(0) = 0, detHλ(0) < 0, η2λ(0) = η3λ(0) = 0, η4λ(0) ̸= 0
IV6 : (x, xy2 + y6) 15 dλ(0) = 0, detHλ(0) < 0, η2λ(0) = · · · = η4λ(0) = 0,

η5λ(0) ̸= 0
V1 : (x, x2y + y4) 16, 17 dλ(0) = 0, rkHλ(0) = 1, η2λ(0) = 0, η3λ(0) ̸= 0
V2 : (x, x2y + αxy3) 18 dλ(0) = 0, rkHλ(0) = 1, η2λ(0) = η3λ(0) = 0
V I : (x, y4 + αx2y2 + βx3y) 19 dλ(0) = 0, rkHλ(0) = 0, η3λ(0) ̸= 0

表 1: Rieger[14]の位相的A-分類に関するジェットとその幾何学的判定法．2列目の番号
はRieger[13]のA-分類の同値類の番号に対応する．Hλは関数 λのHesse行列である．な
お，fold, cuspの判定法はWhitney[22]，I2, II4は佐治氏 [15]，残りは著者 [8]による．
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2 射影空間内曲面の中心射影
3次元実射影空間RP 3内の滑らかな（正則な）曲面M をある視点 p ∈ RP 3 −M から

眺めるとき，M の pからの中心射影

φp :M → RP 2, x 7→ [x− p]

が定まる（[x− p]は xと pを通る直線を意味する）．これは局所的には平面から平面への
写像と見なすことができる．x ∈M に対して視点 pが接平面 TxM の外にあるとき中心射
影φpは xで正則であり，p ∈ TxMのときφpは xで特異点を持つ（fold型以降の特異な写
像芽に同値になる）．また以降では x ∈M に対して接平面 TxM 上の直線で xにおいて曲
面M と 2位以上の接触をするものを漸近直線と呼ぶことにする．視点 pが漸近直線上に
ある時φpは cusp以降の foldより退化したタイプに同値になる．さらに射影空間内の曲面
の各点は漸近直線の本数によって次のように特徴づけることができる．

•楕円点（elliptic point）· · · 漸近直線が存在しない．
•双曲点（hyperbolic point）· · · 異なる漸近直線が 2本存在する．
•放物点（parabolic point）· · · ただ一つの漸近直線が存在する．
•平坦点（flat umbilic）· · · 接平面上の xを通る任意の直線が漸近直線．

特に，視点 pが双曲点の漸近直線上にあるとき中心射影はその点において IIk-型に，視点
pが放物点または平坦点の漸近直線上にあるとき中心射影はその点において fold，cusp，
IIk-型以外のタイプ（前節の判定法において dλ(0) = 0となる）になる．
上記のように射影に現れる特異点のタイプと，曲面と接線の接触の情報は密接に関係し

ているため，曲面の射影にどのような特異点が現れるかというのは興味深い問題である．
ジェネリックな曲面の中心射影の写像芽のA-分類はArnold-Platonova[1, 2, 11, 12] によ
り 1970-80年代に与えられており，その一般化であるジェネリックな曲面の 1パラメー
ター族における中心射影の写像芽のA-分類は最近著者 [8]によって得られた．特に著者
の手法は前節の写像芽の判定法と Bruce[3]による横断性定理を組み合わせたもので，次
に説明するような「中心射影の芽の分類に対応した曲面のMonge形式のジェット空間の
stratification」も副産物として得ることができる．
以降ではR3 = {[x; y; z; 1]}としてRP 3の開部分集合とみなし，R3の原点においてMonge

形式 z = f(x, y) （f(0) = 0, df(0) = 0）によって局所的に表される曲面芽M を考える．
ここでは例として放物点におけるMonge形式を扱い，簡単のため

z = f(x, y) = y2 +
∑

5≥i+j≥3

cijx
iyj + h.o.t

とする（aij ∈ R）．この設定で，M の原点における漸近直線（今は x-軸）上に視点 pをと
り，M の中心射影写像の原点における芽 φp : M, 0→ RP 2 に対して表 1の判定法を用い
ると，すぐに次のような stratificationが得られる．

•φpが I2または I∗⇐⇒ c30 ̸= 0 •φpが III∗または IV≥5⇐⇒ c30 = 0, c21 ̸= 0

•φpが V1, V2または V I ⇐⇒ c30 = c21 = 0

もちろんこの stratificationはより精密にすることができる．例えば c30 = 0かつ c21, c40 ̸= 0

という条件はφpが III∗となるようなMonge形式の stratum を定める．さらに III∗は異
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なる位相的A-同値類 IIIk型 : (x, xy2+ y4+ y2k+1)（k ≥ 2）をまとめたものであり，[8]の
Taylor係数条件により判別ができる．それらも区別すれば次の straificationも得られる．

(Πp
c,1) c

2
21− 4c40 ̸= 0のとき漸近直線上に p-focal（cf. [11]）という特別な点がただ一つ存在
する．中心射影 φpは視点 pが漸近直線上で p-focal以外の位置にあるとき III3型，
視点 pが p-focal と一致するとき III4型になる．

(Πp
c,2) c

2
21 − 4c40 = 0, c221c50 + 4c12c

2
40 − 2c21c31c40 ̸= 0 のとき p-focalは存在しない．つま

り，漸近直線上の任意の視点 pに対して中心射影 φpは III3型になる．

我々 [8, 16]は上述のようなMonge形式のジェット空間の stratificationを中心射影の写
像芽の位相的A-分類 [14] に対応して得ている（[8]ではA-分類に対応した stratification

も得ている）．次節の表 2，3には各 stratumとその射影変換による標準形が網羅されて
いる．

3 射影空間内曲面のMonge形式のジェットの分類
RP 3内の 2つの曲面芽またはそのジェットに対して射影変換が存在して互いに移り合

うとき，それらは射影同値であると言うことにする．例えば，非退化な双曲点での曲面芽
はMonge形式

xy + x3 + y3 + αx4 + βy4 + · · ·

で表される曲面芽に射影同値であることは古典的に知られていた（Tresse[19]など）．ここで
も前節のようにR3 = {[x; y; z; 1]} ⊂ RP 3とし，R3の原点におけるMonge形式 z = f(x, y)

によって局所的に表される曲面芽を考えており，またα, β ∈ Rはモジュライパラメーター
である．
射影変換で R3(⊂ RP 3)の原点と xy-平面を保存するものが成す射影変換群 PGL(4)の

部分群を P (4)，Monge形式の p-ジェット空間を Vpとすると，P (4)は Vpに作用する．Vp
のP (4)による stratificationで余次元が 2以下までのものはPlatonovaの 1980年頃の仕事
（[11]など）で与えられているが，これはジェネリックな曲面のジェットの分類に他なら
ない（表 2，3の余次元 s ≤ 2までのものがPlatonovaによる実際の分類である）．曲面の
標準形は非常に有用で，曲面の局所射影微分幾何学に関する多くの結果がPlatonovaの分
類を基にして得られてきた（[2, 9, 20, 21]など）．
著者等 [8, 16]は余次元が 4以下までの stratificationとその各 stratumの射影変換によ

る標準形を得て，ジェネリックな曲面の 2パラメーター族の分岐に現れる曲面芽のクラス
へ Platonovaの結果を拡張した（cf. 横断性定理 [3, 16]）．正確には次を示した．

定理 1 (Sano-K-Deolindo-Ohmoto[16]) Mを閉曲面，U ⊂ R2を原点の開近傍とする．
滑らかな埋め込みの 2パラメーター族 ϕ :M ×U → P3 が成す空間の残留部分集合Oが存
在して次を満たす．ϕ ∈ Oならば，任意の (x0, u) ∈M ×Uについて曲面Mu(= ϕ(M ×u))
の x0におけるMonge形式の p-ジェットは表 2，3のいずれかの標準形に射影同値である．
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タイプ 標準形 p s 射影型

Πe x2 + y2 2 0 fold

Πh
3,3 xy + x3 + y3 + αx4 + βy4 4 0 II3/II3

Πh
3,4 xy + x3 + y4 + αxy3 4 1 II3/II4

Πh
3,5 xy + x3 + y5 + αxy3 + xϕ4 5 2 II3/II5

Πh
4,4 xy + x4 ± y4 + αxy3 + βx3y 4 2 II4/II4

Πh
3,6 xy + x3 + y6 + αxy3 + x(ϕ4 + ϕ5) 6 3 II3/II6

Πh
4,5 xy + x4 + y5 + αxy3 + βx3y + xϕ4 5 3 II4/II5

Πh
3,7 xy + x3 + y7 + αxy3 + x(ϕ4 + ϕ5 + ϕ6) 7 4 II3/II7

Πh
4,6 xy + x4 ± y6 + αxy3 + βx3y + x(ϕ4 + ϕ5) 6 4 II4/II6

Πh
5,5 xy + x5 + y5 + αxy3 + βx3y + xyϕ3 5 4 II5/II5

表 2: 楕円点（Πe）と双曲点（Πh
∗）におけるMonge形式の標準形．sは余次元を意味し，

余次元 2以下の標準形は Platonova[11]による．標準形における α, β, · · · はモジュライパ
ラメーター，ϕrは一般の r次斉次多項式．射影型は漸近直線からの中心射影の芽の位相
的A-型などを意味している．楕円点には漸近直線が存在せず，双曲点には漸近直線が 2

本存在してそれぞれからの中心射影のタイプを考慮している．

タイプ 標準形 p s 射影型

Πp
I,1 y2 + x3 + xy3 + αx4 4 1 I2 (I3)

Πp
I,2 y2 + x3 ± xy4 + αx4 + βy5 + x2ϕ3 5 2 I2 (I4)

Πp
c,1 y2 + x2y + αx4 (α ̸= 0, 1

4
) 4 2 III2 (III3)

Πp
c,2 y2 + x2y + 1

4
x4 + αx5 + yϕ4 (α ̸= 0) 5 3 III2

Πp
c,4 y2 + x2y + x5 + yϕ4 5 3 IV5

Πp
I,3 y2 + x3 + xy5 + αx4 + ϕ 6 3 I2 (I5)

Πp
v,1 y2 ± x4 + αx3y + βx2y2 (β ̸= ±3

8
α2) 4 3 V1 (VI)

Πf
1 xy2 ± x3 + αx3y + βy4 4 3 I±2 , I3(I4)

Πp
c,3 y2 + x2y + 1

4
x4 + yϕ4 5 4 III3 (III4)

Πp
c,5 y2 + x2y ± x6 + y(ϕ4 + ϕ5) 6 4 IV6

Πp
I,4 y2 + x3 + αx4 + ϕ 6 4 I2 (I6)

Πp
v,2 y2 ± x4 + αx3y ± 3

8
α2x2y2 4 4 V1 (VI1)

Πp
v,3 y2 + x5 + y(ϕ3 + ϕ4) 5 4 V2 (VI2)

Πf
2 xy2 + x4 ± y4 + αx3y 4 4 I−2 (III)

表 3: 放物点（Πp
∗）と平坦点（Πf

∗）におけるMonge形式の標準形．ϕ = βy5+γy6+x2(ϕ3+ϕ4)

である．射影型については前節を参照．

注意 2 余次元が高くなるほどジェットの標準形には多くのモジュライパラメーターが
現れるため，Platonova[11]の分類の高余次元の場合への拡張はそう単純ではない．著者
等は中心射影の位相的 A-型に着目した．前節で説明したMonge形式のジェット空間の
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stratificationで，各 stratumに対して射影変換による一番簡単な標準形を決定するのがこ
こでの主眼である．実際の射影変換の構成には煩雑な組み合わせの計算が必要で，我々
[16]はMathematicaなどの計算ソフトを援用しながら，それぞれの場合における適切な射
影変換を構成し表を得た（それぞれの場合における具体的な射影変換の形は [16]を参照の
こと）．また，著者等 [6]は 4次元射影空間内のジェネリックな曲面のジェットの分類も得
ている．

4 asymptotic BDE

本節では曲面の漸近方向に関するBDE(binary differential equation)について扱う．ま
ず一般のBDEについて簡単に説明する．R2の開集合 U 上のBDEとは

a(x, y)dy2 + 2b(x, y)dxdy + c(x, y)dx2 = 0, (x, y) ∈ U

で定まる微分方程式のことで（a, b, cは U で定義された可微分関数），以下では可微分写
像 F = (a, b, c) : U → R3を BDEと見なし，C∞位相を考える．δ := b2 − acとおくと，
BDEは δ > 0となる点で横断する２方向を，δ = 0となる点でただ一つの方向を定める．
特に δ = 0が定める集合は discriminantと呼ばれ，discriminantの各点において BDEが
定める積分曲線は一般にカスプ型特異点を持つ．2つのBDEの芽F,Gが滑らかに同値で
あるとはそれぞれが定める積分曲線たちが xy-平面の微分同相写像で写り合う時を言う．
上で同相写像を考えた時は，位相的に同値であると言うことにする．BDEの分類や分岐
については [4, 5, 10, 17, 18] などその他多くの文献がある．

例 3 BDEの芽において a = b = c = 0とならない場合，これは implicit differential

equation (IDE)である．BDEで安定なものは IDEになっており，分類としては次が知ら
れている（Davydov[5]などを参照）．
(1)discriminantが非特異曲線で，各点でBDEが定める方向が discriminantに横断的であ
るならば，BDEは局所的に dy2 + xdx2 = 0 に滑らかに同値になる．
(2)discriminantが非特異曲線で，考えている点においてBDEが定める方向がdiscriminant

に接するならばBDEはdy2+(−y+λx2)dx2 = 0に滑らかに同値になる．ただし，λ ̸= 0, 1
16

であり，λに応じて異なる 3つの位相型に分かれる．

図 1: (2)の BDE dy2 + (−y + λx2)dx2 = 0 が局所的に定める積分曲線．特に，λ < 0の
とき左絵の saddle，0 < λ < 1

16
のとき中央絵の node， 1

16
< λのとき右絵の focus のタイ

プになる．太い直線は discriminant，黒丸は原点を表している．また，discriminatで原点
以外の点ではBDEは局所的に (1)の dy2 + xdx2 = 0のタイプになっている．
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前節のように局所的にMonge形式 z = f(x, y)により表される曲面に対して，その漸近
方向及び漸近線（漸近方向の積分曲線）は

fyy dy
2 + 2fxy dxdy + fxx dx

2 = 0

によって定まる．以降これを asymptotic BDEと呼ぶ．asymptotic BDEにおいてdiscrim-

inant は曲面の放物点が成す parabolic curve（曲面上の放物点が成す集合の閉包）と一致
することに注意しておく．asymptotic BDEの集合は一般の BDEの集合の部分集合であ
るが，実は余次元 2までの一般の IDEのタイプ（これはジェネリックな IDEの１及び 2パ
ラメーター族の分岐に現れるタイプとしてBruceやTari [4, 17]等による分類が知られて
いる）は我々の表 3の放物点での標準形（つまりジェネリックな曲面の１及び 2パラメー
ター族の分岐に現れる曲面のタイプ）における asymptotic BDE によってすべて実現する
ことができる [7]．

例 4 著者等 [7]は座標変換やBDEの文献 [4, 5, 10, 17, 18]などにおける判定式の利用によ
り，表 3の標準形に対する asymptotic BDEのタイプを全て決定した．以下は余次元 0,1,2

の IDEと表 3の放物型の標準形との対応の例である．

• Πp
I,k(1 ≤ k ≤ 4)の asymptotic BDEは dy2 + xdx2 = 0 （例 3-(1)）に滑らかに同値．

• Πp
c,1の asymptotic BDEは dy2+(−y+λx2)dx2 = 0（例 3-(2)）に滑らかに同値．た
だし λ = 6(α− 1

4
) ̸= 0．

• Πp
c,2の asymptotic BDEは余次元 1の IDE dy2 + (−y + x3)dx2 = 0（sadle-node型）
に位相的に同値．Πp

c,1とΠp
c,2の区別は第 2節で中心射影の特異点型についての幾何

学によっても特徴付けられていたことを注意しておく．

• Πp
v,3の asymptotic BDEは余次元 2の IDE dy2 + (xy + x3)dx2 = 0 に位相的に同値

（正確には，Πp
v,3の高次の項の係数に関する条件を仮定している）．parabolic curve

はMorse型特異点を持つ（cf. 図 3）．

また，平坦点（flat umbilic）ではasymptotic BDEは IDEではない（つまり，a = b = c = 0

の場合）．このようなBDEの分類はBruce, Tari, Oliver[4, 18, 10]等により与えられている．

• Πf
1(±)の asymptotic BDEは ydy2 ∓ 2xdxdy ∓ ydx2 = 0 に位相的に同値．

• Πf
2 の asymptotic BDEは xdy2 + 2ydxdy + x2dx2 = 0 に位相的に同値．実はこの
タイプは一般のBDEの空間の中では余次元が 3である（つまりBDEのジェネリッ
クな 3-パラメーター族に現れる）[10]．一方，Πf

2 型は曲面のジェネリックな 2-パラ
メーター族の分岐に現れる．ここに二つの異なる分類の間のギャップが観察され興
味深い．
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5 parabolic curveとflecnodal curveの分岐
我々の表 2，3 における余次元 3及び 4のMonge形式の標準形はジェネリックな曲面

の 1及び 2パラメーター族の分岐に現れる曲面芽を表していた．本節では特に parabolic

curveと flecnodal curveに注目して，その分岐に関する結果を紹介する．
ここで flecnode点とは一方の漸近直線が曲面と 3位以上で接触する双曲点で，flecnodal

curveとは曲面上の flecnode点が成す集合の閉包を意味する．ジェネリックな曲面におい
ては parabolic curveと flecnodal curve は滑らかな曲線（ほとんどすべての点でそれぞれ
Πp

I,1,Π
h
3,3のタイプ）になる．ただし，flecnodal curveは自己交差（Πh

3,4のタイプ）を持ち得
るし，parabolic curveと flecnodal curveが 1点で接する（Πp

c,1のタイプ）こともある．で
は曲面が 1及び 2パラメーター付で動くときこれらはどのような分岐を生じるだろうか？
前節での説明のように，parabolic curveは asymptotic BDE の discriminantと一致し

ており，またBDEの同値関係はその discriminantを保存する．加えて，ジェネリックな
BDEの 1及び 2パラメーター族に関しては分類とともにその分岐もよく研究されている
（cf. [4, 17, 18]）ので，parabolic curveに関しては前節のように asymptotic BDEのタイ
プを研究することでその分岐を決定することができる．
一方，BDEの同値関係では flecode pointの情報は保存されず，BDEの結果からは flec-

nodal curveの様子はわからない．そこで著者等 [7]は表 3におけるそれぞれのタイプに対
して，Monge形式の適切なパラメーター族の例を構成した．そして具体的な計算により
parabolic curveと flecnodal curve両方に関する局所的な分岐図式を決定することができ
た．以下，1-パラメータ族の分岐の例としてΠp

c,2型，2-パラメーター族の分岐の例として
Πp

v,3型とΠf
2 型を挙げて本稿を終える．

例 5 Πp
c,2型のMonge形式の 1-パラメーター族として

f(x, y, t) = y2 + x4 + x2y2 + tx2

を考える．この時，flecnodal curveは

y + 100x4 + 10x3 + (
1

2
+ 20t)x2 + 3tx+ t2 = 0

parabolic curveは
2y + 20x3 + x2 + 6tx = 0

と具体的な方程式により与えられる（注意 8も参照）．その分岐は図 2のようになる．

例 6 Πp
v,3型のMonge形式の 2-パラメーター族として

f(x, y, t, u) = y2 + x5 + x3y + tx2 + ux2y

を考える．この時 flecnodal curveは

y2 + 100x4 + 20x2y + 18x3y + u3y + t(u+ 3x)2 + u2(−10x3 + 7xy)− 6u(5x4 − 3x2y) = 0,
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図 2: Πp
c,2の分岐 ([21, 16, 7]). 右から左に進むつれて，parabolic curveと flecnodal curve

が近づいていき（右絵），2曲線が接するΠp
c,1型が 2点で現れる（左絵）．その分岐に 2曲

線が退化した接触を持つΠp
c,2型が現れる（中央絵）．

図 3: Πp
v,3の分岐.

parabolic curveは

12xy + 40x3 − 9x4 + 4t+ 4uy − 4u2x2 − 12ux3 = 0

で与えられる（これらの詳細な解析は [7]の 5.3節を参照のこと）．分岐は図 3のように与
えられる．

例 7 Πf
2(+)型のMonge形式に対する 2-パラメーター族として

f(x, y, t, u) = xy2 + x4 + y4 + tx2 + ux3
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を考える．parabolic curveは

6x3 − y2 + tx+ 3ux2 + 6ty2 + 18uxy2 + 36x2y2 = 0

で与えられる（flecnodal curveも含めた解析の詳細は [7]の 5.3節を参照のこと）．その分
岐は図 4のようになる．前節で見たようにΠf

2 型に対する asymptotic BDEは余次元 3の
BDEのタイプで，その分岐図式を決定した文献はこれまでなく，その意味でも我々の得
た分岐図式は全く新しいものと考えられる．

図 4: Πf
2(+)の分岐．

注意 8 例5などを含む曲面の1パラメーター族の分岐に関してはUribe-Vargas[21]が2000

年頃に射影双対などを用いた幾何学的な議論によりその分類を得ている．これに比べて
我々の今回の手法は flecnodal curveなどを明示的な式で記述しその性質を調べることが
できるという特徴がある．なお，flecnode点は一方の漸近直線からの中心射影のタイプが
II≥3となるような点なので，flecnodal curveの定義式は第 1節で紹介した写像芽の判定法
（特に佐治氏 [15]による判定法）によって得ることができる．
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K(n)-local categoryのモデルについて

鳥居 猛∗

(岡山大学大学院自然科学研究科)

1 はじめに

安定ホモトピー論の一分野であるクロマティックホモトピー論 (chromatic homotopy theory)に
おいて、K(n)-local categoryは非常に重要な位置を占めています。この講演ではMorava E理論
およびその安定化群を用いたK(n)-local categoryのモデルの構成についてお話する予定です。
まずはじめにクロマティックホモトピー論について簡単に紹介します。次にK(n)-localスペ

クトラムをあるコモナド上の余加群と同一視するために必要になる∞-categorical Barr-Beck

theorem と descendable射について述べます。最後にK(n)-local categoryのモデルを離散対称
スペクトラムの圏のなかで構成します。

2 クロマティックホモトピー論

クロマティックホモトピー論は安定ホモトピー圏を調べる一つの方法を与えます。この章では
クロマティックホモトピー論について簡単にまとめておきます。詳しくは [1, 16, 18, 13] などを
参照してください。

2.1 安定ホモトピー圏

安定ホモトピー圏は基点付き空間のホモトピー圏のある意味での線型化と考えることができま
す。この節では安定ホモトピー圏 (スペクトラムのホモトピー圏)について思い出しておきます。
基点付き CW複体X,Y ∈ Space∗に対して、[X,Y ]で基点付き連続写像のホモトピー類の

なす集合を、ΣX,ΣY でX,Y の懸垂を、X ∧ Y でX と Y のスマッシュ積を表すことにする。
基点付き有限 CW複体X,Y ∈ Spacefin∗ に対して、懸垂をとる操作により基点付き集合の写像
Σ : [X, Y ]→ [ΣX,ΣY ]が得られる。これを繰り返すと、基点付き集合とその間の写像の列

[X, Y ]
Σ−→ [ΣX,ΣY ]

Σ−→ [Σ2X,Σ2Y ]
Σ−→ · · ·

が得られる。この列は十分先では同型になっており、これを {X, Y }で表すことにする。このと
き、{X,Y }はアーベル群になることに注意する。

本研究は科研費 (課題番号: 25400092) の助成を受けたものである。
∗e-mail: torii@math.okayama-u.ac.jp
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Ho(Sp)を安定ホモトピー圏とする。ここでは安定ホモトピー圏の定義を与えることはしな
いで、その性質を述べるに留めることにします。まず、Ho(Sp)は加法圏である。特に、その
射の集合を [X, Y ] (X, Y ∈ Ho(Sp))で表すと、[X, Y ]はアーベル群である。また、関手 Σ∞ :

Ho(Space∗)→ Ho(Sp)が存在し、X, Y ∈ Spacefin∗ に対して、

[Σ∞X,Σ∞Y ] ∼= {X, Y }

が成り立つ。
さらに、安定ホモトピー圏 Ho(Sp)はテンソル三角圏になる。シフト関手は懸垂 ΣX (X ∈

Ho(Sp)) で与えられ、完全三角形はコファイバー列

X
f−→ Y −→ Cf −→ ΣX

で与えられる。ここで、Cf は f の写像錐である。さらに、テンソル積はスマッシュ積 X ∧
Y (X, Y ∈ Ho(Sp))で与えられ、単位対象は球面スペクトラム S = Σ∞S0である。

2.2 複素向き付け可能コホモロジー理論

安定ホモトピー圏Ho(Sp)、特に、有限スペクトラムからなる充満部分圏Ho(Spfin)は、複素コ
ボルディズムMU を通して形式群と密接に関係してます。この節は、形式群と複素向き付け可
能コホモロジー理論との関係についてみていきます。
複素向き付け可能な一般コホモロジー理論とは、複素ベクトル束に対してThom類が定義で

きて、Thom同型が成り立つような一般コホモロジー論のことです。このとき、通常のコホモ
ロジー論と同様に複素ベクトル束に対してChern類の理論を展開することができます。
E∗(−)を複素向き付け可能な一般コホモロジー論とする。空間X上の複素ベクトル束V → X

に対して、cEi (V ) ∈ E2i(X)で V の ith Chern類を表すことにする。通常の Chern類の理論と
の違いは、ベクトル束のテンソル積のChern類をそれぞれのベクトル束のChern類で表そうと
するときに現れる。
L1, L2を空間X上の複素直線束とする。このとき、任意のX,L1, L2に対して、次が成り立

つような形式的べき級数 F (x, y) ∈ E∗[[x, y]]が一意的に存在する。

cE1 (L1 ⊗C L2) = F (cE1 (L1), c
E
1 (L2))

特に、通常のコホモロジー E∗(−) = H∗(−;Z)のときは、F (x, y) = x + y ∈ Z[[x, y]]が対応し
ます。
このべき級数 F (x, y) ∈ E∗[[x, y]]は次の代数的な性質を満たすことがわかる。

1. F (x, 0) = x = F (0, x)

2. F (F (x, y), z) = F (x, F (y, z))

3. F (x, y) = F (y, x)

一般に、可換環R上のべき級数 F (x, y) ∈ R[[x, y]] が上の 3つの性質を満たすとき、F (x, y)を
R上の (1次元可換)形式群という。
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2.3 複素コボルディズムと形式群のモジュライ空間

MU を複素コボルディズムスペクトラムとします。MU∗(−)は自然な複素向き付けをもつコホ
モロジー理論であり、さらに複素向き付けられたコホモロジー理論の中で普遍的なものになっ
ています。すなわち、E∗(−)を複素向け付けられたコホモロジー理論とすると、MU∗(−)から
E∗(−)へ複素向き付けを保つ乗法的なコホモロジー理論の自然変換が一意的に存在します。こ
の事実が示唆しているようにMUと形式群とは密接に関係しています。この節では、MUと形
式群のモジュライ空間との関係について述べます。
MFGを形式群のモジュライ空間 (moduli stack of formal groups)とする。ここでは正確な定

義を述べることはできませんが、大雑把にいって、Spec(R)からMFGへの射を与えることと、
R上の形式群の同型類を与えることが対応します。QCoh(MFG)でMFG上の (Z/2-次数付き準
連接)層のなすアーベル圏を表す。このとき、一般ホモロジー理論MU∗(−)はQCoh(MFG)に
値をもつ関手と考えることができる。

MU∗(−) : Ho(Sp) −→ QCoh(MFG)

次に素数 pを固定して、MFG,(p) =MFG⊗Z(p) の性質についてみていきます。kを標数 pの
体として、F (x, y)を k上の形式群とする。表記を簡単にするためx+F y = F (x, y)とおき、自然

数nに対してn-series [n]F (x) ∈ k[[x]]をn倍和
n︷ ︸︸ ︷

x+F · · ·+F xと定義する。このとき、[p]F (x) ̸= 0

ならば、
[p]F (x) = axp

n

+ (higher terms), 0 ̸= a ∈ k

という形になることが知られている。このとき、形式群 F (x, y)の高さは nであるといって、
htp(F ) = nで表すことにする。また、[p]F (x) = 0のとき、htp(F ) = ∞とし、kが標数 0の体
のとき、htp(F ) = 0とする。形式群の高さは同型なものに対して同じ値をとる不変量である。
高さが n以上の形式群の同型類を考えることにより、MFG,(p)の閉部分空間M≥n

FG,(p)が定まり、
MFG,(p)の閉部分空間によるフィルトレイションが得られる。

MFG,(p) =M≥0
FG,(p) ⊃M

≥1
FG,(p) ⊃M

≥2
FG,(p) ⊃ · · · ⊃ M

≥n
FG,(p) ⊃ · · · ⊃ M

∞
FG,(p)

ここで、M∞
FG,(p) =∩n M

≥n
FG,(p)である。

2.4 クロマティック・フィルトレイション

前の節で形式群のモジュライ空間MFG,(p)に閉部分空間からなるフィルトレイションを導入し
ました。この節では、このフィルトレイションを用いて、安定ホモトピー圏にフィルトレイショ
ンを導入します。
素数 pに対して、ホモトピー群 π∗(X)がZ(p)-加群になっているようなスペクトラムXを p-

局所スペクトラムという。Ho(Sp(p))で p-局所スペクトラムのなすHo(Sp)の充満部分圏を表す。
また、Ho(Spfin

(p))で p-局所有限スペクトラムのなすHo(Sp(p))の充満部分圏を表す。
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準連接層MU∗(X) のサポート suppMU∗(X) が閉部分空間M≥n
FG,(p) に入るような p-局所ス

ペクトラムXから成るHo(Sp(p))の充満部分圏を S
≥n
(p) とする。

S≥n
(p) = {X ∈ Ho(Sp(p))| suppMU∗(X) ⊂M≥n

FG,(p)}

このとき、Ho(Sp(p))の localizing subcategory からなるフィルトレイションが得られる。

Ho(Sp(p)) = S
≥0
(p) ⊃ S

≥1
(p) ⊃ · · · ⊃ S

≥n
(p) ⊃ · · · ⊃ S

∞
(p) (2.1)

ここで、S∞
(p) =∩n S

≥n
(p) であり、X ∈ S∞

(p)は (p-局所) dissonant spectrumと呼ばれる ([17, 7])。

また、このフィルトレイションをHo(Spfin
(p))に制限して、S

fin,≥n
(p) = Ho(Spfin

(p))∩S
≥n
(p) ,S

fin,∞
(p) =

Ho(Spfin
(p))∩S∞

(p)とおくと、Ho(Sp
fin
(p))の thick subcategoryによるフィルトレイションが得られる。

Ho(Spfin
(p)) = S

fin,≥0
(p) ⊃ Sfin,≥1

(p) ⊃ · · · ⊃ Sfin,≥n
(p) ⊃ · · · ⊃ Sfin,∞

(p) = {0} (2.2)

2.5 Morava K理論

この節ではMorava K-theory spectrum K(n) を導入し、前の節で得られたHo(Spfin
(p))のフィル

トレイションとの関係について述べます。
素数 pと自然数 nを固定する。Morava K理論は複素向き付けられた一般コホモロジー理論

であり、それを表現するスペクトラムをK(n)で表すことにする。Morava K理論の係数環は

π∗(K(n)) = Fp[v
±1
n ]

で与えられる次数付き体である。ここで、Fpは標数 pの素体であり、vnは次数 2(pn− 1)の (可
逆)元である。また、その形式群の p-seriesは

[p]K(n)(x) = vnx
pn

で与えられる。Morava K理論の (係数環を適当に拡大した) 形式群の自己同型群をMorava安
定化群といってGnで表す。このとき、Gnは副有限群であることに注意する。
いま、テンソル三角圏 C の thick tensor ideal T に対して、a⊗ b ∈ T =⇒ a ∈ T または b ∈ T

が成り立つとき T は primeであるということにする。Cの proper prime thick tensor ideal全体
の集合を Spec(C)で表す ([2, 3])。
このとき、Hopkins-Smithによる thich subcategory theorem ([8])により、

Spec(Ho(Spfin
(p))) = {S

fin,≥1
(p) ,Sfin,≥2

(p) , . . . ,Sfin,∞
(p) } (2.3)

となることがわかる。また、Sfin,≥n+1
(p) はMorava K理論K(n)により次のように特徴付けられる。

Sfin,≥n+1
(p) = {X ∈ Ho(Spfin

(p))| K(n)∗(X) = 0} (2.4)
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2.6 Bousfiled局所化

三角圏 S≥n
(p) の部分三角圏 S

≥n+1
(p) による Verdier商 S≥n

(p) /S
≥n+1
(p) は、その構成から想像されるよ

うに高さが nの形式群と密接に関係しています。この節では、Bousfiled局所化 ([5])を導入し、
安定ホモトピー圏Ho(Sp)のMorava K理論K(n)によるBousfiled局所化がS≥n

(p) /S
≥n+1
(p) と同値

になることをみます。
一般ホモロジー理論 E∗(−)に対して、E∗(−)ホモロジーが自明になるようなスペクトラム

を 0と同一視することにより得られる安定ホモトピー圏のVerdier商を、安定ホモトピー圏の
内部に実現するのが Bousfield局所化である。スペクトラムW に対して、E∗(W ) = 0のとき、
W はE-acyclicであるという。また、スペクトラムXは、任意のE-acyclicなスペクトラムW

に対して [W,X] = 0が成り立つとき、E-localであるという。 　　
Ho(SpE)でE-localスペクトラムから成るHo(Sp) の充満部分圏を表す。このとき、包含関

手 i : Ho(SpE) ↪→ Ho(Sp) は左随伴 LE : Ho(Sp)→ Ho(SpE) をもつ。

LE : Ho(Sp)� Ho(SpE) : i

また、合成 i ◦LE : Ho(Sp)→ Ho(Sp)もLEで表す。LEをEに関するBousfiled局所化という。
いま素数 pと自然数 nを固定する。Verdier商Ho(Sp≥n

(p) )/Ho(Sp
≥n+1
(p) ) をmonochromatic cat-

egoryという。このmonochromatic categoryはMorava K理論K(n)によるBousfield局所化と
三角圏として同値になることが知られている。

Ho(SpK(n)) ≃ Ho(Sp≥n
(p) )/Ho(Sp

≥n+1
(p) )

Ho(SpK(n))をK(n)-local categoryという。
フィルトレイション (2.1) からわかるように、K(n)-local categoryは、安定ホモトピー圏に

おける基本構成単位と考えることができる。また、フィルトレイション (2.2) や (2.3)、(2.4) か
らわかるように、Morava K理論K(n)は p-局所有限スペクトラムのホモトピー圏Ho(Spfin

(p)) を
調べる上で非常に重要である。

2.7 Morava E理論

この節ではK(n)-local categoryを調べる上で基本的な道具となるMorava E理論について述べ
ます。
素数 pと自然数 nを固定する。Morava E 理論 E∗

n(−)は複素向き付けられた一般コホモロ
ジー理論であり、それを表現するスペクトラムをEnで表すことにする。Morava E理論の係数
環は

π∗(En) = W [[u1, . . . , un−1]][u
±1]

で与えられる。ここで、W = W (Fpn)は有限体 Fpnを係数にもつWitt vectorのなす環であり、
ui (i = 1, . . . , n − 1)の次数は 0、uの次数は 2である。また、Morava E 理論 Enの形式群は
Morava K理論K(n)の (係数環を適当に拡大した) 形式群の普遍変形である。さらに、Morava

安定化群GnはE∗
n(−)に乗法的なコホモロジー作用素として作用する。
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K(n)-local categoryとMorava E理論との関係は、次のスペクトル系列の存在によって与え
られる。有限スペクトラムXに対して、XのK(n)局所化LK(n)Xのホモトピー群に収束する
スペクトル系列 (K(n)-local En-based Adams spectral sequence)

Es,t
2 = Hs

c (Gn; (En)
t(X)) =⇒ π−s−t(LK(n)X)

が存在する。ここで、H∗
c (Gn; (En)

∗(X)) は位相アーベル群 (En)
∗(X)を係数とする副有限群Gn

の連続コホモロジーである。

Remark 2.1. スペクトル系列はXが有限スペクトラムという仮定なしに存在する。

このスペクトル系列の存在はK(n)-local categoryとGn作用をもつEn-加群の導来圏 (ホモ
トピー圏)との関係を示唆している。この講演ではこの関係を明示的に与えるようなK(n)-local

categoryのモデルの構成についてお話します。

3 ∞-categorical Barr-Beck theoremとdescendable morphisms

主定理はモデル圏のレベルで述べられますが、その証明では∞-category([11])を経由していま
す。この章では後で必要になる∞-categorical Barr-Beck theoremと descendable射について触
れておきます。

3.1 ∞-categorical Barr-Beck Theorem

この節では LurieによるBarr-Beck theoremの∞-categoryへの拡張について述べます。
まず、通常の圏における Barr-Beck theoremについて思い出しておきます。C,Dを圏とし

て、随伴 F : C � D : G があったとする。このとき、関手の合成 T := G ◦ F : C → C はモナ
ド (End(C) = Fun(C, C)におけるモノイド対象) になる。ModT (C)で左 T 加群の圏を表す。こ
のとき、自由関手と忘却関手により随伴 F ′ : C � ModT (C) : G′ が得られる。さらに、比較
関手 G̃ : D → ModT (C) が存在し、G′ ◦ G̃ = Gをみたす。G̃が圏の同値を与えるとき、関手
G : D → Cはモナド的であるという。Barr-Beck theoremはGがモナド的になるための必要十
分条件を与えるものでした。ここでは、その条件は省略します。
次に、∞-categoryにおけるBarr-Beck theorem について考えます。∞-categoryの随伴

F : C � D : G

に対して、
T := G ◦ F : C −→ C

は∞モナド (モノイダル∞-category End(C) = Fun(C, C) におけるモノイド対象)になり、左
T 加群のなす∞-category ModT (C)を考えることができる。さらに、比較関手

G̃ : D −→ ModT (C)
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が定義できて、G′ ◦ G̃ ≃ Gが成り立つ。G̃が∞-categoryの同値を与えるとき、関手G : D → C
はモナド的であるという。∞-categorical Barr-Beck theoremはGがモナド的であるための必要
十分条件を与えます。

Theorem 3.1 (∞-categorical Barr-Beck theorem (Lurie [12])). Gがモナド的であるための必
要十分条件は、Gに関して次の 2つの条件が成り立つことである。

1. Gは conservativeである。

2. Dにおける任意のG-split simplicial objectに対して colimitが存在し、Gはその colimitを
保つ。

以下では、この定理の双対を用います。

3.2 descendable射

スペクトラムからなる∞-categoryを Spで表す。Eをスペクトラムとし、SpE をE-localなス
ペクトラムからなる Spの充満部分圏とする。この節では descendable射を導入し、descendable

射が誘導する随伴がコモナド的になることをみます。
f : A → B を SpE における可換モノイドの射とする。ModA(SpE)は対称モノイダル安定

∞-categoryであり、そのホモトピー圏Ho(ModA(SpE)) はテンソル三角圏になる。Bをホモト
ピー圏Ho(ModA(SpE))の対象と考えて、Bが生成する thick tensor idealがAを含むとき、f
を descendableという ([14], [15])。
f : A→ Bが SpEにおける可換モノイドの射のとき、∞-categoryの関手

B ⊗A (−) : ModA(SpE) −→ ModB(SpE)

は右随伴をもつ。このとき、f : A → Bが descendableであれば、B ⊗A (−) : ModA(SpE) →
ModB(SpE)はコモナド的である。したがって、比較関手により、ModA(SpE)は随伴からでき
るコモナド上の左余加群の∞-category と同値になる。

Example 3.2. SpK(n)をK(n)-localスペクトラムのなす∞-categoryとする。Hopkins-Ravenel

による smash product theorem ([18])より、SpK(n)における可換モノイドの射LK(n)S → Enは
descendableであることがわかる。したがって、関手

LK(n)(En ∧ (−)) : SpK(n) −→ ModEn(SpK(n))

はコモナド的である。

4 K(n)-local categoryのモデル

この章では離散対称Gスペクトラムを用いて、K(n)-local category Ho(SpK(n)) のモデルを構
成します。
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4.1 離散対称Gスペクトラム

この節では副有限群Gの作用をもつスペクトラムの一つの定式化である離散 (対称) Gスペク
トラムについて紹介します。
Gを副有限群とし、Gが集合Xに作用しているとする。集合Xに離散位相を入れたとき、こ

の作用が連続になるとき、この作用は離散であるということにする。離散作用をもつG集合と
G同変射の圏を Set(G)で表すことにする。圏 Set(G)に値をもつ単体的対象のなす圏を SSet(G)

で表す。Hoveyによる一般論 ([9])により、SSet(G)上の対称スペクトラムの圏ΣSp(G)を構成
することができる ([4])。ΣSp(G)は対称モノイダル圏の構造をもち、また、単体的モデル圏に
なっている。Gの作用を忘れることにより関手

U : ΣSp(G) −→ ΣSp

が得られる。ここで、ΣSp は対称スペクトラムの圏であり、stableモデル構造を入れて考え
る ([10])。このとき、ΣSp(G)のモデル構造は次のように与えられる ([4])。ΣSp(G)における射
f : X → Y に対して、

• f が弱同値⇔ Uf が弱同値

• f がコファイブレイション⇔ Uf がコファイブレイション

• f がファイブレイション⇔ コファイブレイションかつ弱同値である任意の射に対して、f
が right lifting propertyをもつ。

kを対称スペクトラムとし、モデル圏 ΣSp(G)の kに関する左 Bousfield局所化を ΣSp(G)k

で表す。ΣSp(G)kは対称モノイダル圏なので、モノイド対象上の加群の圏を考えることができ
る。AをΣSp(G)kのモノイド対象とする。ΣSp(G)kにおけるA加群の圏をModA(ΣSp(G)k)で
表す。ModA(ΣSp(G)k)には単体的モデル圏の構造が入る。
U : ΣSp(G)k → ΣSpk をGの作用を忘れる関手とする。U は右随伴 V : ΣSpk → ΣSp(G)k

をもつ。また、U は関手U : ModA(ΣSp(G)k)→ ModUA(ΣSpk) を誘導し、単体的Quillen随伴
U : ModA(ΣSp(G)k)� ModUA(ΣSpk) : V、および、∞-categoryの随伴

U : ModA(Sp(G)k)� ModUA(Spk) : V

が得られる。
ここで、Behrens-Davisによる局所化 Lkに関する条件を思い出しておきます。

Condition 4.1 (Behrens-Davis [4]). Bousfiled局所化 Lk : Ho(Sp) → Ho(Sp) は、局所化の合
成LMLT に同値である。ここで、LT は smashingであり、LM は有限スペクトラムMによる局
所化である。

特に、Morava K理論K(n)による局所化はBehrens-Davisの条件をみたす。
次のPropositionは∞-categorical Barr-Beck theorem (Theorem 3.1) の条件を確かめること

によって得られる。
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Proposition 4.2 ([19]). 副有限群Gは仮想コホモロジー次元有限であり、LkがBehrens-Davis

の条件 (Condition 4.1) を満たすとする。このとき、∞-categoryの関手

U : ModA(Sp(G)k) −→ ModUA(Spk)

はコモナド的である。したがって、ModA(Sp(G)k)はコモナドUV 上の左余加群の∞-category

と同値である。

4.2 主定理

この節では、K(n)-local category Ho(SpK(n))のモデルを構成します。
素数 pと自然数 nを固定する。GnをMorava安定化群とする。Gnは副有限群なので、離散

対称Gnスペクトラムの圏ΣSp(Gn)K(n) を考えることができる。Morava E理論EnへのGn作
用により、Enを離散 (対称)Gnスペクトラムと思うことはできないが、Devinatz-Hopkins ([6])

のホモトピー固定点スペクトラムを用いることにより、Enの離散モデル Fn ∈ ΣSp(Gn)K(n) を
構成することができる。FnはΣSp(Gn)K(n) の可換モノイドである。また、ΣSpK(n)における可
換モノイドの射 UFn → Enが存在して、ホモトピー同値 LK(n)UFn ≃ Enが成り立つ。

Example 3.2より、∞-category SpK(n) における可換モノイドの射LK(n)S → Enは descend-

ableであり、∞-categoryの関手

LK(n)(En ∧ (−)) : SpK(n) → ModEn(SpK(n))

はコモナド的である。対応するコモナドをCとする。
また、単体的モデル圏のQuillen随伴U : ModFn(ΣSp(Gn)K(n))� ModUFn(ΣSpK(n)) : V は、

∞-categoryの随伴
U : ModFn(Sp(Gn)K(n))� ModEn(SpK(n)) : V

を誘導する。Proposition 4.2 より、U : ModFn(Sp(Gn)K(n))→ ModEn(SpK(n)) はコモナド的で
ある。この随伴が定めるコモナドをDとする。
このとき、任意のM ∈ ModEn(SpK(n))に対して、C(M) ≃ D(M)が成り立つことから、Cと

DはModEn(SpK(n))上のコモナドとして同値である。また、SpK(n)は左C余加群の∞-category

と同値であり、ModFn(Sp(Gn)K(n)) は左D余加群の∞-categoryと同値であることより、次の
定理が得られる。

Theorem 4.3 ([20]). 左Quillen関手

Fn ∧ (−) : ΣSpK(n) → ModFn(ΣSp(Gn)K(n))

はQuillen同値である。特に、K(n)-local category Ho(SpK(n))はモデル圏ModFn(ΣSp(Gn)K(n))

のホモトピー圏と (テンソル三角圏として) 同値である。

Ho(SpK(n)) ≃ Ho(ModFn(ΣSp(Gn)K(n)))
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4.3 今後の課題

今後はこのK(n)-local categoryのモデルを用いて、より一般のVerdier商 S≥n
(p) /S

≥n+k
(p) (k ≥ 2)

の構造について調べることが課題である。
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Generic linear perturbations

一木　俊助 (横浜国立大学)∗

1. 序
本節では, 先行研究や研究の動機及び概要について述べる. 以下, 特に断らない限り, 多
様体及び写像は全てC∞級とし, ℓ, m, nは正の整数を表すこととする. コンパクト多
様体上のモース関数や埋め込み写像に代表される, 写像空間（位相はホイットニーC∞

位相）の中で少し摂動したとしても依然としてその本質的な性質は保たれる良い性質
をもつ写像, すなわち安定写像は, 多様体を調べるという観点からも重要な対象である
と言える. 安定写像に関する研究については, カタストロフ理論でも有名なルネ・トム
(1923–2002)や, ジョン・マザー (1942–2017)によっても研究されており, 安定写像に関
するマザーの一連の論文 [11]–[16]は本質的である. そこで, その重要な対象である安定
写像は, はたして写像空間の中で稠密に存在しているのかという自然な疑問が沸き上が
る. 実際にルネ・トムは, 「安定写像は写像空間の中で稠密に存在するのはいつか？」
という問題を提出した. これは構造安定性問題とよばれている. この問題は, 1960年代
後半にマザーにより完全解決された. 以下の定理 1のように, 安定写像の写像空間内に
おける稠密性は, ソースとターゲットの次元対のみに依存し, その次元対も完全に知ら
れている.

定理 1 ([16]). N を n次元コンパクト多様体, P を p次元多様体とする. 写像空間
C∞(N,P ) の中で安定写像が稠密に存在するための必要十分条件は, 次元対 (n, p)が以
下のいずれかを満たすことである.

(1) n < 6
7
p+ 8

7
かつ p− n ≥ 4

(2) n < 6
7
p+ 9

7
かつ 3 ≥ p− n ≥ 0

(3) p < 8 かつ p− n = −1

(4) p < 6 かつ p− n = −2

(5) p < 7 かつ p− n ≤ −3

(n, p)-平面の中で, 定理 1の中の (1)から (5)のいずれかを満たす次元対 (n, p)の領
域を結構領域 (nice range)とよび, 結構領域内の次元対 (n, p)を結構次元対 (nice

dimension)とよぶ.

構造安定性問題は, 写像空間の位相（ホイットニーC∞位相）によって定義された安
定写像が, その写像空間の中に稠密に存在するかという問題であった. 構造安定性問題
解決後のマザーの論文 [17]では, 今度は, コンパクト多様体からユークリッド空間への
与えられた埋め込み写像に対してジェネリックに射影, すなわちジェネリックに線型写
像を合成した合成写像が安定写像になるかという問題が扱われている.

本研究は科研費 (課題番号:16J06911)の助成を受けたものである.
2010 Mathematics Subject Classification: 57R35,57R42,57R45.
キーワード：generic linear perturbations, generic projections, transverse
∗日本学術振興会特別研究員 DC1
e-mail: ichiki-shunsuke-jb@ynu.jp
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本講演の主目的は, そのジョン・マザーの論文 [17]の主定理の１つの拡張を与えるこ
とである. 詳しい主張の内容は第 3節にて述べるが, 概要は以下である. Nをn次元多
様体, π : Rm → Rℓを線型写像, L(Rm,Rℓ)をRmからRℓへの線型写像全体の空間とす
る. ここで, L(Rm,Rℓ) = (Rm)ℓという自然な同一視が存在することに注意しておく. ま
た, Rm上の開集合U上で定義された写像F : U → Rℓを任意に与える. さらに,

Fπ = F + π

とおく. すなわち, 写像 Fπ : U → Rℓは, 与えられた写像 F : U → Rℓの線型摂動で
ある. [17]においては, 与えられた埋め込み f : N → Rmとジェネリックな線型写像
π : Rm → Rℓ (m > ℓ) との合成写像が調べられている. 他方, 本講演では, 与えられた
埋め込み f : N → Uと写像F : U → Rℓをジェネリックに線型摂動した写像との合成
写像, すなわちFπ ◦ f : N → Rℓについて得られた結果を報告する.

すなわち, 本講演の主結果を一言で申し上げるならば, [17]における「ジェネリック
射影（線型写像）」を「与えられた写像Fのジェネリックな線型摂動」にまで拡張した
結果である. また, 時間の許す限り, 最近得られたその周辺の諸結果についてもご紹介
させて頂く.

2. 準備
2.1. 基本的な概念の準備

この部分節の目的は, (多重)ジェットバンドル, 安定写像, 横断性等の, 特異点論におけ
る基礎的な概念の準備を行うことである. 詳しくは, [2]等を参照して頂きたい.

N , Pを多様体とし, Jr(N,P )という記号でNからPへの写像の各点におけるr-ジェッ
ト全体から構成されるジェットバンドルを表す. すると, 与えられた写像 g : N → Pに
対して, jrg : N → Jr(N,P ) (q 7→ jrg(q))という写像が自然に定義できる.

C∞(N,P )をNからP への写像全体から成るホイットニーC∞位相の入った位相空
間とする. また, 写像 g : N → P が写像h : N → P にA-同値であるとは, ソースの微
分同相写像Φ : N → Nとターゲットの微分同相写像Ψ : P → Pがそれぞれ存在して,

g = Ψ ◦ h ◦ Φ−1

が成り立つことである. そして, 写像 g : N → P が安定写像であるとは, gのA-同値類
が写像空間C∞(N,P )の中で開集合になっていることである.

さて, これから多重ジェットバンドルを定義する. 多様体Nの s個の直積N sの部分
集合として,

N (s) = {q = (q1, . . . , qs) ∈ N s | qi ̸= qj(1 ≤ i < j ≤ s)}

を定義すると, N (s)はN sの開部分多様体となっている. また,

sJ
r(N,P ) = {(jrg1(q1), . . . , jrgs(qs)) ∈ Jr(N,P )s | q ∈ N (s)}

と定義すると, sJ
r(N,P )はJr(N,P )sの開部分多様体となっており, これを多重ジェッ

トバンドルとよぶことにする. ジェットバンドルと同様, 多重ジェットバンドルにおい
ても与えられた写像 g : N → P に対して, sj

rg : N (s) → sJ
r(N,P ) ((q1, . . . , qs) 7→

(jrg(q1), . . . , j
rg(qs))) という写像が自然に定義できる.

さて, 大域的特異点論の研究において重要な概念の１つである横断性の定義を行う.
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定義 1. 多様体Nから多様体Pへの写像g : N → PがPの部分多様体Wに横断的であ
るとは, 任意の点 q ∈ Nに対して, 以下のいずれかが成り立つことである.

(1) g(q) ̸∈ W .

(2) g(q) ∈ W かつ dgq(TqN) + Tg(q)W = Tg(q)P.

2.2. モジュラー部分多様体

この部分節の目的は, マザーの論文 [17]の中で定義されたモジュラー部分多様体という
概念を定義することである. そのために, いくつか概念や記号を準備する.

定義 2. 以下の (1)− (4)すべてを満たすとき, πは集合{1, . . . , s}の分割であるという.

(1) ∃A1, . . . , Am ⊂ {1, . . . , s} such that π = {A1, . . . , Am}.

(2)
∪m

i=1Ai = {1, . . . , s}.

(3) ∀i (1 ≤ i ≤ m), Ai ̸= ∅.

(4) ∀i, j (i ̸= j), Ai ∩ Aj = ∅.

πを集合 {1, . . . , s}の分割とし, π = {A1, . . . , Am}と表されているとする. マザーの
定義に従い, P πを以下のように定義する.

P π = {(y1, . . . , ys) ∈ P s | yi = yj ⇐⇒ ∃k such that i, j ∈ Ak}.

多重ジェットバンドル sJ
r(N,P )の部分集合Wが不変であるとは,

sj
rg(q) ∈ W ⇒ sj

r(H ◦ g ◦ h−1)(h(q)) ∈ W

を満たすことである. ここで, 写像H : P → P 及び写像h : N → Nは任意の微分同相
写像である.

以下, q = (q1, . . . , qs) ∈ N (s), g : N → P , q′ = (g(q1), . . . , g(qs)), z = sj
rg(q) ∈

sJ
r(N,P )として固定する. Jr(N,P )qiを点 qi ∈ N上の Jr(N,P )のファイバーとする.

同様に, sJ
r(N,P )q (resp., sJ

r(N,P )q,q′) を点 q (resp., 点 (q, q′))上の sJ
r(N,P )のファ

イバーとする.

また, Jr(N,R)qiの部分集合で, 点 qi ∈ Nにおいて消えるような関数芽の r-ジェット
全体の集合をmqiと書くことにする. すなわち,

mqi = {jrhi(qi) ∈ Jr(N,R)qi | hi : (N, qi)→ (R, 0)}

. である.

そして, Jr(N,R)qiたち及びmqiたちの s個の直和をそれぞれマザーに従い以下のよ
うにおく.

Jr(N)q =
s⊕

i=1

Jr(N,R)qi .

mq =
s⊕

i=1

mqi .
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ちなみに, Jr(N)qは実多元環, そしてmq ⊂ Jr(N)qはそのイデアルとなっている.

TP を P の接バンドルとし, g∗TP =
∪

x∈N Tg(x)P と定義する. g∗TP から写像 gの
ソースの多様体N への自然な射影を πg : g∗TP → N (πg(vg(x)) = x)とおく. また,

id(N,qi) : (N, qi)→ (N, qi)を恒等写像芽とする. ここで,

Jr(g∗TP )qi = {jrξ(qi) ∈ Jr(N, g∗TP ) | ξ : (N, qi)→ g∗TP, πg ◦ ξ = id(N,qi)}

とおく. (上記の写像芽 ξ : (N, qi)→ g∗TPは, 点 qi ∈ Nのまわりで定義された写像芽 g

に沿ったベクトル場である. ) そして, Jr(g∗TP )qiたちの s個の直和を

Jr(g∗TP )q =
s⊕

i=1

Jr(g∗TP )qi

とおく. ここで, Jr(g∗TP )qは Jr(N)q-加群となっている. また, mqJ
r(g∗TP )qをmqの

元と Jr(g∗TP )qの元の積の有限和から成る集合とする. 具体的に表示すると以下のよ
うに書けることが分かる.

mqJ
r(g∗TP )q = Jr(g∗TP )q ∩ {sjrξ(q) ∈ sJ

r(N, TP )q | ξ(q1) = · · · = ξ(qs) = 0}.

このとき, Rベクトル空間として以下の同一視 (∗)が存在することに注意する. 実際
に, この同一視はモジュラー部分多様体の定義において登場する.

T (sJ
r(N,P )q,q′)z = mqJ

r(g∗TP )q. (∗)

この同一視 (∗)により, 左辺T (sJ
r(N,P )q,q′)zの部分ベクトル空間を, 右辺mqJ

r(g∗TP )q
の部分ベクトル空間として扱うことができる.

このことを詳細に説明すると,以下のようになる. Wを多重ジェットバンドルsJ
r(N,P )

の部分多様体とする. そして, Wの任意の元

z = sj
rg(q) ∈ W (q = (q1, . . . , qs) ∈ N (s), g : N → P )

をとる. 簡略化のため q′ = (g(q1), . . . , g(qs))とおく. (q, q′)上におけるW のファイ
バーをWq,q′とおく . このとき, 多様体Wq,q′の点 zにおける接空間 T (Wq,q′)zは, 当然
T (sJ

r(N,P )q,q′)zの部分ベクトル空間となっているが, 同一視 (∗)により, T (Wq,q′)zは
mqJ

r(g∗TP )qの部分ベクトル空間と同一視でき,この部分ベクトル空間を記号E(g, q,W )

と表記する.

それでは, モジュラー部分多様体の定義を与える.

定義 3 ([17]). 多重ジェットバンドル sJ
r(N,P )の部分多様体Wは, 以下の (α)と (β)の

両方を満たすとき, モジュラーである (あるいはモジュラー部分多様体である )とよば
れる.

(α) W は不変な部分多様体であり, ある分割 πが存在し, Π(W ) ⊂ P πである. ここ
で, 写像Π : sJ

r(N,P ) → P sは, Π(sj
rg(q)) = (g(q1), . . . , g(qs))で定義される自

然な射影である.

(β) sj
rg(q) ∈ Wを満たすような任意の点 q ∈ N (s)及び, 任意の写像 g : N → P に対
し, E(g, q,W )はJr(N)q-部分加群である.

モジュラー部分多様体の例としては, 例えば, マザーの定義した contact classes (Kr-

軌道)が挙げられる.
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3. 主結果
第 1節に記載のとおり, L(Rm,Rℓ)とは, RmからRℓへの線型写像全体から成る集合で
あり, L(Rm,Rℓ) = (Rm)ℓという自然な同一視が存在することに注意しておく.

本講演にてご紹介する主結果は定理 4である. その前に, マザーの論文 [17]の主定理
及びその有用な応用をご紹介する.

定理 2 ([17]). 写像 fをn次元多様体NからRmへの埋め込みとする. Wを sJ
r(N,Rℓ)

のモジュラー部分多様体とする. また, m > ℓとする. このとき, L(Rm,Rℓ)の測度0の
部分集合Σが存在し, 任意のπ ∈ L(Rm,Rℓ)−Σに対して, sj

r(π◦f) : N (s) → sJ
r(N,Rℓ)

はWに横断的である.

定理2の応用として以下の定理はよく知られている.

定理 3 ([17]). 写像fをn次元コンパクト多様体NからRmへの埋め込みとする. また,

(n, ℓ)を結構次元対 (nice dimension), m > ℓとする. このとき, L(Rm,Rℓ)の測度 0の
部分集合Σが存在し, 任意のπ ∈ L(Rm,Rℓ)− Σに対して, π ◦ f : N → Rℓは安定写像
である.

本講演における主定理は以下である.

定理 4 ([3]). 写像 fをn次元多様体NからRmの開集合Uへの埋め込みとする. また,

F : U → Rℓを任意の写像とする. Wを sJ
r(N,Rℓ)のモジュラー部分多様体とする. こ

のとき, L(Rm,Rℓ)の測度 0の部分集合Σが存在し, 任意の π ∈ L(Rm,Rℓ) − Σに対し
て, sj

r(Fπ ◦ f) : N (s) → sJ
r(N,Rℓ)はWに横断的である.

定理 2から定理 3を導くマザーの証明と全く同様の方法によって, 定理 4から系 1が
従う.

系 1 ([3]). 写像fをn次元コンパクト多様体NからRmの開集合Uへの埋め込みとする.

また, F : U → Rℓを任意の写像とする. また, (n, ℓ)を結構次元対 (nice dimension) と
する. このとき, L(Rm,Rℓ)の測度0の部分集合Σが存在し, 任意のπ ∈ L(Rm,Rℓ)− Σ

に対して, Fπ ◦ f : N → Rℓは安定写像である.

3.1. Remark

1. F = 0かつU = Rmかつm > ℓの場合, 定理 4は定理 2に, 系 1は定理 3に一致
する.

2. 定理 3において, m ≤ ℓの場合は, 埋め込み f : N → Rmに対して, ジェネリック
に線型写像 πを合成した π ◦ f : N → Rℓは再び埋め込みとなることは明らかで
ある. 埋め込みは安定写像であることから, m ≤ ℓの場合は, 主張は自明となる.

一方, 系1の場合は, m ≤ ℓの場合においても主張は自明ではないことに注意して
おく.

3. 定理 4において, 与えられた写像F の定義域をRmではなくRmの開集合Uと一
般化しているが, その理由は以下である. 例えば, 写像F : R → R (x 7→ |x|)は
原点においては微分できないため, 定理 4を適応することはできない. しかし,

U = R− {0}として, F |Uを考えれば,適応できる. すなわち適応可能な写像の範
囲を広くするためである.
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4. 主結果の応用例
i, jを正の整数, pi = (pi1, pi2, . . . , pim) (1 ≤ i ≤ ℓ)をRm上の点, A = (aij)1≤i≤ℓ,1≤j≤m

を, どの成分も0でない ℓ×mの行列とする. このとき, 以下で定義される特殊な二次写
像G(p,A) : Rm → Rℓを一般化された距離二乗写像 ([5], [8], [9], [10])とよぶ.

G(p,A)(x) =

 m∑
j=1

a1j(xj − p1j)2,
m∑
j=1

a2j(xj − p2j)2, . . . ,
m∑
j=1

aℓj(xj − pℓj)2
 .

ここで, p = (p1, p2, . . . , pℓ) ∈ (Rm)ℓ, x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Rmである. また, 行列A

の全ての成分が 1である場合, 距離二乗写像 ([6])とよぶ. すなわち, 距離二乗写像とは
距離二乗関数を写像化したものである. また, 行列Aが, ai1 = −1かつ aij = 1 (j ̸= 1)

のとき, ローレンツ距離二乗写像 ([7])とよぶ. すなわち, ローレンツ距離二乗写像とは
ローレンツ距離二乗関数を写像化したものである.

したがって, 一般化された距離二乗写像とは距離二乗写像, ローレンツ距離二乗写像
を包括する概念である.

元々の距離二乗写像の研究の動機は以下である. 古来より幾何学において, 高さ関数
と距離二乗関数は, 曲線や曲面等を調べるための有用な概念であった ([1]). 高さ関数を
成分とする写像は射影に他ならず, [17]においても埋め込みと射影との合成が調べられ
ている等, 高さ関数を写像化した概念であった射影はよく調べられていると言える. 他
方, 距離二乗関数を並べてできる写像, すなわち距離二乗写像に関する幾何学的研究は
見当たらず, 第一段階として, その写像自身の性質の研究が必要であった (その性質に
ついては [6]を参照して頂きたい). そして, 今後の研究課題の１つとして, 高さ関数, 距
離二乗関数と同様, 距離二乗写像の微分幾何学への応用が大きな課題である. それが実
現できれば, 関数を並べて写像化する利点を見出すことにもつながるであろう.

さて, 話を戻し, 本講演の主定理である定理4を, 一般化された距離二乗写像に適応し
て得られる結果をご紹介する.

命題 1 ([3]). 写像 fをn次元多様体NからRmへの埋め込みとする. W を sJ
r(N,Rℓ)

のモジュラー部分多様体とする. 行列 Aを, どの成分も 0でない ℓ × mの行列とす
る. このとき, (Rm)ℓの測度 0の部分集合Σが存在し, 任意の p ∈ (Rm)ℓ − Σに対して,

sj
r(G(p,A) ◦ f) : N (s) → sJ

r(N,Rℓ)はWに横断的である.

系 2 ([3]). 写像 f を n次元コンパクト多様体N からRmへの埋め込みとする. また,

(n, ℓ)を結構次元対 (nice dimension) とする. 行列Aを, どの成分も 0でない ℓ ×mの
行列とする. このとき, (Rm)ℓの測度0の部分集合Σが存在し, 任意のp ∈ (Rm)ℓ −Σに
対して, G(p,A) ◦ f : N → Rℓは安定写像である.

5. その他の関連結果
今回の主定理（第 3節, 定理 4）では, 多様体NからRmの開集合Uへの与えられた写
像f : N → Uが埋め込みの場合であったが, 本節では, 「埋め込み」を「はめ込み」に
まで条件を落とした場合の諸結果についてご紹介する. 本節の内容は, 2017年春に首都
大学東京で行われた日本数学会における講演内容も一部含まれているが, 時間の関係上
紹介できなかった内容も含めて記載した.

Rnの原点をRℓの原点に写す写像芽の 1-ジェット空間 J1(n, ℓ)の部分集合X がA1-

不変であるとは, j1g(0) ∈ Xなる g : (Rn, 0) → (Rℓ, 0)に対し, 任意の微分同相写像芽
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H : (Rℓ, 0)→ (Rℓ, 0), h : (Rn, 0)→ (Rn, 0)を合成したとしても, j1(H ◦ g ◦h−1)(0) ∈ X
となることである. 任意のA1-不変なJ1(n, ℓ)の部分多様体Xに対し, Xをファイバー
とするJ1(N,Rℓ)のサブファイバーバンドルをX(N,Rℓ)という記号で表すことにする.

このとき, はめ込みf : N → Uに対して, 以下が成り立つ.

尚, これまでの節と同様に, L(Rm,Rℓ)とは, RmからRℓへの線型写像全体から成る集
合であり, L(Rm,Rℓ) = (Rm)ℓという自然な同一視が存在することに注意しておく.

定理 5 ([4]). 写像 fをn次元多様体NからRmの開集合Uへのはめ込みとする. また,

F : U → Rℓを任意の写像, XをA1-不変なJ1(n, ℓ)の任意の部分多様体としてそれぞれ
与える. このとき, L(Rm,Rℓ)の測度0の部分集合Σが存在し, 任意のπ ∈ L(Rm,Rℓ)−Σ
に対して, j1(Fπ ◦ f) : N → J1(N,Rℓ)はX(N,Rℓ)に横断的である.

定理5のいくつかの応用例として, 例えば以下の諸結果が得られる. まずは, 定理5に
おける合成写像Fπ ◦fのターゲットの次元が1の場合の結果を説明する. 写像g : N → R
の特異点が非退化なとき, その特異点をモース特異点という.

系 3 ([4]). 写像 fをn次元多様体NからRmの開集合Uへのはめ込みとする. そして,

F : U → Rを任意の写像として与える. このとき, L(Rm,R)の測度 0の部分集合Σが
存在し, 任意のπ ∈ L(Rm,R) − Σに対して, Fπ ◦ f : N → Rの特異点はモース特異点
のみである.

ターゲットの次元を高くした場合については, 同じく定理 5より, 以下の系 4及び系
5が得られる.

写像 g : N → R2n−1 (n = dim N,n ≥ 2)の特異点 qがホイットニーの傘特異点であ
るとは, ソースの微分同相写像芽 h : (N, q) → (Rn, 0)とターゲットの微分同相写像芽
H : (R2n−1, g(q))→ (R2n−1, 0)が存在し,

H ◦ g ◦ h−1(x1, . . . , xn) = (x21, x1x2, . . . , x1xn, x2, . . . , xn)

を満たすことである. ここで, (x1, . . . , xn)は, 原点のまわりの局所座標である.

系 4 ([4]). 写像fをn次元多様体NからRmの開集合Uへのはめ込みとする. (ただし,

n ≥ 2) そして, F : U → R2n−1を任意の写像として与える. このとき, L(Rm,R2n−1)の
測度0の部分集合Σが存在し,任意のπ ∈ L(Rm,R2n−1)−Σに対して, Fπ◦f : N → R2n−1

の特異点はホイットニーの傘特異点のみである.

系 5 ([4]). 次元対 (n, ℓ)は, 2n ≤ ℓを満たすとする. 写像 fをn次元多様体NからRm

の開集合Uへのはめ込みとする. そして, F : U → Rℓを任意の写像として与える. こ
のとき, L(Rm,Rℓ)の測度 0の部分集合Σが存在し, 任意の π ∈ L(Rm,Rℓ) − Σに対し
て, Fπ ◦ f : N → Rℓは, はめ込みになる.
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ヘッセンバーグ多様体と超平面配置

堀口　達也（大阪大学大学院情報科学研究科、大阪市立大学数学研究所）

1. 序文

旗多様体Fℓ(Cn)はCnの線形部分空間の列 V1 ⊊ V2 ⊊ · · · ⊊ Vn = Cn全体からな
る空間である。ここで、各 Viは i次元線形部分空間を表す。
X : Cn → Cnを冪零な線形写像とし、X で固定される旗 V1 ⊊ V2 ⊊ · · · ⊊ Vn =

Cn(すなわちXVi ⊂ Vi (i = 1, . . . , n)を満たすもの)全体のなす空間はスプリンガー
多様体と呼ばれ、1970年代後半頃から対称群Snの幾何学的表現の実現としてスプ
リンガーにより導入された ([32, 33])。スプリンガーはこの多様体のコホモロジーの
上に対称群Snの作用を構成し、それを最高次数のコホモロジー群の上に制限する
と、Snの既約表現が現れるように構成した。対称群Snのすべての既約表現は幾
何学的なこの構成で実現することができる。また、スプリンガー多様体のコホモロ
ジー環の明示的な表示は [13, 34]で調べられており、[6, 19]では同変コホモロジー環
を調べている。
ヘッセンバーグ多様体は 1980年代後半頃に導入され ([14, 15])、スプリンガー多

様体を一般化した概念である。X : Cn → Cnを線形写像とし、h : {1, 2, . . . , n} →
{1, 2, . . . , n}を広義単調増加関数で h(i) ≥ i (i = 1, . . . , n)を満たすものとする。こ
のとき、以下で定義される旗多様体の射影部分多様体

Hess(X, h) := {V• ∈ Fℓ(Cn) | XVi ⊂ Vh(i) for i = 1, 2, . . . , n}

をヘッセンバーグ多様体、hをヘッセンバーグ関数と呼び、h = (h(1), h(2), . . . , h(n))
で表す。ヘッセンバーグ多様体の幾何・トポロジーは [1, 2, 3, 11, 16, 20, 25, 26, 35]
などで研究されており、様々な他分野と関連があることが知られてきている比較的
新しい研究対象である。
本稿では、線形写像X : Cn → Cnを、正則な冪零写像N(ジョルダンブロックが１

つだけの冪零な線形写像)または正則な半単純写像 S(対角化可能で固有値がすべて
異なる線形写像)としたヘッセンバーグ多様体のトポロジーに関する研究 ([4, 5, 9])
を紹介する。Hess(N, h)は正則な冪零ヘッセンバーグ多様体、Hess(S, h)は正則な
半単純ヘッセンバーグ多様体と呼ばれ、これらは特別な多様体を含んでいる。実際、
ヘッセンバーグ関数を h = (2, 3, 4, . . . , n, n)としたとき、Hess(N, h)は旗多様体の量
子コホモロジーと関連するピーターソン多様体であり ([22, 27])、Hess(S, h)はWeyl
cambers(A型)を扇とするトーリック多様体と一致する ([14])。
正則な冪零ヘッセンバーグ多様体Hess(N, h)のコホモロジー環の明示的な表示は

Mbrika-Tymoczko（[23]）により予想されていたが、[4, 5]においてコホモロジー環
H∗(Hess(N, h))の明示的な表示を与え (本稿の定理 2.7)、Mbrika-Tymoczko予想が
正しくないことも確認された。さらに、H∗(Hess(N, h))の明示的な表示を用いるこ
とにより、[5]において正則な冪零ヘッセンバーグ多様体Hess(N, h)と正則な半単純
ヘッセンバーグ多様体Hess(S, h)のコホモロジー環の間に次のような環同型が成り

1
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立つという興味深い結果が得られた (本稿の定理 2.13)：

(1.1) H∗(Hess(N, h)) ∼= H∗(Hess(S, h))Sn

ここで、コホモロジーH∗(Hess(S, h))上の対称群Sn表現は Tymoczkoにより定義
されたもの ([36])で、H∗(Hess(S, h))SnはSn不変部分環を表す。
上記の結果 (1.1)はグラフ理論への応用がある。Shareshian-WachsはH∗(Hess(S, h))

上の Tymoczkoによる対称群Sn表現 ([36])がグラフ理論と綺麗な対応があるとい
う予想を立てた ([29, 30])。もう少し詳しく述べると、Tymoczkoによる Sn 表現
H∗(Hess(S, h))はヘッセンバーグ関数 hから定まるグラフGhの彩色対称関数と一致
するという驚くべき予想である。上記の結果 (1.1)はShareshian-Wachsによるこの予
想の一部（自明表現の部分）が正しいことを物語っている。現在、Shareshian-Wachs
予想はBrosnan-Chowによりモノドロミーの視点から解決され ([12])、その後すぐに
Guay-Paquetはホップ代数を用いてShareshian-Wachs予想の別証明を与えた ([17])。
さらに、Shareshian-Wachs予想の解決は面白い応用をもたらす。それはグラフ理論
における Stanley-Stembridge予想がH∗(Hess(S, h))上の対称群Sn作用のふるまい
を深く調べることにより解決されるということである ([29, 30])。
ヘッセンバーグ多様体は一般の Lie型の旗多様体の射影部分多様体として定義で

きるため、環同型 (1.1)は A型以外の任意の Lie型でも成り立つかどうかという問
題が考えられる。[9]において、超平面配置を経由することでこの問題が解決された
(本稿の系 4.7)。厳密には、一般の Lie型における正則な冪零ヘッセンバーグ多様体
のコホモロジー環もしくは正則な半単純ヘッセンバーグ多様体のコホモロジー環の
Weyl群による不変部分環が、超平面配置で盛んに研究されている対数的導分を用い
て記述できるという結果が得られた (本稿の定理 4.5、定理 4.6)。
本稿ではまずA型ヘッセンバーグ多様体のトポロジーに関する結果について 2 節

で紹介する。その後、3 節で超平面配置に関するいくつかの言葉の説明をし、4 節
で一般の Lie型ヘッセンバーグ多様体と超平面配置に関する結果について紹介する。
これらの研究は、阿部拓氏（大阪市立大学数学研究所）、阿部拓郎氏（九州大学）、
原田芽ぐみ氏（マクマスター大学（カナダ））、枡田幹也氏（大阪市立大学）、村井
聡氏（大阪大学）、佐藤敬志氏（大阪市立大学数学研究所）との共同研究である。

2. A型ヘッセンバーグ多様体

A型旗多様体Fℓ(Cn)は以下のCnの線形部分空間の列全体からなる空間である：

V• := (V1 ⊊ V2 ⊊ · · · ⊊ Vn = Cn)

ここで、各 Viは i次元線形部分空間である。A型ヘッセンバーグ多様体は旗多様体
Fℓ(Cn)の射影部分多様体であり、線形写像とヘッセンバーグ関数の２つのデータか
ら定まる。まずはヘッセンバーグ関数の定義から始める。

定義 2.1. [n] := {1, 2, . . . , n}とする。関数 h : [n]→ [n]がヘッセンバーグ関数であ
るとは、以下の２つの条件を満たすときにいう。

(i) h(1) ≤ h(2) ≤ . . . ≤ h(n)
(ii) h(j) ≥ j for j = 1, 2, . . . , n

ヘッセンバーグ関数 hは各値を並べたもの h = (h(1), h(2), . . . , h(n))で表す。
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例 2.2. n = 5とする。h = (3, 3, 4, 5, 5)はヘッセンバーグ関数である。ヘッセンバー
グ関数 hを視覚化するために、各 j列目に h(j)個の箱を並べた箱の集まりを考える。
例えば、ヘッセンバーグ関数 h = (3, 3, 4, 5, 5)は以下の箱の集まりを表す。

Figure 1. ヘッセンバーグ関数 h = (3, 3, 4, 5, 5)に対応する箱の集まり

定義 2.3. 線形写像X : Cn → Cnとヘッセンバーグ関数h : [n]→ [n]に対して、ヘッ
センバーグ多様体Hess(X, h)は以下で定義される旗多様体Fℓ(Cn)の射影部分多様
体である：

Hess(X, h) = {V• ∈ Fℓ(Cn) | XVi ⊂ Vh(i) for i = 1, 2, . . . , n}

Xが零写像Oまたは h = (n, n, . . . , n)のとき、ヘッセンバーグ多様体Hess(X, h)
は全体の旗多様体 Fℓ(Cn)に一致することが定義から分かる。また、任意の可逆行
列 g ∈ GL(n,C)に対して、

Hess(X, h) ∼= Hess(gXg−1, h);V• 7→ gV•

であるので、Xをジョルダン標準形と仮定してもよい。
線形写像X の性質に応じ、対応するヘッセンバーグ多様体 Hess(X, h)もそのよ

うに呼ぶ。例えば、X が冪零 (i.e. ∃k,Xk = O )のとき Hess(X, h)を冪零ヘッセ
ンバーグ多様体と呼ぶ。冪零ヘッセンバーグ多様体においてヘッセンバーグ関数
を h = (1, 2, . . . , n)と取ると対称群の表現と関連するスプリンガー多様体となる
([32, 33])。
X が正則な冪零写像N とX が正則な半単純写像 Sの２つの場合1 におけるヘッ

センバーグ多様体Hess(N, h)とHess(S, h)を考察していく。ここで、Xはジョルダ
ン標準形と仮定してよいので、

N =


0 1

0 1
. . .

. . .

0 1
0

 , S =


c1

c2
. . .

cn


と取ってよい。ただし、c1, c2, . . . , cnは相異なる。

1X が半単純であるとはX が対角化可能のときを表し、X が正則であるとはX のジョルダン標準
形において各ジョルダンブロック Jiに属する対角成分を ciとしたときに ciたちが相異なるときを表
す。
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注意 2.4. 以下ではヘッセンバーグ多様体のコホモロジー環2について考察していく。
Hess(S, h)のコホモロジー環はSの固有値 c1, c2, . . . , cnに依存しないので、Sの相異
なる固有値の取り方は気にしなくてもよい。

2.1. 正則な冪零ヘッセンバーグ多様体Hess(N, h).
h = (2, 3, 4, . . . , n, n)とする正則な冪零ヘッセンバーグ多様体 Hess(N, h)はピー

ターソン多様体と呼ばれ、旗多様体の量子コホモロジーと関連していることが知られ
ている ([22, 27])。旗多様体Fℓ(Cn)はh = (n, n, . . . , n)とするHess(N, h)と思えたか
ら、正則な冪零ヘッセンバーグ多様体はピーターソン多様体Petと旗多様体Fℓ(Cn)
を離散的につなぐものと思える。まず、正則な冪零ヘッセンバーグ多様体Hess(N, h)
の幾何学的性質について述べる：

定理 2.5 (Insko-Yong [20], Kostant [22], Sommers-Tymoczko [31], Tymoczko [35]).
Hess(N, h)を正則な冪零ヘッセンバーグ多様体とする。このとき、次が成立。

(1) Hess(N, h)は一般に特異点をもつ。
(2) Hess(N, h)の複素次元は

∑n
j=1(h(j)− j)である。

(3) Hess(N, h)は複素セル分割3 をもつ。特に、Hess(N, h)の奇数次コホモロジー
は消えている。

注意 2.6. 定理 2.5 (2)におけるHess(N, h)の複素次元
∑n

j=1(h(j)− j)は、ヘッセン
バーグ関数 hを箱の集まりと思えば、対角線より真に左下に位置する箱の個数を表
す。例えば、ヘッセンバーグ関数 h = (3, 3, 4, 5, 5)とする正則な冪零ヘッセンバーグ
多様体の複素次元は 5である。

Figure 2. h = (3, 3, 4, 5, 5)とするHess(N, h)の複素次元でカウント
される箱の集まり

次に、正則な冪零ヘッセンバーグ多様体Hess(N, h)のコホモロジー環について紹
介する。旗多様体Fℓ(Cn)のコホモロジー環は

(2.1) H∗(Fℓ(Cn)) ∼= R[x1, . . . , xn]/(ei(x1, . . . , xn) | 1 ≤ i ≤ n)

2本稿ではコホモロジーは実数係数の特異コホモロジーを表す。
3ここでのセル分割は代数トポロジーでよく使われる意味の胞体分割とは異なるが、それに似た概

念である complex affine paving を表す。
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で与えられることが知られている4 。ここで、xiの次数は 2で、ei(x1, . . . , xn)は次
数 iの基本対称式を表す。正則な冪零ヘッセンバーグ多様体Hess(N, h)のコホモロ
ジー環については、以下の結果が得られた。

定理 2.7 (Abe-Harada-H-Masuda [4, 5]). Hess(N, h)を正則な冪零ヘッセンバーグ多
様体とする。このとき、包含写像Hess(N, h) ⊂ Fℓ(Cn)が導く制限写像H∗(Fℓ(Cn))→
H∗(Hess(N, h))は全射であり、次の環同型が成立：

(2.2) H∗(Hess(N, h)) ∼= R[x1, . . . , xn]/
( j∑

k=1

( h(j)∏
ℓ=j+1

(xk − xℓ)
)
xk | 1 ≤ i ≤ n

)
ここで、h(j) = j のとき

∏h(j)
ℓ=j+1(xk − xℓ) = 1とする。また、(2.2)に現れる xiは

(2.1)に現れる xiの制限写像H∗(Fℓ(Cn))→ H∗(Hess(N, h))による像である。

注意 2.8. ピーターソン多様体のコホモロジー環の明示的な表示は [16]により与え
られており、表示 (2.2)は [16]の表示を含んでいる。

特に、この表示 (2.2)から可換環論の一般論を用いることで次が得られる。

系 2.9 (Abe-Harada-H-Masuda [5]). 正則な冪零ヘッセンバーグ多様体 Hess(N, h)
のコホモロジー環はポアンカレ双対代数である。すなわち、m := dimC Hess(N, h)
とすると、ペアリング

H2k(Hess(N, h))×H2m−2k(Hess(N, h))→ H2m(Hess(N, h)) ∼= R
は非退化である (0 ≤ ∀k ≤ m)。ここで、最初の写像はカップ積をとる写像を表す。

2.2. 正則な半単純ヘッセンバーグ多様体Hess(S, h).
まず、正則な半単純ヘッセンバーグ多様体Hess(S, h)の幾何学的性質について述

べる：

定理 2.10 (De Mari-Procesi-Shayman [14]). Hess(S, h)を正則な半単純ヘッセンバー
グ多様体とする。このとき、次が成立。

(1) Hess(S, h)は非特異である。
(2) Hess(S, h)の複素次元は

∑n
j=1(h(j)− j)である。

(3) Hess(S, h)は複素セル分割 (complex affine paving) をもつ。特に、Hess(S, h)
の奇数次コホモロジーは消えている。

(4) ヘッセンバーグ関数h = (2, 3, 4, . . . , n, n)とするHess(S, h)は、An−1型Weyl
cambersを扇とするトーリック多様体である。

注意 2.11. 定理 2.5 (2)と定理 2.10 (2)より、任意のヘッセンバーグ関数 hに対し
て、Hess(N, h)とHess(S, h)の複素次元は同じである：

dimC Hess(N, h) = dimC Hess(S, h)

4表示 (2.1)は整数係数でも成立。
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注意 2.12. 定理 2.10 (4)より、正則な半単純ヘッセンバーグ多様体 Hess(S, h)は
An−1型Weyl cambersを扇とするトーリック多様体と旗多様体を離散的につなぐも
のと思える。

次に、正則な半単純ヘッセンバーグ多様体Hess(S, h)のコホモロジー環における現
在の状況について述べる。正則な冪零ヘッセンバーグ多様体Hess(N, h)のときと違っ
て、Hess(S, h)のコホモロジー環の表示を与えることは易しくはない。その理由は、
包含写像Hess(S, h) ⊂ Fℓ(Cn)から導かれる制限写像H∗(Fℓ(Cn))→ H∗(Hess(S, h))
は一般に全射ではないというところから来る。すなわち、H∗(Hess(S, h))のR-代数
としての生成元を見つけなければならないのである（H∗(Hess(S, h))の生成元とし
てH∗(Fℓ(Cn))から来ないものがある！）。最近の結果として、ヘッセンバーグ関数
hが h = (h(1), n, . . . , n)という特別な場合についてH∗(Hess(S, h))の生成元を見つ
け、さらにコホモロジー環H∗(Hess(S, h))の明示的な表示も得られた ([7])。現在、
一般のヘッセンバーグ関数 hについてはH∗(Hess(S, h))の生成元すら得られていな
い状況である5 。
一方、TymoczkoはGKM理論を用いて、コホモロジーH∗(Hess(S, h))の上に対

称群Snの作用を構成した ([36])。このSn作用はヘッセンバーグ関数 hから定まる
グラフGhの彩色対称関数と一致する！という驚くべき対応がある ([29, 30, 12, 17])。
さらに、このグラフ理論との架け橋により、グラフ理論におけるStanley-Stembridge
予想がH∗(Hess(S, h))上の対称群Sn作用のふるまいを深く調べることにより解決
されることが知られている。一方で、このSn作用に関するH∗(Hess(S, h))の不変
部分環が、正則な冪零ヘッセンバーグ多様体のコホモロジー環H∗(Hess(N, h))と一
致する！という興味深い結果が得られた。これらの結果について次の 2.3節で紹介
する。

2.3. Hess(N, h)とHess(S, h)の関係.
正則な冪零ヘッセンバーグ多様体Hess(N, h)と正則な半単純ヘッセンバーグ多様体
Hess(S, h)の性質についてまとめる（Hess(N, h)と超平面配置の関係については最
後の 4 節で述べる。）。

Hess(N, h) Hess(S, h)

h = (2, 3, 4, . . . , n, n) Pet XAn−1

h = (n, n, . . . , n) Fℓ(Cn) Fℓ(Cn)
特異性 (一般に)特異 非特異
複素次元

∑n
j=1(h(j)− j)

∑n
j=1(h(j)− j)

複素セル分割 (complex affine paving) もつ もつ
コホモロジー環 PDA PDA
旗多様体のコホモロジー環からの制限写像 全射 (一般に)全射でない
他分野との関連 超平面配置 グラフ理論

• Pet: ピーターソン多様体
• XAn−1 : An−1型 Weyl cambers を扇とするトーリック多様体

5h = (2, 3, 4, . . . , n, n)のときHess(S, h)は非特異な射影的トーリック多様体なので、コホモロジー
環H∗(Hess(S, h))の明示的な表示は具体的に書ける。
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• Fℓ(Cn): 旗多様体
• PDA: ポアンカレ双対代数

h = (2, 3, 4, . . . , n, n)とする正則な半単純ヘッセンバーグ多様体Hess(S, h)はAn−1

型Weyl cambersを扇とするトーリック多様体XAn−1であった。この扇の上に対称群
Snの作用が自然にあるので、トーリック多様体XAn−1上にSn作用が誘導され、コホ
モロジーH∗(XAn−1)上のSn表現を得る6 。Klyachkoはコホモロジー環H∗(XAn−1)
のSn不変部分環H∗(XAn−1)

Snの明示的な表示を与えた（[21]）。その表示はちょう
ど [18]で与えられたピーターソン多様体のコホモロジー環H∗(Pet)の明示的な表示
とちょうど一致しているので、環同型

H∗(Pet) ∼= H∗(XAn−1)
Sn

が得られる。この環同型は一般のヘッセンバーグ関数 hに対しても正しいのかとい
うのが自然な問題である。次の定理はこの問題の解答を与えている。

定理 2.13 (Abe-Harada-H-Masuda [5]). 任意のヘッセンバーグ関数 hに対して、次
の環同型が成立。

(2.3) H∗(Hess(N, h)) ∼= H∗(Hess(S, h))Sn

ここで、コホモロジー環H∗(Hess(S, h))上の対称群Sn作用は Tymoczkoにより構
成されたもの ([36])で、右辺はH∗(Hess(S, h))のSn不変部分環を表す。

注意 2.14. h = (n, n, . . . , n)とする Hess(S, h)は旗多様体 Fℓ(Cn)であり、この
とき H∗(Fℓ(Cn)) 上の Sn 作用は自明である。定理 2.13 における環同型 (2.3) は
H∗(Fℓ(Cn))からの制限写像と可換図式をなすものである：

H∗(Fℓ(Cn)) H∗(Fℓ(Cn))Sny y
H∗(Hess(N, h))

∼=−−−→ H∗(Hess(S, h))Sn

ヘッセンバーグ多様体は任意の Lie型の旗多様体の射影部分多様体として定義で
きる（4 節）。では、A型におけるこの結果（定理 2.13）は一般の Lie型でも正しい
かどうかが自然と気になる問題である。今回、超平面配置と関連付けることで一般
の Lie型でも正しいという結論を得ることができた。3 節では超平面配置について
紹介し、4 節では今回得られた主定理について紹介する。

3. 超平面配置

V を R上 n次元ベクトル空間とする。Aが V の中の有限個の超平面からなると
き、Aを V の中にある超平面配置であるという。
Rを V の双対空間 V ∗の対称代数 Sym(V ∗)とする。V の元は V ∗上の線形関数で、

R上の導分に拡張する：

v(fg) = v(f)g + fv(g) v ∈ V, f, g ∈ R
6一般のヘッセンバーグ関数 hに対して、Tymoczkoは H∗(Hess(S, h))上に Sn 表現を構成した

([36])が、h = (2, 3, 4, . . . , n, n)のときはXAn−1
に対応する扇の上の対称群Sn作用から誘導される

このSn 表現と一致する。
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R上の導分全体からなるR加群を

Der(R) := R⊗ V
で定義する。特に、x1, . . . , xnを V ∗の基底とすると、Der(R) :=

⊕n
i=1R(∂/∂xi)と

表せる。

定義 3.1. 超平面配置Aに対して、Aの対数的導分のR加群D(A)を
D(A) := {θ ∈ Der(R) | θ(αH) ∈ Rαh, ∀H ∈ A}

で定義する。ここで、αH ∈ V ∗はH ∈ Aを定義する線形形式とする。

例 3.2. Rnの超平面Hi,j(1 ≤ i < j ≤ n)を

Hi,j := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | xi − xj = 0}
で定義し、超平面配置

A := {Hi,j | 1 ≤ i < j ≤ n}
を考える。このとき、R = R[x1, . . . , xn]加群Der(R) :=

⊕n
i=1R(∂/∂xi)の元

θk := xk1
∂

∂x1
+ xk2

∂

∂x2
+ · · ·+ xkn

∂

∂xn
(k ≥ 0)

はD(A)の元である。

θ ∈ Der(R) が次数 dの斉次元であるとは、θ =
∑ℓ

k=1 fk ⊗ vk (fk ∈ R, vk ∈ V )と
書いたときに、零でないすべての fkの次数が dであるときにいう。

定義 3.3. 超平面配置Aが自由でその指数が (d1, . . . , dn)であるとは、D(A)が自由
R加群であり、deg θi = di (i = 1, . . . , n)であるような斉次基底 θ1, . . . , θnをもつと
きにいう。

定理 3.4 (Saito’s criterion, Saito [28] ([24]も参照)). Aを超平面配置とする。θ1, . . . , θn ∈
D(A)を斉次元とする。このとき、次の２つは同値：

(1) θ1, . . . , θnがD(A)のR基底をなす。
(2) θ1, . . . , θnがR上線形独立で、

∑n
i=1 deg(θi) = |A|である。

例 3.5. 例 3.2において、定理 3.4より θ0, θ1, . . . , θn−1はD(A)の R基底をなすの
で、Aは自由配置でその指数は (0, 1, . . . , n− 1)である。今、Q := x21 + · · · + x2nと
おき、R = R[x1, . . . , xn]のイデアル aを

a := {θ(Q) | θ ∈ D(A)}
で定義する。θ0, θ1, . . . , θn−1はD(A)のR基底をなすことから、a = (p1, . . . , pn)で
あることが分かる。ここで pkは冪和 pk := xk1 + . . .+ xknを表す。(2.1)より、環同型

H∗(Fℓ(Cn)) ∼= R/a

を得る。

次の 4 節では、例 3.5における考察をヘッセンバーグ多様体に拡張する。その結
果として、A型ヘッセンバーグ多様体で述べた結果が他の Lie型にも拡張できると
いう結果が得られる。
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4. 一般のLie型のヘッセンバーグ多様体とイデアル配置

Gを階数 nの C上の半単純線形代数群とし、そのボレル部分群 Bを１つ固定す
る。このとき、次のデータが定まる：

• T : 極大コンパクトトーラス
• W : ワイル群
• t ⊂ b ⊂ g: T ⊂ B ⊂ Gの Lie環
• Φ: ルート全体の集合
• Φ+: 正ルート全体の集合
• ∆: 単純ルート全体 α1, . . . , αnの集合
• gα: ルート αに付随するルート空間

２つのルート α, β ∈ Φに対して、「α ⪯ β ⇐⇒ β − α ∈
∑n

i=1 Z≥0αi」により、Φ
上に半順序を定める。

定義 4.1. I ⊂ Φ+が下方イデアルであるとは、以下の条件

α ∈ Φ+, β ∈ I, α ⪯ β ⇒ α ∈ I

をみたすときにいう。換言すると、I の元で自分より小さいものは全て I に入ると
いうことである。

下方イデアル I ⊂ Φ+に対して、H(I) = b⊕ (
⊕

α∈I g−α)をヘッセンバーグ空間7と
呼ぶ。

定義 4.2. X ∈ g, I ⊂ Φ+を下方イデアルとする。このとき、ヘッセンバーグ多様
体Hess(X, I)を以下の旗多様体G/Bの射影部分多様体で定義する：

Hess(X, I) = {gB ∈ G/B | Ad(g−1)(X) ∈ H(I)}

定義 4.3. I ⊂ Φ+を下方イデアルとする。tの中の超平面配置

AI := {kerα | α ∈ I}

をイデアル配置と呼ぶ。（I = Φ+のときはWeyl配置と呼ばれる。）

正ルート α ∈ Φ+を α =
∑n

i=1 ciαiと単純ルートの線形結合で書いたとき、αの高
さ ht(α)を

∑n
i=1 ciで定義する。m := max{ht(α) | α ∈ I}とする。ij := |{α ∈ I |

ht(α) = j}|とし、Iの高さ分布を正整数の列 (i1, i2, . . . , im)で定義する。Iの高さ分
布の双対配置DP(I)を

DP(I) := ((0)n−i1 , (1)i1−i2 , . . . , (m− 1)im−1−im , (m)im)

で定義する。ここで、(a)bは非負整数 aがちょうど b回現れることを意味する。

定理 4.4 ([8]). イデアル配置AIは自由でその指数は Iの高さ分布の双対配置DP(I)
と一致する。

7A型のとき、このヘッセンバーグ空間はヘッセンバーグ関数（箱の集まりと同一視したもの）に
対応している。
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R := Sym t∗とする。QをW -不変な非退化な二次形式とし、

a(I) := {θ(Q) | θ ∈ D(AI)}
によりRのイデアルを定義する。

主定理の内容
ルートαに対して、αに付随する旗多様体G/B上の直線束の第一チャーン類を対応
させることで、環準同型写像

(4.1) φ : R := Sym t∗ → H∗(G/B)

を得る。Borelはこの写像が全射であることとKerφ = (RW
+ )であることを証明した

([10])。ここで、(RW
+ )は定数項が 0であるW -不変なRの元で生成されるイデアル

である。一方、Weyl配置AΦ+ から得られるイデアル a(Φ+)は (RW
+ )と一致するこ

とが知られている ([9, Theorem 3.9]参照)。
今、この結果をヘッセンバーグ多様体に拡張する。N ∈ gを正則な冪零元、S ∈ g

を正則な半単純元とする。正則な冪零ヘッセンバーグ多様体Hess(N, I)から旗多様
体G/Bへの包含写像が導く制限写像H∗(G/B)→ H∗(Hess(N, I))と (4.1)との合成
写像：

(4.2) φI : R := Sym t∗ → H∗(G/B)→ H∗(Hess(N, I))

を考える。

定理 4.5 (Abe-H-Masuda-Murai-Sato [9]). (4.2)の写像 φIは全射であり、その核は
a(I)と一致する。特に、環同型

(4.3) H∗(Hess(N, I)) ∼= R/a(I)

を得る。

A型のときの [36]による正則な半単純ヘッセンバーグ多様体Hess(S, h)のコホモ
ロジーH∗(Hess(S, h))の上の対称群の作用の構成と同様にして、一般の Lie型でも
H∗(Hess(S, I))の上にワイル群W の作用が構成される。I = Φ+のとき、Hess(S, I)
は全体の旗多様体 G/B と一致し、そのときの H∗(G/B)上の W 作用は自明であ
る。制限写像H∗(G/B)→ H∗(Hess(S, I))がW 同変であることから、環準同型写像
H∗(G/B)→ H∗(Hess(S, I))W を得る。この写像と (4.1)との合成写像：

(4.4) ψI : R := Sym t∗ → H∗(G/B)→ H∗(Hess(S, I))W

を考える。

定理 4.6 (Abe-H-Masuda-Murai-Sato [9]). (4.4)の写像 ψI は全射であり、その核は
a(I)と一致する。特に、環同型

(4.5) H∗(Hess(S, I))W ∼= R/a(I)

を得る。

(4.3)と (4.5)より、次の系を得る。

系 4.7 (Abe-H-Masuda-Murai-Sato [9]). 次の環同型が成立：

H∗(Hess(N, I)) ∼= H∗(Hess(S, I))W
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