
๏ެཧͱύϥίϯύΫτ੍ۭؒڧ

ബ༿ق࿏

1. ಋೖ

Ґ૬ۭؒʹ͓͍ͯ, େҬతੑ࣭ͱہॴతੑ࣭ͱͷؔॏཁͳτϐοΫͷҰͭ
Ͱ͋Δ. ,ԋͰߨճͷࠓ දతͳେҬతੑ࣭Ͱ͋ΔύϥίϯύΫτੑͱہॴతੑ
࣭ͷؔ͢ߟ͍ͯͭʹΔ. ෮श͢Δͱ:

Definition 1.1. XΛҐ૬ۭؒͱ͢Δ.

(1) Xͷ෦ू߹ͷF ͕ locally finite ͱ, ҙͷ p ∈ Xʹରͯ͠, pͷ։
ۙ V Ͱ {F ∈ F : F ∩ V ̸= ∅}͕༗ݶʹͳΔͷ͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱͰ͋Δ.

(2) Xͷ෦ू߹ͷF , Gʹରͯ͠, F͕Gͷ refinementͱ,ҙͷF ∈ F
ʹରͯ͠ G ∈ GͰ F ⊆ GͱͳΔͷ͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱͰ͋Δ.

(3) X͕ύϥίϯύΫτͱ, Xͷҙͷ։ඃ෴ U ʹରͯ͠, locally finiteͳ U
ͷ refinemet VͰ V͕։ඃ෴ʹͳΔͷ͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱͰ͋Δ.

༷ʑͳঢ়گͰ, ύϥίϯύΫτੑجຊతੑ࣭ͷҰͭͱͯ͠Ծఆ͞Ε͍ͯΔ͕,
͜ͷཧ༝ͷҰ͕ͭύϥίϯύΫτۭؒʹ͓͍ͯ, ॴతੑ࣭ΛுΓ߹Θۭͤͯؒہ
શମʹ͛Δ͜ͱ͕Մ͔ͩΒͰ͋Δ. ྫ͑ 1ͷׂఆཧ, ͷϚΠέϧͷఆ࣍
ཧΑ͘ΒΕ͍ͯΔ:

Fact 1.2 (Michael). ύϥίϯύΫτۭؒX ͷ։ू߹ʹର͢Δੑ࣭ P Ͱ࣍Λຬͨ
͢ͷΛ͑ߟΔ:

(1) X ͷ։ू߹ V ͕ੑ࣭ P Λͭ࣋ͳΒ, V ͷҙͷ։෦ू߹ੑ࣭ P Λ
.ͭ࣋

(2) U , V ͕ͱʹੑ࣭PΛͯ࣋, U ∪ V ੑ࣭PΛͭ࣋.
(3) {Vλ : λ ∈ Λ}͕ੑ࣭ P Λͭ࣋։ू߹ͷૄͳͰ͋Ε, ू߹

⋃
λ∈Λ Vλ

ੑ࣭ P Λͭ࣋ (͜͜ͰXͷ෦ू߹ͷF ͕ૄͰ͋Δͱ, ҙͷ p ∈ X
ʹରͯ͠ pͷ։ۙ V ͰߴʑҰͭͷFͷཁૉͱަΘΔͷ͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱ
Ͱ͋Δ).

͜ͷͱ͖, ͠Xͷ֤͕ੑ࣭PΛͭ࣋։ۙΛͭ࣋ͷͰ͋Ε, Xࣗੑ࣭P
Λͭ࣋.

͜ͷఆཧΑΓ, ྫ͑ύϥίϯύΫτۭؒX ͷ֤͕ڑ͚Մͳ։ۙΛ
,ͷͰ͋Εͭ࣋ ͦͷڑؔΛுΓ߹ΘͤͯXશମͷڑؔʹ֦ுͰ͖Δ͜ͱ
͕Θ͔Δ.
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ύϥίϯύΫτۭؒ͜ͷΑ͏ʹ, ࣋ʹॴతੑ࣭ΛுΓ߹ΘͤͯେҬతͳੑ࣭ہ
্ͪ͛Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ͜ͷΑ͏ͳঢ়گ, ύϥίϯύΫτۭ͕ؒਅʹେҬతͳੑ
࣭Ͱ͋Δ͜ͱΛ͍ࣔࠦͯ͠Δ. ຊߨԋͰ, ,ʹٯ ͕ۭؒͭ࣋ॴతʹྑ͍ੑ࣭Λہ
େҬతʹྑ͍ੑ࣭Ͱ͋ΔύϥίϯύΫτੑΛͭ࣋ͷͲͷΑ͏ͳঢ়گͰ͋Δ͔, ಛ
,ΕΔެཧͷԼͰͲ͏͔ݺ๏ެཧͱ੍ڧʹ ʹ͍ͭͯͷ݁ՌΛհ͢Δ.

2. ଟ༷ମͱ ω1

؆୯ͷͨΊʹ, nݩ࣍ଟ༷ମͱ, ୯ʹ֤͕Rnͷ͋Δ։ू߹ͱಉ૬ͳ։ۙΛ
.ͱͱ͢Δͭ࣋͜ ҰൠʹԾఆ͞ΕΔୈೋՄੑࢉύϥίϯύΫτੑԾఆ͠ͳ͍͜
ͱʹ͢Δ. ଟ༷ମୈҰՄࢉ, ,ॴίϯύΫτͰ͋Γہ͔ͭ ੑ͍ྑʹॴతʹඇৗہ
࣭Λۭؒͭ࣋Ͱ͋Δ.

ଟ༷ମͷࣗ໌ͳྫ࣮ઢRԁݩ࣍1 S1Ͱ͋Δ. ඇࣗ໌͔ͭົحͳྫͱ͠
ͯ, ͍ઢͱݺΕΔͷ͕ΒΕ͍ͯΔ. ͜͜Ͱ, ω1Λ࠷খͷඇՄࢉॱংͱ
͢Δ. ͨͩ͠, ω1ू߹ͱͯ͠, ՄࢉॱংશମͱಉҰ͢ࢹΔ͜ͱʹ͢Δ. ω1্ʹ
 α < β ⇐⇒ α βΑΓখ͍͞ॱং, ͱͯࣗ͠વʹॱং͕ೖΔ.

Definition 2.1. ω1× [0, 1)ʹࣙॻࣜॱংΛೖΕͨઢΛ͑ߟΔ, ͢ͳΘͪ ⟨α, x⟩ <
⟨β, y⟩ ⇐⇒ α < β, ·ͨ α = β͔ͭ x < y, ͱ͢Δ. ω1 × [0, 1) = L≥0ͱ͠, L≥0

͔Β࠷খݩ (0, 0)Λআ͍ͨઢL+Λ͍ઢͱݺͿ. ·ͨ, L≥0ʹ͍ઢͷ
ଆʹՃ͑ͨઢࠨॱংΛٯ LΛ͍ઢͱݺͿ. ͍ઢ, ͍ઢʹॱংҐ
૬ΛೖΕͯҐ૬ۭؒͱͯ͑͠ߟΔ͜ͱʹ͢Δ.

͍ઢ͕ .ଟ༷ମͰ͋Δ͜ͱ༰қʹΘ͔Δݩ࣍1 Ұํ, ͍ઢ͕ύϥίϯ
ύΫτͰͳ͍͜ͱ࣍ͷ࣮ࣄΑΓಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

Fact 2.2. ω1ʹॱংҐ૬ΛೖΕͨҐ૬ۭؒ࣍ͷੑ࣭Λͭ࣋:

(1) ୈҰՄࢉ, ,ॴίϯύΫτہ ՄࢉίϯύΫτͰ͋Δ.
(2) Ҩతਖ਼ۭؒنͰ͋Δ.
(3) ҰํͰ ω1ύϥίϯύΫτͰͳ͍.

ω1͕ύϥίϯύΫτͰͳ͍͜ͱू߹ͰΑ͘ΘΕΔ pressing-down lemma
(Fodor’s lemmaͱݺΕΔ) ͔ΒͪʹΘ͔Δ.
͍ઢʹ͓͍ͯ {(α, 0) : α ∈ ω1}͍ઢͷด෦ू߹Ͱ ω1ͱಉ૬ʹͳΔ

͕, ύϥίϯύΫτۭؒͷด෦ۭؒΓύϥίϯύΫτʹͳΔͷͰ, ͜ͷ͜
ͱ͔Β͍ઢ͕ύϥίϯύΫτͰͳ͍͜ͱ͕ಋ͔ΕΔ.
ͳ͍ͨ࣋քΛڥ ,ଟ༷ମRݩ࣍1 S, LͷͲΕ͔ͱಉ૬ʹͳΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯ

ΔͷͰ, ,ଟ༷ମ͕ύϥίϯύΫτͰͳ͍͜ͱݩ࣍ͳ͍̍ͨ࣋քΛڥ ω1ͱಉ૬ͳ
ด෦ۭؒΛؚ·ͳ͍͜ͱͰ͋Δ, ͱಛ͚ͮͰ͖Δ.

2

64第64回トポロジーシンポジウム



3. ՄۭؒͱύϥίϯύΫτ

ଟ༷ମʹݶΒͣ, ω1ͱಉ૬ͳด෦ۭؒΛۭؒͭ࣋ύϥίϯύΫτʹͳΒͳ
͍. ͦΕͰ, ͳ͍ͳΒύϥίϯύΫτʹͳΔͨ࣋ω1ͱಉ૬ͳด෦ۭؒΛʹٯ
͔? ͜ͷ͜ͱʹؔͯ͠, ͷΑ͏ͳ࣍ von Douwenͷྫ͕ΒΕ͍ͯΔ.

Fact 3.1 (von Douwen [3]). :Δ͢ࡏΛຬͨ͢Ґ૬ۭؒX͕ଘ࣍

(1) XہॴίϯύΫτ, ୈҰՄࢉ, ਖ਼ن, ՄͰ͋Δ.
(2) X2ͷର֯෦X2ͷGδू߹ʹͳΔ. ಛʹX ω1ͱಉ૬ͳด෦ۭؒΛ
.ͳ͍ͨ࣋

(3) XϦϯσϨϑͰͳ͍.

͜͜ͰҐ૬ۭؒX ͕ϦϯσϨϑͰ͋Δͱ, X ͷҙͷ։ඃ෴͕ߴʑՄࢉͳ։
ඃ෴Λͭ࣋͜ͱͰ͋Δ.

Fact 3.2. X͕ՄͰύϥίϯύΫτͰ͋ΔͳΒ, XϦϯσϨϑͰ͋Δ. ಛʹ
X͕ύϥίϯύΫτͳΒ, XͷҙͷՄด෦ۭؒϦϯσϨϑͰ͋Δ.

Αͬͯ, von Douwenͷۭؒہॴతʹྑ͍ੑ࣭Λͪ࣋, ͔ͭ ω1Λؚ·ͳ͍͕ύ
ϥίϯύΫτͰͳ͍ྫͱͳ͍ͬͯΔ.
Ҏ্ΑΓ, ۭ͕ؒύϥίϯύΫτͰ͋ΔͨΊʹඞཁͳ݅ͱͯ͠গͳ͘ͱ͕࣍

͋͛ΒΕΔ.

• ω1Λด෦ۭؒͱؚͯ͠·ͳ͍.
• ҙͷՄด෦ۭؒϦϯσϨϑͰ͋Δ.

͜ͷೋͭͷ͕݅, ॴతʹྑ͍ۭ͕ؒύϥίϯύΫτۭؒͰ͋Δ͜ͱΛಛͮہ
͚ͯ͘ΕΔͩΖ͏͔? ݁Λ͑ݴ͑൱ఆతͰ͋Δ͕, ΒΕ͍ͯΔྫ͍Θ
ΏΔʮඪ४తͳू߹ެཧܥ ZFCͱແໃ६Ͱ͋ΔʯྫͰ͋Δ.

Fact 3.3. Δ͜ͱ͢ࡏͷΑ͏ͳۭؒX͕ଘ࣍ ZFCͱແໃ६Ͱ͋Δ:

(1) XہॴίϯύΫτ, ՄࢉίϯύΫτ, ୈҰՄࢉ, Ҩతਖ਼نͰ͋Δ.
(2) X ω1ͱಉ૬ͳด෦۠ؒΛͨ࣋ͳ͍.
(3) XͷҙͷՄด෦ۭؒߴʑՄࢉ, ಛʹϦϯσϨϑͰ͋Δ.
(4) XύϥίϯύΫτͰͳ͍.

͔͠͠ͳ͕Β, ͜ͷۭؒͷଘࡏ͋͘·ͰʮZFCͱແໃ६ʯͳྫͰ͋Γ, ʹࡍ࣮
.ՄͳۭؒͰͳ͍ߏ ͦΕͰ, ্ͷΑ͏ͳۭؒৗʹଘ͢ࡏΔͰ͋Ζ͏͔?
ͦͷ͑Λ͑ΔͨΊʹ, .ΕΔެཧ͕ඇৗʹ༗༻Ͱ͋Δݺ๏ެཧͱ੍ڧ

4. ๏ެཧ੍ڧ

ू߹ͰΑ͘ΘΕΔ੍ڧ๏ެཧʹ͍ͭͯ؆୯ʹհ͢Δ. ,๏ެཧ੍ڧ ໊લ
ͷ௨Γू߹ͷ੍ڧ๏ͱؔެ͍ਂ͕ཧͰ͋Δ͕, ͜͜ͰҐ૬ۭؒͷݴ༿Λ༻
͍ͯఆٛΛ༩͑Δ.

3

65第64回トポロジーシンポジウム



,๏ެཧͷେຊʹ͋Δͷ੍ڧ :ͷΑ͘ΒΕͨBaireͷൣᙝੑఆཧͰ͋Δ࣍

Fact 4.1 (Baire). X ΛίϯύΫτۭؒ ,ॴίϯύΫτہ) ͋Δ͍උڑۭؒ)
ͱ͢Δ. D = {D0, D1, . . . }͕X ͷີ։ू߹ͷՄࢉͰ͋ΔͳΒ, ͦͷڞ௨෦

⋂

n∈N DnۭͰͳ͍.

BaireͷൣᙝੑఆཧͷՄࢉΛ, ೱ ℵ1ͷʹม͑Δ͜ͱͰ͖ͳ͍͜ͱ͕Β
Ε͍ͯΔ. ͔͠͠ͳ͕Βۭؒʹ͋Δఔͷ੍Λ͚ͭΔ͜ͱͰ, ͦΕ͕ՄͰ͋Δ
͜ͱΛओு͢Δͷ੍͕ڧ๏ެཧͰ͋Δ. Ҏޙ, ू߹X ͷೱΛ |X|Ͱද͢͜ͱʹ
͢Δ

Definition 4.2. κΛແجݶ, XΛίϯύΫτۭؒͱ͢Δ. ๏ެཧFAκ(X)ͱ੍ڧ
࣍ͷओுͷ͜ͱͰ͋Δ: Xͷີ։ू߹ͷ {Dλ : λ ∈ Λ}ʹରͯ͠,͠ |Λ| ≤ κ
ͳΒͦͷڞ௨෦

⋂
λ∈Λ DλۭͰͳ͍.

BaireͷൣᙝੑఆཧΑΓFAℵ0(X)͕ҙͷίϯύΫτۭؒXʹΓཱ͕ͭ, FAℵ1(X)
Γཱͨͳ͍X͕ଘ͢ࡏΔ. Α͘ΘΕΔͷ, Ґ૬ۭؒͷΫϥεΛՄࢉ݅
Λຬͨ͢ͷʹݶఆ੍ͨ͠ڧ๏ެཧͰ͋ΔϚʔνϯͷެཧͰ͋Δ. ͜͜ͰۭؒX
͕Մࢉ݅Λຬͨ͢ͱ, Xͷ͍ޓʹૉͳ։ू߹ͷߴʑՄࢉͳʹͳΔ͜ͱ
Ͱ͋Δ. Մۭؒ໌Β͔ʹՄࢉ݅Λຬͨ͢ͷͰ, Մࢉ݅ՄੑΛऑΊ
ͨͷͰ͋Δ.

Definition 4.3. Ϛʔνϯͷެཧͱ࣍ͷओுͰ͋Δ: ҙͷແجݶ κ < 2ℵ0 ͱ
Մࢉ݅Λͭ࣋ίϯύΫτۭؒXʹରͯ͠ FAκ(X)͕Γཱͭ.

࿈ଓମԾઆ 2ℵ0 = ℵ1ͷԼͰϚʔνϯͷެཧ͕ৗʹΓཱ͕ͭ, ࿈ଓମԾઆͷ൱
ఆͷԼͰΓཱͭͱݶΒͳ͍. ͔͠͠ͳ͕Β࿈ଓମԾઆͷ൱ఆͱϚʔνϯͷެ
ཧແໃ६Ͱ͋Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ.

Fact 4.4 (Solovay-Tennenbaum [7]). Ϛʔνϯͷެཧ+࿈ଓମԾઆͷ൱ఆແໃ६
Ͱ͋Δ.

Ϛʔνϯͷެཧ+࿈ଓମԾઆͷ൱ఆ͔Β͍ͭ͘ͷڵຯਂ͍݁Ռ͕ಘΒΕΔ͜ͱ
͕ΒΕ͍ͯΔ. ͍͔ͭ͘հ͢Δ:

Fact 4.5. Ϛʔνϯͷެཧ+࿈ଓମԾઆͷ൱ఆΛԾఆ͢Δ.

(1) ॱংҐ૬ۭؒ L͕Մࢉ݅Λຬͨ͢ͳΒ, LՄͰ͋Δ.
(2) ॱংҐ૬ۭؒ L͕ॱংʹؔͯ͠උ, ,ີݾࣗ ͔ͭΛͣͨ࣋, Մࢉ
݅Λຬͨ͢ͳΒ࣮ઢRͱಉܗͰ͋Δ.

(3) Xλ (λ ∈ Λ)͕Մࢉ݅Λຬͨ͢ͳΒ, ੵۭؒ
∏

λ∈Λ XλՄࢉ݅Λ
ຬͨ͢.

,ू߹Ͱݱ ϚʔνϯͷެཧΛ͞ΒʹڧΊͨϓϩύʔ੍ڧ๏ެཧ PFAη
ϛϓϩύʔ੍ڧ๏ެཧ SPFA͕Α͔ͭ͘ΘΕΔ͕, ͦ͜ͰʹͳΔҐ૬ۭؒඇ
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ৗʹٕज़తͳͷʹͳΔͨΊຊߘͰઆ໌Λলུ͢Δ. PFA SPFAʹ͍ؔͯ͠
ͭ͘ͷҐ૬ۭؒతʹॏཁͳੑ࣭͕ಋ͔ΕΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ͕, Λհ͢Δ࣍
ʹͱͲΊ͓ͯ͘.

Fact 4.6. SPFA⇒ PFA⇒ Ϛʔνϯͷެཧ+࿈ଓମԾઆͷ൱ఆ

Fact 4.7. ϓϩύʔ੍ڧ๏ެཧ PFAΛԾఆ͢Δ. ͜ͷ࣌,

(1) (Velickovic [8]) 2ℵ0 = ℵ2Ͱ͋Δ.
(2) (Todorcevic) ୈҰՄۭؒࢉX ͕ ω1ͱಉ૬ͳด෦ۭؒΛؚ·ͳ͍͜ͱͷ
ඞཁे݅, Xͷ෦ۭؒ Y ⊆ Xͱ ω1͔Β Y ͷશࣸ૾͕ଘ͠ࡏ
ͳ͍͜ͱͰ͋Δ.

͍ͭͰʹ࣍հ͓ͯ͘͠. ۭؒX ͕ countably tightͱ, ҙͷ෦ू߹
Y ⊆ Xͱ Y ͷดแʹଐ͢Δ pʹରͯ͠, Y ͷՄࢉ෦ू߹ ZͰ p͕ Zͷดแʹ
ଐ͢Δͷ͕ଘ͢ࡏΔͱ͖Ͱ͋Δ. ಛʹୈҰՄۭؒࢉ countably tightͰ͋Δ.

Fact 4.8. ,ॴίϯύΫτہ countably tightۭؒXʹ͍ͭͯ, ҎԼಉ:

(1) Xͷ෦ू߹ Y ͱ ω1͔Β Y ͷશࣸ૾ଘ͠ࡏͳ͍.
(2) XͷҰίϯύΫτԽX∗ countaly tight.

Αͬͯಛʹ, PFAͷԼͰ, XۭؒࢉॴίϯύΫτୈҰՄہ ͕ ω1ͱಉ૬ͳด෦
ۭؒΛͨ࣋ͳ͍͜ͱҰίϯύΫτԽX∗͕ countably tightͰ͋Δ͜ͱͱಉͰ
͋Δ.

ಛʹॏཁͳ͜ͱ, SPFA͔Β࣍ͷΑ͏ͳFleissnerͷΈ߹Θͤతݪཧ Axiom
R͕ಋ͔ΕΔ͜ͱͰ͋Δ:

Definition 4.9 (Fleissner [5]). (1) AΛඇՄूࢉ߹ͱ͠, [A]ℵ0ΛAͷՄࢉ෦
ू߹શମͱ͢Δ. C ⊆ [A]ℵ0͕࣍Λຬͨ͢ͱ͖, CΛ [A]ℵ0ͷΫϥϒͱݺͿ:
(a) ҙͷ x ∈ [A]ℵ0ʹରͯ͠ x ⊆ yͱͳΔ y ∈ C͕͋Δ.
(b) ҙͷ⊆ʹؔ͢ΔCͷཁૉͷ্ঢྻ {x0, x1, . . . }ʹରͯ͠,

⋃
n∈N xn

CͷཁૉʹͳΔ.
(2) S ⊆ [A]ℵ0͕ [A]ℵ0ͷఆৗू߹ͱ, S͕ҙͷΫϥϒͱަΘΔ͜ͱͰ͋Δ.
(3) AΛඇՄूࢉ߹ͱ͠, [A]ℵ1ΛAͷೱℵ1ͷ෦ू߹શମͱ͢Δ. C ⊆ [A]ℵ1

,Λຬͨ͢ͱ͖͕࣍ CΛ [A]ℵ1ͷ ω1-ΫϥϒͱݺͿ:
(a) ҙͷ x ∈ [A]ℵ1ʹରͯ͠ x ⊆ yͱͳΔ y ∈ C͕͋Δ.
(b) ҙͷ⊆ʹؔ͢Δ C ͷཁૉͷ͞ ω1ͷ্ঢྻ {xα : α < ω1}ʹର͠
ͯ,
⋃

α<ω1
xαCͷཁૉʹͳΔ.

(4) Aixom Rͱ࣍ͷओுͰ͋Δ: ҙͷඇՄूࢉ߹X, ఆৗू߹ S ⊆ [X]ℵ1 ,
ω1-ΫϥϒCʹରͯ͠, Y ∈ CͰ S ∩ [Y ]ℵ0͕ [Y ]ℵ0ͷఆৗू߹ʹͳΔ͜ͱͰ
͋Δ.

Axiom R, େ͖ͳू߹ͷఆৗੑ͕খ͞ͳ (ೱ ℵ1)ͷू߹ͷఆৗੑʹө͞Ε
Δ͜ͱΛओு͢Δ. ͜ͷखͷݪཧөݪཧͱݺΕ, ʹू߹ʹ͓͍ͯΜݱ
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.Ε͍ͯΔ͞ڀݚ Balogh [1], Axiom RͷԼͰͷύϥίϯύΫτੑʹ͍ͭͯͷݚ
,͕ͨͬߦΛڀ ͦͷ݁ՌΛޙड़ͷ PFA(S)[S]ͱΈ߹ΘͤΔ͜ͱͰ, ύϥίϯύΫ
τۭؒͷڵຯਂ͍݁Ռ͕ಘΒΕ͍ͯΔ. ·ͨ, Axiom R͔Β 2ℵ0 ≤ ℵ2͕ಋ͔ΕΔ͜
ͱ͍ͭͰʹࢦఠ͓ͯ͘͠.

5. ๏ެཧͱύϥίϯύΫτ੍ڧ

2000Ҏ߱, TodorcevicʹΑͬͯ։ൃ͞ΕͨPFAͷมܗͰ͋ΔPFA(S)[S]ͱݺ
ΕΔެཧͷ͕ڀݚΜʹ͓͜ͳΘΕ, PFA(S)[S]ͷԼͰ༷ʑͳҐ૬ۭ͕ؒߏ
ՄͰ͋Δ͜ͱ͕໌ͨ͠. ͦͷΑ͏ͳதͰ, PFA(S)[S] ͱAxiom RΛ༻͍Δ͜ͱ
Ͱ, :ͷΑ͏ͳ݁Ռ͕ಘΒΕ͍ͯΔ࣍

Theorem 5.1 (Dow-Tall [2]). ࣍ ZFCͱແໃ६Ͱ͋Δ: ҙͷہॴίϯύΫτ,
ୈҰՄࢉਖ਼ۭؒنXʹରͯ͠, X͕ύϥίϯύΫτͰ͋ΔͨΊͷඞཁे݅

(1) ω1ͱಉ૬ͳด෦ۭؒΛͨ࣋ͳ͍, ͔ͭ
(2) XͷҙͷՄด෦ۭؒϦϯσϨϑͰ͋Δ.

Αͬͯ, ,ॴίϯύΫτہ ୈҰՄࢉ, ਖ਼نͳۭؒʹରͯ͠

(1) ω1ͱಉ૬ͳด෦ۭؒΛͨ࣋ͳ͍, ͔ͭ
(2) XͷҙͷՄด෦ۭؒϦϯσϨϑͰ͋Δ.

ͷೋͭͷ݅ͰύϥίϯύΫτʹͳΓ͑Δ͜ͱʹͳΓ, ͜ͷೋͭͷ͕݅ύϥίϯ
ύΫτੑͷ (͋ΔҙຯͰ)ຊ࣭ΛͱΒ͍͑ͯΔ, ͱΈΔ͜ͱ͕ՄͰ͋Δ.
·ͨ, ͞Βʹ࣍ΒΕ͍ͯΔ:

Theorem 5.2. ࣍ ZFCͱແໃ६Ͱ͋Δ:

(1) (Dow-Tall [4]) n > 1ͷ࣌, ҙͷҨతਖ਼نͳ nݩ࣍ଟ༷ମύϥίϯύ
ΫτͰ͋Δ, ಛʹڑ͚ՄͰ͋Δ.

(2) (Larson-Tall [6]) ,ॴίϯύΫτہ Ҩతਖ਼͕ۭؒنҨతύϥίϯύΫτ
Ͱ͋ΔͨΊͷඞཁे݅ω1ͱಉ૬ͳด෦ۭؒΛͨ࣋ͳ͍͜ͱͰ͋Δ.

ҰํͰ, ͜ΕΒͷ݁Ռਖ਼͕ੑنԾఆ͞Ε͍ͯͨ. ͔͠͠ͳ͕Β, ҰൠҐ૬ۭؒ
ʹ͓͍ͯਖ਼ੑنඇৗʹѻ͍ʹ͍͘ੑ࣭Ͱ͋Δ: ੵʹؔͯ͠อଘ͞Εͳ͍, ಛʹ
ਖ਼ۭؒنͱ୯Ґด۠ؒ [0, 1]ͷੵ͕ਖ਼نʹͳΔͱݶΒͳ͍, ҨతͱݶΒͳ͍,
ͳͲ. ͦΕͰ͜ΕΒͷ݁Ռ͔Βਖ਼ੑنΛ֎͢͜ͱͰ͖Δ͔Λ͑ߟΔ͜ͱࣗવ
Ͱ͋Δ. ͔͠͠ͳ͕Β, :ͷΑ͏ͳྫ͕ΒΕ͍ͯΔ࣍

Fact 5.3. :Δ͢ࡏΛຬۭͨؒ͢X͕ଘ࣍

(1) XہॴίϯύΫτ, ୈҰՄࢉ, ਖ਼ଇͰ͋Δ.
(2) ω1ͱಉ૬ͳด෦ۭؒΛͨ࣋ͳ͍.
(3) Մด෦ۭؒߴʑՄࢉ, ΑͬͯϦϯσϨϑͰ͋Δ.
(4) ℵ1-collectionwise HausdorffͰͳ͍.
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͜͜Ͱκ͕ແجݶͷ࣌,ۭؒX͕κ-collectionwise Hausdorffͱҙͷೱ
෦ू߹Dࢄʑκͳดߴ͕ ⊆ Xʹରͯ͠, ͕͍ͨʹૉͳ։ू߹ͷ {Op : p ∈ D}
Ͱ p ∈ OpͱͳΔͷ͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱͰ͋Δ. ύϥίϯύΫτۭؒҙͷແجݶ
 κʹରͯ͠ κ-collectionwise HausdorffʹͳΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ. ্͕ͨͬͯ͠
ͷ FactͷۭؒύϥίϯύΫτͰͳ͍.

Tall-DowͷఆཧͰAxiom RΛ༻্͍ͯͷ݁ՌΛಘ͍͕ͯͨ, Axiom RΛ͞Β
:ಘΒΕΔ͕࣍ΊͨͷΛ༻͍Δ͜ͱͰڧʹ

Theorem 5.4 (Usuba). ࣍ ZFCͱແໃ६Ͱ͋Δ: ҙͷہॴίϯύΫτ, ୈҰ
Մࢉਖ਼ଇۭؒXʹରͯ͠, X͕ύϥίϯύΫτͰ͋ΔͨΊͷඞཁे݅

(1) ω1ͱಉ૬ͳด෦ۭؒΛͨ࣋ͳ͍, ͔ͭ
(2) XͷҙͷՄด෦ۭؒϦϯσϨϑͰ͋Δ, ͔ͭ
(3) X ℵ1-collectionwise HausdorffͰ͋Δ.

Αͬͯ, ʹͷΑ͏࣍ύϥίϯύΫτੑ͕ͯؔ͠ʹۭؒࢉॴίϯύΫτୈҰՄہ
·ͱΊΒΕΔ:
ύϥίϯύΫτ
⇐⇒ ਖ਼ن + ω1Λؚ·ͳ͍ + Մด෦ۭؒϦϯσϨϑ
⇐⇒ ਖ਼ଇ + ω1Λؚ·ͳ͍ + Մด෦ۭؒϦϯσϨϑ + ℵ1-collectionwise

Hausdorff.
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