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1 はじめに

安定ホモトピー論の一分野であるクロマティックホモトピー論 (chromatic homotopy theory)に
おいて、K(n)-local categoryは非常に重要な位置を占めています。この講演ではMorava E理論
およびその安定化群を用いたK(n)-local categoryのモデルの構成についてお話する予定です。
まずはじめにクロマティックホモトピー論について簡単に紹介します。次にK(n)-localスペ

クトラムをあるコモナド上の余加群と同一視するために必要になる∞-categorical Barr-Beck

theorem と descendable射について述べます。最後にK(n)-local categoryのモデルを離散対称
スペクトラムの圏のなかで構成します。

2 クロマティックホモトピー論

クロマティックホモトピー論は安定ホモトピー圏を調べる一つの方法を与えます。この章では
クロマティックホモトピー論について簡単にまとめておきます。詳しくは [1, 16, 18, 13] などを
参照してください。

2.1 安定ホモトピー圏

安定ホモトピー圏は基点付き空間のホモトピー圏のある意味での線型化と考えることができま
す。この節では安定ホモトピー圏 (スペクトラムのホモトピー圏)について思い出しておきます。
基点付き CW複体X, Y ∈ Space∗に対して、[X, Y ]で基点付き連続写像のホモトピー類の

なす集合を、ΣX,ΣY でX, Y の懸垂を、X ∧ Y でX と Y のスマッシュ積を表すことにする。
基点付き有限 CW複体X, Y ∈ Spacefin∗ に対して、懸垂をとる操作により基点付き集合の写像
Σ : [X, Y ]→ [ΣX,ΣY ]が得られる。これを繰り返すと、基点付き集合とその間の写像の列

[X, Y ]
Σ−→ [ΣX,ΣY ]

Σ−→ [Σ2X,Σ2Y ]
Σ−→ · · ·

が得られる。この列は十分先では同型になっており、これを {X, Y }で表すことにする。このと
き、{X, Y }はアーベル群になることに注意する。
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Ho(Sp)を安定ホモトピー圏とする。ここでは安定ホモトピー圏の定義を与えることはしな
いで、その性質を述べるに留めることにします。まず、Ho(Sp)は加法圏である。特に、その
射の集合を [X, Y ] (X, Y ∈ Ho(Sp))で表すと、[X, Y ]はアーベル群である。また、関手 Σ∞ :

Ho(Space∗)→ Ho(Sp)が存在し、X, Y ∈ Spacefin∗ に対して、

[Σ∞X,Σ∞Y ] ∼= {X, Y }

が成り立つ。
さらに、安定ホモトピー圏 Ho(Sp)はテンソル三角圏になる。シフト関手は懸垂 ΣX (X ∈

Ho(Sp)) で与えられ、完全三角形はコファイバー列

X
f−→ Y −→ Cf −→ ΣX

で与えられる。ここで、Cf は f の写像錐である。さらに、テンソル積はスマッシュ積 X ∧
Y (X, Y ∈ Ho(Sp))で与えられ、単位対象は球面スペクトラム S = Σ∞S0である。

2.2 複素向き付け可能コホモロジー理論

安定ホモトピー圏Ho(Sp)、特に、有限スペクトラムからなる充満部分圏Ho(Spfin)は、複素コ
ボルディズムMU を通して形式群と密接に関係してます。この節は、形式群と複素向き付け可
能コホモロジー理論との関係についてみていきます。
複素向き付け可能な一般コホモロジー理論とは、複素ベクトル束に対してThom類が定義で

きて、Thom同型が成り立つような一般コホモロジー論のことです。このとき、通常のコホモ
ロジー論と同様に複素ベクトル束に対してChern類の理論を展開することができます。

E∗(−)を複素向き付け可能な一般コホモロジー論とする。空間X上の複素ベクトル束V → X

に対して、cEi (V ) ∈ E2i(X)で V の ith Chern類を表すことにする。通常の Chern類の理論と
の違いは、ベクトル束のテンソル積のChern類をそれぞれのベクトル束のChern類で表そうと
するときに現れる。

L1, L2を空間X上の複素直線束とする。このとき、任意のX,L1, L2に対して、次が成り立
つような形式的べき級数 F (x, y) ∈ E∗[[x, y]]が一意的に存在する。

cE1 (L1 ⊗C L2) = F (cE1 (L1), c
E
1 (L2))

特に、通常のコホモロジー E∗(−) = H∗(−;Z)のときは、F (x, y) = x + y ∈ Z[[x, y]]が対応し
ます。
このべき級数 F (x, y) ∈ E∗[[x, y]]は次の代数的な性質を満たすことがわかる。

1. F (x, 0) = x = F (0, x)

2. F (F (x, y), z) = F (x, F (y, z))

3. F (x, y) = F (y, x)

一般に、可換環R上のべき級数 F (x, y) ∈ R[[x, y]] が上の 3つの性質を満たすとき、F (x, y)を
R上の (1次元可換)形式群という。
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2.3 複素コボルディズムと形式群のモジュライ空間

MU を複素コボルディズムスペクトラムとします。MU∗(−)は自然な複素向き付けをもつコホ
モロジー理論であり、さらに複素向き付けられたコホモロジー理論の中で普遍的なものになっ
ています。すなわち、E∗(−)を複素向け付けられたコホモロジー理論とすると、MU∗(−)から
E∗(−)へ複素向き付けを保つ乗法的なコホモロジー理論の自然変換が一意的に存在します。こ
の事実が示唆しているようにMUと形式群とは密接に関係しています。この節では、MUと形
式群のモジュライ空間との関係について述べます。

MFGを形式群のモジュライ空間 (moduli stack of formal groups)とする。ここでは正確な定
義を述べることはできませんが、大雑把にいって、Spec(R)からMFGへの射を与えることと、
R上の形式群の同型類を与えることが対応します。QCoh(MFG)でMFG上の (Z/2-次数付き準
連接)層のなすアーベル圏を表す。このとき、一般ホモロジー理論MU∗(−)はQCoh(MFG)に
値をもつ関手と考えることができる。

MU∗(−) : Ho(Sp) −→ QCoh(MFG)

次に素数 pを固定して、MFG,(p) = MFG⊗Z(p) の性質についてみていきます。kを標数 pの
体として、F (x, y)を k上の形式群とする。表記を簡単にするためx+F y = F (x, y)とおき、自然

数nに対してn-series [n]F (x) ∈ k[[x]]をn倍和
n︷ ︸︸ ︷

x+F · · ·+F xと定義する。このとき、[p]F (x) ̸= 0

ならば、
[p]F (x) = axpn + (higher terms), 0 ̸= a ∈ k

という形になることが知られている。このとき、形式群 F (x, y)の高さは nであるといって、
htp(F ) = nで表すことにする。また、[p]F (x) = 0のとき、htp(F ) = ∞とし、kが標数 0の体
のとき、htp(F ) = 0とする。形式群の高さは同型なものに対して同じ値をとる不変量である。
高さが n以上の形式群の同型類を考えることにより、MFG,(p)の閉部分空間M≥n

FG,(p)が定まり、
MFG,(p)の閉部分空間によるフィルトレイションが得られる。

MFG,(p) = M≥0
FG,(p) ⊃M≥1

FG,(p) ⊃M≥2
FG,(p) ⊃ · · · ⊃M≥n

FG,(p) ⊃ · · · ⊃M∞
FG,(p)

ここで、M∞
FG,(p) =∩n M≥n

FG,(p)である。

2.4 クロマティック・フィルトレイション

前の節で形式群のモジュライ空間MFG,(p)に閉部分空間からなるフィルトレイションを導入し
ました。この節では、このフィルトレイションを用いて、安定ホモトピー圏にフィルトレイショ
ンを導入します。
素数 pに対して、ホモトピー群 π∗(X)がZ(p)-加群になっているようなスペクトラムXを p-

局所スペクトラムという。Ho(Sp(p))で p-局所スペクトラムのなすHo(Sp)の充満部分圏を表す。
また、Ho(Spfin

(p))で p-局所有限スペクトラムのなすHo(Sp(p))の充満部分圏を表す。
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準連接層MU∗(X) のサポート suppMU∗(X) が閉部分空間M≥n
FG,(p) に入るような p-局所ス

ペクトラムXから成るHo(Sp(p))の充満部分圏を S≥n
(p) とする。

S≥n
(p) = {X ∈ Ho(Sp(p))| suppMU∗(X) ⊂M≥n

FG,(p)}

このとき、Ho(Sp(p))の localizing subcategory からなるフィルトレイションが得られる。

Ho(Sp(p)) = S≥0
(p) ⊃ S≥1

(p) ⊃ · · · ⊃ S≥n
(p) ⊃ · · · ⊃ S∞

(p) (2.1)

ここで、S∞
(p) =∩n S≥n

(p) であり、X ∈ S∞
(p)は (p-局所) dissonant spectrumと呼ばれる ([17, 7])。

また、このフィルトレイションをHo(Spfin
(p))に制限して、Sfin,≥n

(p) = Ho(Spfin
(p))∩ S

≥n
(p) ,S

fin,∞
(p) =

Ho(Spfin
(p))∩S∞

(p)とおくと、Ho(Sp
fin
(p))の thick subcategoryによるフィルトレイションが得られる。

Ho(Spfin
(p)) = Sfin,≥0

(p) ⊃ Sfin,≥1
(p) ⊃ · · · ⊃ Sfin,≥n

(p) ⊃ · · · ⊃ Sfin,∞
(p) = {0} (2.2)

2.5 Morava K理論

この節ではMorava K-theory spectrum K(n) を導入し、前の節で得られたHo(Spfin
(p))のフィル

トレイションとの関係について述べます。
素数 pと自然数 nを固定する。Morava K理論は複素向き付けられた一般コホモロジー理論

であり、それを表現するスペクトラムをK(n)で表すことにする。Morava K理論の係数環は

π∗(K(n)) = Fp[v
±1
n ]

で与えられる次数付き体である。ここで、Fpは標数 pの素体であり、vnは次数 2(pn− 1)の (可
逆)元である。また、その形式群の p-seriesは

[p]K(n)(x) = vnx
pn

で与えられる。Morava K理論の (係数環を適当に拡大した) 形式群の自己同型群をMorava安
定化群といってGnで表す。このとき、Gnは副有限群であることに注意する。
いま、テンソル三角圏 C の thick tensor ideal T に対して、a⊗ b ∈ T =⇒ a ∈ T または b ∈ T

が成り立つとき T は primeであるということにする。Cの proper prime thick tensor ideal全体
の集合を Spec(C)で表す ([2, 3])。
このとき、Hopkins-Smithによる thich subcategory theorem ([8])により、

Spec(Ho(Spfin
(p))) = {Sfin,≥1

(p) ,Sfin,≥2
(p) , . . . ,Sfin,∞

(p) } (2.3)

となることがわかる。また、Sfin,≥n+1
(p) はMorava K理論K(n)により次のように特徴付けられる。

Sfin,≥n+1
(p) = {X ∈ Ho(Spfin

(p))| K(n)∗(X) = 0} (2.4)
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2.6 Bousfiled局所化

三角圏 S≥n
(p) の部分三角圏 S≥n+1

(p) による Verdier商 S≥n
(p) /S

≥n+1
(p) は、その構成から想像されるよ

うに高さが nの形式群と密接に関係しています。この節では、Bousfiled局所化 ([5])を導入し、
安定ホモトピー圏Ho(Sp)のMorava K理論K(n)によるBousfiled局所化がS≥n

(p) /S
≥n+1
(p) と同値

になることをみます。
一般ホモロジー理論 E∗(−)に対して、E∗(−)ホモロジーが自明になるようなスペクトラム

を 0と同一視することにより得られる安定ホモトピー圏のVerdier商を、安定ホモトピー圏の
内部に実現するのが Bousfield局所化である。スペクトラムW に対して、E∗(W ) = 0のとき、
W はE-acyclicであるという。また、スペクトラムXは、任意のE-acyclicなスペクトラムW

に対して [W,X] = 0が成り立つとき、E-localであるという。 　　
Ho(SpE)でE-localスペクトラムから成るHo(Sp) の充満部分圏を表す。このとき、包含関

手 i : Ho(SpE) ↪→ Ho(Sp) は左随伴 LE : Ho(Sp)→ Ho(SpE) をもつ。

LE : Ho(Sp)! Ho(SpE) : i

また、合成 i ◦LE : Ho(Sp)→ Ho(Sp)もLEで表す。LEをEに関するBousfiled局所化という。
いま素数 pと自然数 nを固定する。Verdier商Ho(Sp≥n

(p) )/Ho(Sp
≥n+1
(p) ) をmonochromatic cat-

egoryという。このmonochromatic categoryはMorava K理論K(n)によるBousfield局所化と
三角圏として同値になることが知られている。

Ho(SpK(n)) ≃ Ho(Sp≥n
(p) )/Ho(Sp

≥n+1
(p) )

Ho(SpK(n))をK(n)-local categoryという。
フィルトレイション (2.1) からわかるように、K(n)-local categoryは、安定ホモトピー圏に

おける基本構成単位と考えることができる。また、フィルトレイション (2.2) や (2.3)、(2.4) か
らわかるように、Morava K理論K(n)は p-局所有限スペクトラムのホモトピー圏Ho(Spfin

(p)) を
調べる上で非常に重要である。

2.7 Morava E理論

この節ではK(n)-local categoryを調べる上で基本的な道具となるMorava E理論について述べ
ます。
素数 pと自然数 nを固定する。Morava E 理論 E∗

n(−)は複素向き付けられた一般コホモロ
ジー理論であり、それを表現するスペクトラムをEnで表すことにする。Morava E理論の係数
環は

π∗(En) = W [[u1, . . . , un−1]][u
±1]

で与えられる。ここで、W = W (Fpn)は有限体 Fpnを係数にもつWitt vectorのなす環であり、
ui (i = 1, . . . , n − 1)の次数は 0、uの次数は 2である。また、Morava E 理論 Enの形式群は
Morava K理論K(n)の (係数環を適当に拡大した) 形式群の普遍変形である。さらに、Morava

安定化群GnはE∗
n(−)に乗法的なコホモロジー作用素として作用する。
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K(n)-local categoryとMorava E理論との関係は、次のスペクトル系列の存在によって与え
られる。有限スペクトラムXに対して、XのK(n)局所化LK(n)Xのホモトピー群に収束する
スペクトル系列 (K(n)-local En-based Adams spectral sequence)

Es,t
2 = Hs

c (Gn; (En)
t(X)) =⇒ π−s−t(LK(n)X)

が存在する。ここで、H∗
c (Gn; (En)∗(X)) は位相アーベル群 (En)∗(X)を係数とする副有限群Gn

の連続コホモロジーである。

Remark 2.1. スペクトル系列はXが有限スペクトラムという仮定なしに存在する。

このスペクトル系列の存在はK(n)-local categoryとGn作用をもつEn-加群の導来圏 (ホモ
トピー圏)との関係を示唆している。この講演ではこの関係を明示的に与えるようなK(n)-local

categoryのモデルの構成についてお話します。

3 ∞-categorical Barr-Beck theoremとdescendable morphisms

主定理はモデル圏のレベルで述べられますが、その証明では∞-category([11])を経由していま
す。この章では後で必要になる∞-categorical Barr-Beck theoremと descendable射について触
れておきます。

3.1 ∞-categorical Barr-Beck Theorem

この節では LurieによるBarr-Beck theoremの∞-categoryへの拡張について述べます。
まず、通常の圏における Barr-Beck theoremについて思い出しておきます。C,Dを圏とし

て、随伴 F : C ! D : G があったとする。このとき、関手の合成 T := G ◦ F : C → C はモナ
ド (End(C) = Fun(C, C)におけるモノイド対象) になる。ModT (C)で左 T 加群の圏を表す。こ
のとき、自由関手と忘却関手により随伴 F ′ : C ! ModT (C) : G′ が得られる。さらに、比較
関手 G̃ : D → ModT (C) が存在し、G′ ◦ G̃ = Gをみたす。G̃が圏の同値を与えるとき、関手
G : D → Cはモナド的であるという。Barr-Beck theoremはGがモナド的になるための必要十
分条件を与えるものでした。ここでは、その条件は省略します。
次に、∞-categoryにおけるBarr-Beck theorem について考えます。∞-categoryの随伴

F : C ! D : G

に対して、
T := G ◦ F : C −→ C

は∞モナド (モノイダル∞-category End(C) = Fun(C, C) におけるモノイド対象)になり、左
T 加群のなす∞-category ModT (C)を考えることができる。さらに、比較関手

G̃ : D −→ ModT (C)
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が定義できて、G′ ◦ G̃ ≃ Gが成り立つ。G̃が∞-categoryの同値を与えるとき、関手G : D → C
はモナド的であるという。∞-categorical Barr-Beck theoremはGがモナド的であるための必要
十分条件を与えます。

Theorem 3.1 (∞-categorical Barr-Beck theorem (Lurie [12])). Gがモナド的であるための必
要十分条件は、Gに関して次の 2つの条件が成り立つことである。

1. Gは conservativeである。

2. Dにおける任意のG-split simplicial objectに対して colimitが存在し、Gはその colimitを
保つ。

以下では、この定理の双対を用います。

3.2 descendable射

スペクトラムからなる∞-categoryを Spで表す。Eをスペクトラムとし、SpE をE-localなス
ペクトラムからなる Spの充満部分圏とする。この節では descendable射を導入し、descendable

射が誘導する随伴がコモナド的になることをみます。
f : A → B を SpE における可換モノイドの射とする。ModA(SpE)は対称モノイダル安定

∞-categoryであり、そのホモトピー圏Ho(ModA(SpE)) はテンソル三角圏になる。Bをホモト
ピー圏Ho(ModA(SpE))の対象と考えて、Bが生成する thick tensor idealがAを含むとき、f

を descendableという ([14], [15])。
f : A→ Bが SpEにおける可換モノイドの射のとき、∞-categoryの関手

B ⊗A (−) : ModA(SpE) −→ ModB(SpE)

は右随伴をもつ。このとき、f : A → Bが descendableであれば、B ⊗A (−) : ModA(SpE) →
ModB(SpE)はコモナド的である。したがって、比較関手により、ModA(SpE)は随伴からでき
るコモナド上の左余加群の∞-category と同値になる。

Example 3.2. SpK(n)をK(n)-localスペクトラムのなす∞-categoryとする。Hopkins-Ravenel

による smash product theorem ([18])より、SpK(n)における可換モノイドの射LK(n)S → Enは
descendableであることがわかる。したがって、関手

LK(n)(En ∧ (−)) : SpK(n) −→ ModEn(SpK(n))

はコモナド的である。

4 K(n)-local categoryのモデル

この章では離散対称Gスペクトラムを用いて、K(n)-local category Ho(SpK(n)) のモデルを構
成します。
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4.1 離散対称Gスペクトラム

この節では副有限群Gの作用をもつスペクトラムの一つの定式化である離散 (対称) Gスペク
トラムについて紹介します。

Gを副有限群とし、Gが集合Xに作用しているとする。集合Xに離散位相を入れたとき、こ
の作用が連続になるとき、この作用は離散であるということにする。離散作用をもつG集合と
G同変射の圏を Set(G)で表すことにする。圏 Set(G)に値をもつ単体的対象のなす圏を SSet(G)

で表す。Hoveyによる一般論 ([9])により、SSet(G)上の対称スペクトラムの圏ΣSp(G)を構成
することができる ([4])。ΣSp(G)は対称モノイダル圏の構造をもち、また、単体的モデル圏に
なっている。Gの作用を忘れることにより関手

U : ΣSp(G) −→ ΣSp

が得られる。ここで、ΣSp は対称スペクトラムの圏であり、stableモデル構造を入れて考え
る ([10])。このとき、ΣSp(G)のモデル構造は次のように与えられる ([4])。ΣSp(G)における射
f : X → Y に対して、

• f が弱同値⇔ Uf が弱同値

• f がコファイブレイション⇔ Uf がコファイブレイション

• f がファイブレイション⇔ コファイブレイションかつ弱同値である任意の射に対して、f

が right lifting propertyをもつ。

kを対称スペクトラムとし、モデル圏 ΣSp(G)の kに関する左 Bousfield局所化を ΣSp(G)k
で表す。ΣSp(G)kは対称モノイダル圏なので、モノイド対象上の加群の圏を考えることができ
る。AをΣSp(G)kのモノイド対象とする。ΣSp(G)kにおけるA加群の圏をModA(ΣSp(G)k)で
表す。ModA(ΣSp(G)k)には単体的モデル圏の構造が入る。

U : ΣSp(G)k → ΣSpk をGの作用を忘れる関手とする。U は右随伴 V : ΣSpk → ΣSp(G)k
をもつ。また、U は関手U : ModA(ΣSp(G)k)→ ModUA(ΣSpk) を誘導し、単体的Quillen随伴
U : ModA(ΣSp(G)k)! ModUA(ΣSpk) : V、および、∞-categoryの随伴

U : ModA(Sp(G)k)! ModUA(Spk) : V

が得られる。
ここで、Behrens-Davisによる局所化 Lkに関する条件を思い出しておきます。

Condition 4.1 (Behrens-Davis [4]). Bousfiled局所化 Lk : Ho(Sp) → Ho(Sp) は、局所化の合
成LMLT に同値である。ここで、LT は smashingであり、LM は有限スペクトラムMによる局
所化である。

特に、Morava K理論K(n)による局所化はBehrens-Davisの条件をみたす。
次のPropositionは∞-categorical Barr-Beck theorem (Theorem 3.1) の条件を確かめること

によって得られる。
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Proposition 4.2 ([19]). 副有限群Gは仮想コホモロジー次元有限であり、LkがBehrens-Davis

の条件 (Condition 4.1) を満たすとする。このとき、∞-categoryの関手

U : ModA(Sp(G)k) −→ ModUA(Spk)

はコモナド的である。したがって、ModA(Sp(G)k)はコモナドUV 上の左余加群の∞-category

と同値である。

4.2 主定理

この節では、K(n)-local category Ho(SpK(n))のモデルを構成します。
素数 pと自然数 nを固定する。GnをMorava安定化群とする。Gnは副有限群なので、離散

対称Gnスペクトラムの圏ΣSp(Gn)K(n) を考えることができる。Morava E理論EnへのGn作
用により、Enを離散 (対称)Gnスペクトラムと思うことはできないが、Devinatz-Hopkins ([6])

のホモトピー固定点スペクトラムを用いることにより、Enの離散モデル Fn ∈ ΣSp(Gn)K(n) を
構成することができる。FnはΣSp(Gn)K(n) の可換モノイドである。また、ΣSpK(n)における可
換モノイドの射 UFn → Enが存在して、ホモトピー同値 LK(n)UFn ≃ Enが成り立つ。

Example 3.2より、∞-category SpK(n) における可換モノイドの射LK(n)S → Enは descend-

ableであり、∞-categoryの関手

LK(n)(En ∧ (−)) : SpK(n) → ModEn(SpK(n))

はコモナド的である。対応するコモナドをCとする。
また、単体的モデル圏のQuillen随伴U : ModFn(ΣSp(Gn)K(n))! ModUFn(ΣSpK(n)) : V は、

∞-categoryの随伴
U : ModFn(Sp(Gn)K(n))! ModEn(SpK(n)) : V

を誘導する。Proposition 4.2 より、U : ModFn(Sp(Gn)K(n))→ ModEn(SpK(n)) はコモナド的で
ある。この随伴が定めるコモナドをDとする。
このとき、任意のM ∈ ModEn(SpK(n))に対して、C(M) ≃ D(M)が成り立つことから、Cと

DはModEn(SpK(n))上のコモナドとして同値である。また、SpK(n)は左C余加群の∞-category

と同値であり、ModFn(Sp(Gn)K(n)) は左D余加群の∞-categoryと同値であることより、次の
定理が得られる。

Theorem 4.3 ([20]). 左Quillen関手

Fn ∧ (−) : ΣSpK(n) → ModFn(ΣSp(Gn)K(n))

はQuillen同値である。特に、K(n)-local category Ho(SpK(n))はモデル圏ModFn(ΣSp(Gn)K(n))

のホモトピー圏と (テンソル三角圏として) 同値である。

Ho(SpK(n)) ≃ Ho(ModFn(ΣSp(Gn)K(n)))
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4.3 今後の課題

今後はこのK(n)-local categoryのモデルを用いて、より一般のVerdier商 S≥n
(p) /S

≥n+k
(p) (k ≥ 2)

の構造について調べることが課題である。
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	 ２０１７トポロジーシンポジューム.pdf 
	abstract.Takahashi
	kabataSP
	torii
	ichiki
	abstract(Horiguchi)


