
ଟ༷ମͱLefschetzϑΝΠόʔۭؒݩ࣍4

দຊ ෉޾ (ֶशӃେֶཧֶ෦)∗

1. ͸͡Ίʹɽ
ʮ4ݩ࣍ଟ༷ମͱLefschetzϑΝΠόʔۭؒʯͱ͍͏͓୊Λ͍͖ͨͩ·͕ͨ͠ɼ̐ݩ࣍
ଟ༷ମ࿦ʹͯ͠΋LefschetzϑΝΠόʔۭؒʹͯ͠΋ɼۙ࠷ͷಈ͖͸ൃ׆ա͗ͯɼͦΕ
ΒΛαʔϕΠ͢Δ͜ͱ͸ͱͯ΋ࢲͷೳྗͷٴͿͱ͜ΖͰ͸͋Γ·ͤΜɽʮ͍ࢥग़࿩ʯʹ
ତ͢ΔϦεΫΛ֮ޛͷ্Ͱɼ͜ΕΒͷ࿩୊͕࢝·ͬͨ͜Ζͷ࿩Λ͍͖͍ͤͯͨͩͨ͞
ͱ͍ࢥ·͢ɽ
ͳ͓ɼԕ౻ࢯݦٱʹΑΔ LefschetzϑΝΠόʔۭؒͷৄ͍͠ղઆ ʮ਺ֶʯࢽࡶ͕[12]

ୈ̒̎̕ר߸ʹग़൛͞Ε·ͨ͠ͷͰɼͥͻ͝ཡ͍ͩ͘͞ɽԕ౻ࢯͷࣄهʹ͸ۙ࠷ͷൃ
లʹ͍ͭͯ΋ৄ͘͠ॻ͔Ε͍ͯ·͢ɽ

2. ඍ෼τϙϩδʔɽ
̍̑̌̕೥୅ͱ̒̌೥୅ʹେൃలͨ͠ඍ෼τϙϩδʔ͸ओʹݩ࣍ߴʢ̑ݩ࣍Ҏ্ʣͷ
ඍ෼Մೳଟ༷ମΛѻ͏΋ͷͩͬͨɽʮίϘϧσΟζϜཧ࿦ʯʮූ߸਺ఆཧʯʮҟछٿ໘ʯ
ʮh-ίϘϧσΟζϜఆཧʯʮखज़ཧ࿦ʯͳͲɼຊ࣭తͰॏཁͳཧ࿦ΛؚΉඍ෼τϙϩδʔ
Ͱ͋Δ͕ɼݩ࣍ߴඍ෼τϙϩδʔ͕ٞ࿦͞ΕΔ͜ͱ͸ɼࡏݱͰ͸ຆͲͳ͘ͳͬͨͷͰɼ
ͷݩ࣍ߴͷͰ͸ͳ͍͔ͱ΍΍৺഑ʹͳΔɽඍ෼τϙϩδʔ͸͘ߦΒΕͯڈୈʹ๨Ε࣍
ඍ෼Մೳଟ༷ମͷʮ͔ͨͪʯΛཧղ͢ΔͨΊͷओཁͳཧ࿦Ͱ͋Δ͜ͱʹมΘΓ͸ͳ͍ɽ
ඍ෼τϙϩδʔ͕๨ΕΒΕͯ͠·͏͜ͱ͸ɼେ͖ͳ஌తଛࣦͩͱ͏ࢥɽ͔͠͠ɼ͍޾
ͳ͜ͱʹɼ͍͔ͭ͘ͷڭՊॻ͕͋Γɼ͍ͭͰ΋ษڧͰ͖ΔΑ͏ʹ͸ͳ͍ͬͯΔɽॳ౳
తͳೖ໳ॻͱͯ͠ɼJ. Milnor ͷຊ [47], [48], ·ͱ·ͬͨڭՊॻͱͯ͠ M. W. Hirsch,

“Differential Topology”[22], [23], ాଜҰ࿠ʮඍ෼Ґ૬زԿֶʯ[65], .Ͱ͸ɹCۙ࠷ͨ·

T. C. Wall “Differential Topology”[69]͕ग़൛͞Εͨɽۙ࠷ɼদຊᴲੜ͕ࢯඍ෼τϙϩ
δʔͷྺ࢙తͳαʔϕΠΛॻ͔Ε͍ͯΔ [45].

1960೥୅ʹ͸ɼඍ෼τϙϩδʔͱ͸ผʹɼPLଟ༷ମʢPiecewise Linear Manifoldsʣ
Λ͢ڀݚΔPLτϙϩδʔ͕ൃలதͰɼಠࣗͷख๏Ͱ͞ڀݚʹൃ׆Ε͍ͯͨɽ೔ຊͰ͸
Ճ౻े͕ࢯ٢PLτϙϩδʔͷए͖ضखͩͬͨɽඇৗʹັྗతͳ෼໺ʹࢥΘΕͨɽ౰࣌
͸ඍ෼τϙϩδʔͱPLτϙϩδʔ͸ೋͭͷҧ͏෼໺ͱ͑ߟΒΕ͍͕ͯͨɼ1960೥୅
ͷ൒͹͝Ζ͔Βɼଟ༷ମΛ͢ڀݚΔزԿֶతτϙϩδʔ (Geometric Topology)ͱ͍͏
෼໺ͷҟͳΔೋͭͷଆ໘ͱͯ͠ҙࣝ͞ΕΔΑ͏ʹͳͬͨɽͳ͓ɼʮزԿֶతτϙϩδʔʯ
͸ϗϞτϐʔ࿦Λத৺ͱ͢Δʮ୅਺తτϙϩδʔʯͱ۠ผ͢Δݴ༿ͱͯ͠ɼ͜ͷ͜Ζ
͔Β࢖ΘΕΔΑ͏ʹͳͬͨͱ͏ࢥɽ6ݩ࣍ҎԼͰ͸ඍ෼τϙϩδʔͱPLτϙϩδʔʹ
ຊ࣭తͳࠩҟ͸ͳ͘ɼ7ݩ࣍Ҏ্Ͱʮҟछٿ໘ʯͰهड़͞ΕΔ͕ࠩݱΕΔɽ
΋ຊؒཾ༤ઌੜ΍ڀݚҎԼͷଟ༷ମͷݩ࣍3 C. D. Papakyriakopoulosͷূ໌ͨ͠

ʮDehnͷิ୊ʯΛओཁͳಓ۩ͱ͢Δߦ͕ڀݚΘΕ͍ͯͨɽݩ࣍ߴτϙϩδʔͱͷަྲྀ
͸͋·Γͳ͘ɼ݁ͼ໨ཧ࿦ͱͷ݁ͼ͖͕͔ͭͨͬڧͱ͏ࢥɽ
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W. ThurstonʹΑΔ Δͷ͸·࢝τϙϩδʔͷେൃల͕ݩ࣍3 1970೥୅ͷ൒͹͝Ζ͔
ΒͰ͋Δɽ

3. ଟ༷ମɽݩ࣍4
ͱݩ࣍ߴ ͸ຆͲਐΜͰ͍ͳ͔ͬͨɽڀݚଟ༷ମͷݩ࣍ҎԼͷ͸͟·ʹ͋ͬͯɼ4ݩ࣍3
1960೥୅·Ͱͷ ଟ༷ମʹؔ͢Δ݁Ռ͸ʮϩϗϦϯͷఆཧʯʮϛϧφʔͷఆཧʯݩ࣍4
ʮ΢Υʔϧͷఆཧʯ͕ओͳ΋ͷͰ͋ͬͨͱ͏ࢥɽ
ϩϗϦϯͷఆཧ [57] ͹ͯ࣋଄Λߏͷඍ෼Մೳดଟ༷ମM͕εϐϯݩ࣍෇ΒΕͨ4͖޲
ʢୈ2 Stiefel-Whitneyྨw2 = 0Ͱ͋Ε͹ʣɼͦͷූ߸਺σ(M)͸16ͰׂΓ੾ΕΔɽ
ϛϧφʔͷఆཧ [46] ෇ΒΕͨ୯࿈͖݁޲ ܕΊͨϗϞτϐʔࠐΛ͖޲ดଟ༷ମͷݩ࣍4
͸Χοϓੵ∪ : H2(M ;Z)×H2(M ;Z)→ ZʹΑܾͬͯ·Δɽ
΢Υʔϧͷఆཧ [68] ͷඍ෼Մೳดଟ༷ମM1ͱM2͕ϗϞݩ࣍෇͚ΒΕͨ୯࿈݁4͖޲
τϐʔಉ஋Ͱ͋Ε͹ɼͦΕΒ͸ h-ίϘϧμϯτͰ͋Δɽ·ͨɼ͋Δࣗવ਺ kʹ͍ͭͯ
M1#k(S2 × S2) ∼= M2#k(S2 × S2) ʢඍ෼ಉ૬ʣ͕੒Γཱͭɽ

ͳ͞Εݟଟ༷ମ͸ྫ֎తͳྖҬͱݩ࣍͸ɼ4ࠒඍ෼τϙϩδʔ͕՚΍͔ͳΓ͠ݩ࣍ߴ
͍ͯͨͷͰɼͱ͘ʹ͘ڧʹऀڀݚҙࣝ͞ΕΔ͜ͱ͸ͳ͔͕ͬͨɼ60೥୅ͷޙ൒ʹ࣍ߴ
τϙϩδʔͷதʹ΋νϥϗϥݩ ΔΑ͏ʹͳͬͨɽͦͷ͸͡Ί͑ݟଟ༷ମͷӨ͕ݩ࣍4
͸D. αϦϰΝϯͷത࢜࿦จʢϓϦϯετϯେʣ[62][63]Ͱ͋ΔɽαϦϰΝϯ͸୯࿈݁
ɼ̎ͭͷPLଟ༷ମLͱMͷؒʹϗϞτϐʔಉ஋ࣸ૾͍࢖ଟ༷ମͷखज़ཧ࿦Λݩ࣍ߴ
h : L → M͕͋Δͱ͖ɼ͜Ε͕PLಉ૬ʹϗϞτϐοΫʹͳΔ͔ɼͱ͍͏໰୊Λ͑ߟ
ͨɽͦ͜Ͱ։ൃͨ͠F/PL-όϯυϧཧ࿦ΛԠ༻ͯ͠ɼ࣍ͷܗͰʮجຊ༧૝ʯΛղ͍ͨɽ
ఆཧɽ6ݩ࣍Ҏ্ͷ୯࿈݁PLଟ༷ମʢڥքͷ֤࿈݁੒෼΋୯࿈݁ͱԾఆ͢Δʣͷؒʹ
ಉ૬ࣸ૾h : (L, ∂L) → (M.∂M)͕͋Δͱ͖ɼ΋͠H3(M ;Z)͕Ґ਺ 2ͷݩΛؚ·ͳ͚
Ε͹ɼh͸PLಉ૬ʹϗϞτϐοΫͰ͋Δɽ

͜ͷఆཧ͸౰࣌ͷҰൠతͳτϙϩδʔͷਫ४Λ͸Δ͔ʹӽ͑Δ΋ͷͰ͋ͬͨɽ
αϦϰΝϯͷٞ࿦͸෼͔Γ೉͍͕ɼH3(M,Z)ͷதͷҐ਺2ͷݩ͸ϩϗϦϯͷఆཧʹ

༝དྷ͢Δ΋ͷͰ͋Δɽ͔͠͠ɼ͜ͷஈ֊Ͱ͸ϩϗϦϯͷఆཧ͕ͦΕ΄Ͳຊ࣭తͳఆཧ
ͱ͸ଊ͑ΒΕ͍ͯͳ͔༷ͬͨʹࢥΘΕΔɽʢαϦϰΝϯͷ࿦จʹ͸ϩϗϦϯͷ࿦จ͕Ҿ
༻͞Ε͍ͯͳ͍ɽʣ
ϩϗϦϯͷఆཧ͕ຊ࣭తͳ΋ͷͰ͋Δͱೝࣝ͞Εͨͷ͸ɼ1969೥ʹR. ΧʔϏʔͱL.

C. δʔϕϯϚϯʹΑΓʮݩ࣍ߴPLଟ༷ମʹؔ͢Δجຊ༧૝ʯ͕׬શղܾ͞Ε͔ͯΒ
Ͱ͸ͳ͔ͬͨΖ͏͔ɽ

ΧʔϏʔɾδʔϕϯϚϯͷఆཧ [33], [34] (؆୯ͷͨΊɼดͨ͡ଟ༷ମʹ͍ͭͯ݁ՌΛड़
΂Δʣ(I) ଄͕ೖΔͨΊͷ།ҰͷোߏҎ্ͷดͨ͡Ґ૬ଟ༷ମMʹPLଟ༷ମͷݩ࣍5
H4(M͕ྨ֐ ;Z2)ͷͳ͔ʹଘ͢ࡏΔɽ (II) Ҏ্ͷดͨ͡ଟ༷ମMʹPLଟ༷ମͷݩ࣍5
H3(M͕֐଄͕ೋͭ͋Δͱ͖ɼ͜ΕΒ͕ΞΠιτϐʔͰҠΓ͋͏ͨΊͷ།Ұͷোߏ ;Z2)

ʹଘ͢ࡏΔɽ

.਺͸W܎ΕΔZ2ͱ͍͏ݱʹ͜͜ C. γΞϯͱJ. L. γϟωιϯʹΑΔϑΣΠΫτʔ
ϥεʢnݩ࣍τʔϥεͱಉ͡ϗϞτϐʔܕΛ΋ͭnݩ࣍PLଟ༷ମʣͷ෼ྨఆཧ [24] Λ
ΕΔ͕ɼγΞϯɾγϟωιϯͷఆཧͷূ໌ʹ͸ϩϗϦϯͷఆཧ͕ޮ͍͍ͯݱ༝ͯ͠ܦ
Δɽ݁ہɼϩϗϦϯͷఆཧ͸4ݩ࣍ଟ༷ମͷఆཧͰ͋Γͳ͕Βɼݩ࣍ߴଟ༷ମͷҐ૬ߏ
଄ͱPLߏ଄ͷࠩΛهड़͢Δͱ͖ʹຊ࣭తͳ໾ׂΛՌͨ͢΋ͷͰ͋Δ͜ͱ͕෼͔Δɽ
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δʔϕϯϚϯ͸ɼϩϗϦϯͷఆཧΛͯͬ࢖ɼ௿ݩ࣍ͷs-ίϘϧσΟζϜఆཧ͕4ݩ࣍
·ͨ͸5ݩ࣍Ͱ͸੒Γཱͨͳ͍͜ͱΛ͍ࣔͯ͠Δ [59]ɽυφϧυιϯ͕ήʔδཧ࿦ΛԠ
ଟ༷ମͷؒͷh-ίϘϧσΟζϜఆཧʣ͕ݩ࣍ͷh-ίϘϧσΟζϜఆཧʢ4ݩ࣍5ͯ͠༺
੒Γཱͨͳ͍͜ͱΛࣔͨ͠ͷ͸͜Ε͔Β15೥Ҏ্͔ͨͬͯΒͰ͋Δ [9], [10].

෼ׂ໰୊ͱϩϗϦϯͷఆཧͷ͔͔ΘΓΛࣔ͢ʮ͓΋ͪΌܗ֯ࡾҐ૬ଟ༷ମͷݩ࣍ߴ
ͷϞσϧʯΛ঺հ͠Α͏ɽ͜Ε͸δʔϕϯϚϯ [60]ʹΑΓʢ౰࣌ະղܾͩͬͨʮ2ॏݒ
ਨ໰୊ʯ͕੒ΓཱͭΑ͏ͳϗϞϩδʔ ੒͞Ε͍ͯΔɽߏΔͱԾఆͯ͠ʣ͢ࡏ໘͕ଘٿ3
J. W. ΩϟϊϯʹΑͬͯʮ2ॏݒਨ໰୊ʯ͕ղܾ͞Εͨޙʹɼࢲ΋ [37]ͷͳ͔ʢp.172ʣ
Ͱ؆୯ʹ঺հͨ͠ɽ
·ͣɼE8-ϓϥϯϏϯάͰಘΒΕΔίϯύΫτ୯࿈݁ͳ4ݩ࣍ඍ෼Մೳଟ༷ମPΛߟ

͑ΔɽP ʹ͸εϐϯߏ଄͕ೖΓɼ͔͠΋ͦͷූ߸਺ σ(P ) = ±8Ͱ͋Δɽ͜ͷڥքM3

͸͍ΘΏΔʮϙΞϯΧϨͷϗϞϩδʔ3ٿ໘ʯͰ͋ΔɽM3ͷਲ਼ʢconeʣc(M3)Λͭ͘
Γɼc(M3)ͱPͱΛM3ʹͦͬͯషΓ͋ΘͤΔɽͦ͏͢ΔͱX4 = c(M3) ∪ P͸4ݩ࣍
ͷϗϞϩδʔଟ༷ମʹͳΔɽʢc(M3)ͷ௖఺ p͕ಛҟ఺Ͱ͋ΔͷͰɼX4͸PLଟ༷ମͰ
͸ͳ͍ɽʣX4ͱԁपͱͷੵ

S1 ×X4

Λͭ͘Δɽ͜ ͷ௚ੵ͸ຆͲҐ૬ଟ༷ମͰ͋Δ͕ɼc(M3)ͷಛҟ఺pͱԁपͷ௚ੵS1×{p}
ͷۙ๣ͰҐ૬ଟ༷ମͷߏ଄͕ೖΔ͔৺഑Ͱ͋Δɽͱ͜Ζ͕ɼΩϟϊϯ [5]ʹΑͬͯɼ࣮
͸͜ͷۙ๣ʹ͸Ґ૬ଟ༷ମͷߏ଄͕ೖΔ͜ͱʢʮ2ॏݒਨ໰୊ʯͷղܾʣ͕ূ໌͞Εͨ
ͷͰɼS1 ×X4͸5ݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Δɽ͔͠͠ɼS1 ×X4͸PLଟ༷
ମͱͯ͠ܗ֯ࡾ෼ׂͰ͖ͳ͍ɽͳͥͳΒɼ΋͠ S1 × X4͕PLଟ༷ମͱͯ͠ܗ֯ࡾ෼
ׂͰ͖Δͱ͢ΔͱɼPLτϙϩδʔͷඪ४తͳٞ࿦ͰɼS1ํ޲ʹԣஅతͳดͨ͡4ݩ࣍
PL෦෼ଟ༷ମL4͕S1 × X4ͷதʹݟग़ͤΔ͕ɼL4͸X4ͱಉ༷ʹεϐϯߏ଄Λ΋ͬ
͓ͯΓɼ͔͠΋ͦͷූ߸਺σ(L4) = ±8Ͱ͋Δɽ͜Ε͸ϩϗϦϯͷఆཧʹໃ६ͯ͠͠·
͏ɽ͕ͨͬͯ͠Ґ૬ଟ༷ମS1 ×X4͸PLଟ༷ମͱͯ͠ܗ֯ࡾ෼ׂͰ͖ͳ͍ɽ
͔͠͠ɼߏ੒͔ΒɼS1×X4͸୯ମతͳෳମʹ෼ׂ͞Ε͍ͯΔɽδʔϕϯϚϯ [60] ͸

શͯͷҐ૬ଟ༷ମ͕ʢͨͱ͑PLଟ༷ମʹ෼ׂ͞Εͳ͘ͱ΋ʣ୯ମతෳମʹ෼ׂͰ͖Δ
͔Λ໰୊ʹͨ͠ɽ͜ͷ໰୊ʹ౴͑ͨͷ͕দຊᴲੜࢯͷത࢜࿦จ [43], [44] ͱD. E. ΨϨ
ϑεΩʔɾR. J. ελʔϯ [17], [18]Ͱ͋Δɽ൴Βͷ݁࿦ͷҰͭʹɼϙΞϯΧϨϗϞϩ
δʔ ໘ͷΑ͏ʹɼූ߸਺ٿ3 8ͷεϐϯ քʹͳ͍ͬͯΔϗϞϩδʔڥଟ༷ମͷݩ࣍4 3

PLଟ༷ମݩ࣍໘H3Ͱ͋ͬͯɼࣗ෼ࣗ਎ͱͷ࿈݁࿨H3#H3͕ΞαΠΫϦοΫ4ٿ 1W 4

ͷڥքʹͳΔΑ͏ͳ΋ͷH3͕ଘ͢ࡏΕ͹ɼશͯͷݩ࣍ߴҐ૬ଟ༷ମ͸୯ମతෳମʹ෼
ׂՄೳͰ͋Γɼ͔ͭٯ΋੒Γཱͭɼͱ͍͏ఆཧ͕͋Δɽۙ࠷ɼC. ϚϊϨεΫ [35]ʹΑ
ΓɼͦͷΑ͏ͳϗϞϩδʔ3ٿ໘͕ଘ͠ࡏͳ͍͜ͱ͕ূ໌͞ΕͨͷͰɼݩ࣍ߴҐ૬ଟ༷
ମͰ͋ͬͯ୯ମෳମʹ෼ׂͰ͖ͳ͍΋ͷ͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱ͕֬ఆͨ͠ 2ɽ

1ଟ༷ମW ͕ΞαΠΫϦοΫʢacyclicʣͰ͋Δͱ͸ɼ࿈݁Ͱ͋Γɼ͔ͭ Ҏ্ͷશͯͷϗϞϩδʔݩ࣍1
͕܈ 0ʹͳΔ͜ͱͰ͋Δɽ

2ϖϨϧϚϯʹΑΔϙΞϯΧϨ༧૝ͷղܾͱϑϦʔυϚϯͷ࡯؍ʢ[15], Cor.1.6ʣΛ߹ΘͤΔͱɼ̐࣍
͍ͯͭʹΔ͜ͱ͕Θ͔Δɽ͜Ε͢ࡏͷ୯࿈݁ดҐ૬ଟ༷ମͰɼ୯ମෳମʹ෼ׂՄೳͰͳ͍΋ͷ͕ଘݩ
͸ [37]ͷʮ૿ิ৽൛ʯʢ2009೥ʣ·ͨ͸ʮ৽൛ʯʢ2016೥ʣͷ p.248Λ͝ཡ͍ͩ͘͞ɽ
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4. ϑΝΠόʔߏ଄Λ΋ͭ4ݩ࣍ଟ༷ମ
Ҏ্͸ɼ1970೥୅ޙ൒·Ͱͷ࿩Ͱ͋Δɽ70೥୅ʹ͸ଟ͘ͷऀڀݚͷ໨͕ ଟ༷ମݩ࣍4
ߟΒ͔ޙΘΕ͕ͨɼࢥʹ୰͢΂͖ʯ݁Ռ͸ͳ͍Α͏ڻΒΕ͍ͯͬͨɽͱ͘ʹʮ͚޲ʹ
͑ΔͱA. Ωϟοιϯ [6]ʹΑΔʮΩϟοιϯϋϯυϧʯͷߏ੒͕੩͔ʹมֵΛ४උͯ͠
͍ͨ͜ͱʹͳΔɽ͜Ε͸ޙʹM. H. ϑϦʔυϚϯ [15]ͷ ϙΞϯΧϨ༧૝ͷղܾݩ࣍4
ʢҐ૬తΧςΰϦʔʹ͓͚Δʣʹͭͳ͕Δ΋ͷͰ͋ͬͨɽ·ͨ΋͏ҰͭɼR. ΧʔϏʔ
ʹΑΔ͍ΘΏΔʮΧʔϏʔɾΧϧΩϡϥεʯͷ૑࢝ [32]͕͋ͬͨɽ౰࣌͸͙͢ʹॏཁੑ
͕ೝࣝͰ͖ͳ͔͕ͬͨɼޙ೥ͷ4ݩ࣍ଟ༷ମ࿦ͷൃలΛ͚ͮૅجΔ΋ͷʹͳͬͨɽΧʔ
Ϗʔͷ࿦จ͕ग़͔ͯΒ͙͢ʹS. ΞΫϒϧτͷ׆༂͕࢝·ͬͨ [3]ɽ൴΍ΧʔϏʔͷॻ͘
࿦จ͸ΧʔϏʔਤࣜຬࡌͰ͋ͬͨͷͰɼͦΕ·Ͱจষத৺ͷʮ͓͍ݎʯΠϝʔδͩͬ
ͨ਺ֶ࿦จͷʮͯ͘ݟΕʯ͕Ұมͨ͠Α͏ͳҹ৅ͩͬͨɽ
1970೥୅ͷऴΘΓ͝Ζɼؾ͕ࢲʹͳͬͨͷ͸ɼ4ݩ࣍ଟ༷ମΛ͠ڀݚΑ͏ʢ4ݩ࣍ͷ

ඍ෼τϙϩδʔΛ࡞Ζ ʂ͏ʣͱͯͬݴ΋ɼ4ݩ࣍ͷඍ෼Մೳଟ༷ମͷྫΛ΄ͱΜͲ஌Βͳ
͍ͱ͍͏࣮ࣄͰ͋ͬͨɽྫͱͯ͠ग़ͯ͘Δͷ͸ɼෳૉࣹӨฏ໘CP 2ɼS2×S2ɼS2×̃S2,

K3ۂ໘ɼ͘Β͍ͳ΋ͷͰ͋ͬͨɽ΋ͪΖΜෳૉۂ໘ͷྫ͸ແ਺ʹ͋Δ͕ɼͦΕΒ͕τ
ϙϩδʔͷख๏Ͱ͙͢ʹཧղͰ͖Δͱ͑ࢥͳ͔ͬͨɽ·ͨɼΧʔϏʔɾΧϧΩϡϥεΛ
քڥϋϯυϧମͷྫ͸ग़དྷΔ͕ɼͦΕΒ͸օɼݩ࣍͹ɼ͍͘ΒͰ΋ίϯύΫτͳ4͑࢖
ͷ͋Δ4ݩ࣍ଟ༷ମͰ͋ͬͨ 3ɽ౰࣌ɼʮดͨ͡4ݩ࣍ଟ༷ମ͸ਓ͕ؒ࡞ΕΔΑ͏ͳ΋ͷ
Ͱ͸ͳͯ͘ɼ͍ͭ΋͔͏͜޲Β΍ͬͯ͘Δ΋ͷͩʯͱ͍͏ҹ৅Λͨͬ࣋ɽͦ͜Ͱɼτ
ϙϩδΧϧͳख๏ͰཧղՄೳͳ ໘ΛۂಘΔํ๏ͱͯ͠ɼดࢁดଟ༷ମͷྫΛ୔ݩ࣍4
ఈۭؒͱͯ͠ผͷดۂ໘ΛϑΝΠόʔͱ͢ΔϑΝΠόʔߏ଄Λ΋ͭ ଟ༷ମΛௐݩ࣍4
΂ͯΈΑ͏ͱͨͬࢥɽ΋ͪΖΜ୯ͳΔϑΝΠόʔόϯυϧͰ͸໘ന͘ͳ͍ͷͰɼ༗ݶ
ͷ͍͔ͭ͘ͷ݁ՌΛ঺հ͍ͤͯͨ͞ࠒΔɽͦͷ͑ߟ΋ͷΛ͢ڐͷಛҟϑΝΠόʔΛݸ
͖͍ͩͨɽ

τʔϥεϑΝΠόʔۭؒɽ ·ͣϑΝΠόʔ͕τʔϥεͷ৔߹Λௐ΂ͯΈͨɽϑΝΠόʔ
Λτʔϥεʹͨ͠ͷ͸ɼ3ݩ࣍ଟ༷ମͰॏཁͳβΠϑΣϧτɾϑΝΠόʔۭؒͷ4ݩ࣍
ͰͷΞφϩδʔΛૂͬͨ͜ͱͱɼෳૉۂ໘࿦Ͱॏཁͳପԁۂ໘Λ಄ʹஔ͍ͨ͜ͱ͕ཧ
༝Ͱ͋ΔɽτϙϩδΧϧʹಛҟϑΝΠόʔΛͲ͏ఆٛ͢Δ͔ʁͰ೰Έɼ͍Ζ͍Ζͱ޻
෉͕ͨ͠ʢྫ͑͹ [38]ʣɼࠓͰ͸ɼ݁ہɼ֤ϑΝΠόʔͷۙ๣ʹෳૉߏ଄͕ೖΓɼϓϩ
δΣΫγϣϯ͕ͦͷۙ๣Ͱෳૉղੳతʹͳ͍ͬͯΔͱ͍͏ఆٛʢ[20]ɼp.404Ͱ locally

holomorphicͱݺΜͰ͍Δঢ়گʹ͍ۙʣ͕Ұ൪͖ͬ͢Γ͍ͯ͠Δͱ͍ͯͬࢥΔɽͨͩ͠ɼ
ϑΝΠόʔͷۙ๣͸C∞ࣸ૾ͰషΓ߹Θ͞Ε͍ͯΔͱ͢ΔɽʢԠ༻ൣғΛ͛޿ΔͨΊɼ͜
ͷC∞ࣸ૾͸ඞͣ͠΋ෳૉߏ଄͔Βܾ·Δʮ͖޲ʯΛอͨͳͯ͘΋Α͍ͱ͢Δɽʣͭ·
ΓɼہॴతʹෳૉϑΝΠόʔۭؒ·ͨ͸ͦͷʮ͖޲ʯΛม͑ͨϑΝΠόʔۭؒʹͳͬͯ
͍Δ΋ͷΛC∞ࣸ૾ͰషΓ͋ΘͤͨΑ͏ͳϑΝΠόʔۭؒΛ͑ߟΔΘ͚Ͱ͋Δɽ
ຊతͳج΋࠷ͷ͸ɼͨ͑ߟʹΊ࢝ ଟ༷ମɼ͢ͳΘͪݩ࣍4 ໘S4ʹ͜ͷΑ͏ٿݩ࣍4

ͳτʔϥεϑΝΠόʔۭؒͷߏ଄͕ೖΔ͔ͱ͍͏͜ͱͰ͋ͬͨɽ͜Ε͸͍Ζ͍Ζ͑ߟ
ͯɼ݁ہɼJ. M. ϞϯςγϊεͷπΠϯͱ͍͏ߏ଄ [52]Λ͏࢖ͱɼπΠϯTwͱ͍͏ಛ
ҟϑΝΠόʔΛ1ຊ΋ͭS2্ͷτʔϥεϑΝΠόʔۭؒS4 → S2ͷߏ଄͕ೖΔ͜ͱ͕

3ͱ͸͍͑ɼϞϯςγϊεͷఆཧ [51]ʹΑΕ͹ ดଟ༷ମͷඍ෼ಉ૬ྨ͸ݩ࣍4 2ϋϯυϧҎԼͷϋϯυ
ϧͷΞολνϯάʹΑܾͬͯ·Δɽ2ϋϯυϧ·ͰͷΞλονϯά͸ΧʔϏʔਤࣜͰ׬શʹඳ͚Δ΋
ͷͳͷͰɼΧʔϏʔɾΧϧΩϡϥε͸ดͨ͡ ΋༗ޮͰ͋Δɽʹڀݚଟ༷ମͷݩ࣍4
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෼͔ͬͨͷͰɼࣗ෼ͷٛߨͷͱ͖ʹઆ໌ͨ͠ɽͦΕΛਂ୩ࢯ࣏ݡʢ౰࣌େֶӃੜʣ͕
ௌ͍͍ͯͯɼϗοϓɾϑΝΠϒϨʔγϣϯΛͯͬ࢖΋ͬͱ؆୯ʹߏ੒Ͱ͖Δ͜ͱΛڭ
͑ͯ͘Εͨɽ͜ͷߏ੒͸ࢲͷ࿦จ [38]Ͱɼʮਂ୩ʹΑΔߏ੒ʯͱͯ͠঺հ͕ͨ͠ɼ࣍ͷ
Α͏ͳ΋ͷͰ͋Δɿ
·ͣɼϗοϓɾϑΝΠϒϨʔγϣϯ h : S3 → S2ΛͱΓɼͦͷαεϖϯγϣϯΣh :

ΣS3 → ΣS2Λ͑ߟΔɽΣS3 = S4, ΣS2 = S3 ʹ஫ҙͯ͠ɼ

Σh : S4 → S3 ͱ h : S3 → S2

ͷ߹੒
h ◦ Σh : S4 → S2

Λ͑ߟΔͱɼ͜Ε͕τʔϥεϑΝΠόʔۭؒʹͳΔɽΣS2ͱS3ΛಉҰ͢ࢹΔͱ͖ɼΣS2

ͷ2ͭͷݒਨͷ௖఺͕ϗοϓɾϑΝΠϒϨʔγϣϯͷಉҰͷϑΝΠόʔ্ʹ৐͍ͬͯΕ
͹ɼࢲͷߏ੒ͨ͠πΠϯಛҟϑΝΠόʔ 1ຊͷτʔϥεϑΝΠόʔۭؒʹͳΔ͠ɼ̎
ͭͷݒਨ௖఺͕ϗοϓɾϑΝΠϒϨʔγϣϯͷҟͳΔ 2ຊͷϑΝΠόʔ্ʹ͋Δͱ͖
ʢͪ͜Βͷ΄͏͕Ұൠతʣ͸ɼτʔϥε্ͷ̍ຊͷϝϦσΟΞϯΛ1఺ʹͭͿͨ͠ಛҟ
ϑΝΠόʔʢখฏͷ I1ܕʣΛ 2ຊͭ࣋τʔϥεϑΝΠόʔۭؒʹͳΔɽͨͩ͠ɼࣗݾ
ަࠥͷූ߸͸Ұํ͸ϓϥεͰଞํ͕ϚΠφεʹͳΔɽ͋ͱͰʢ1990೥୅ʹʣLefschetz

ϑΝΠόʔۭؒΛͨ͑ߟͱ͖ [41]ɼ͜ͷྫͷΑ͏ʹҟͳΔࣗࠥަݾͷූ߸Λͭ࣋Α͏ͳ
LefschetzϑΝΠόʔۭؒΛΞΩϥϧͳLefschetzϑΝΠόʔۭؒͱ໊෇͚͕ͨɼ͜ͷ
τʔϥεϑΝΠόʔۭؒS4 → S2͸Ұ൪ॳΊʹΞΩϥϧͳϑΝΠόʔۭؒʹૺ۰ͨ͠
ྫͰ͋Δɽ·ͨ͜͜ʹ͸ɼ1ຊͷπΠϯಛҟϑΝΠόʔTw͕2ຊͷ؆୯ͳಛҟϑΝΠ
όʔʢI+1 ͱ I−1 ʣʹ෼྾͢Δݱ৅΋ݱΕ͍ͯΔɽ
໘S4ʹೖΔτʔϥεϑΝΠόʔۭؒS4ٿݩ࣍4 → S2͸ɼجຊతͳྫͱ͸͍͑ɼ·

͋ͦΕ͚ͩͷ΋ͷͱ͍ͨͯͬࢥΒɼۙ͘͝࠷ɼA. J. σΟεΧϥɼപ୩௚඙ɼD. ζομ
ε3ਓͷڞஶ࿦จ [7]Ͱɼ͜ͷϑΝΠόʔۭؒΛͯͬ࢖ɼR4ͷ্ʹέʔϥʔͰͳ͍Α͏
ͳෳૉߏ଄͕ߏ੒͞Εͨɽ͜Μͳૉ੖Β͍͠Ԡ༻͕͋Δ͜ͱΛ஌ͬͯɼͭͮ͘͘ʮੜ
͖͍ͯͯΑ͔ͬͨʯͱͨͬࢥɽ

ପԁۂ໘ɽ τʔϥεϑΝΠόʔۭؒͷ͏ͪɼ࠷΋෼͔Γ͔ͨͬͨͷ͸খฏઌੜͷෳૉ
໘ʯͰ͋Δɽ͜Ε͸ϦʔϚϯ໘ͷ্ͷɼϑΝΠόʔ͕ʮෳૉۂΕΔʮପԁݱʹ໘࿦ۂ
ପԁۂઢʯʢͭ·Γτʔϥεʣʹͳ͍ͬͯΔΑ͏ͳτʔϥεϑΝΠόʔۭؒͷߏ଄Λ࣋
ͭ .Ռͱͯ͠ɼA݁ߦ໘ͷτϙϩδʔʹؔ͢Δઌۂଟ༷ମͰ͋Δɽପԁݩ࣍4 Χε [31]

ͱB. ϞΠγΣκϯ [50]͕͋ͬͨɽ൴Β͸2ٿݩ࣍໘S2Λఈۭؒͱ͢Δପԁۂ໘Λ͑ߟ
͍͕ͯͨɼ൴Βͷ݁ՌΛఈۭ͕ؒҰൠͷϦʔϚϯ໘ͷ৔߹ʹ֦ு͠Α͏ͱͨͬࢥɽࣗ
෼͕ূ໌ͨ͠ͳ͔ͰҰ൪೉͔ͬͨ͠ఆཧͷΑ͏ͳ͕͢ؾΔ͕ɼͱʹ͔͘࠷ऴతʹ͸࣍
ͷ݁Ռ͕ূ໌Ͱ͖ͨɿ

ఆཧ [39] ଟॏϑΝΠόʔΛͨ࣋ͳ͍ପԁۂ໘͕ೋͭ͋ͬͯɼͦΕΒͷఈۭؒͷछ਺͕
౳͘͠ɼશۭؒͷΦΠϥʔඪ਺͕౳͚͠Ε͹ͦͷೋͭͷପԁۂ໘ͷશۭؒ͸͖޲Λอͬ
ͯඍ෼ಉ૬Ͱ͋Δɽ

ʮଟॏϑΝΠόʔʯ͸খฏͷ෼ྨදͰmIb, m ! 2ͱॻ͔ΕΔಛҟϑΝΠόʔͷ͜ͱ
Ͱ͋ΔɽଟॏϑΝΠόʔҎ֎ͷछ਺̍ಛҟϑΝΠόʔ͸ɼ͢΂ͯछ਺1ͷLefschetzܕ
ಛҟϑΝΠόʔʹ෼྾ͤ͞ΒΕΔ͜ͱ͕Χε [31]΍ϞΠγΣκϯ [50]ʹΑΓূ໌͞Ε
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͍ͯΔͷͰɼ݁ہɼ্ͷఆཧ͸ఈۭ͕ؒҰൠͷดϦʔϚϯ໘ͷ৔߹ʹɼϑΝΠόʔͷ
छ਺͕1ͷLefschetz ϑΝΠόʔۭؒͷ෼ྨఆཧΛಘͨͷͱಉ͜͡ͱͰ͋Δɽ
ଟॏϑΝΠόʔ͕͋Δ৔߹ʹ͸ɼ্ਖ਼໌͕࣍ࢯͷఆཧΛূ໌ͨ͠ɿʢड़΂ํΛগ͠؆

ུԽͨ͠ɽʣ

ఆཧ [66]ଟॏϑΝΠόʔ͕ 3ຊҎ্͋Δ৔߹ʹ͸ɼପԁۂ໘ͷશۭؒͷඍ෼ಉ૬ྨ͸
શۭؒͷϗϞτϐʔܕͰܾ·Δɽ

͜ΕΒͷఆཧ͕ূ໌͞Εͨ௚ޙ 4ɼυφϧυιϯ [9]ʹΑΓɼଟॏϑΝΠόʔΛ 2ຊ
΋ͭS2্ͷପԁۂ໘Ͱɼಉ૬Ͱ͋Δ͕ඍ෼ಉ૬Ͱͳ͍΋ͷ͕͋Δʢ༗ཧପԁۂ໘ͱ൧
:໘ۂɾυϧΨνΣϑߴ [25], Remark A রʣͱ͍͏͜ͱ͕ূ໌͞Εͯɼզʑͷ݁Ռͱࢀ
υφϧυιϯͷ݁Ռͱ͸͏·͘ิ͍߹͏΋ͷͱͳͬͨɽ
ϞΠγΣκϯ [50]Ͱɼ೚ҙͷଟॏϑΝΠόʔ͸LefschetzܕͷಛҟϑΝΠόʔͱʮଟ

ॏτʔϥε 5ʯʹ෼྾͢Δ͜ͱ͕ূ໌͞Ε͍ͯΔͷͰɼ্ࢯ [66]ͷѻͬͨପԁۂ໘͸ɼ
LefschetzܕͷಛҟϑΝΠόʔͱଟॏτʔϥεΛؚΉ΋ͷͰ͋ͬͨɽLefschetzܕҎ֎ͷ
ಛҟϑΝΠόʔΛཧ࿦ʹऔΓࠐΉॏཁੑ͕ࣔࠦ͞Ε͍ͯΔͱ͏ࢥɽ
Ͱ͸ඍ෼ಉ૬ͱPLಉ૬ʹຊ࣭తͳࠩ͸ͳ͍ͷͰɼυφϧυιϯ͸ɼ༗ཧପԁݩ࣍̐

໘͸ಉ૬Ͱ͋Δ͕PLಉ૬Ͱͳ͍͜ͱΛূ໌ͨ͜͠ͱʹͳۂɾυϧΨνΣϑߴ໘ͱ൧ۂ
Δɽͭ·Γɼดͨ̐͡ݩ࣍ଟ༷ମʹؔ͢Δʮجຊ༧૝ʯ͸੒Γཱͨͳ͍ 6ɽ̑ݩ࣍Ҏ্
ͷଟ༷ମʹ͍ͭͯͷجຊ༧૝͸ʮϩϗϦϯͷఆཧʯͰഁΕΔ͕ɼ̐ݩ࣍ଟ༷ମͷجຊ
༧૝͸ʢϩϗϦϯͷఆཧͰͳ͘ʣʮήʔδཧ࿦ʯʹΑͬͯഁΕΔͱ͍͏͜ͱʹͳΔɽͳ
͓ɼ̏ݩ࣍ҎԼͷଟ༷ମʹ͍ͭͯ͸ɼجຊ༧૝͸੒ཱ͢ΔʢE. ϞΠζ [49]ʣɽʮجຊ༧
૝ʯʹ͍ͭͯ͸ɼྫ͑͹ [42]Λ͝ཡ͍ͩ͘͞ɽ

5. LefschetzϑΝΠόʔۭؒ
ϑΝΠόʔͷछ਺͕1ͷͱ͖ͷLefschetzϑΝΠόʔۭ͕ؒΑ͘෼͔ͬͨͱͨͬࢥͷͰɼ
ϑΝΠόʔͷछ਺͕2ͷ৔߹Λ͑ߟΑ͏ͱͯͬࢥॻ͍ͨͷ͕࿦จ [41]Ͱ͋Δɽ͜ͷ࿦จ
͸୊໊͔Β΋෼͔ΔΑ͏ʹɼछ਺̍Ͱ੒ޭͨ͠෼ྨఆཧΛछ਺̎Ͱ΋׬੒ͤ͞Α͏ͱ
͍͏ҙࠐؾΈͰ࢝Ίͨ΋ͷͰ͋Δ͕ɼ݁ہɼ೉͗ͯ͢͠੒ޭͤͣɼະ׬੒ͷ··ͦͷ࣌
఺·Ͱʹ෼͔ͬͨ݁ՌΛవΊͨ΋ͷͰ͋Δɽ౰ॳղܾΛ໨ͨ͠ࢦ༧૝͸ɼ΋͠ఈۭؒ
໘S2ͰɼಛҟϑΝΠόʔ͕શͯඇ෼཭తͳΒ͹ʢͭ·ΓɼಛҟϑΝΠόʔͷपΓٿ͕
ͷʮফ໓αΠΫϧʯ͕ඇ෼཭తͰ͋Ε͹ʣɼͦͷΑ͏ͳछ਺̎ͷLefschetzϑΝΠόʔ
ۭؒ͸͜ͷ࿦จʹ͋ͯ͛ڍΔExamples A, C, D ͱ͍͏̏ͭͷLefschetzϑΝΠόʔۭ
ؒͷϑΝΠόʔ࿨ʹͳΔͰ͋Ζ͏ɼͱ͍͏΋ͷͰ͋ͬͨɽʢޙ೥ɼʮ௒ପԁతͳLefschetz

ϑΝΠόʔۭؒʹ͍ͭͯͷδʔϕϧτɾςΟΞϯͷ༧૝ʯ[61] ͱݺ͹ΕΔΑ͏ʹͳͬͨ
༧૝ͷछ਺̎ͷ৔߹Ͱ͋ͬͨɽʣ
छ਺̍ͷ Lefschetz ϑΝΠόʔۭؒΛ෼ྨ͢Δͱ͖ͷํ๏͸ʮϞϊυϩϛʔɾΧϧ

ΩϡϥεʯͰ͋Δʢ[31], [50], [39]ʣɽͭ·Γɼఈۭؒʹ1఺p0ΛఆΊɼͦͷ఺Λى఺ͱ
͢ΔʢಛҟϑΝΠόʔͷ଍Λ௨Βͳ͍Α͏ͳʣϧʔϓୡʹԊͬͨϞϊυϩϛʔΛ͑ߟ

ʹͷ࿦จ͸ͱ΋ࢲͱࢯ4্ 1986೥ʹग़൛͞Ε͍ͯͯɼυφϧυιϯͷ࿦จʢ1985೥ʣͷͨͬͩޙΑ͏
Δ͕ɼզʑ͕ఆཧΛূ໌ͨ͠ͷ͸υφϧυιϯͷ࿦จ͕ग़Δલͩͬͨɽ͑ݟʹ

5த৺ʹ͋Δ 1ຊͷ׈Β͔ͳτʔϥεʹɼपΓͷτʔϥε͕Կճ͔͖ר෇͍ͯΏ͘Α͏ͳ৔߹ɼத৺ͷ
τʔϥε͸׈Β͔Ͱ͋Γͳ͕ΒಛҟϑΝΠόʔͱͳΔɽʮଟॏτʔϥεʯͱݺ͹ΕΔಛҟϑΝΠόʔͰ
͋Δɽ

6υφϧυιϯͷجຊఆཧ [8]͕ग़ͨͱ͖ɼ΄ͱΜͲಉ࣌ʹʮΤΩκνοΫR4ʯͷଘ͕ࡏ෼͔ͬͨͷͰɼ
ඇίϯύΫτ̐ݩ࣍ଟ༷ମʹ͍ͭͯجຊ༧૝͕੒Γཱͨͳ͍͜ͱ͸஌ΒΕ͍ͯͨ
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Δɽͦͯ͠ɼ͏·͍ϧʔϓΛબͼͭͭɼϞϊυϩϛʔͷܗΛͰ͖Δ͚ͩ؆୯ʹͯ͠ߦ
͘ɽޙ࠷ʹɼʮඪ४ܗʯʹ౸ୡ͢Ε͹ɼϑΝΠόʔۭؒͷ෼ྨ͕׬੒͢Δͱ͍͏ํ਑Ͱ
͋Δɽछ਺1ͷ৔߹͸ɼϞϊυϩϛʔͷ஋͸܈SL(2,Z)ʹଐ͢Δɽ͜ͷ܈Λத৺{±1}
ͰׂͬͯPSL(2,Z) ʹ͢Ε͹ɼ

PSL(2,Z) ∼= Z2 ∗ Z3

͕஌ΒΕ͍ͯΔͷͰɼ͜ͷΑ͏ͳѻ͍΍͍͢܈ͷͳ͔ͰͷϞϊυϩϛʔɾΧϧΩϡϥ
εΛ͑ߦ͹Αͯ͘ɼ݁͜ہͷํ๏Ͱඪ४ܗʹ౸ୡ͢Δɽ
छ਺ 2ͷ৔߹ɼϞϊυϩϛʔͷ஋͕ଐ͢Δͷ͸छ਺ 2ͷࣸ૾ྨ܈Γ2Ͱ͋Δɽ͜ͷߏ

଄͸஌ΒΕ͍ͯΔ΋ͷͷɼछ਺ 1ͷ৔߹ʹൺ΂ͯ֨ஈʹෳࡶͰ͋Γɼͦ͜ͰϞϊυϩ
ϛʔɾΧϧΩϡϥεΛ͏ߦͷ͸ۃΊͯ೉͍͠ɽͱ͍͏Θ͚Ͱɼछ਺ 2ͷLefschetzϑΝ
Πόʔۭؒͷ෼ྨ͸·ͩग़དྷ͍ͯͳ͍ɽ
ͷ։ൃͨ͠νϟʔτཧ࿦Ͱ͋Δɽ͜Εࢯ੟ҰాחΔͷ͸ɼ͍ͯͤد଴Λظʹਓతݸ

͸ۂ໘݁ͼ໨Λදࣔ͢Δཧ࿦ͱͯ͠૑࢝͞Ε͕ͨʢ[26], [27]ʣɼͦͷޙϞϊυϩϛʔද
ΔΑ͏ʹͳͬͨ͑࢖΋ʹݱ [28]. ͱ͘ʹ͍ͨڻͷ͸ɼ͜ͷཧ࿦Λछ਺1ͷLefschetzϑΝ
ΠόʔۭؒʹԠ༻͢Δͱɼʢ͋Μͳʹ೉͍͠ͱͨͬࢥʣ෼ྨఆཧ͕΄ͱΜͲ൒ϖʔδͰ
ূ໌Ͱ͖ͯ͠·͏͜ͱͰ͋Δ [30]ɽνϟʔτ͸ఈۭؒͷۂ໘ʹඳ͍ͨʮ͖޲ͱϥϕϧͷ
෇͍ͨάϥϑʯͰ͋Δɽʢϥϕϧ͸͋Δ܈Gͷੜ੒ݩʹରԠ͍ͯ͠Δɽʣۂ໘্ͷϧʔϓ
͕͜ͷάϥϑΛԣ੾Δ͝ͱʹަΘΓͷූ߸ͱԣ੾ͬͨνϟʔτʹ෇͍͍ͯͨϥϕϧΛ
ಡΈऔͬͯɼ܈GͷݩΛಘΔɽ͜͏ͯ͠ɼϧʔϓʹԊ͏Ϟϊυϩϛʔ͕ಡΈऔΕΔ͜
ͱʹͳΔɽνϟʔτ͸͍Θ͹ʮϞϊυϩϛʔͷ૒ରʯͰ͋ΔɽϞϊυϩϛʔɾΧϧΩϡ
ϥεͷ৔߹ʹ͸ɼݪ఺p0ʹਞऔͬͯɼϞϊυϩϛʔΛʮఆ఺؍ଌʯͨ͠ͷ͕ͩɼνϟʔ
τཧ࿦Ͱ͸ɼఈۭؒʹϞϊυϩϛʔͷ૒ରͷֆΛඳ͘Θ͚͔ͩΒɼϞϊυϩϛʔͷେ
Ҭతͳ༷͕ࢠ໨Ͱ͑ݟΔΑ͏ʹͳΔɽ͍Θ͹஍ਤΛඳ͍ͯௐ΂Δͷʹ͍ͯࣅΔɽ
νϟʔτཧ࿦ʹ͸Ϟϊυϩϛʔͷ༷ࢠΛม͑ͣʹνϟʔτΛม͑Δ͍͔ͭ͘ͷʮม

ऴత࠷ɽ͘ߦͯ͠ʹνϟʔτΛ؆୯ͯͬ࢖ΛܗΕ͍ͯͯɼ͜ͷม·ࠐ૊Έ͕࡞ʯૢܗ
ʹʮඪ४తͳʯνϟʔτʹͨͲΓ͚ͭ͹ɼLefschetzϑΝΠόʔۭؒͷ෼ྨ͕׬੒͢Δɽ
LefschetzϑΝΠόʔۭؒͷ෼ྨ͸ϞϊυϩϛʔɾΧϧΩϡϥεΑΓ΋νϟʔτཧ࿦

Λݪ͕͏΄ͨͬ࢖ཧతʹ؆୯ʹͳΓͦ͏ͳ͜ͱ͸෼͔Δ͕ɼ͔͠͠ɼ࣮ࡍʹ΍ͬͯΈ
Δͱɼνϟʔτཧ࿦Λͯͬ࢖΋ɼछ਺2ͷLefschetzϑΝΠόʔۭؒͷ׬શ෼ྨ͸೉͠
͍ɽԿ͕೉͍͔͠ͱ͏ݴͱɼͲΜͳมܗΛͲΜͳλΠϛϯάͰ͔͏ߦͱ͍͏ʮνϟʔ
τͷ૊Έ߹Θͤཧ࿦ʯ͕೉͍͠ɽӬ੉ًஉࢯͱࢤຎѥࢯࢠر͸Ұ࿈ͷڞಉڀݚʢ[53],

[54], . . .ʣͰɼʢۂ໘݁ͼ໨ཧ࿦΁ͷԠ༻Λ໨ͯ͠ࢦʣνϟʔτཧ࿦ͷ૊Έ߹Θͤ࿦Λల
։͍ͯ͠Δɽ൴Βͷѻ͏νϟʔτͷλʔήοτʹͳΔ܈͸ݹయతͳϒϨΠυ܈Ͱ͋Δ
͕ɼνϟʔτཧ࿦ͷ૊Έ߹Θͤ࿦ͷຊ࣭తͳ಺༰͕ݱΕ͍ͯΔɽཧ࿦͕े෼ʹൃల͢
Ε͹ɼLefschetzϑΝΠόʔۭؒ΁ͷԠ༻΋ظ଴Ͱ͖ΔͷͰ͸ͳ͍ͩΖ͏͔ɽ
ͳ͓ɼࡏݱͰ΋ɼLefschetzϑΝΠόʔۭؒͷʮ(͋Δඪ४తͳLefschetzϑΝΠόʔ

ۭؒͱͷϑΝΠόʔ࿨ʹΑΔʣ҆ఆԽΛܦ༝ͨ͠෼ྨʯ͸νϟʔτཧ࿦Λͯͬ࢖Մೳ
Ͱ͋Δʢ[29], [13], [14]ɽʣ
࿦จͨ͠ࢦ૝ͱͯ͠͸ɼछ਺2ͷLefschetzϑΝΠϒϨʔγϣϯͷ෼ྨΛ໨ײਓతͳݸ

[41]Λॻ͍ͨ͜ͱ͸޾ӡͩͬͨɽ͜ͷ࿦จ͕ग़ͨ௚ޙʹɼR. ΰϯϓ [20] ͕ʮLefschetz

ϑΝΠόʔۭؒM → Σʹ͓͍ͯɼϑΝΠόʔͷଐ͢ΔʢR܎਺ʣϗϞϩδʔྨ͕શۭ
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ؒMͷதͰ0Ͱͳ͚Ε͹ 7ɼશۭؒMʹ͸γϯϓϨΫςΟοΫଟ༷ମͷߏ଄͕ೖΔʯ͜
ͱΛূ໌͠ 8 ([20] p.401)ɼ·ͨυφϧυιϯ [11]͕ʮ೚ҙͷγϯϓϨΫςΟοΫ4ݩ࣍
ଟ༷ମʹ͸Lefschetzϖϯγϧͷߏ଄͕ೖΔʢ͕ͨͬͯ͠ɼͦΕΛԿճ͔ϒϩ΢ɾΞοϓ
͢ΔͱLefschetzϑΝΠόʔۭؒͷߏ଄͕ೖΔʣʯ͜ͱΛূ໌ͨ͠ͷͰɼLefschetzϑΝ
Πόʔۭؒ͸΄΅γϯϓϨΫςΟοΫ4ݩ࣍ଟ༷ମͷԼ෦ߏ଄Ͱ͋Δ͜ͱ͕൑໌͠ɼͦ
ΕʹΑͬͯLefschetzϑΝΠόʔۭؒ΁ͷ஫໨౓͕Ұؾʹ্͕ͬͨ͜ͱͰ͋ΔɽͦΕͱ
ؔ࿈͢Δ͔Ͳ͏͔Θ͔Βͳ͍͕ɼࢲͷ࿦จ [41]Ͱग़ͨ͠໰୊ɼͭ·ΓɼΓ2ͷதͷؔ܎

(ζ1ζ2ζ3ζ4ζ
2
5ζ4ζ3ζ2ζ1)

4 = 1

(ζ1ζ2ζ3ζ4)
10 = 1

Λ͑ߟΔͱɼ͜ ΕΒ͸ͦΕͧΕS2্ͷछ਺2ͷʢ40ຊͷಛҟϑΝΠόʔΛͭ࣋ʣLefschetz
ϑΝΠόʔۭؒM1 → S2ͱM2 → S2ΛఆΊɼ[15]Λ͏࢖ͱ͜ΕΒͷશۭؒM1ͱM2

͸͖޲Λอͬͯಉ૬Ͱ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Δ͕ɼͰ͸M1ͱM2͸ඍ෼ಉ૬Ͱ͋Ζ͏͔ʁͱ
͍͏໰୊ʹ͍ͭͯɼT. Fuller[16]͕ͦΕΒ͸ඍ෼ಉ૬Ͱͳ͍͜ͱΛূ໌ͨ͠ɽ͜ͷྫ͸ɼ
छ਺2ͷLefschetzϑΝΠόʔۭؒͷͳ͔ʹΤΩκνοΫͳඍ෼ߏ଄Λͭ࣋΋ͷ͕ଘࡏ
͢Δ͜ͱ͕෼͔ͬͨ࠷ॳͷྫͰ͋Δɽ
ͳ͓ɼ্ͷྫͰ΋͕ࣔͨ͠ɼࣸ૾ྨ܈ͷͳ͔ͷʢӈͻͶΓͷʣσʔϯɾπΟετͷ

ؒͷؔࢠ܎͸S2্ͷLefschetzϑΝΠόʔۭؒΛ༩͑ΔͷͰɼͦͷશۭؒ͸ดͨ͡4࣍
ଟ༷ମʹͳΔɽLefschetzϑΝΠόʔۭؒΛ௨ͯ͠ɼଟ͘ͷดͨ͡ݩ ଟ༷ମΛखݩ࣍4
ʹೖΕΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
࣮͸ɼJ. ΞϞϩεɼF. ϘΰϞϩϑɼL. ΧπΝϧίϑɼT. ύϯςϑ [4]͓Αͼΰϯϓ

[19]ʹΑͬͯɼ೚ҙͷ༗ݶද͕ࣔ܈ɼ͋ΔLefschetzϑΝΠόʔۭؒͷશۭؒͷجຊ܈
ͱ࣮ͯ͠ݱͰ͖Δ͜ͱ͕ࣔ͞Ε͍ͯΔͷͰɼLefschetzϑΝΠόʔۭؒ͸զʑʹ͸ͪͱ
ଟ͗͢Δɽ

6. AxialϑΝΠόʔۭؒ
Δ͕ੑ֨ͷҧ͏AxialϑΝΠόʔۭؒʢ͍࣠ͯࣅɼLefschetzϑΝΠόʔۭؒͱʹޙ࠷
ੑϑΝΠόʔۭؒʣΛ঺հ͍ͨ͠ɽAxialϑΝΠόʔۭؒͷΞΠσΞΛಘͨͷ͸͔ͳΓ
ੲͷ͜ͱͰ͋Δ͕ɼԘాప࣏ઌੜ͕ඪ਺pͷK3ۂ໘ʹɼఆٛํఔࣜͷҼ਺෼ղΛͬ࢖
ͯϑΝΠόʔߏ଄ΛೖΕ͍ͯΔͷΛ͔ͯݟΒͰ͋Δʢ[58]ʣɽͦͷͱ͖ɼʮඪ४తͳʯ̐
ௐ΂ͯͬ࢖໘ʯͷ͔ͨͪΛɼ͜ͷํ๏ΛۂΛ༩͍͑ͯΔʮFermatྻݶଟ༷ମͷແݩ࣍
ͯΈΑ͏ͱͨͬࢥɽnΛ1Ҏ্ͷ੔਺ͱͯ͠ɼn࣍Fermatۂ໘Vn͸CP 3ͷͳ͔Ͱ

zn0 + zn1 + zn2 + zn3 = 1

ͱ͍͏ࣜͰఆٛ͞ΕΔෳૉۂ໘ʢτϙϩδʔͷཱ৔Ͱ͸̐ݩ࣍ඍ෼Մೳดଟ༷ମʣͰ
͋Δɽ

V1
∼= CP 2, V2

∼= S2 × S2, V3
∼= CP 2#6Cp2, V4

∼= K3ۂ໘

͕஌ΒΕ͍ͯΔͷͰɼҰൠͷ৔߹ͷVnͷؾ͕ܗʹͳΔɽҎԼɼn ! 2ͱ͢Δɽ

7͜ͷ৚݅͸ɼϑΝΠόʔͷछ਺͕ 2Ҏ্Ͱ͋Ε͹ࣗಈతʹຬͨ͞ΕΔɽ
8ΰϯϓ͸ɼ͜ ͷ݁ՌΛɼඞͣ͠΋LefschetzϑΝΠόʔۭؒͰͳ͍Α͏ͳΑΓҰൠͷ locally holomorphic
fibrationʹ֦ு͍ͯ͠Δ [20], p.404 (b) ͕ɼಉ݁͡Ռ͸Vu Thi Thu Haɹ͕౦ژେֶʹग़ͨ͠ത࢜
࿦จ (2000ʣͰূ໌͞Ε͍ͯΔ [67]
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Fermatۂ໘VnʹϑΝΠόʔߏ଄ΛೖΕΔͨΊɼఆٛํఔ͕ࣜ

zn0 − zn1 = zn2 − zn3 (1)

Ͱ͋Δͱ͑ߟΔ͜ͱʹ͢Δɽʢෳૉ܎਺ͳͷͰɼ܎਺ͷϓϥεϚΠφε͸࠲ඪม׵Ͱࣗ
༝ʹม͑ΒΕΔɽʣͦͯ͠ɼ(1)ͷ྆ลΛҼ਺෼ղͯ͠ɼࣸ૾ f : Vn → ĈΛ

f =
z0 − z1
z2 − z3

=

∑n−1
k=0 z

n−1−k
2 zk3∑n−1

k=0 z
n−1−k
0 zk1

ͱ͓͍ͯఆٛ͢ΔɽʢĈ = C ∪ {∞} ∼= S2Ͱ͋Δɽʣ؆୯ʹ͑ݴ͹ɼ

f =

{
zn−1
2 /zn−1

0 z0 = z1 ͔ͭ z2 = z3 ͷͱ͖

(z0 − z1)/(z2 − z3) ͦͷଞͷ৔߹
(2)

ͱͳΔɽ͜ͷΑ͏ͳࣸ૾ f : Vn → ĈΛAxial fibrationʢ࣠ੑϑΝΠόʔۭؒʣͱΑ
Ϳɽ͜͏ݺͿͷ͸࣍ͷཧ༝ʹΑΔɽ·ͣɼz0 − z1 = 0. z2 − z3 = 0ͱ͍͏ೋͭͷ̍ࣜ࣍
Ͱෳૉ௚ઢʢ࣠ʣ͕ఆٛ͞Εɼ͜ͷʮ࣠ʯΛؚΉෳૉฏ໘ୡΛ͑ߟΔͱɼͦͷશମ͸
ĈͰύϥϝτϥΠζͰ͖Δɽa ∈ ĈʹରԠ͢Δฏ໘Pa͸

(z0 − z1)− a(z2 − z3) = 0

ʹଞͳΒͳ͍ɽͦͯ͠ɼf : Vn → Ĉ ͷϑΝΠόʔf−1(a)͸ɼෳૉฏ໘PaͱVnͷ੾Γ
Vnޱ ∩ Paʹͳ͍ͬͯΔɽͭ·Γɼ࣠ੑϑΝΠόʔۭؒ͸ɼʮ࣠ʯz0 − z1 = z2 − z3 = 0

ʹΑΓɼ͢΂͕ܾͯఆ͞ΕΔΘ͚Ͱ͋Δɽ
͜͜Ͱ஫ҙ͢΂͖͸ɼʮ࣠ʯ͸ Vn ʹؚ·Ε͍ͯΔ͕ɼ(2)ͷ͓ӂͰɼʮ࣠ʯͷ্ʹ

f : Vn → ĈΛ੍ͯ͠ݶ΋well-definedͰ͋Δ͜ͱͰ͋Δɽ͕͜͜ɼLefschetzϑΝΠόʔ
ۭؒͱͷେ͖ͳҧ͍Ͱɼͨͱ͑͹ɼCP 3ͷதͷ͋Δ୅਺ۂ໘W ʹLefschetzϖϯγϧ
Λߏ੒͠Α͏ͱ͢Δͱ͖ʹ͸ɼ·ͣద౰ͳʮ࣠ʯΛWʹԣஅతʹަΘΒͤΔɽʢ͜ͷͱ
͖ɼ౰વʮ࣠ʯ͸W ʹؚ·Εͳ͍ɽʣʮ࣠ʯͱW ʹ͸ɼ“base points”ͱݺ͹ΕΔ༗ݶ
ͷަ఺͕Ͱ͖Δɽʮ࣠ʯΛؚΉෳૉฏ໘ୡ͸ݸ ĈͰύϥϝτϥΠζ͞Εɼ఺a ∈ Ĉ ʹର
Ԡ͢Δෳૉฏ໘PaͱW ͷަΘΓCa

def
= W ∩ Pa ΛूͤدΊΔͱɼW Λ෼ׂ͢Δۂઢ

ͷू·Γʢۂઢ૓ɿpencilʣ{Ca}a∈Ĉ ͕Ͱ͖Δɽ͔͠͠ɼ͜ΕΒͷۂઢ͸օbase points

Λ௨ա͢ΔͷͰɼۂઢୡ͸ disjointͰ͸ͳ͍ɽ͜ΕΛվྑ͢ΔͨΊɼbase pointsͰW

ΛϒϩʔɾΞοϓ͢Ε͹ɼશͯͷۂઢୡ͸disjointʹͳΔɽW͸base points ͷݸ਺ͩ
͚ϒϩʔɾΞοϓ͞ΕͯLefschetzϑΝΠόʔۭؒW#CP 2# · · ·#CP 2 → Ĉ͕ಘΒΕ
Δɽʢ఺a ∈ Ĉͷ্ͷϑΝΠόʔ͸CaͰ͋Δɽʣ
Fermatۂ໘VnͷΑ͏ʹɼʮ࣠ʯ͕Vnʹؚ·ΕΔ৔߹ɼ͜ͷ࣠ʹؔ͢ΔAxialϑΝΠ

όʔۭؒΛ͑ߟΔͱɼϒϩʔɾΞοϓ͢Δ͜ͱͳ͠ʹϑΝΠόʔۭؒf : Vn → Ĉ͕ಘ
ΒΕΔɽ͕͜͜ར఺Ͱ͋Δɽ̐ݩ࣍ଟ༷ମͷඍ෼ಉ૬ྨ͸ϒϩʔɾΞοϓ͢Δ͜ͱʹ
Α͔ͬͯͳΓͷ৘ใ͕ࣦΘΕΔ͔ΒͰ͋ΔɽVnͦͷ΋ͷΛௐ΂Δͱ͖ɼAxialϑΝΠ
όʔۭ͕ؒॏཁͰ͋Δɽ
AxialϑΝΠόʔۭؒͷߏ଄Λͯͬ࢖Fermatۂ໘Λௐ΂ͨͷ͕ [40]ɼ[36] Ͱ͋Δɽ࿦

จ [40]Ͱ͸࣍਺n = 5ͷ৔߹ʹͯͬݶௐ΂ͨɽAxialϑΝΠόʔۭؒV5 → ĈͷಛҟϑΝ
Πόʔͷ৔ॴͱҐ૬ܗΛܾఆ͠ɼѨݪҰࢯࢤ [1] ʹΑΔίϯϐϡʔλࢉܭͷ݁ՌΛར༻
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ͯ͠ɼେҬతͳϞϊυϩϛʔΛ༩͑Δࣸ૾ྨୡͷֆΛඳ͍ͨɽ࿦จ [36]Ͱ͸ɼ࣍਺n͕
Ұൠͷ৔߹ʹɼશͯͷಛҟϑΝΠόʔͷҐஔͱҐ૬ܗΛܾఆͨ͠ɽ͜ͷܾఆʹ͸ʮࡾ
֯ؔ਺൛ͷσΟΦϑΝϯτεํఔࣜʯΛ͑ߟͶ͹ͳΒͳ͘ͳͬͯɼҰ࣌΄ͱΜͲΪϰ
Ξοϓঢ়ଶʹͳ͕ͬͨɼ૿ాҰஉࢯͷ࿹ྗΛआΓܾͯఆʹͨͬࢸɽग़ͯ͘ΔಛҟϑΝΠ
όʔ͸΄΅LefschetzܕͷಛҟϑΝΠόʔͰ͋Δʢͨͩ͠ɼಉ͡ಛҟϑΝΠόʔʹ͍͘
ͭ΋ϊʔυ͕͋Δʣ͕ɼn ! 3ͷͱ͖ɼ0ͱ∞ͷ্ʹ͸ɼn− 1ຊͷෳૉ௚ઢ͕Ұͭͷ
ͷಛҟϑΝΠόʔ͕͋Δɽܗ௨఺ͰަΘΔΑ͏ͳڞ
ࢯࢤҰݪΔͷ͸ʮେҬతͳϞϊυϩϛʔʯͷܾఆͰ͋Δɽ͜Εʹ͍ͭͯ͸Ѩ͍ͯͬ࢒

ͱ҄ాҭࢯࢠͷ࿦จ [2]Ͱɼ࣍਺n͕ح਺ͷ৔߹ʹɼཧ࿦తͳʢίϯϐϡʔλΛ࢖Θͳ
͍ʣ͕࡯ߟͳ͞Ε͍ͯΔɽͨͩ͠ɼϞϊυϩϛʔΛදࣸ͢૾ྨͷֆ͸ඳ͔Ε͍ͯͳ͍ɽ
AxialϑΝΠόʔۭؒͰ΋ͦ͏Ͱ͕͋ͬͨɼඞͣ͠΋LefschetzܕͰͳ͍Α͏ͳಛҟ

ϑΝΠόʔ͕ݱΕΔ৔໘͕਺ଟ͘ଘ͢ࡏΔɽ͜ΕΒͷҰൠͷಛҟϑΝΠόʔΛLefschetz

ͷΑ͏ͳཧ͕ͦࢯଜໜߴ଴͞ΕΔɽظΔ͍͸ଟॏϑΝΠόʔʹ෼྾ͤ͞Δཧ࿦͕͋ܕ
࿦ΛߏஙதͰ͋Δ [64]ɽۙ࠷ͷ੒ՌʹɼʮϓϩϖϥܕʯͷಛҟϑΝΠόʔʢछ਺ gͷด
ͷʮ݀ʯΛ८ճతʹೖΕସ͑ΔҐ਺gͷࣸ૾ͷ঎ۭؒͱͯ͠ಘΒΕΔಛҟݸ໘ͷɼgۂ
ϑΝΠόʔʣΛԿճ͔ͷมܗΛॏͶͯLefschetzܕʹ෼ղͰ͖Δ͜ͱ͕ূ໌͞Εͨ [55]ɽ
͜Εʹ΋ྑ͍Ԡ༻͕ظ଴Ͱ͖Δͱ͏ࢥɽ
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