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Normalized Entropy versus Volume
for Pseudo-Anosovs

小島　定吉

東京工業大学大学院情報理工学研究科

1 プロローグ

種数が g，パンクチャの個数が m の曲面を Σg,m = Σ で表す．χ(Σ) = 2− 2g−m < 0

のとき，Σ は双曲構造を許容する．このとき，Nielsen-Thurston により Σ の写像類 ϕ は
周期的，擬 Anosov，およびそれらの和に分解される可約の３種類に分類される（[27]，あ
るいはたとえば [10] を参照されたい）．
写像類 ϕ の複雑度を測る一つの指標としてエントロピー entϕ がある，ただし entϕ

は，ϕ という類に属する写像の位相的エントロピーの下限として定義する．その値は，周
期的な場合はゼロ，擬 Anosov の場合は拡大指数 λ（dilatation）の対数 log λ，可約の場
合は擬 Anosov 成分の拡大指数の最大値であり，ϕ の Teichmüller 移動距離

(entϕ =) ||ϕ||T = inf
X∈T

dT(X,ϕX)

と一致することが分かっている [4, 15]，ここで T は Σ の Teichmüller 空間，dT は T 上
の Teichmüller 距離である．
一方，写像類 ϕ が擬 Anosov であるとき，代表元 h ∈ ϕ を選び写像トーラスの同相
類を

Nϕ = Σ × [0, 1]/(h(x), 0) ∼ (x, 1)

で表すと，Nϕ は双曲構造を持つことが知られている [28]．Mostow 剛体性により双曲構
造は位相不変なので，たとえばその体積 volNϕ は写像類の複雑さを測るもう一つの指標
となる．本講演のテーマは両不変量の値の比較である．
曲面のトポロジーを指定したとき，エントロピーの分布は離散的で ∞ に発散すること
が知られている（たとえば [13] を参照）．また写像トーラスの体積は，閉包をとれば ωω

の順序型で分布することが知られている [26]．高沢は学位論文 [25]で種数 2 の場合に横
軸に体積，縦軸にエントロピーをとり，写像類群の Lickolish 生成元で長さが 10(?) 以下
で表される写像類についてその位置をプロットした（図 1）．
高沢の観察を元に，金，高沢と講演者は [14] において，Nϕ の双曲体積 volNϕ と ϕ の
エントロピー entϕ を比較し，とくに，

entϕ ≥ C(g,m) volNϕ (1.1)
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図 1: エントロピー vs 体積

をみたす Σ のトポロジーのみによる定数 C(g,m) > 0 が存在することを証明した．
この結果は，計算が困難な定数が関わる Brock [6] の結果によっているため，主張は定
数 C(g,m) の存在のみに留まる．一方，Penner は [23] で Σ のトポロジーが複雑になる
と擬Anosovのエントロピーは限りなくゼロの近ずく例を構成しており，3 次元双曲多様
体の体積が下から正の定数で抑えられていることを考慮すると，

g +m → ∞ のとき C(g,m) → ∞

となる．
その後，高沢の実験はブレイドに適用することにより計算の効率が向上し，Σ のトポ
ロジーの違いが如何に評価に反映するかもしだいに見通しがついてきた．これらの計算機
実験によると，エントロピーにたとえば曲面の面積 (= 2π|χ(Σ)|) をかけて正規化すると，
正規化されたエントロピーと写像トーラスの体積の比は，曲面のトポロジーによらない定
数で下から抑えられることが予想された．図 2 は，ブレイド指数が 6 以下の擬 Aonsov

ブレイドの正規化されたエントロピーと写像トーラスの体積を同じスケールでプロットし
た図だが，予想をサポートするのに十分な証拠となろう．

2 評価の改良と系

本講演では，C(g,m) の一つの明示的な値を求め予想を確認した McShane 氏との共同
研究 [16] を紹介する．まず
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図 2: 正規化されたエントロピー vs 体積

定理 1. 任意の擬 Anosov ϕ に対し，

entϕ ≥ 1

3π|χ(Σ)| volNϕ, (2.1)

あるいは同値であるが，

2π|χ(Σ)| entϕ ≥ 2

3
volNϕ (2.2)

が成り立つ．

(2.2)の左辺に現れる量は正規化されたエントロピーであり，両辺を volNϕ で割れば，
正規化されたエントロピーと写像トーラスの体積の比は曲面のトポロジーによらない正
定数で下から抑えられることを主張する．

注意 2. 定理 1 における C(g,m) の明示的値は，精密な値に対し著しく異なるわけでは
ない．たとえば，1 点穴あきトーラスに対して不等式 (2.1) は

entϕ

volNϕ

≥ 1

3π
= 0.10610 . . .

となるが，この場合 [14] の Conjecture 6.10 に記した予想では

entϕ

volNϕ

≥ log 3+
√
5

2

2v3
= 0.47412 . . . ,

ただし v3 = 1.01494 . . . は双曲理想正 4 面体の体積であり，予想値は 8 の字結び目の補
空間で実現される．
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最初の系として，少なくともパンクチャーが一つある場合に，Penner [23] による評価

entϕ ≥ log 2

4(3g − 3 +m)

が改良できる．

系 3. ϕ を Σg,m の擬Anosovとし，m ≥ 1 とする．このとき

entϕ ≥ 2v3
3π|χ(Σ)| =

2v3
3π(2g − 2 +m)

が成り立つ．

証明. Cao と Meryerhoff [9] により，向き付け可能な非コンパクト 3 次元双曲多様体の
最小体積は 8 の字結び目の補空間で実現され，その値は 2v3 であることが分かっている．
したがって (2.1) の volNϕ を 2v3 に置き換えればよい．

注意 4. 多様体が円周上の曲面束の構造を持てば 1 次元 Betti 数は正である．さらに 1

次元 Betti 数が正の 3 次元双曲多様体の体積の最小値は 2v3 と予想されている．この予
想が正しければ，系 3 の “ m ≥ 1” という仮定は落とせる．

二つ目の系として，小さい正規化されたエントロピーをもつ擬Anosovに対する Farb,

Leininger と Margalit の有限性定理をやや弱めた命題に，別証明を与えることができる．

系 5 (Farb-Leininger-Margalit [11], Agol [1]). 任意の正定数 C > 0 に対し，有限個のカ
スプ付き 3 次元双曲多様体 Mk が存在して以下をみたす：任意の 2π|χ(Σ)| entϕ < C を
みたすΣ 上の擬Anosov ϕ は，ある Mk の Dehn 手術によるえられる多様体の曲面束の
モノドゥロミーとしてえられる．

注意 6. Farb, Leininger と Margalit は，さらに Mk は曲面束構造をもち，Dehn 手術は
ファイバーのパンクチャーに沿っていることも主張している．

証明. 2π|χ(Σ)| endϕ < C とすると，定理 1 により volNϕ は上から抑えられる．このと
き Nϕ の細い部分は Margulis の補題によりカスプか短い測地線のチューブの互いに交わ
らない和になる．したがって太い部分の境界は有限個のトーラスの和になり，Nϕ はこれ
らを Dehn 手術することによりえられる．Nϕ の体積は太い部分の体積を上から抑えてい
る．Jorgensen と Thurston [26] は，太い部分は半径が一定以上のボールで被覆できるこ
とを使って位相型が有限であることを示したが，後はこれを使えばよい．

定理 1 の証明中のエントロピー，あるいは Teihcmüller 移動距離をWeil-Petersson 移
動距離

||ϕ||WP = inf
X∈T

dWP(X,ϕX)

に置き換えることにより，Brock [6] の Theorem 1.1 の定数を明示的にすることもできる．
ここで dWP は Teichmüller 空間 T 上のWeil-Petersson 距離である．
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系 7. Σ がコンパクトのとき，任意の擬Anosov ϕ に対し，

||ϕ||WP ≥ 2

3
√

2π|χ(Σ)| volNϕ,

あるいは同値であるが， √
2π|χ(Σ)| ||ϕ||WP ≥ 2

3
volNϕ

が成り立つ，ただし || · ||WP は ϕ のWeil-Petersson 移動距離である．

注意 8. 擬 Anosov の族 ϕk で ||ϕk||WP は有界だが entϕk = ||ϕk||T は発散し，その写像
トーラスはカスプをもつ双曲多様体に収束する例がある．したがって volNϕ の評価とい
う視点からは Weil-Petersson 移動距離の方が優れている．あとで記すが，Dumas の計算
によれば，実は一様移動距離 ||ϕ||∞ がさらに優れている．
定理 1 の証明は二つのイングレディエントからなる．ひとつは McMullen [18] および

Brock-Bromberg [7] による Klein 群の擬等角変形の幾何学的非柔軟性に基ずく，Nϕ の
無限巡回被覆に収束する擬 Fuchs 群の列の凸芯の体積の漸近評価である．もう一つは，
Krasnov と Schlenker による擬 Fuchs 多様体の繰り込み体積と凸芯の双曲体積の比較に
関する最近の結果 [17, 21] である．この二つを前提に話を大体まとめて約 2 年前にいろ
いろな所で結果を話し始めたのだが，我々が既知と信じていた命題について世間での理
解とギャップがあったようで，細部を埋める作業が今年初頭まで続いた．以下の二つの節
で，我々の見落としていたことを説明したい．

3 凸芯の体積

ここでの役者は Fuchs 群の擬等角変形として定義される擬 Fuchs 群である．擬 Fuchs

群，あるいは擬 Fuchs 多様体は，Bers [3] により無限遠にある二つの Riemann 面の等角
構造で径数付けされることが知られている．ϕ を擬 Anosov，X ∈ T を（じつは何でも良
いのだが） ϕ が不変にする T 上のTeichmüller 測地線上の Riemann 面，C(ϕ−nX,ϕnX)

を Bers の径数付けで (ϕ−nX,ϕnX) に住む擬 Fucks 多様体 Q(ϕ−nX,ϕnX) の凸芯とす
る．このとき Brock は [6] で，

... geometric inflexibility should yield a proof that the limit as n → ∞

volC(ϕ−nX,ϕnX) = 2n volNϕ +O(1) (3.1)

と記している．さらに Brock と Bromberg は非コンパクトな Riemann 面まで含めて非柔
軟性を [7] で証明しているので，私は専門家の間ではこの漸近評価は既知のことと思って
いたのだが，McShane 氏との話し合いで証明を付けるべきということになった．さらに
非コンパクトの場合は Brock-Bromberg の非柔軟性が技術的にたいへん複雑であり，我々
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はやや退き Riemann 面がコンパクトであると仮定し，Minsky による凸芯の双リプシッ
ツモデル [19] とRafi による Teichmüller 測地線上に分布する曲面上の短い測地線に関す
る結果 [24] を使って証明を与えた．詳細は [16] の appendix を参照されたい．また Σ が
非コンパクトな場合の定理 1 の証明は，コンパクトな場合に帰着する巧妙なトリックを
使ったことに言及しておく．
なお，ほぼ同時期に本家である Brock と Bromberg も同じ漸近評価の証明を得て [8] に
発表している．さらに，じつは定理 1 の証明には漸近評価 (3.1) の左辺の lim infn→∞ が
右辺を上から評価することで十分で，我々の証明も最初はその片側だけだったのだが，こ
の一方向の評価については McMullen が我々の議論よりもさらにシンプルな議論を与え
ていることを付記しておく．

4 繰り込み体積

もう一つのイングレディエントは Krasonov-Schlenker による擬 Fuchs 多様体の繰り込
み体積 Rvol である．定義は [17, 21, 16] に譲るとして，

命題 9 (Schlenker [21]). Σ がコンパクトのとき，Σ のトポロジーのみによる定数 D =

D(Σ) が存在して，任意の擬 Fuchs 群 Q(X, Y ) に対して

volC(X, Y ) ≤ RvolQ(X, Y ) +D

が成り立つ．

という命題を念頭に，繰り込み体積を上から評価する過程で我々が混乱した状況を説明し
たい．
Schlenker は [21] で，X, Y ∈ T に対応する擬 Fuchs 多様体 Q(X, Y ) の繰り込み体積
を，X, Y 間の Weil-Petersson 距離で上から評価した．その方法を，しばらく T 上の距
離を指定せずに辿ることにする．主役は正則 2 次微分である．X と Y を結ぶ T 上の単
位速度のパスを Yt とし，擬 Fuchs 群の 1 径数族 {Q(X, Yt)}0,≤t≤d を考える．このとき
qt ∈ Q(X) を Q(X, Yt) により決まる Yt 上の複素射影構造を定める正則 2 次微分，およ
び μt を d Yt/dt が表す Beltrami 微分とすると，Schlenker により繰り込み体積の時間微
分は，ある定数 C0 を用いて

d

dt
RvolQ(X, Yt) ≤ C0

∣∣∣∣
∫
Yt

qtμt

∣∣∣∣ (4.1)

と評価された．実は Schlenker は [21] で明示的に C0 = 1/4 と主張しているが，それは誤
りで，後日談の説明のためここではあえて C0 と記しておく．
彼は評価 (4.1) から Nehari [20] によるノルムの評価 ||q||∞ ≤ 6 を使って繰り込み体積
のWeil-Petersson距離による上からの評価を得たが，この ≤ 6という評価は Riemann面
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の計量が定曲率 −4 という前提で計算されていることを見落としていたようである．我々
は McMullen からこれを定曲率 −1 に置き換えて計算すれば評価が 4 倍改良できるとい
うコメントをもらい，とすると注意 2 での値の差が

0.47412... 対 0.4244... (= 0.10610...× 4)

と大きく縮まるので，喜び勇んで準備中だった論文中の評価を書き直し，昨年 11月に [16]

の version 1 を arXiv にアップロードした．
ところがその後，McMulllen からより詳しい解析の結果が届き唖然とすることになる．
詳細を説明するため，Teichmüller 空間のノルムについて復習する．Riemann 面 X を一
つ固定し，X 上の正則 2 次微分全体の空間を Q(X) で表す．q ∈ Q(X) の Lp ノルムは

||q||∞ = sup
x,∈X

ρ−2 |q(x)| および,

||q||p =
(∫

X

ρ2−2p|q|p
)1/p

で定義される，ただし ρ2 は定曲率 −1 の双曲面積要素である．このとき

||q||p ≤ ||q||∞(2π|χ(Σ)|)1/p

がなりたつ．p = 1 のときは Teichmüller 距離，p = 2 のときは Weil-Petersson 距離に対
応する．そこで，擬 Anosov ϕ を使って構成する擬 Fucks 多様体 Q(ϕ−nX,ϕnX) に対し，
その繰り込み体積を (4.1) をパスに沿って積分し |q| の貢献を Lp ノルムで評価し，命題 9

をつかって繰り込み体積を凸芯の体積に置き換え，さらに 2n で割って n → ∞ とすれば，

volNϕ ≤ 3

2
C0 (2π|χ(Σ)|)1/p||ϕ||p

が得られる．ここで ||ϕ||p は ϕ の Lp ノルムに関する移動距離である．
一方，8 の次結び目の補空間のモノドゥロミー ϕ について，Dumas は計算機実験で

||ϕ||1 ≈ 0.96242, ||ϕ||2 ≤ 1.86068, ||ϕ||∞ ≤ 2.80859

であることを確かめた．そこでもし Schlenker が主張する C0 = 1/4 が正しいとすると，

2.092988 ≈ volNϕ ≤ 3

2
· 1
4
· ||ϕ||∞ ≤ 1.05322

となり，困った事情が露わになる．つまり，どこかに間違いがあるということである．
この間違い探しに 2ヶ月かかったが，正しい C0 の値は 1 である．誤差は，繰り込み体
積の変分を正則 2 次微分と Beltrami 微分のカップリングに置き換える過程で，計量（第
一基本形式）の微分と第二基本形式のトレース自由部分が定める対称 2 テンソルのカップ
リングとのずれで生じる 2 倍の差，および第一基本形式の微分を Bertlami 微分に対応さ
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せる際に Riemann 面の計量が定曲率 −1 に合わせる時点で生じる 2 倍の差に起因する．
要するに，Schlenker の [21] における凸芯の体積と Weil-Petersson 距離との間の不等式
は，この 2 を 2 回かけたことが Nehari の評価の使い方のまずさを埋めていた．我々は
[16] の version 1 の評価の誤りを訂正し，version 2 を今年の 2 月末に arXiv にアップロー
ドした．興味ある方は version 1 ではなく version 2 を参照していただければ幸いである．

5 エピローグ

いろいろ紆余曲折があったが，ここで，我々が研究成果を公表し始めた約 2年前以降に他
の研究者によりさらなる進展がいくつかあったことを付記しておきたい．Agol-Leininger-

Margalit [2] は，定理 1 を使ってエントロピーの下からの評価をえているが，使われた
評価式は昨年 11 月の騒動前の我々の準備中の論文に論拠しており，[2] に記された結果
は幸いなことにそのままで正しい．凸芯の体積に関して Brock-Bromberg [8] が発表さ
れたことはすでに言及したが，彼らはさらなる応用として，曲面のモジュライ空間上の
Weil-Petersson 測地線の長さの最小値の下からの評価など，これまで数値化できなかった
量の明示的な評価を見出している．繰り込み体積の擬 Fuchs 多様体からの凸ココンパク
ト多様体への一般化は Bridgman-Canary [5] で扱われ，その凸芯の体積の上下からの仔
細な評価がえられている．また，ランクが 1 のカスプを持つ幾何学的有限な無限体積双曲
多様体への繰り込み体積の拡張については，Guillarmou-Moroianu-Rochon [12]と Pallete

[22] が発表されており，コンパクトな場合と大きな違いはないことが確認されている．
最後に，Nϕ の体積の評価という観点からは一様ノルム ||ϕ||∞ が一番優れていることが
明らかになったが，このノルムが定める Teichmülller 空間の Finsler 幾何の研究は皆無で
あり．今後のその方面の発展を期待し本稿を終える．
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証明支援系を用いたトポロジーの形式化について

久我　健一 (千葉大学)∗

近年、証明支援系を用いた「形式化」による定理の検証が相次いで報告されている。
形式化によって、数学の定理は完全に検証されると同時に、その論理的な内容が電子
データになると考えられる。現時点では形式化に要する労力はかなり大きく、形式化
の完了した定理は多くない。されにシステム間の互換性の問題など、普及への障害は
大きい。しかしこの状況は徐々に改善され、トポロジーも含めて、数学の様々な分野
で形式化による電子データ化が進み、いずれ、これを基盤とするコンピュータの積極
的活用が行われることは間違いないであろう。この発表では、主に幾何的トポロジー
の例を用いて、始まったばかりの形式化の一端を見ていきたい。

1. 形式化と証明支援系
1.1. 形式化

「形式化」とは、定理の証明の各ステップで、どの推論規則や公理が使われたかを例
外なく全て記録することである。これはコンピューターの登場以前からある考え方で、
ヒルベルトが提唱したことで著名な公理論・形式主義が理想とする証明を行うことに
他ならない。初期の形式化の試みとして、ラッセル・ホワイトヘッドの「数学の原理」
(1910～1913)が著名である。ここでは集合論、基数、順序数、実数が扱われている 1こ
のような、紙とペンによる「形式化」は多大の労力を必要とし、かつ正しく形式化さ
れたかをチェックすることも難しい。従って、「形式化」が現実的に実行可能になるた
めには、一般的にはコンピューターの出現を待たなければならなかったと言ってよい
と思われる。
コンピュータが形式化を行うようになれば、それは公理論、形式主義に則った証明

の実行であるという意義の他に、証明をコンピュータで検証するという実際的な意味
が出てくる。実際、定理の証明が非常に複雑であったり、非常に高度な難解なもので
ある場合、査読にかけられる時間も限られ、また査読できる専門家も限られると、ど
うしてもルーチンのように見える部分は細部までチェックしないこともありうる。そこ
で、そのような定理を使おうとしたときは、自分で納得するまで証明を読むしかない。
しかしそれはとても時間がかかるし、さらに自分自身が本当に信用できるか不安は残
る。その点、コンピュータによる検証は（ソフトウェアにバグがあるとか、仮定のお
き方にミスがあるというようなことを除いて）完璧と考えていいだろう。その証明が
コンピュータによって検証されていたら、定理の内容を理解し、証明のポイントに納
得したら、安心してそれを使って先に進むことができるのではないだろうか。ホモト
ピー型理論の提唱者の一人であるボエボドスキーの動機の 1つも、そのような点にあ

本研究は科研費 (課題番号:15K13433)の助成を受けたものである。
キーワード：幾何的トポロジー, 証明支援系, 形式化
∗〒 263-8522 千葉市稲毛区弥生町 1-33　千葉大学 大学院理学研究科
e-mail: kuga@math.s.chiba-u.ac.jp

1もっともこの大作は誰も読んだことがない大著という話もある。・・・ゲーデルを除いて・・・というお話
もある。ついでながら、ゲーデルの不完全性定理によってヒルベルトプログラムは破綻した筈ではな
いか、と疑問を感じ始められた方のために。その意味では、この話はゲンツェンの無矛盾性定理から
後述のカリー・ハワード対応に発する流れであって、不完全性定理と直接的な関係はない。たとえば
[11] 参照
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るらしい。
さらに進んで、コンピュータが数学証明の検証をすることができるなら、コンピュー

タ自身で数学定理の証明をすることもできるようになるのではないか、と考えること
も、自然であろう。自動検証から自動証明は現時点ではかなりの飛躍があるかもしれ
ないが、簡単な自動証明機能であれば、現在の証明支援系で使えるものもあり、将来的
には機械学習などを利用して、コンピュータの自動証明機能が向上していくことは間
違いないと思われる。そうなると、形式化された数学は、コンピュータが直接操作対象
とできるデータという意味で、ますます重要になって行くと考えられる。実際、イン
ターネット上に電子化された数学の書籍や論文は多数あるが、それはほとんどpdfファ
イルであり、コンピュータがそこから数学の論理的内容を読み取れるわけではない。し
かし、それらがコンピュータが直接理解でき、操作することのできる形式言語で書か
れていたら全く話が違ってくる。

1.2. 証明支援系

コンピュータを用いて「形式化」を行い、その検証を行うためのソフトウェアが証明
支援系 (proof assistant)である。証明支援系は通常

• 数学の定義や定理、証明を記述するための形式的言語

• ユーザーと対話的に証明を作成するための環境

を提供する。従って、「数学証明の自動検証」のためのシステムであり、「数学の定理
の自動証明」システムではない。しかし、数学の定理の自動証明がこのようなシステ
ムを前提とすることは間違いない。たとえば、後述のCOQ等には、若干の自動証明機
能がある。
このようなシステムの初期のものとしてAutoMath　 ( Nicolaas Govert de Bruijn

starting in 1967)がある。この段階ですでにカリー・ハワード対応として知られる考え
方や、依存型系（dependent type system)が取り入れられていた。

Mizar(http://www.mizar.org/)というシステムは現在も開発が続けられている。現
在良く知られている証明支援系としてはHOL, Isabelle, COQ, Agda 等がある。このう
ちCOQとその拡張であるSSReflectについて後で若干詳しく述べる。
近年このような証明支援システムによって多くの定理の形式化が達成されている。幾

つか例を挙げると

• 4-color theorem (Coq/Gonthier/2004)

• Jordan curve theorem (Mizar/Kornilovicz/2005, HOL light /Hales/2007)

• prime number theorem (Isabelle/Avigad et al/2007)

• Feit-Thompson theorem (Coq/Gonthier/2012)

• Kepler conjecture (HOL, /Hales/2014)

定理の証明が複雑になると、このような証明支援系を用いても、労力は大変なもの
となる。2014年 8月に完了した Kepler conjecture の形式化は 280[年×人]を要したと
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いう計算もある。しかし、このような労力も証明支援系の自動証明機能の向上で緩和さ
れていくと思われる。実際後で少し触れるCOQのSSReflcet拡張は自動証明機能が強
化されていて、SSReflect を用いた形式化のコード量はかなり少なくなる傾向がある。
また、現時点でグラフ理論、有限群論、線形代数、組合せ論に属する問題は形式化

が進んでいる。これはたとえばSSReflectのライブラリがそのような分野をカバーして
いるということでもある。しかしトポロジーでいうと、特異ホモロジー論からすぐ従
うジョルダンの閉曲線定理の形式化が2005年であることからも分かるように、基本的
な代数トポロジーも整備されていない。もちろん、位相空間の公理を形式化すること
自体は簡単で、位相空間のライブラリはいくつかあり、我々は、それを用いて幾何的
トポロジーの基本的な定理を形式化できることを後で示す。しかし、そもそも形式化
で点集合としての空間を基本的な対象として扱うのは適切なやり方ではないかもしれ
ない。これについては、後で少し触れるHomotopy Type Theoryとも関係している。

2. 型理論とカリー・ハワード同形対応
型理論はもともとB. ラッセルが提唱したもので、素朴集合論のパラドックスを回避す
るのが目的であった。公理的集合論も、このパラドックスを回避するもう一つの方法で
あり、現代数学は、いわゆるZFC理論を基礎にしていると考えられる。しかし、Ｃｏ
ｑのような証明支援系では型理論を使用する。（さらに、型理論によって数学を基礎づ
けるという立場もありうる）。多くの数学者にとって、型理論は馴染みがないと思う。
特に「命題は型である (propositions as types)」とか「証明はプログラムである」とい
うカリー・ハワード同形対応は、集合論に基づいた通常の数学で命題と集合が全く別
のものであるのと対照的で、全く新鮮な考え方ではないかと思う。そこで、少し例で
説明をする。例えばＣOQで定理は次のように書く：

Variable p : Prop.
Theorem p_implies_p : p → p.

一行目は p は　Ｐｒｏｐ型の項という意味である。　つまり p は Prop という集合
のようなものの元であるという意味である。
二行目は p → p という主張に　p implies p という名前を付けている。
しかし、二行目は一行目と同じで p implies p は p → p という命題型の元であると

いう意味でもある。これはまた、p implies p は　p → p　の証明であるとか、証拠で
あるという意味である。
このように、命題を、その証明全体のなす型と考えることで、命題と数学の対象と

を同じものとして扱うことが可能になっている。
さらに、このことは、数学の対象を帰納法などで構成するのと同じように、p implies p

を構成すれば、それが定理の証明をすることになる。こうして数学の対象を構成する
ように証明を行うことができる。このような構成的型理論はMartin-Löf型理論と呼ば
れる。

3. COQ/SSReflect

今例に使用した COQはフランス国立情報学自動制御研究所が中心となって開発をし
ている証明支援系である。
たとえば自然数は次のように定義される：

Inductive nat : Set :=
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| O : nat
| S : nat → nat.

このような帰納的構成が基本的である。
自然数を書いたので、ついでにCOQでの実数の定義も解析学の教科書に書いてある

ように公理的に行い、通常のプログラミング言語の実数が浮動小数点であるのとは全
く違っていることいも注意する。実数の公理的な定義の仕方はいろいろあると思うが、
たとえばCOQの標準ライブラリの実数の公理の一部は完備性の仮定は次のようになっ
ている：Raxioms.v

Axiom
completeness :

∀ E:R → Prop ,
bound E → (∃ x : R, E x) → { m:R | is_lub E m }.

先に書いたように、COQを用いてG.Gonthierのチームが４色定理の形式化や、ファイ
ト・トンプソンの定理の形式化を達成している。またSSReflectという拡張がGonthierの
チームによって開発されており、保守性や、自動証明機能が高められている。Mathcomp

という（有限集合や代数の）ライブラリが開発され、これらのライブラリを使用する
ことによって、短いコードで形式化を行うことが可能になっている。
我々はこのCOQ/SSReflectを用いて、次に述べるように、幾何的トポロジーでいく

つかの形式化を行った。

4. 幾何的トポロジーの形式化
前述のSSReflectの数学ライブラリーMathcomp等は、まだトポロジーや解析学をほと
んどカバーしていない。もちろん、公理を書くことは簡単であって、たとえばCOQを
用いて位相空間の公理は次のように書ける 2：

Record TopologicalSpace : Type := {
point_set : Type;
open : Ensemble point_set → Prop;
open_family_union : ∀ F : Family point_set ,

(∀ S : Ensemble point_set , In F S → open S) →
open (FamilyUnion F);

open_intersection2: ∀ U V:Ensemble point_set ,
open U → open V → open (Intersection U V);

open_full : open (@Full_set _)
}.

位相空間のライブラリもいくつか作られているが、標準的なものといえるものは出
来ていない。実際、上記のように位相空間を形式化しても、部分位相空間や誘導位相
などを考え始めると、様々な面で困難が発生する。たとえば、部分集合は通常命題で
指定されるが、ある点がその部分集合に入っていることは、その命題の証明があって、
初めて確定する。トポロジーでよく使われるフィルトレーションのようなものを考え
ると、この証明の扱いが非常に面倒になってくる。また、距離空間からくる部分空間
の位相と、相対位相が同じものであることが、決して自明には使えない。従って、位相
空間の使いやすい標準的なライブラリの開発が望ましいが、それはまだ出来ていない。

2通常、空集合が開集合であることは公理に含めるが、定理として得られるので省いてある。
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我々が形式化したのはビング収縮定理とよばれるビングトポロジーの基本定理で若
干テクニカルになるが次のようなコードになる。

Hypothesis X_compact: compact Xt.
Hypothesis Y_compact: compact Yt.
Definition Bing_shrinkable (f:X→Y): Prop:=

∀ eps:R, eps >0 →
∃ h : point_set Xt → point_set Xt,
homeomorφsm h

(∀ x:X, d’ (f x) (f (h x)) < eps)
(∀ x1 x2:X, (f x1) = (f x2) → d (h x1) (h x2) < eps).

Definition approximable_by_homeos (f:X→Y): Prop:=
∀ eps:R, eps >0 →

∃ h:point_set Xt → point_set Yt,
homeomorφsm h

(∀ x:X, d’ (f x) (h x) < eps).

Theorem Bing_Shrinking_Theorem:
∀ f: point_set Xt → point_set Yt,

continuous f → surjective f →
(Bing_shrinkable f → approximable_by_homeos f).

この証明の形式化は github [9]にある。そこには、このために必要なベールカテゴ
リー定理の形式化も行われている 3

Variable T: Topological_space.
Definition baire_space : Prop :=
∀ V : IndexedFamily nat (point_set T),
(∀ n: nat , (open (V n)) ∧ (dense (V n))) →
dense (IndexedIntersection V).

Theorem BaireCategoryTheorem :
complete d d_metric → baire_space.

この定理は基本的には選出公理であり、選出公理を仮定していることは断っておく
必要があるとおもう：

Axiom FDC : FunctionalDependentChoice_on
(point_set X * { r:R | r > 0} * nat).

ビング収縮定理は、もともとは、R.H.Bingが３次元球面の位相的 involutionで固定
点集合が標準的でないものを構成する際に用いた [1]。この定理は幾何的トポロジーで
同相写像を構成するときの基本的な方法を与える定理であり、考え方としてはモート
ンブラウンの一般シェンフリース定理 [2]と同様である。
我々はシェンフリース定理をさらに一般化するM. Freedmanによる次の定理の形式
化を目指している。

Theorem (Disk to Disk Theorem for k = ∞) Suppose f : Sn → Sn is

a surjective map such that there are only countably many points pi, (i ∈ N) with

3但し、ベールカテゴリー定理については形式化はすでに成されており、最初の形式化ではないことが
後からわかった
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the property Card(f−1(pi) > 1. We assume limi→∞ diam(f−1(pi) = 0 and the subset

{pi|i ∈ N} ⊂ Sn is nowhere dense. Then f is Bing shrinkable.

この定理が重要なのは、Casson Handleが位相的には2-ハンドルであるというFreed-

manによる４次元多様体の分類の基礎にある定理の主要な補助定理であることである。
さて、たとえばFreedmanの一般シェンフリース定理を証明しようとするとき、円板

Dnや球面Sn−1はどのように形式化すべきか考えると、すぐに思いつく

Dn = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ R
n |x2

1 + x2
2 + · · · + x2

n � 1}
Sn−1 = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ R

n |x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n = 1}

は具体的なため、逆に汎用性がなくなり、形式化も煩雑になる欠点がある。たとえば、
円板内部の任意の２点が境界を固定する円板の同相写像で移り合うことを示そうとす
れば、円板よりも立方体のほうが使いやすい。そこで円板と立方体の同相写像を作る
必要も出てくる。従って円板を初めから具体的な集合として定義するよりも、境界を
固定した同相写像の性質などの抽象的な性質をもった空間を一つの型としておくほう
が、よほど形式化しやすく、かつ汎用性も高まる。これはすべての点で言えることで、
いっそのこと、空間が点からできているという解析幾何的な方法はやめて、統合的幾
何にしようという考えは、このような形式化をやってみると自然な発想として出てく
る。これはちょうど、抽象的なホモトピー論の考え方と同じで、次に少し述べるホモ
トピー型理論のような数学の基礎づけが現れるのも必然かもしれない気がしてくる。

5. ホモトピー型理論
最初に断っておく必要があるが、発表者はホモトピー型理論をまだよく理解していな
いので、ここに書くことは、思い違いなどがあるかもしれない。しかしここ２～３年
でプリンストンで精力的に行われている抽象的ホモトピー論を手本にした、数学の新
しい基礎づけについて少しだけでも触れておきたいと思う。本もネットでダウンロー
ドできるので、正確にはそれを読んで頂ければと思う。

http://homotopytypetheory.org/book/

またボエボドスキーの講演も
https://video.ias.edu/univalent/voevodsky など、幾つかネットで視聴することがで

きる。
ボエボドスキーの動機は、専門的な難しい論文になればなるほど、証明に欠陥があっ

ても、発見することが難しくなっており、そのような論文の結果の信頼の上になされ
なければならない研究にとって、深刻な問題であり、自動的な証明の検証システムが
必要であるということである。そこで証明検証系を利用してみたが、数学者にとって
は、本格的に使うにはいろいろ問題がある。
ひとつは、数学者が当たり前のように行う同一視がコンピュータ上では簡単でない

という点である。簡単な例では、公式
n∑

k=1

k =
n(n + 1)

2
は、kやnが自然数であろうと

整数であろうと、どちらにせよ、証明も含めて、まったく同じく扱える。しかし、自
然数か整数かによって二つの公式（命題）はまったく別の型になり、そのような同一
視は自動的ではない。
また、上に書いた球面の例でも、数学者が球面を考える時、それは必ずしもユーク

リッド空間の部分集合を考えているわけではなく、時と場合に応じて、ある抽象的な
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性質をもつ型としての空間を想定しているという点である。このようなことは、数学
者が頭の中で無意識に処理している内は深刻な問題にはならなかったが、全く融通の
利かないコンピュータによる形式言語では、その無意識の処理を明示的に定式化する
必要が出てくる。
そこで、ホモトピー型理論が提唱する数学の”univalent foundation”では、抽象的な

ホモトピー論にその手本を見つけようとうしている。たとえば型の属（ある型でパラ
メータづけられた型）はファイブレーションであるなど。

HoTTのライブラリでは球面がユークリッド空間の部分集合とか多様体ではなく、基
本的な型として帰納的に定義されている部分を載せておくとhit.Spheres.v

Fixpoint Spheres (n : trunc_index)
:= match n return Type with

| -2 ⇒ Empty
| -1 ⇒ Emply
| n’+1 ⇒ Susp (Sphere n’)

end.

ちょうど自然数の定義のようになっていることがわかると思う。このように帰納的構
成もうまく噛み合っている。
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SLICE-RIBBON CONJECTURE AND RELATED TOPICS

安部哲哉 (大阪市立大学数学研究所)

1. イントロダクション

（滑らかな）スライス円板の理論は，

２次元円板から（標準的な微分構造を持つ）４次元球体への滑らかな埋め込み

を調べる理論です．この理論は，古典的な結び目理論，２次元結び目理論，４次元多様体論
と密接な関係があり面白いです．一方，よくわかっていない事が多く，今後の研究が期待さ
れる分野でもあります．この予稿集では，スライス円板の理論における懸案の問題の一つで
ある，スライス · リボン予想と周辺の話題について概説します．

予稿集における記号や約束� �
S3：3次元球面
B4：4次元球体a（∂B4 = S3と思う．）
約束： S3内の結び目のみを扱う．
a４次元円板D4 と言っても同じだが，ここでは B4 と書きます．

� �

2. SPC4とスライス円板の理論

このセクションでは，（滑らかなカテゴリーにおける）４次元ポアンカレ予想とスライス円
板の理論の関係を説明します．まずは４次元ポアンカレ予想の話から始めます．

• ４次元ポアンカレ予想.

４次元ポアンカレ予想は２つのバージョンがあります．一つは，位相的カテゴリーにおける
もの，もう一つは滑らかなカテゴリーにおけるものです．前者は 1981年にMichael Freedman
によって解決されました．後者は未解決です．

予想 2.1 (滑らかなカテゴリーにおける４次元ポアンカレ予想). Xを滑らかな 4次元多様体，
S4を（標準的な微分構造を持つ）4次元球面とする1．このとき

X ≈
同相

S4 =⇒ X ≈
微分同相

S4.

簡単のため，この予想を SPC42と呼びます．SPC4を解くことは，エキゾチック3な 4次元球
体（略してエキゾチック 4球体）を探すことと同値です．

Cerf の定理 (Γ4 = 0)の帰結� �
エキゾチック 4球面が存在する⇔ エキゾチック 4球体が存在する

� �
1
R

4 ≈ S4 \ {1点 }には非可算無限個の微分構造が存在します．
2the Smooth Poincaré Conjecture in dimension 4の略．
3同相だけど微分同相でない，の意味．
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• SPC4反証のアイデア.

結び目理論（スライス円板の理論）を用いて，エキゾチック 4球体の存在を証明する試み
を紹介します．キーとなるのは次の補題です．

補題 2.2. W を境界が S3のホモトピー 4球体とする．もし，ある結び目Kが

(1) W 内で滑らかな 2次元円板を張る，かつ
(2) B4内では滑らかな 2次元円板を張らない

ならば，W はエキゾチック 4球体である．

念のために証明を書いておきます．

証明. まずFreedmanの結果からW はB4と同相です．もしW がB4と微分同相だとすると，
(1)よりKはW ≈ B4内で滑らかな 2次元円板を張ります．これは (2)に矛盾します．従っ
て，W はエキゾチック 4球体です． �

• ラスムッセン不変量.

2004年，RasmussenはKhovanov homologyを用いて，結び目の（整数に値をとる）不変
量 s(K)を定義しました4．s(K)は，今ではラスムッセン不変量と呼ばれており，次の性質を
持ちます．

補題 2.3. 結び目KがB4内で滑らかな 2次元円板を張るならば

s(K) = 0

となる．

2010年，Freedman, Gompf, Morrison and Walker [10]は，以下の性質を満たす結び目KCS

を構成して，そのラスムッセン不変量を（スーパーコンピューターを用いて）計算しました．

� KCSはあるホモトピー 4球体WCS内で滑らかな 2次元円板を張る5．

彼らのモチベーション� �
もし s(KCS) �= 0ならば，

(1) KCSがWCS内で滑らかな 2次元円板を張る (構成から従う）
(2) KCSはB4内で滑らかな 2次元円板を張らない（補題 2.3の対偶から従う)

となり，補題 2.2よりWCSがエキゾチック４球体となる（SPC4の反証計画成功）．
� �
• 顛末.

計算結果は s(KCS) = 0でした．その直後に次が示されました．

定理 2.4 (Akbulut [7]). ホモトピー 4球体WCSはB4と微分同相．

4私は，修士課程ではラスムッセン不変量の計算方法の研究，博士課程ではラスムッセン不変量の（組み合
わせ的な）結び目理論への応用を研究していました．

5WCS , 結び目 KCS , 対応する 2次元円板は，長年エキゾチック 4球面の候補であった（とある）Cappell-
Shaneson homotopy 4-sphere ΣCS から構成されました．以下で，構成の概略を説明します．まず，（巧みな
Kirby calculusにより）ΣCS に 0-handle, 1-handles, 2-handles, 4-handleからなるハンドル分解を与えます．
WCS は ΣCS から 4-handleを引っこ抜いたものとして定義されます．WCS の 2-handleを（適当に）一つ選ん
で, そのベルト球面と co-core円板を考えます．それが結び目KCS と対応する 2次元円板の定義です．
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その後,（さらに悪いことに）仮にエキゾチック４球体が存在したとしても，Freedman, Gompf,
Morrison and Walkerの方法では，エキゾチック性は検出できないことがわかりました．

定理 2.5 (Kronheimer and Mrowka [14]). 結び目Kがあるホモトピー 4球体W で滑らかな
2次元円板を張るならば

s(K) = 0

となる6．

このようにして，Freedman, Gompf, Morrison and Walkerの SPC4反証計画は完全に頓
挫しました．一方で，結び目理論の観点からは次の疑問が湧きます．

結び目KCSは何か特別な性質を持つのか？

結論から言うと，この結び目は（次のセクションで説明する）スライス · リボン予想の反例
候補になります．

3. スライス ·リボン予想
このセクションでは，スライス ·リボン予想の説明をします．

大前提� �
よく知られているように，

S3内の結び目Kが自明 ⇐⇒ Kが S3内で 2次元円板を張る
です．特に，非自明な結び目は，S3内において円板を張りません．

� �

S3内の結び目Kがスライスとは，KがB4内でプロパーで滑らかな 2次元円板Dを張る
ときに言います7．K に対するスライス円板とは，上述の 2次元円板Dのことを言います8

（図 1参照）．S3内の結び目Kがリボンとは，Kが S3内でリボン特異点9のみを持つはめ込

図 1. S3内のスライス結び目Kとスライス円板Dの模式図

まれた 2次元円板を張るときに言います（図 2参照）．
6ラスムッセン不変量 s(K)を（結び目に対する）インスタントンフレアホモロジーの亜種の観点から再定義

することにより証明されました．
7「（B4 以外の）一般的な 4次元多様体で 2次元円板を張ることは，考えないのですか？」という問いに対

しては，次の解答が知られています．「任意の結び目 K に対して，∂X = S3 となる４次元多様体 X が存在し
て，K はX 内でプロパーで滑らかな 2次元円板を張る．」

8（埋め込みに条件が付いているわけではないが）歴史的な理由でスライス円板と呼ばれています．
9リボン 2重点と呼ぶ方が適切と思われるが，慣習に従いこのように呼ぶ．
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補題 3.1. リボン結び目はスライス結び目である．

図 2. リボン特異点（左），リボン結び目（中央），はめ込まれた円板（右）

証明. Kをリボン結び目とします．定義より，Kは S3内でリボン特異点のみを持つはめ込
まれた 2次元円板Dを張ります．Dのリボン特異点の周りを 4次元方向に押し上げること
で，Kのスライス円板が得られます．
以下で，「押し上げ」の詳細を述べます．まずNをB4のカラー近傍とします．NはS3×[0, 1]

と微分同相で S3 × {0} ≈ S3 = ∂B4 となります．Dを図 3 のように変形すると，Kのスラ
イス円板が得られます． �

S
3 × {0} ≈ S

3

S
3 × {

1

2
}

S
3 × {1}

図 3. リボン特異点の周りの様子

1962年，Fox [9]は今ではスライス ·リボン予想と呼ばれる問題を提起しました．
スライス ·リボン予想� �

任意のスライス結び目はリボン結び目である．
� �

例えば，SPC4の反証計画で現れた結び目KCSは（構成から）スライスですが，リボン結び
目である確証はありません．スライス ·リボン予想の反例候補についてはGompf, Scharlemann
and Thompsonの論文 [11] をご覧下さい．また，同様のアイデア（＋アニュラスツイスト）
でAbe-Tange [5]はスライス ·リボン予想の反例候補を構成しています10．

10構成の技術的な核心は，（ある条件を満たすスライス円板から誘導される）B4 のハンドル分解から、より
複雑な B4 のハンドル分解を与えるアルゴリズムを与えたことです。
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4. スライス結び目の性質

ここでは，スライス結び目の性質をいくつか紹介します．またスライス ·リボン予想が，特
定の結び目のクラスに対して正しいこと（定理 4.3) を紹介します．

次の定理は古典的な Fox-Milnorの結果です．

定理 4.1. Kをスライス結び目とする．このとき次が成り立つ．

ΔK(t)
.
= f(t)f(t−1),

ここでΔK(t)はKのアレクサンダー多項式，f(t) ∈ Z[t],
.
=は Z[t, t−1]の単元倍を除いて等

しい, という意味です．

この定理により，31（三葉結び目）や 41（八の字結び目）を初めとして，多くの結び目は
非スライスであることがわかります．次の結果はよく知られています．

事実 4.2. スライス結び目Kの 2重分岐被覆は有理 4次元球体をバウンドする．

自明結び目の 2重分岐被覆は S3であり 4次元球体B4（特に有理４次元球体）をバウンド
します．事実 4.2は，その結果の拡張です．以下の定理が示すように，時として，事実 4.2は
スライス結び目（リボン結び目）を特徴付けます．

定理 4.3 (Lisca [17]). Kを２橋結び目11とする．次は同値．

(1) Kがリボン結び目である．
(2) Kがスライス結び目である．
(3) Kの 2重分岐被覆は有理 4次元球体をバウンドする．

証明の概要. (1) =⇒ (2) =⇒ (3)は明らか．(3) =⇒ (1)の証明は次のようになります．Kの
2重分岐被覆が有理 4次元球体をバウンドした時，起こりうる可能性は以下の二つです．

(a) Kがリボン結び目と判明していて，かつ，Kの 2重分岐被覆は有理 4次元球体をバ
ウンドする．

(b) Kがリボン結び目か不明だが，Kの 2重分岐被覆は有理 4次元球体をバウンドする．

以下の流れで，(b)が起こりえないことを証明します．つまり，Kがリボン結び目か不明な
ものに関して，Kの 2重分岐被覆は有理 4次元球体をバウンドしないことを証明します．

ステップ 1: Kが 2橋結び目である事を使って，2重分岐被覆が「いい (=定値)」4次元
多様体X1をバウンドすることを証明する．

ステップ 2: その 2重分岐被覆が有理 4次元球体X2もバウンドすると仮定する．

ステップ 3: 二つの 4次元多様体X1とX2を張り合わせて閉 4次元多様体Xを作る．

ステップ 4: Donaldsonの対角化定理を用いて，そのような閉 4次元多様体Xは存在し
ないことを証明する．(結果として，Kの 2重分岐被覆は有理 4次元球体をバウンド
しないことことがわかる．）

11K の 2重分岐被覆がレンズ空間となる結び目のこと．
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このようにして (a)のみが起こり得ることが分かり，Kはリボン結び目であることがわかり
ます．

�
その後の進展は [12], [15], [16]を参照して下さい．

一般には事実 4.2の逆は成立しません．

定理 4.4 (Tange [20]). ある非スライス結び目Kが存在して，Kの 2重分岐被覆は有理 4次
元球体をバウンドする．

5. スライス・リボン予想の帰結

§3では，スライス ·リボン予想に反例があるかもしれないことを紹介しました．一方§4
では，特定の結び目のクラスに関しては，スライス ·リボン予想が正しいことを紹介しまし
た．このセクションでは，スライス ·リボン予想が正しければ，どのような主張が得られる
のかを紹介します．まず，少し用語の準備をします．

• 結び目コンコーダンス群.

向きづけられた結び目K1が向きづけられた結び目K0とコンコーダント（K1 ∼ K0と書
く）とは，あるプロパーに埋め込まれたアニュラスA ⊂ S3 × [0, 1]が存在して

∂(S3 × [0, 1], A) = (S3, K1) ∪ (−S3,−K0)

となるときに言います．ここで−S3と−K0はそれぞれS3とK0の向きを逆にしたものです．
結び目コンコーダンス群とは，コンコーダンス類全体のなす集合に連結和によって誘導され
た演算を入れた (アーベル)群のことで，Conc(S3)と書きます．結び目コンコーダンス群の
単位元は，自明な結び目を含むコンコーダンス類です．

スライス · リボン予想に関する補足� �
（向き付けられた）結び目は，自明結び目とコンコーダントになるときに限りスライス
になります．別の言い方をすると，結び目コンコーダンス群の単位元は，スライス結び
目の集合からなります．スライス ·リボン予想は，

結び目コンコーダンス群の単位元は，リボン結び目の集合からなる
と言い換えることができます．つまり，スライス ·リボン予想は，結び目コンコーダンス
群の自明元に関する予想とも思えます．

� �
• Bakerの仕事.

S3内のファイバー結び目Kがタイトとは，Kが S3のあるオープンブック分解の binding
で，かつ，それがS3のタイトコンタクト構造をサポートするときに言います．Bakerは次を
予想しました．

予想 5.1 (Baker [8]). K0とK1をタイトファイバー結び目とする．このとき次が成り立つ．

K0 ∼
コンコーダント

K0 =⇒ K0 =
イソトピー

K1.

予想 5.1は，（適切な設定をすれば）h-cobordism theoremの類似が成立することを期待さ
せますが，この方向の進展は未だありません．Abe-Tagamiは，上の予想が次と同値である
ことを指摘しました．
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予想 5.2 (Abe-Tagami [3], [4]). 素なタイトファイバー結び目のなす集合は，結び目コンコー
ダンス群の中で線形独立12である．

Bakerは次を示しました。

定理 5.3 (Baker [8]). スライス ·リボン予想が正しいならば，予想 5.1（従って予想 5.2)は正
しい．

結び目コンコーダンス群の単位元に関する予想（スライス ·リボン予想）が，単位元以外
に関する主張（予想 5.2)を導いている，と見ると興味深いです．

• Abe-Tagamiの仕事.

1978年，Akbulut-Kirbyは次を予想しました．

予想 5.4 (Akbulut-Kirbyの予想). もし二つの結び目の 0-手術が同じ 3次元多様体となると
き，二つの結び目はコンコーダントになる．

ここでは，この予想を次のように理解します13．

予想 5.5 ((修正された)Akbulut-Kirbyの予想). もし二つの結び目の 0-手術が同じ 3次元多
様体となるとき，（適切な向きに関して）二つの結び目はコンコーダントになる．

Abe-Tagamiは次を示しました．

定理 5.6 (Abe-Tagami [3]). スライス · リボン予想が正しいならば，予想 5.5の反例が存在
する．

証明の概要. まずアニュラスツイストの議論より，図 4で定義されたK0とK1の 0-手術は同
相な 3次元多様体となることがわかります．一方, 論文 [18]のMiyazakiの定理より, K0#K1

図 4. 結び目K0とK1の定義．箱はフルツイストを表す．

がリボン結び目でないことがわかります．ここでK0#K1はK0とK1の鏡像の連結和を表し
ます．もしスライス · リボン予想が正しいならば，K0#K1はスライス結び目ではありませ
ん．別の言い方をすると，K0とK1はコンコーダントではありません．まとめると，もし
スライス · リボン予想が正しいならば，K0とK1の 0-手術は同相な 3次元多様体となります
が，K0とK1はコンコーダントではありません．つまりK0とK1が予想 5.5の反例となり
ます． �

12結び目コンコーダンス群を Z-加群と見たときの線形独立の意味．
130-手術が同じ 3次元多様体となる向き付けられた結び目で，コンコーダントでないものが存在することは

既に知られているから．
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証明の概要から次がわかります．

(1) もしK0とK1はコンコーダントならば，K0#K1はスライス ·リボン予想の反例に
なる．

(2) もしK0とK1はコンコーダントでないならば，K0とK1は予想 5.5の反例となる．

詳細は論文 [3], [4]を参照して下さい．後に，Yasui [19] によって，予想 5.5は否定的に解
決されました．反例を与える結び目のペアは（4次元多様体論における基本的な操作である）
コルクツイストを応用して構成されました．

6. リボン円板の性質

このセクションでは，リボン円板の定義を与えて，その性質について説明します．

r : B4 −→ RをB4の半径関数14とします．（あるスライス結び目に対する）スライス円板
Dがリボン円板であるとは，Dが（半径関数 rに関してB4の内部において）極大値を持た
ないときに言います（図 5参照）．リボン円板という名前から連想されるように，次が成り

図 5. 非リボン円板（左）とリボン円板（右）

立ちます．

補題 6.1. スライス結び目Kに対して次は同値となる．

(1) Kがリボン結び目である．
(2) Kがリボン円板を張る．

証明の方針. (1) =⇒ (2) リボン結び目Kに対して，補題 3.1の証明で得られたスライス円板
が実は，リボン円板になることを示します．(2) =⇒ (1) 半径関数 rがD上のモース関数に
なっていることを使います． �

以上からスライス ·リボン予想は次のように言い直すことができます．
スライス ·リボン予想� �

結び目Kがスライス円板を張るとき，Kはリボン円板も張る．
� �

14（B4をR
4内の半径 1の球体とみなして）x ∈ B4に対して r(x)を xと原点の距離で定義した関数のこと．
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• スライス円板とリボン円板との違い.

ここでは，リボン円板に固有の性質を紹介します．

補題 6.2. スライス結び目Kがリボン円板Dを張るとき

π1(S
3 \K) → π1(B

4 \D)

は全射となる．

証明の概略. 半径関数 rに由来する B4 \ N(D)のハンドル分解を考察すればよい．ここで
N(D)はDの管状近傍． �
与えられたリボン円板に，「複雑な」２次元結び目を連結和して得られたスライス円板をD

とします．もし
π1(S

3 \ ∂D) → π1(B
4 \D)

が全射でなければ，補題 6.2よりDはリボン円板ではありません．実際，このようにしてリ
ボン円板でないスライス円板は構成できます．

• リボン円板の外部.

これ以降は，スライス · リボン予想と直接は関係がない話題を２つ紹介します．
よく知られているように，結び目の外部は非常に強い不変量です15．一方，スライス円板

（さらにはリボン円板）に関しては，そうではないことを紹介します．

定理 6.3 (Abe-Tange [6]). Dnを図 6のリボン結び目Rnに対応するリボン円板とする．この
とき，Dnの外部（つまりB4 \N(Dn))は nに依存せず，全て互いに微分同相になる16．ここ
でN(Dn)はDnの管状近傍を表す．

図 6. リボン結び目Rn

補足� �
(1) Rnは 41#41からアニュラスツイストという結び目の局所変形を用いて構成され
ています．(cf. [1, 2])

(2) 最近，滝岡英雄氏（OCAMI)によって，Γ多項式を用いて Dn(n ≥ 0)は全て異な
ることが示されました．（Dnの系列が無限に異なるものを含むことは知られてい
ました．）

� �
15Gordon-Lueckeの定理より，結び目の外部は結び目を（鏡像と向きを除いて）一意的に指定します．
16i �= jに対して，B4 \N(Di)から B4 \N(Dj)への微分同相は，S3 \N(∂Di)を S3 \N(∂Dj)に写すとは

限らないことに注意．
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• Whitehead 予想からの帰結.

最後にリボン円板に関する未解決問題を紹介します．1941年，J. H. C. Whiteheadは次の
予想を提起しました．

予想 6.4 (Whitehead予想). Asphericalな 2次元CW-complex の連結 subcomplexは再び as-
phericalである．

もしWhitehead予想が正しければ，次が正しいこと17がわかります (cf. [13])．

未解決問題：リボン円板の補空間（又は外部）は asphericalである．

謝辞 第 62回トポロジーシンポジウムにお招き下さいました大槻 知忠氏（京都大学数理解析
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4次元空間内の自己交差を持つ曲面結び目について
河村　建吾 (大阪市立大学大学院 理学研究科 D3)∗

0. はじめに
3次元ユークリッド空間R

3内の結び目が，リボン交差のみを自己交差とする円盤（リ
ボン特異円盤）の境界となるとき，その結び目はリボン結び目であるという．リボン
結び目は4次元球体B4の境界にそれを置くとき，ある性質を満たす埋め込まれた円盤
をB4において張ることができ，4次元空間内の曲面の研究においても重要な役割を果
す．特に，2次元結び目のKSS標準形の赤道面での切り口として現れることが，結び
目がリボン結び目である必要十分条件となっている 1．リボン交差は高次元でも定義さ
れ，4次元ユークリッド空間R

4内のリボン曲面結び目のようにリボン結び目を高次元
化した概念が知られており，これまでもよく研究されていた．
一方，3次元空間内の曲面の自己交差にはリボン交差の他にクラスプ交差と呼ばれる

ものがある．クラスプ交差は結び目解消操作と深い関係があり，どのような結び目も
クラスプ交差のみを自己交差とする円盤（クラスプ特異円盤）の境界となることが容
易に分かる．講演者はクラスプ交差の概念の高次元化を行い，リボン交差も含めるこ
とで，R

4内のリボン・クラスプ曲面結び目という概念を導入した．リボン・クラスプ
曲面結び目はリボン曲面結び目の拡張である．
本講演では，R

3内の結び目が張るリボン特異円盤とクラスプ特異円盤について紹介
し，そのあとR

4内のリボン曲面結び目について，仮想結び目を用いた表示法などを紹
介する．後半ではリボン・クラスプ曲面結び目の概念を導入し，半仮想ダイアグラム
を用いた表示法について説明する．議論はPLカテゴリーで行い，埋め込みやはめ込み
は局所平坦であることを仮定する．この研究は大阪市立大学の鎌田聖一氏との共同研
究である．

1. 曲面結び目について
本稿で曲面結び目といえば自己交差を持つ曲面結び目，すなわち，R

4内にはめ込まれ
た連結な閉曲面で，その多重点集合が横断的な2重点のみであるものを意味する 2．は
め込む前の閉曲面のトポロジーを具体的に明示する場合はS2-結び目やT 2-結び目のよ
うに記述する．ここで，S2は2次元球面，T 2は2次元トーラスS1 × S1を表す．また，
2次元結び目とは 2重点を持たないS2-結び目のことである．2つの曲面結び目がR

4の
全同位で互いに移り合うとき，それらは同値であるという．
図1のモーション・ピクチャーで表される曲面結び目S0，S+，S−，T0，P+またはP−

のことを標準的な曲面結び目という．ここで，S0は埋め込まれた2次元球面，S+およ
びS−は横断的な2重点を1個持つ2次元球面，T0は埋め込まれた2次元トーラス，P+

およびP−は埋め込まれた実射影平面である．自明な曲面結び目とは，標準的な曲面結
∗〒 558-8585 大阪市住吉区杉本 3-3-138 大阪市立大学大学院理学研究科
e-mail: k.kawamura0403@gmail.com

12次元結び目の（KSS標準形とは限らない）赤道面での切り口として現れることが，結び目がスライ
ス結び目である必要十分条件である．

2曲面結び目はR
4内に埋め込まれた連結な閉曲面（つまり横断的な 2重点を持たないもの）を意味す

ることもあり，その場合本稿の意味での曲面結び目は自己交差を持つ曲面結び目や特異曲面結び目と
呼ばれる．
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図 1: 標準的な曲面結び目S0，S+，S−，T0，P+，P−のモーション・ピクチャー

び目の連結和に同値な曲面結び目のことである 3．以下，曲面結び目は有向であると仮
定する．
曲面結び目から新しい曲面結び目を構成する方法について説明する．R

4内の単純弧
γが曲面結び目 F に接着するコードとは，γ ∩ F = ∂γであり，∂γの各点は F の 2重
点ではないときをいう．曲面結び目 F に接着する 2つのコードは F を（集合として）
固定したR

4の全同位で移り合うときに同値であるという．曲面結び目に接着するコー
ドが与えられるとそれに沿った 1-ハンドル手術 (cf. [1, 5]) およびフィンガー移動 (cf.

[2, 12]) が定まる 4．曲面結び目に接着する2つのコードγ，γ′が同値であるとき，γに
沿った 1-ハンドル手術（resp. フィンガー移動）によって得られる曲面結び目と γ′に
沿った1-ハンドル手術（resp. フィンガー移動）によって得られる曲面結び目は同値と
なる．そして，1-ハンドル手術およびフィンガー移動は（ある意味で）曲面結び目の結
び目解消操作であることが知られている [7, 8]．

2. 3次元空間内のリボン交差とクラスプ交差
境界付きコンパクト曲面MのR

3へのはめ込みを f : M → R
3とする．像 f(M)の 2重

点集合の連結成分を dとし，その逆像 f−1(d)を構成する 2つの成分を d1と d2とする．
dがリボン交差であるとは，d1がMにプロパーに埋め込まれた弧であり，d2がMの内
部に埋め込まれた弧であるときをいう（図2）．dがクラスプ交差であるとは，各diが
Mの内点aiとMの境界点 biを繋ぐM内の弧であり，f(a1) = f(b2)かつf(a2) = f(b1)

3向き付け不可能で自明な曲面結び目の標準的な曲面結び目への分解の仕方は一意的でない (cf. [9]) ．
また，非自明な 2次元結び目Kで，K#P+がP+に同値となるものが存在する [14]．

4コードに沿った 1-ハンドル手術が一意的に定まるのは，今，有向な曲面結び目のみを考えているから
である．
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を満たすときをいう（図 3）．Mが 2次元円盤の場合，f(M)の多重点集合がリボン交
差のみであるときf(M)をリボン特異円盤といい，f(M)の多重点集合がクラスプ交差
のみであるときf(M)をクラスプ特異円盤という．R

3内の結び目Kがリボン特異円盤
を張るとき，Kをリボン結び目という．一方，R

3内の任意の結び目はクラスプ特異円
盤を張ることが知られている．

図 2: 3次元空間内のリボン交差dの近傍

図 3: 3次元空間内のクラスプ交差dの近傍

リボン結び目に関して以下のことが知られている．

命題 2.1. 結び目Kがリボン結び目であるための必要十分条件は，ある自明な絡み目
Lとそれに接着するバンドの集合で，Lをバンド手術して得られる結び目がKに同値
となるものが存在することである．

R
3の部分集合AとRの部分集合 Jに対して，R

4の部分集合 {(x, t) ∈ R
3 × R | x ∈

A, t ∈ J}をA× Jで表すことにする．R
3 × [0,∞)内にプロパーに埋め込まれた円盤D

がリボン円盤であるとは，Dが第4座標に関して極小点を持たないときをいう．次の定
理はよく知られたリボン結び目の特徴付けである．

定理 2.2. 結び目Kがリボン結び目であるための必要十分条件はR
3 × [0,∞)内のリボ

ン円盤Dで，∂D = K × {0}を満たすものが存在することである．
結び目がR

3 × [0,∞)内にプロパーに埋め込まれた円盤の境界となるとき，スライス
結び目という．リボン結び目はスライス結び目であるが，その逆は「スライス・リボ
ン予想」と呼ばれる未解決問題である．

予想 2.3. ([3]) スライス結び目はリボン結び目である．

3. リボン曲面結び目
この節ではリボン曲面結び目 (cf. [16, 17]) とそれに関する結果をいくつか紹介する．
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3.1. 4次元空間内のリボン交差
第2節で紹介した3次元空間内のリボン交差の概念は4次元空間内のリボン交差として
拡張できる．境界付きコンパクト3次元多様体MのR

4へのはめ込みをf : M → R
4と

する．像 f(M)の 2重点集合の連結成分をΔとし，その逆像 f−1(Δ)を構成する 2つの
成分をΔ1とΔ2とする．Δがリボン交差であるとは，Δ1がM内にプロパーに埋め込
まれた円盤であり，Δ2がMの内部に埋め込まれた円盤であるときをいう．図 4と図 5

はリボン交差Δの近傍のモーション・ピクチャーである．

図 4: 4次元空間内のリボン交差Δの近傍のモーション・ピクチャー (1)

図 5: 4次元空間内のリボン交差Δの近傍のモーション・ピクチャー (2)

3.2. リボン曲面結び目
曲面結び目F がリボン曲面結び目であるとは，多重点集合がリボン交差のみとなるよ
うなハンドル体V のR

4へのはめ込み f : V → R
4で，F がV の境界 ∂V の fによる像

f(∂V )に同値となるものが存在するときをいう．リボン曲面結び目は自己交差を持た
ない曲面結び目である．
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R
4内に互いに交わらないように埋め込まれたμ(≥ 1)個の3次元球体の境界はμ個の

S0となっている．これを自明な 2次元絡み目といい，Oで表す．このとき，リボン曲
面結び目は次のように表すことができる．

定理 3.1. 曲面結び目Fがリボン曲面結び目であるための必要十分条件は，ある自明な
2次元絡み目Oとそれに接着するコードの集合Γで，Γに沿った1-ハンドル手術によっ
てOから得られる曲面結び目がFに同値となるものが存在することである．

さらに，リボン曲面結び目はKSS標準形 [11]を用いて次のように特徴付けられるこ
とが知られている．

定理 3.2. 曲面結び目Fがリボン曲面結び目であるための必要十分条件は，FはKSS標準
形かつr(F ) = FであるようにFを全同位で変形できることである．ここで，r : R4 → R

4

は r(x, y, z, t) = (x, y, z,−t)で定義される写像である．

つまり，リボン曲面結び目は同値な変形によってKSS標準形かつR
4内の超平面R

3×
{0}に関して対称な位置に置くことができる．
3.3. リボン曲面結び目の仮想結び目を用いた表示
仮想結び目 [10]は，一般ライデマイスター移動による仮想ダイアグラムの同値類であ
る．ここで，仮想ダイアグラムとはR

2内に横断的にはめ込まれた有向円周で，各2重
点に実交点または仮想交点の情報が指定されているものである（図6）．仮想結び目は

図 6: 実交点と仮想交点および仮想ダイアグラム

結び目のガウスコード図式による研究 [10]や閉曲面上の結び目図式の安定同値類の研
究 [6]に用いられるが，神戸大学の佐藤進氏によってリボン曲面結び目（リボンT 2-結
び目）の研究にも有効であることが示された [13]．仮想結び目を用いたリボン曲面結び
目の研究方法について説明する．
仮想ダイアグラムDからリボンT 2-結び目のダイアグラム tube(D) ⊂ R

3を図 7のよ
うに構成する．ただし，実交点と仮想交点における対応は図 8のように定める． この

図 7: 仮想ダイアグラムDから得られるリボンT 2-結び目のダイアグラム tube(D)

対応において，tube(D)は仮想交点に対応する部分で曖昧さが存在するが，tube(D)に
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図 8: 実交点と仮想交点における対応

よって表されるリボンT 2-結び目の同値類はDから一意的に定まる．従って，仮想ダイ
アグラムDに tube(D)が表すリボンT 2-結び目の同値類を対応させる写像

T0 : {仮想ダイアグラム} → {リボンT 2-結び目の同値類}
が定義される．このとき，次が成り立つ．

定理 3.3. ([13]) 写像T0は全射である．すなわち，任意のリボンT 2-結び目Fに対して，
F と tube(D)が表すリボン T 2-結び目が同値となるような仮想ダイアグラムDが存在
する．

定理 3.3の状況でF をDに付随するリボンT 2-結び目という．写像T0は仮想結び目
の集合からリボンT 2-結び目の同値類の集合への全射を誘導する [13] 5．よって，リボ
ンT 2-結び目は仮想結び目を用いて表すことができる．この表示法の利点の一つはリボ
ンT 2-結び目の結び目群 6を仮想ダイアグラムから直接計算できることにある．
仮想ダイアグラムDから得られる有限表示群 〈x1, x2, . . . , xn | r1, r2 . . . , rm〉をG(D)

で表す．ここで，G(D)の各生成元xjはDの各弧のメリディアンに相当し，各関係式
riは実交点に対して図9のように対応させる．リボンT 2-結び目の結び目群は次のよう

図 9: 実交点におけるG(D)の関係式

に仮想ダイアグラムから直接計算できる．

定理 3.4. ([13], cf. [15]) Fを仮想ダイアグラムDに付随するリボンT 2-結び目とする．
このとき，Fの結び目群π1(R

4 \ F )は群G(D)に同型である．

次節では上記で紹介したリボン曲面結び目に関するの結果をリボン・クラスプ曲面
結び目の場合に拡張する．

4. リボン・クラスプ曲面結び目
この節では，曲面結び目の新しいクラスであるリボン・クラスプ曲面結び目を導入し，
リボン・クラスプT 2-結び目の半仮想ダイアグラムを用いた表示について述べる．
5さらに写像T0は溶接結び目の集合からリボンT 2-結び目の同値類の集合への全射を誘導する．ここで
溶接結び目とは，「禁止移動」を法とする仮想結び目のことである．

6曲面結び目F の補空間の基本群 π1(R
4 \ F )のことをF の結び目群という．結び目群は曲面結び目の

不変量である．
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4.1. 4次元空間内のクラスプ交差
第2節で紹介した3次元空間内のクラスプ交差の概念を次のように4次元空間内のクラ
スプ交差として拡張する．境界付きコンパクト 3次元多様体M のR

4へのはめ込みを
f : M → R

4とする．像 f(M)の 2重点集合の連結成分をΔとし，その逆像 f−1(Δ)を
構成する 2つの成分をΔ1とΔ2とする．Δがクラスプ交差であるとは，各ΔiはM内
に埋め込まれた円盤で，∂Δiが 2本の弧αiとβiの和となるときをいう．ここで，αiは
M内にプロパーに埋め込まれた弧であり，βiは ∂αiを繋ぐ ∂M内の単純弧である．さ
らに，これらは f(α1) = f(β2)かつ f(α2) = f(β1)を満たす．図 10と図 11と図 12はク
ラスプ交差Δの近傍のモーション・ピクチャーである．

図 10: 4次元空間内のクラスプ交差Δの近傍のモーション・ピクチャー (1)

図 11: 4次元空間内のクラスプ交差Δの近傍のモーション・ピクチャー (2)
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図 12: 4次元空間内のクラスプ交差Δの近傍のモーション・ピクチャー (3)

4.2. リボン・クラスプ曲面結び目
定義 4.1. 曲面結び目Fがリボン・クラスプ曲面結び目であるとは，多重点集合がリボ
ン交差かクラスプ交差のみであるハンドル体V のR

4ヘのはめ込み f : V → R
4で，V

の境界∂V のfによる像f(∂V )がFに同値となるものが存在するときをいう．

リボン・クラスプ曲面結び目はリボン曲面結び目の概念の拡張となっている．クラ
スプ交差の近傍では正の2重点と負の2重点が1つずつ現れるので，リボン・クラスプ
曲面結び目は 2重点を偶数個持つ．R

3内の任意の結び目はクラスプ特異円盤を張るこ
とが知られているが，曲面結び目に関しては次のことがわかる．

定理 4.2. 多重点集合がクラスプ交差のみであるようなハンドル体のはめ込みの境界と
なるリボン・クラスプ曲面結び目は自明である．

リボン・クラスプ曲面結び目はリボン曲面結び目と同じく自明な 2次元絡み目Oを
用いて次のように表すことができる．

定理 4.3. 曲面結び目F がリボン・クラスプ曲面結び目であるための必要十分条件は，
ある自明な 2次元絡み目Oとそれに接着するコードの集合Γで，Γに沿った 1-ハンド
ル手術とフィンガー移動によってOから得られる曲面結び目がFに同値となるものが
存在することである．

4.3. リボン・クラスプ曲面結び目の半仮想ダイアグラム表示
リボン・クラスプT 2-結び目の半仮想ダイアグラムを用いた表示を与える．
半仮想ダイアグラム [4]とは半仮想交点を許容する仮想ダイアグラムのことである

（図13）．[4]では，仮想結び目の有限型不変量の研究において，半仮想交点を実交点と

図 13: 半仮想交点と半仮想ダイアグラム

仮想交点の間の形式的な差によって導入した．そこでは半仮想ダイアグラムは仮想ダ
イアグラムの集合によって生成される自由Z-加群のある特別な元を表している．一方，
半仮想交点は実交点を仮想交点に置き換える変形において，実交点が仮想交点に変わ
る瞬間に現れるとみなすことができる（図 14）．後者の解釈は我々の目的であるリボ
ン・クラスプ曲面結び目の研究に非常に良く適合している．
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図 14: 半仮想ダイアグラムが現れる瞬間

リボン・クラスプ曲面結び目はリボン曲面結び目の拡張であり，半仮想ダイアグラム
は仮想ダイアグラムの拡張である．我々は前節で紹介したリボンT 2-結び目の仮想結び
目による表示の拡張として，半仮想ダイアグラムとリボン・クラスプ曲面結び目（リ
ボン・クラスプT 2-結び目）との関係性を新しく導入する．
半仮想ダイアグラムからリボン・クラスプT 2-結び目のダイアグラムを次のように構

成する．第 3.3項で紹介した tube(D)の構成法を，実交点と仮想交点では以前と同じ
く図 8のように，半仮想交点では図 15のように対応させることで半仮想ダイアグラム
からリボン・クラスプ T 2-結び目のダイアグラムが構成できる．このダイアグラムも
tube(D)と表す．このとき，半仮想ダイアグラムDに tube(D)が表すリボン・クラス

図 15: 半仮想交点における対応

プT 2-結び目の同値類を対応させる写像

T : {半仮想ダイアグラム} → {リボン・クラスプT 2-結び目の同値類}
が定義できる．写像Tに関して次が成り立つ．

定理 4.4. 写像Tは全射である．すなわち，任意のリボン・クラスプT 2-結び目Fに対
して，Fと tube(D)が表すリボン・クラスプT 2-結び目が同値となるような半仮想ダイ
アグラムDが存在する．

この定理は定理3.3の自然な拡張となっている．定理4.4の状況でFをDに付随する
リボン・クラスプT 2-結び目という．
半仮想ダイアグラムDに対して群G(D)を次のように定義する．

定義 4.5. 半仮想ダイアグラムDから得られる有限表示群 〈x1, x2, . . . , xn | r1, r2 . . . , rm〉
をG(D)で表す．ここで，各生成元xjはDの各弧のメリディアンに相当し，各関係式
riは実交点および半仮想交点に対して図16のように対応させる．

このとき，次が成り立つ．

定理 4.6. F を半仮想ダイアグラムDに付随するリボン・クラスプ T 2-結び目とする．
このとき，Fの結び目群π1(R

4 \ F )は群G(D)に同型である．

この定理は定理3.4の自然な拡張となっている．この定理を使うとリボン・クラスプ
T 2-結び目の結び目群を半仮想ダイアグラムから直接計算できる．
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図 16: 実交点および半仮想交点におけるG(D)の関係式
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Symplectic topology and b-symplectic structures

David MARTINEZ TORRES (Pontificia Catolica University, Rio de Janeiro)∗

1. Introduction and statement of main results
A symplectic structure on a manifold M is given by ω a closed 2-form maximally
non-degenerate. The first fundamental result for symplectic structures is the existence
around any point of Darboux coordinates x1, y1, . . . , xn, yn for ω:

ω =
n∑
i1

dxi ∧ dyi

Therefore symplectic structures on a fixed (even) dimension have no local invariants;
this is also reflected in having an infinite dimensional group of symmetries: infinitesimal
symmetries are vector fields X ∈ X(M) satisfying: LXω = 0. In particular, any
function f ∈ C∞(M) produces any such infinitesimal symmetry via its Hamiltonian
vector field Xf characterized by: df = iXf

ω.
Not unexpectedly, topology plays a major role in the study of symplectic structures,

as illustrated by the following fundamental results:

• Surgery is central to the construction of closed symplectic manifolds, the key fact
being the existence of normal forms in plenty of situations, a consequence of the
so-called Moser’s method [11, 7].

• Closed symplectic manifolds have symplectic submanifolds, which are very care-
fully chosen Poincaré duals of multiples of the (rational) class of the symplectic
form [3].

• The existence of symplectic structures on open manifolds boils down to a homo-
topical obstruction [8].

Symplectic structures are a particular instance of Poisson structures: these are
given by a bracket operation on smooth functions such that (C∞(M), {·, ·}) is a Lie
algebra over R, and the Lie bracket is linked to the geometry of M by requiring {f, ·}
to be a derivation, the so-called Hamiltonian vector field of f .

Poisson structures abound: any Lie algebra (g, [·, ·]) has an associated Poisson struc-
ture on its dual g∗; any symplectic manifold (M,ω) is a Poisson manifold with bracket
{f, g} := ω(Xf , Xg); more generally, any foliated manifold with a leafwise symplectic
form (M,F , ωF) is a Poisson manifold. In fact, a Poisson structure formalizes the
notion of a possibly singular foliation by symplectic leaves; this foliation is the one
integrating the distribution spanned by the Hamiltonian vector fields. For example,
for the dual of a Lie algebra the symplectic foliation has as leaves the coadjoint orbits.
Symplectic manifolds are exactly those Poisson manifolds whose (symplectic) foliation
has just one leaf (the whole manifold).

The speaker would like to acknowledge the finantial support from Chuo University and the organizers
of the Topology Symposium.
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Keywords: Symplectic, b-symplectic, cobordism, submanifold, h-principle.
∗ e-mail: dfmtorres@gmail.com

第６２回トポロジーシンポジウム講演集　２０１５年８月　於　名古屋工業大学

39



It is natural to investigate which techniques from symplectic geometry go through
to Poisson geometry. Unfortunately, the answer is almost none. The reason is that
Poisson structures are far too general (for example, having singular foliation forces the
appearance of local invariants). Still, one would like to describe families of Poisson
structures which behave as much as possible as symplectic structures. The purpose of
this presentation is to discuss joint work with P. Frejlich and E. Miranda [6] in which
we describe one such family.

Another way to recast the definition of a Poisson structure on M is a as a bivector
π ∈ X2(M) which obeys the P.D.E. [π, π] = 0, where [·, ·] is the Schouten bracket of
multivector fields. If ω is a symplectic form, its associated Poisson structure is the one
with bundle map π� := ω�−1

(the Poisson structure in the ‘inverse’ of the symplectic
form). Conversely, Poisson structure π on M2n is symplectic exactly when the section
∧nπ of the line bundle

∧2n TM does not meet the zero section. Hence, it is natural to
relax the symplectic condition as follows:

Definition 1 [10] A Poisson manifold (M2n, π) is of b-symplectic type if
∧n π is

transverse to the zero section M ⊂ ∧2n TM .

Such structures were first defined, in the case of dimension two, by Radko [18], who
called them topologically stable Poisson structures. Poisson structures of b-symplectic
type have also appeared under the names log symplectic [9], [2], [13].

Poisson structures of b-symplectic type –also referred to as b-symplectic structures–
do not stay too far from being symplectic. One can think of them as symplectic struc-
tures which blow up to infinity along hypersurfaces in a controlled way. Indeed, The
transversality condition

∧n π � M ensures that the singular locus Z = Z(π) =∧n π−10 is a codimension-one submanifold of M , which by the Poisson condition is
itself foliated in codimension one by symplectic leaves of π.

1.1. Statement of the main results

We shall start by describing a link between b-symplectic manifolds and cobordisms in
the symplectic category with appropriate boundary behavior.

Definition 2 A cosymplectic structure on a manifold Z2n−1 consists of a pair of
closed forms (θ, η) ∈ Ω1(Z)× Ω2(Z), such that θ ∧ ηn−1 is a volume form.

The prototype of a cosymplectic structure is a symplectic mapping torus, i.e. the
suspension of a symplectomorphism of a symplectic manifold. It turns out that the
singular locus a b-symplectic manifold is not a just Poisson submanifold. An addi-
tional choice of data makes a cosymplectic structure appear [10]. Also, cosymplectic
structures appear naturally on boundaries (or hypersurfaces) of symplectic manifolds
endowed with a symplectic vector field transverse to the boundary (what one may call
a ‘flat end’ in symplectic geometry).

Definition 3 A cosymplectic cobordism (M,ω, θ) is a compact symplectic mani-
fold (M,ω) together with θ ∈ Ω1(∂M) making (∂M, θ, ω|∂M) a cosymplectic manifold.

Our first result makes a direct link between b-symplectic manifolds and cosymplectic
cobordisms:

Proposition 1 [6] A b-symplectic manifold (M,π) can be canonically factored into a
composition of (connected) cosymplectic cobordisms. The cobordisms are obtained as
the result of cutting M open along its singular locus.
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A main concern for us is the construction of ‘enough interesting examples’ of closed
b-symplectic manifolds. More precisely, it is natural to ask if a cosymplectic structure
(Z, θ, η) may appear of singular locus of a closed b-symplectic manifold. Proposition
1 implies that this problem is equivalent to finding a cosymplectic cobordism from
(Z, θ, η) to the empty set, i.e, to finding a symplectic filling for it:

Proposition 2 [6] A compact cosymplectic manifold (Z, η, θ) is the singular locus of
a compact, orientable b-symplectic manifold (M,π) without boundary, if and only if
(Z, η, θ) is symplectically fillable.

Symplectic fillings of contact manifolds –and more generally symplectic cobordisms
with concave/convex boundaries– are central to Symplectic Topology, whereas the case
of cosymplectic (or flat) boundaries has received comparatively little attention. In this
respect Eliashberg has shown that when Z is a 3-dimensional symplectic mapping torus
then it is symplectically fillable [4].

Our second result follows from observing that symplectic fillability of all cosym-
plectic 3-manifolds would be a consequence of symplectic fillability of all symplectic
mapping tori, hence solving the cosymplectic existence problem in dimension 3:

Theorem 1 [6] Any compact cosymplectic manifold of dimension 3 is the singular
locus of a compact b-symplectic 4-manifold without boundary.

Our third result describes a class of symplectomorphisms ϕ which yield symplecti-
cally fillable symplectic mapping tori in arbitrary dimensions; namely, Dehn twists τl
around parametrized Lagrangian spheres l ⊂ (F, σ) and their inverses τ−1

l :

Theorem 2 [6] Let Z be a compact symplectic mapping torus. Assume that ϕ is
Hamiltonian isotopic to

τl1 · · · τlmτ−1
lm+1

· · · τ−1
lm′ ,

where li : S
n−1 ↪→ (F, σ), i = 1, . . . ,m′ are parametrized Lagrangian spheres.

Then there exists a compact b-symplectic manifold without boundary, whose cosym-
plectic singular locus is Z.

Another important question we address in the construction b-symplectic submani-
folds. These are, roughly speaking, submanifolds of M transverse to the singular locus
Z(π) and such that π induces on them a b-symplectic structure. Any such submanifold,
upon factoring (M,π) into cosymplectic cobordisms, would give rise to a symplectic
submanifold on each connected cobordism with appropriate boundary behavior. Hence,
it is natural to try to construct b-symplectic submanifolds by reversing the previous
procedure. Our fourth result shows that this is possible under a mild cohomological
assumption.

Theorem 3 [6] Every (M,π) rational compact b-symplectic manifold without bound-
ary has closed b-symplectic submanifolds W ↪→ (M,π) of any dimension intersecting
every connected component of Z(π). If M has dimension four, then the rationality
assumption can be dropped.

The final issue we address is the existence of symplectic structures on open mani-
folds:

Theorem 4 [6] Let M be an orientable, open manifold. Then M is b-symplectic if
and only if M × C is almost-complex.
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In fact, the story here is completely analogous to the symplectic case: supporting a
b-symplectic structure imposes restrictions on the de Rham cohomology of a compact
manifold without boundary [2, 12], but these do not apply to open manifolds. There,
the existence of b-symplectic structures becomes a purely homotopical question, and
we show that they abide by a version of the h-principle of Gromov [8].

2. The b-tangent bundle and Moser’s method
In this section we briefly describe how the reformulation of the b-symplectic condition
as a closed non-degenerate section of a suitable bundle, allows for an analog of Moser’s
method for b-symplectic manifolds. In particular, it produces (semilocal) normal forms
around the singular locus.

The category of b-manifolds has as objects pairs (M,Z), where Z ⊂ M is a closed
submanifold of codimension one with empty boundary, and as morphisms f : (M,Z) →
(M ′, Z ′) those maps f : M → M ′ transverse to Z ′, and pulling back Z ′ to Z.

The Lie subalgebra X(M,Z) ⊂ X(M) consisting of those vector fields v which
are tangent to Z can be identified with the space of smooth sections of the b-tangent
bundle T (M,Z)b → M . There is a bundle map T (M,Z)b → TM which is the identity
outside Z. Its restriction to Z defines an epimorphism T (M,Z)b|Z → TZ, whose kernel
N(M,Z)b has a canonical trivialization ν: if one expresses Z locally as x1 = 0 in a
coordinate chart (x1, ..., xn), then x1

∂
∂x1

is independent of choices along Z.

One defines b-forms as sections of
∧p

(
T ∗(M,Z)b

)
, and denotes them by Ω∗(M,Z)b.

They form a complex with a differential db given by a Koszul type formula, and which
matches the de Rham differential outside Z. In fact, there is a short exact sequence of
chain complexes:

0 → (Ω•(M), d) → (Ω•(M,Z)b, db)
�→ (Ω•−1(Z), d) → 0, (1)

where � maps a b-form ω to its contraction with the canonical ν.
A b-map f : (M,Z) → (M ′, Z ′) induces a maps of b-complexes by pulling back

sections in the usual fashion.
A b-form ω ∈ Ω2(M,Z)

b
will be called non-degenerate if ωn is nowhere vanishing,

and symplectic if it is non-degenerate and closed, dbω = 0.

Example 1 Let x1, y1, . . . , xn, yn be coordinates in R
2n, and consider the b-manifold

(R2n, x1 = 0). Then

ω =
dx1

x1

∧ y1 +
n∑

j=2

dxj ∧ dyj

is a b-symplectic form on (R2n, x1 = 0)

Example 2 In the unit sphere S2 ⊂ R
3, consider h the height function and θ the

polar coordinates associated to rotations around the z-axis. Then

ω =
dh

h
∧ dθ

is a b-symplectic form on (S2, h = 0).
This b-symplectic form is invariant under the antipodal map, hence descending to

a b-symplectic form on (RP2,RP1).

The first important result is:

第６２回トポロジーシンポジウム講演集　２０１５年８月　於　名古屋工業大学

42



Proposition 3 [10] There is a bijective correspondence between symplectic forms on
(M,Z), and Poisson structures of b-symplectic type with singular locus Z.

The Poisson structures of b-symplectic type corresponding to examples 1 and 2 are:

x1
∂

∂y1
∧ ∂

x1

+
n∑

j=2

∂

∂yj
∧ ∂

xj

, h
∂

∂θ
∧ ∂

∂h

It is not surprising then that Moser’s method carries through to b-symplectic mani-
folds. At the local level, there is a Darboux theorem [17] that says that around a point
in the singular locus Z there exists coordinates so that a b-symplectic form ω writes
as in example 1. At a global level, on a compact b-manifold a path of deformations
of b-symplectic forms which are cohomologous (for the cohomology of the b-complex)
corresponds to an isotopy [13].

Let us discuss the seminormal form around Z and the appearance of a cosymplectic
structure on Z. Firstly, the contraction with the canonical section θ := iνω|Z = �ω|Z is
a closed 1-form, and it is nowhere vanishing since both ω and ν are nowhere vanishing.
Of course, the foliation defined by θ is the symplectic foliation induced on Z by the
Poisson structure that corresponds to ω. Assuming for simplicity that M is orientable,
we can always find t ∈ C∞(M) a function vanishing linearly exactly at Z(ω). Then
its Hamiltonian vector field Xt is tangent to the singular locus, so it is a section of
T (M,Z)b which again does not vanish near Z. Mimicking the construction in the
symplectic category, is not difficult to see that w becomes independent of the local
coordinate t. In fact, the difference

η := ω − dt

t
∧ θ

becomes an honest 2-form independent of the local ‘time’ coordinate t ∈ [−ε, ε], so one
can write around Z [10]:

ω =
dt

t
∧ θ + η, η ∈ Ω2

cl(Z)

The closed 2-form η is symplectic on the codimension 1-leaves of the foliation defined
for θ, so (Z, θ, η) becomes a cosymplectic manifold.

3. Cobordisms and b-symplectic manifolds
Let (M,ω) be an oriented closed b-symplectic manifold. Upon the choice of a local
time coordinate t around the singular locus Z, we have the normal form in Z × [−ε, ε]:

ω =
dt

t
∧ θ + η, η ∈ Ω2

cl(Z)

If we denote M c = M\[− ε
2
, ε
2
], then we obtain:

• An oriented compact symplectic manifold with boundary.

• A cosymplectic structure in the boundary (∂M c, θ, η).

• A cosymplectic involution ι : (∂M c, θ, η) → (∂M c, θ, η) exchanging boundary
components.
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(M,ω) can be recovered from (M c, θ, η, ι) by gluing the product neighborhood of
Z using ι. Conversely, if (X, θ, η, ι) is an oriented compact cosymplectic cobordism
with an involution in the boundary exchanging components, one may ask whether
there is a structure naturally obtained in M , the result of gluing ∂X using ι. Each
boundary component of ∂X can be labeled as an inward or an outward one: The
component is outward if the orientation in the component inherited by the orientation
of M 2n (outward normal first) is the one corresponding to the volume form θ ∧ ωn−1

|∂X ;
otherwise it is inward. It follows from standard results in symplectic geometry, that if
ι identifies and inward and an outward boundary component, then the symplectic form
is compatible with the gluing. If both components ∂Xj, ι∂Xj, are inward or outward,
then the symplectic form will never extend to the gluing, but rather, we can insert a
tube:

(∂Xj × [− ε
2
, ε
2
],±dt

t
∧ θj + ω|∂Xj

),

the sign corresponding to the inward or outward case. The previous discussion sum-
marizes as follows:

Proposition 4 [6]

1. Any closed oriented b-symplectic manifold (M,ω) can be factored as a composition
of b-symplectic cobordisms.

2. If (X, θ, η, ι) is an oriented compact cosymplectic cobordism with an involution
in the boundary exchanging components, then the result of gluing the boundaries
using ι is a closed manifold with a canonical b-symplectic structure; the singu-
lar locus corresponds to pairs of identified boundary components which are both
inward or outward.

The previous proposition offers an interesting justification for b-symplectic struc-
tures: they appear naturally when composing cosymplectic cobordisms.

Corollary 1 Let (X,ω, θ) be a cosymplectic cobordism. Then its double has a canon-
ical b-symplectic structure.

Example 2 is the double of a disk with any symplectic form.

4. Realizing cosymplectic structures
It is natural to ask which cosymplectic structures appear as the singular locus of a closed
b-symplectic manifold. The relation with cobordisms readily implies that (Z, θ, η) can
be realized as one such symplectic locus if it is cosymplectically cobordant to the
empty set (by taking its double!), i.e., if it is what we call symplectically fillable (the
flat boundary of a closed symplectic manifold).

Among cosymplectic structures the simplest ones are those for which θ has rational
periods, for these are exactly the symplectic mapping tori. It is not difficult to see that
using cosymplectic cobordisms which are topologically trivial (products) one can:

1. Reduce the symplectic fillability question for general cosymplectic structures to
symplectic mapping tori.

2. Check that the symplectic fillability question for symplectic mapping tori only
depends on the Hamiltonian isotopy class of the monodromy.
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For the first point simply observe that for (Z, θ, η) a cosymplectic structure on Z closed,

(Z × [0, 1], dt ∧ θ + η + dt ∧ θ′)

is a cosymplectic cobordism from (Z, θ, η) (inward side) to (Z, θ+θ′, η) (outward side),
as long as θ′ has small enough C0-norm. But we can always use such deformations to
ensure that θ + θ′ has rational periods.

In dimension three one can use cosymplectic cobordisms which are topologically
non-trivial to modify the monodromy of any surface mapping torus. This is based on
the following well-known facts:

1. The mapping class group is generated by (positive) Dehn twists around (oriented)
curves.

2. Attaching a 2-handle to one such curve with framing -1 produces a cobordism
whose new end has the monodromy of the latter surface bundle composed with
the corresponding positive Dehn twist.

3. The construction is symplectic, in the sense that the elementary cobordism admit
a symplectic form and a cosymplectic structure in the boundary corresponding
to the prescribed surface bundles.

This reduces the filling question to filling surface bundles with monodromy isotopic
to the identity. Here arises a subtle point. Dehn twists are defined up to symplectic
isotopy and not to Hamiltonian isotopy. So our problem is not quite reduced to the
trivial one of filling the cosymplectic manifold (Σ×S1, θ, η) (filled by Σ×D2 with the
obvious product symplectic structure), but filling the ‘twisted’ (Σ × S1, θ, η + α ∧ θ),
α ∈ Ω1

cl(Σ). Fortunately, there is a rather non-trivial result by Eliashberg [4] that
grants the existence of such a symplectic filling, this completing the proof of Theorem
1

In higher dimensions, the problem of filling arbitrary symplectic tori is much harder,
because little is known of the structure of the group of Hamiltonian isotopy classes of
symplectomorphisms beyond the case of surfaces.

Still, one has:

1. A notion of generalized Dehn twist around a Lagrangian sphere (defined up to
Hamiltonian isotopy).

2. A result saying that attaching a middle handle to such a sphere with an appro-
priate framing produces a cobordism whose new end has the monodromy of the
latter surface bundle composed with the corresponding generalized Dehn twist
[15], and so that the construction is symplectic, in the sense that the elemen-
tary cobordism admits a symplectic form and a cosymplectic structure in the
boundary with the corresponding to the prescribed symplectic mapping tori.

This allows to fill symplectic mapping tori whose monodromy are certain words in such
generalized Dehn twists, as asserted in Theorem 2.
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5. b-symplectic submanifolds
A fundamental result in symplectic topology says that any compact symplectic manifold
has symplectic submanifolds [3]. It is natural to ask the same question in the b-
symplectic setting. For a b-symplectic (M,ω), a b-symplectic submanifold W is a
submanifold intersecting the singular locus Z transversely, and so that ω pull backs to
a b-symplectic form on (W,Z ∩W ).

If W is such a submanifold, upon factoring M we will see W c as a submanifold of
(M c, ω, θ, ι) with the following properties:

• W c is a symplectic submanifold.

• W c intersects ∂M c transversely and θ pullbacks to a no-where vanishing 1-form
in the boundary of W c.

• ∂W c is stable under the involution ι.

Donaldson’s results has been refined for cosymplectic cobordisms with involution
[14]: if (X,ω, θ, ι) is one such cobordism so that [ω] is a rational class, then there exists
Y ⊂ X submanifolds with the aforementioned properties.

To try to construct a b-symplectic submanifold, one starts with Y a submanifold
of (M c, ω, θ, ι) as above, and the difficulty is that upon gluing back (M c, ω, θ, ι) into
(M,ω), we will generically get a non-smooth submanifold. This is because if we start
with W ⊂ (M,ω) a b-symplectic submanifold, additionally, we may choose the local
transverse coordinate t so thatW also inherits a product structure (i.e. the Hamiltonian
vector field Xt is tangent to W ).

So one either needs to build submanifolds Y of (M c, ω, θ, ι) compatible with a given
product structure in the boundary, or to analyze when for such a given Y one can find
a product structure near the boundary compatible with Y . If there is such a structure,
then one easily checks that at points x ∈ ∂Y , the symplectic orthogonal TxY

ω must be
tangent to ∂X at x. In fact, it is not difficult to prove that that infinitesimal tangency
condition suffices to construct a product structure compatible with Y .

In any case, one can analyze if for a given Y as above, one can isotope it near
the boundary (and fixing the boundary) through symplectic submanifolds so that the
tangency condition is achieved. Note that this is by no means straightforward, be-
cause this is a ‘large deformation’, and one cannot use the openness of the symplectic
condition.

At the linear level –and in the lowest possible dimension 2n = 4– we have two points
in SympGr+(2, 4) the Grassmannian of oriented two planes in R

4, corresponding to the
tangent plane TxY and the tangency we have to achieve. Any non-linear solution should
be based upon choosing ‘geodesics’ in this linear setting. Fortunately, the submanifolds
Y coming from Donaldson theory have the additional property of being ‘almost’ J-
complex w.r.t. any fixed compatible almost complex structure. At the linear level,
this fixes a core of the Grassmannian associated to the fixed Cartan decomposition
of Sp(4) = SU(2)P , and TxY belongs to this core. The Cartan decomposition itself
provides a ‘geodesic’ joining our two points.

Based on the above ideas, it is possible to perturb Y into Y t a symplectic subman-
ifold with the appropriate tangency condition.

To summarize the proof of Theorem 3, we start with (M,ω) a closed rational b-
symplectic manifold. The rationality assumption means that (M c, ω, θ, ι) is a rational
symplectic manifold. Then we construct Y the fist symplectic submanifold, and finally
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we perturb it into Y t another symplectic submanifold which upon gluing (M c, ω, θ, ι)
into (M,ω) becomes a (smooth) b-symplectic submanifold.

The rationality assumption does not appear in the symplectic setting. This is due
to the fact that any symplectic class can be approximated by rational ones, and the
symplectic submanifolds constructed by Donaldson’s methods are well-behaved w.r.t.
this approximation. Unfortunately, our deformation/smoothing process is not well-
behaved in this respect. The exception is dimension 4, the reason being that symplectic
classes can be approximated by rational ones so that no perturbation occurs near the
boundary (this because degree 2 cohomology in dimension 4 is isomorphic to compactly
supported degree 2 cohomology).

6. An h-principle for b-symplectic structures
A necessary condition for a manifold M2n to be symplectic is that it carry a non-
degenerate two-form, or, equivalently, an almost-complex structure. If M is compact,
we have a further necessary condition, namely, that there be a degree-two cohomology
class τ ∈ H2(M) with τn �= 0.

For open manifolds M – that is, those manifolds, none of whose connected compo-
nents is compact without boundary – a classical theorem of Gromov [8] states that the
sole obstruction to the existence of a symplectic structure is thatM be almost-complex.
More precisely, given any non-degenerate two-form ω0 ∈ Ω2(M) and any degree-two
cohomology class τ ∈ H2(M), there is a path ω : [0, 1] → Ω2(M) of non-degenerate
two-forms connecting ω0 to ω1, dω1 = 0, [ω1] = τ .

We consider now the case of b-symplectic structures. Recall that b-symplectic man-
ifolds need not be oriented as usual manifolds, so in particular they may fail to be
almost-complex. However:

Lemma 1 If an orientable M admits a b-symplectic structure ω, then M × C is
almost-complex.

The proof follows an essentially an argument in linear algebra that can be traced back
to [1]: the difficulty is around the singular locus. Using the Darboux normal form

ω =
dx1

x1

∧ y1 +
n∑

j=2

dxj ∧ dyj,

there is an obvious choice of almost complex structure for t �= 0, the difference being
that for t < 0 it is i in the x1, y1 plane, and for t > 0 it is −i on that plane. By
adding an extra complex dimension, it is easy to write down a path of almost complex
structures Js in R

4 such that R2 × {0} is complex for J0, J1, the first one being i and
the second one −i.

In order to prove that if M open is orientable and M ×C is almost complex, there
exists a b-symplectic structure, we need to introduce the analogs of non-degenerate
two-forms:

Definition 4 A bivector π ∈ X2(M2n) is almost b-symplectic if its top exterior power∧n π is transverse to the zero section, and along the zero locus Z = Z(π) we have
π�(T ∗M|Z) ⊂ TZ

Theorem 5 On an open manifold M , an almost b-symplectic bivector π0 is homotopic
through almost b-symplectic bivectors to a Poisson bivector π1. Moreover, one can
arrange that Z(π1) be non-empty if Z(π0) is non-empty.
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This statement is a result of checking that 1-jets of Poisson bivectors of b-symplectic
type forms a microflexible differential relation, invariant under the pseudogroup of local
diffeomorphisms of M , cf. [8]. Alternatively, one may follow the more visual scheme
of proof of [5].

Let π0 be an almost b-symplectic bivector, so it can be interpreted as a non-
degenerate b-form ω0 in (M,Z(π0)).

• The b-differential db : Ωp(M,Z(π0))
b → Ωp+1(M,Z(π0))

b
can be factored as a

composition d̃b ◦ j1, where j1 denotes the 1-jet map

j1 : Γ(M,

p∧
T ∗(M,Z(π0))

b) → Γ(M,J1

p∧
T ∗(M,Z(π0)

b)

and

d̃b : Γ(M,J1

p∧
T ∗(M,Z(π0)

b) → Γ(M,

p+1∧
T ∗(M,Z(π0)

b)

is induced by a bundle map

ďb : J1

p∧
T ∗(M,Z(π0))

b →
p+1∧

T ∗(M,Z(π0))
b

• One checks that ďb is an epimorphism with contractible fibres; in particular, we

can lift ω0 to ω̃0 ∈ Γ(M,J1
p∧
T ∗(M,Z(π0))

b).

• Since M is an open manifold, there exists a a subcomplex K of a smooth trian-
gulation of M , of positive codimension, with the property that, for an arbitrar-
ily small open U ⊂ M around K, there exists an isotopy of open embeddings
gt : M ↪→ M , h0 = idM , with g1(M) ⊂ U and gt|K = idK . We will refer to K as
a core of M , and say that gt compresses M into U . Note in passing that one can
always find a core K of M meeting Z(π0).

• Fix then a core K of M , and a compression of M into an open U around K. The
Holonomic Approximation theorem of [5] then says that we can find

– an isotopy ht of M mapping K into U ;

– an open V ⊂ U around h1(K);

– a section α ∈ Γ(V, T ∗(M,Z(π0))
b)

such that j1α is so C0-close to ω̃0 that we can find a homotopy

ω̃(t) ∈ Γ(V, J1T
∗(M,Z(π0))

b),

connecting ω̃0|V to j1α, and with d̃bω̃t non-degenerate b-forms on V .

• Now regard the compression gt as a smooth family of b-maps

gt : (M,Zt)) → (M,Z(π0)), Zt := g−1
t Z(π0),

and set ω1 := db(g∗1α) ∈ Ω2(M,Z1)
b
.
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• Observe that ω̂1
t := g∗t ω̃0 connects ω̃0 to g∗1(ω̃0|V ), and ω̂2

t := g∗1ω̃(t) connects
g∗1(ω̃0|V ) to a lift of ω1. Let ω̂t denote the concatenation of ω̂1

t and ω̂2
t :

ω̂t :=

{
ω̂1
2t 0 � t � 1/2,

ω̂2
2t−1 1/2 � t � 1.

Then t 	→ πt := ω̂−1
t ∈ X2(M,Zt)

b defines a homotopy of almost b-symplectic
bivectors between π0 and a Poisson π1.

The proof of theorem 4 results from observing the the presence of an almost com-
plex structure on M × C, grants the existence of almost b-symplectic bivectors on M
orientable (constructed out of the almost symplectic structure on M × C).
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Chain level operations in string topology via de Rham
chains

( )∗

1.

Chas-Sullivan [2] 1

Batalin-Vilkovisky

1.1. Chas-Sullivan

(Chas-Sullivan) M d

LM := C∞(S1,M) S1 :=

R/Z LM L H∗( · ) := H∗+d( · )
e : L → M ; γ �→ γ(0)

L e×e L := {(γ, γ′) ∈ L × L | γ(0) = γ′(0)}

j : L e×eL → L×L c : L e×eL → L (concatenation)

◦
j Gysin

◦ : H∗(L)⊗2
×

�� H∗+2d(L × L)
j!

�� H∗+d(L e ×e L)
H∗(c)

�� H∗(L).

p ∈ M p i : M → LM H∗(i) :

H∗(M) → H∗(LM) H∗(M) ∩

H∗(i)(x) ◦H∗(i)(y) = H∗(i)(x ∩ y) (x, y ∈ H∗(M))

M H∗(i)

1.2. Batalin-Vilkovisky

L S1 r : S1 × L → L r(t, γ)(θ) := γ(θ − t) Δ : H∗(L) → H∗+1(L)
Δx := H∗(r)([S

1]× x) Δ2 = 0

{ , } : H∗(L)⊗2 → H∗+1(L)

{a, b} := (−1)|a|Δ(a ◦ b)− (−1)|a|Δa ◦ b− a ◦Δb

{ , } Lie ◦

{a, b ◦ c} = {a, b} ◦ c+ (−1)|b|(|a|+1)b ◦ {a, c}
25800041

∗ e-mail: iriek@kurims.kyoto-u.ac.jp
1 [12]

C∞
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2V ◦, Δ, { , }
(V, ◦,Δ) Batalin-Vilkovisky(BV) (V, ◦, { , }) Gerstenhaber

BV Gerstenhaber

BV Gerstenhaber

n ≥ 1 {z ∈ C | |z| ≤ 1} disjoint n

D(n) fD(n) := D(n)× (S1)×n D(0)

fD(0) D = (D(n))n≥0 fD = (fD(n))n≥0

D fD

H∗(D) H∗(fD)

V V Gerstenhaber H∗(D)

V H∗(D) V (Hom(V ⊗n, V ))n
Cohen [3] V BV H∗(fD) V

Getzler [6]) H0(D(2)), H1(D(2)), H1(fD(1)) 1

◦, { , }, Δ
1.3.

3

“Chain level string topology”

[14]

Massey A∞
X C∗(X) cup dga(differential graded

algebra) dga

Leibniz

V A∞ k ≥ 1 2− k μk : V
⊗k → V

m ≥ 1

∑
k+l=m+1
1≤i≤k

±μk(v1 ⊗ · · · ⊗ μl(vi ⊗ · · · ⊗ vi+l−1)⊗ · · · ⊗ vm) = 0

μk = 0 (∀k ≥ 3) A∞ dga A∞
C∗(X) A∞ H∗(X) A∞

(μk)k≥1 μ1 = 0 μ2 cup μ3

Massey μ3

[11] Section 9

M Poincaré H∗(M) cup H∗(M)

H∗(LM) H∗(M)

H∗(LM) A∞ (μk)k≥1

2
Z

3 1 [12]
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• μ1 = 0 μ2

• k μk(H∗(M)⊗k) ⊂ H∗(M) (μk)k≥1 H∗(M)

C∗(M) A∞

4

Floer Hochschild

2. Floer

M C∞ T ∗M :=
⋃

q∈M T ∗
q M

Floer HF∗(T
∗M)

πM : T ∗M → M T ∗M 1 λM

λM(X) := p((πM)∗(X)) (q ∈ M, p ∈ T ∗
q M, X ∈ T(q,p)T

∗M)

dλM

C∞ H : T ∗M → R T ∗M
4 Hamilton AH : C∞(S1, T ∗M) → R

AH(γ) :=

∫
S1

γ∗λM −H(γ(t)) dt (γ ∈ C∞(S1, T ∗M))

AH H Hamilton

AH AH Morse

AH

C
× → T ∗M Floer

H Cauchy-Riemann 5

H T ∗M Floer

HF∗(T
∗M)

C
×

CP 1 \ {0,∞} CP 1 \ {0, 1,∞} → T ∗M Floer

◦ : HF∗(T
∗M)⊗2 → HF∗(T

∗M)

pair-of-pants C
× → T ∗M Floer

S1 Δ : HF∗(T
∗M) → HF∗+1(T

∗M)

(HF∗(T
∗M), ◦,Δ) BV

2.1 Liouville
6 [13]

4 M Riemann H(q, p) := |p|2
5T ∗M dλM
6Liouville Floer
symplectic (co)homology
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Floer BV

BV

2.2 M 7 BV HF∗(T
∗M) ∼= H∗(LM)

HF∗(T
∗M) ∼= H∗(LM) Viterbo

Salamon-Weber, Abbondandolo-Schwarz pair-

of-pants Abbondandolo-Schwarz

Kragh Abouzaid [1]

[1]

Liouville Floer BV

Lie

Jacobi

CP 1 4 Riemann Floer

CP 1 k Riemann Floer

k ≥ 2 Floer A∞
L∞
4 H∗(LM) A∞ L∞

HF∗(T
∗M) A∞

L∞

3. Hochschild

Gerstenhaber [5]

3.1 A Hochschild HH−∗(A,A)

Gerstenhaber

A dga A∞
dga 8 M d

C∞ j M j R

Aj
M 0 ≤ j ≤ d Aj

M = 0 A∗
M

dga

I : H∗(LM) → HH−∗(AM ,AM)

M 4.2

I Gerstenhaber

3.1 Gerstenhaber

3.1 3.2

dg

C End(C) := (Hom(C⊗n, C))n≥0

C dg P P C dg

P → End(C) C dgP P C

H∗(P) H∗(C)
7M LM θM HF∗(T ∗M) ∼= H∗(LM : θM )
8
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3.2 dg O

(i): H∗(O) ∼= H∗(D) D

(ii): A HH−∗(A,A) Gerstenhaber Hochschild

CH−∗(A,A) O

3.3 (i) O C∗(D) D dg

Deligne Deligne

(McClure-Smith, Kontsevich-Soibelman,

Voronov, Tamarkin, Berger-Fresse, Kaufmann) Kontsevich-Soibelman

A∞ [11] Section 13.3.15

3.2

4.

D fD
1.2

4.1 ([7], [8]) dg fP P

(i): H∗(P) ∼= H∗(D) H∗(fP) ∼= H∗(fD)

H∗(P)
∼= ��

��

H∗(D)

��
H∗(fP)

∼= �� H∗(fD).

(ii): dga A HH−∗(A,A) Gerstenhaber Hochschild

CH−∗(A,A) dg P

(iii): C∞ M dg fP CLM
∗

• BV Φ : H∗(LM) ∼= H∗(C
LM)

• dg P J : CLM
∗ → CH−∗(AM ,AM)

H∗(J) ◦ Φ : H∗(LM) → HH−∗(AM ,AM)

I 3

(ii) 3.2 dga

A∞ 4.1 (iii) 3.2
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4.2 4.1 I : H∗(LM) → HH−∗(AM ,AM) Gerstenhaber

M Merkulov, Tradler

H∗(LM) CLM
∗ dga

dga ι : A−∗(M) → CLM
∗

H∗(M)
∼= ��

H∗(i)
��

H−∗
dR(M)

H∗(ι)
��

H∗(LM) ∼=
�� H∗(C

LM).

H∗(LM) A∞ (μk)k≥1

μ1 = 0 μ2 H∗(M) A−∗(M)

1.3

H∗(LM) L∞
(lk)k≥1 l1 = 0 l2 k ≥ 1

lk|H∗(M)⊗k = 0

5.

4.1 CLM
∗

5.1 5.2 5.3

CLM
∗

M d C∞ L = LM = C∞(S1,M)

5.1.

H∗(L)⊗2 → H∗+d(L e×e L)

M x ∈ Ck(M), y ∈ Cl(M)

x ∩ y ∈ Ck+l−d(M) x y

C∗(M) Cd−∗(M)

5.2. CLM
∗

[7] de Rham

Fukaya [4] “approximate de Rham chain”

[7]

CLM
∗

1: Moore Lk
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M C∞ Moore L0M

L0M := {(γ, T ) | T ∈ R≥0, γ ∈ C∞([0, T ],M), γ(0) = γ(T ),

γ(m)(0) = γ(m)(T ) = 0 (∀m ≥ 1)}

γ(m) γ m C∞

concatenation k ≥ 1

k Moore

LkM := {(γ, t1, . . . , tk, T ) | (γ, T ) ∈ L0M, 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tk ≤ T,

γ(m)(tj) = 0 (∀m ≥ 1, 1 ≤ ∀j ≤ k)}

j ∈ {0, . . . , k} ej : LkM → M

ej(γ, t1, . . . , tk, T ) :=

{
γ(0) (j = 0)

γ(tj) (1 ≤ j ≤ k)

p ∈ M p 0

ik : M → LkM LkM Lk

2: Lk
9

n R
n Un U :=

⊔
n≥1 Un

U ∈ U ϕ : U → Lk (U, ϕ) (a), (b)

Lk P(Lk)

(a): ϕ C∞ ϕ := (γϕ, tϕ1 , . . . , t
ϕ
k , T

ϕ) tϕ1 , . . . , t
ϕ
k , T

ϕ ∈ C∞(U)

{(u, t) | u ∈ U, 0 ≤ t ≤ Tϕ(u)} → M ; (u, t) �→ γϕ(u)(t) C∞

(b): j = 0, . . . , k ϕj := ej ◦ ϕ : U → M

(U, ϕ) ∈ P(Lk), (V, ψ) ∈ P(Ll) i ∈ {1, . . . , k} (b)

U ϕi
×ψ0 V := {(u, v) ∈ U × V | ϕi(u) = ψ0(v)} U
ϕ ∗i ψ : U ϕi

×ψ0 V → Lk+l−1

ϕ(u) ψ(v)0

1 i− 1 i

i+ l − 1i+ lk + l − 1

ϕi(u) = ψ0(v)

(ϕ ∗i ψ)(u, v) :=

◦i : P(Lk)× P(Ll) → P(Lk+l−1)

(U, ϕ) ◦i (V, ψ) := (U ϕi
×ψ0 V, ϕ ∗i ψ)

9 (plot) K.T. Chen Differentiable space Souriau
Diffeological space P(Lk)
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3: Lk de Rham

de Rham N R

CdR
N :=

( ⊕
(U,ϕ)∈P(Lk)

AdimU−N
c (U)

)
/ZN

A∗
c(U) U R ZN

(U, ϕ, π!ω)− (V, ϕ ◦ π, ω)

(U,ϕ) ∈ P(Lk), V ∈ U , π : V → U

C∞ π!

CdR
∗ (Lk) ∂

∂[(U,ϕ, ω)] := [(U,ϕ, dω)]

well-defined

∂2 = 0 CdR
∗ (Lk) Lk de Rham

de Rham de Rham

5.1 (i): k ≥ 0

Lk → L0; (γ, t1, . . . , tk, T ) �→ (γ, T )

CdR
∗ (Lk) → CdR

∗ (L0)

(ii): H∗(C
dR
∗ (L0)) ∼= H∗(LM : R) LM C∞

1 ≤ i ≤ k l ≥ 0 ◦i : CdR
∗+d(Lk)⊗ CdR

∗+d(Ll) → CdR
∗+d(Lk+l−1)

[(U, ϕ, ω)] ◦i [(V, ψ, η)] := ±[(U ϕi
×ψ0 V, ϕ ∗i ψ, ω × η)]

CL := (CdR
∗+d(Lk))k≥0 dg

[(M, i1, 1)] ∈ CdR
d (L1)

10
Z/(k + 1)Z Lk

CdR
∗ (Lk) CL (cyclic) dg

4: CLM
∗

11

5.2 O = (O(k))k≥0 dg μ ∈ O(2)0 ∂μ = 0,

μ ◦1 μ = μ ◦2 μ O ε ∈ O(0)0 ∂ε = 0,

μ ◦1 ε = μ ◦2 ε = 1O μ 1O O

10 M Euclid M ∈ U
11 Gerstenhaber-Voronov
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dg O μ Õ∗ :=
∏∞

k=0O(k)∗+k

∂μ : Õ∗ → Õ∗−1

∂μ(xk)k≥0 := (∂xk)k≥0 +

( k−1∑
j=1

±xk−1 ◦j μ+
2∑

j=1

±μ ◦j xk−1

)
k≥1

(Õ∗, ∂μ) A dga

End(A) A End(A) 5.2

Ẽnd(A) A Hochschild

3 CL

μ := [(M, i2, 1)], ε := [(M, i0, 1)]

μ CL(2) Z/3Z

CLM
∗ := (C̃L∗, ∂μ)

k = 0 CLM
∗ → CdR

∗+d(L0); (xk)k �→ x0

5.1 (i) 5.1 (ii)

H∗(C
LM) ∼= H∗+d(C

dR
∗ (L0)) ∼= H∗(LM : R)

4.1(iii) Φ

k ≥ 0 Jk : C
dR
∗+d(Lk) → Hom−∗(A⊗k

M ,AM)

Jk([(U, ϕ, ω)])(η1 ⊗ · · · ⊗ ηk) := ±(ϕ0)!(ω ∧ ϕ∗
1η1 ∧ · · · ∧ ϕ∗

kηk)

(Jk)k≥0 : CL → End(AM) dg

4.1(iii) J : CLM
∗ → CH−∗(AM ,AM) H∗(J) ◦Φ

I
5.3. CLM

∗

O dg μ Õ∗ ◦ ∗

(x ◦ y)k :=
∑

l+m=k

±(μ ◦1 xl) ◦1 ym, (x ∗ y)k :=
∑

l+m=k+1
1≤i≤l

±xl ◦i ym

◦ (Õ∗, ∂μ) dga {x, y} := x ∗ y ± y ∗ x

{ , } dg Lie O = CL ◦ { , }
H∗(LM) ∼= H∗(C

LM)

dg P
5.3 dg fP P 4.1 (i)

(a): (O, μ) dg P (Õ∗, ∂μ)
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(b): (O, μ, ε) dg μ ∈
O(2)0 O(2) Z/3Z P (Õ∗, ∂μ)

fP

5.4 5.3 [8]

[15]

P fP Kaufmann [9], [10] cacti

5.3(a) End(A) A dga Hochschild

CH−∗(A,A) dg P (b) CL
CLM

∗ dg fP
HH−∗(A,A) Gerstenhaber H∗(LM) BV
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境界付き３次元多様体のフレアーホモロジー
 Simons Center for Geometry and Physics

 境界付き３次元多様体のフレアーホモロジー（ヤンミルズ理論に基づく）について
は，９０年代に種々の研究がなされたが，その進展はある時点で止まっている．
筆者も幾つかの研究を９０年代にした後，しばらくは研究していなかったが， 最近
９０年代に提示した幾つかの予想が解決できることに気づいたので，報告する．
　この問題はいわゆるアティヤー-フレアー予想と関わるが，アティヤー-フレアー予
想はハンドル体の場合で，その場合は，曲面上の自明な束の平坦接続のモジュライ
空間を考察する必要が生じる．このモジュライ空間は特異点を持っている．（可約
接続があるため．）特異点を持つシンプレクティック多様体への擬正則曲線の理論
を，曲面上の自明な束の平坦接続のモジュライ空間の場合を含めて構築することは
なされていないため，その場合は論じない．従って，元来のアティヤー-フレアー予
想は論じない．
　３次元多様体 M とその上の SO(3)束 E を考える．ただし， E のスティーフェルホ

イットニー類は M のどの連結成分上でも０でないとする．この状況でフレアー[2]は
フレアーホモロジー群 HF(M ,E)を定義している．これは鎖複体 CF(M ,E)のホモロ

ジーである． CF(M ,E)のベクトル空間（ここでは Z 2係数で考える）としての基底

は E の平坦接続である．（平坦接続のモジュライ空間の次元は， M に境界がない
場合０であるが，それは仮想次元である．一般には，しかるべき摂動をおこない，
平坦接続のモジュライが０次元であるようにする．）境界作用素は， M R 上の
ASD（反自己共役）接続で，無限遠で与えられた平坦接続になるものを数えて定義
する．このフレアーホモロジーの境界がある場合への一般化が主結果である．
　３次元多様体 M が境界を持つとする．さらに，その上の SO(3)束 E に対して次の

条件をかす． E のスティーフェルホイットニー類 w2 (E)の境界 = M への制限は，

基本コホモロジー類 [ ]に一致する．（すると， = M の連結成分の数が偶数でな
ければならないことわかる．）
　 への E の制限を E と書き，その上の平坦接続のゲージ同値類全体を R( )とか

く． R( )は（特異点のない）シンプレクティック多様体で，さらに， の共形構造

を決めると R( )の複素構造が定まる．

　 E の M 上の平坦接続のゲージ同値類全体を R(M )とかく．平坦という方程式

FM = 0に横断正則性を仮定すると，（すなわち，その線形化方程式が全射とする
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と）， R(M )の次元は R( )の次元の半分になる．また，制限写像は R(M ) R( )を

定めるが，これがラグランジュはめ込みになる．一般には，方程式 FM = 0を境界か

ら離れたところで摂動することで，ラグランジュはめ込み R(M ) R( ) が得られ

る．
　赤穂とJoyce ([1]) はラグランジュ部分多様体のフレアー理論([6])をはめ込みの場
合に一般化した．すなわち， CF(R(M )) = H (R(M ) R( ) R(M ); 0

Z2 )上にフィルター付

き A 代数の構造を定めた．（ 0
Z2 はノビコフ環． R( )がモノトーンであることを

使 う と 0
Z2 を 係 数 環 に 用 い る こ と が で き る ． [ 7 ] ） こ れ は ，

mk :CF(R(M ))
k CF(R(M ))なる写像からなる．ただし，m0は一般には０ではな

く，従って，m1を２回合成しても０とは限らない．コホモロジーを得るには，モー

ラーカルタン方程式 mk (b,…,b)
k=0

= 0の解 b（bounding cochainまたはモーラーカ

ルタン元と呼ぶ）を用いて，mkを

mk
b (x1,…, xk ) = m

k+ ji
(b j0 , x1,b

j1 ,…,b jk , xk ,b
jk+1 )

j1,…, jk

に取り替える必要がある．そのような b が存在するとき，フィルター付き A 代数

(CF(R(M )),{mk})は非障害的であるという．

定理１：上の状況で (CF(R(M )),{mk})は非障害的である．さらに，モーラーカルタ

ン元 bのゲージ同値類を３次元多様体 M から標準的に定めることができる．

定理１の bを bM とかく．シンプレクティク多様体上に２つのはめ込まれたラグラン

ジュ部分多様体 L1,L2があり，さらにモーラーカルタン元 b1,b2 が与えられると，ラ

グランジュ部分多様体のフレアーホモロジー HF((L1,b1),(L2,b2 ); 0
Z2 )を定義できる．

（これは L1 L2の点を基底とする，自由 0
Z2 加群上に，擬正則曲線を使って定義さ

れる境界作用素を考えた鎖複体のホモロジー群である．）
　 境界付き３次元多様体 M1,M 2がとその上の SO(3)束 E1,E2が前述の仮定を満たす

とする．さらに，２つの境界 ( M1,E1 M1
)と ( M 2,E2 M2

)は同型であるとする．こ
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のとき， M1,M 2 ， E1,E2 を境界で貼り合わせ閉じた３次元多様体 M とその上の

SO(3)束 E が得られる．

定理２：ゲージ理論のフレアーホモロジー HF(M ,E)とラグランジュ部分多様体のフ

レアーホモロジー HF((R(M1),bM1
),(R(M 2 ),bM2

); 0
Z2 )は同型である．

さらに次のことが示される．

定理３：定理１の状況で，さらに， R(M ) R( )は単射であると仮定する．このと

き bM = 0 である．

３つの定理を合わせると次のことがわかる．

定理４：定理２の状況で，さらに， R(M1) R( )， R(M 2 ) R( )は単射であると

仮定する．このとき，ゲージ理論のフレアーホモロジー HF(M ,E)とラグランジュ部

分多様体のフレアーホモロジー HF(R(M1),R(M 2 ))は同型である．

　 仮定から， R(M1),R(M 2 ) がモノトーンラグランジュ部分多様体になるので，

HF(R(M1),R(M 2 ))はOhによって定義されたモノトーンラグランジュ部分多様体のフ

レアーホモロジーである．
　 定理１-４の証明には，筆者が１９９０年代に[4]で導入したモジュライ空間を使
う．ただし，定理１-４は当時は証明されていなかった．

文献表

[1] M. Akaho and D. Joyce, Immersed Lagrangian Floer theory, J. Differential Geometry 86 
(2010) 381-500. 

[2] A. Floer, Instanton homology and Dehn surgery, in Floer Memorial Volume, Hofer, Zender, 
and Taubes, Editors. 1995, Birkha ̈user. pp. 77‒98.

[3] K. Fukaya, Floer homology for 3-manifolds with boundary I (1997), never to be published 
but is available at http://www.math.kyoto-u.ac.jp/%7Efukaya/fukaya.html.
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Soc. (2009). 
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Schur Gysin

( )∗

62 (2015 8 6 ( ) ∼ 8 9 ( ))

1.

1.1.

, , 1.

. ,

, Chern , (

Chern ) .

: U(n) n , BU(n)

, BU(n) 2 :

H∗(BU(n)) = Z[c1, c2, . . . , cn].

, ci ∈ H2i(BU(n)) (i = 1, . . . , n) Chern , BU(n)

γn −→ BU(n) Chern : ci = ci(γ
n), c0 := 1. T n U(n) (

) , ρ : BT n −→ BU(n) , γn BT n

, ρ∗(γn) ∼= ⊕n
i=1γ

1
i , BT n γ1

i (i = 1, . . . , n) 3

( ), Chern c(−) =
∑

i≥0 ci(−) , Chern ,

ρ∗(c(γn)) = c(ρ∗(γn)) = c(⊕n
i=1γ

1
i ) =

n∏
i=1

c(γ1
i ) =

n∏
i=1

(1 + c1(γ
1
i )) =

n∏
i=1

(1 + xi)

( , xi := c1(γ
1
i ) ∈ H2(BT n) ). ( ,

, ρ∗ : H∗(BU(n)) −→ H∗(BT n) ), Chern ci ,

x1, . . . , xn ei(xn) = ei(x1, . . . , xn) , .

, Λ(xn) = Z[x1, . . . , xn]
Sn (Sn n ) ,

Λ(xn) = Z[e1(xn), . . . , en(xn)]
∼−→ H∗(BU(n)) = Z[c1, . . . , cn], ei(xn) �−→ ci, (1)

. , n → ∞ , BU = BU(∞)

Λ(x) = Λ ,

Λ = Z[e1, e2, . . .]
∼−→ H∗(BU) = Z[c1, c2, . . .], ei �−→ ci, (2)

( :15K04876) .
2010 Mathematics Subject Classification: 05E05, 57R77, 55N20, 55N22, 14N15

Schur , , Schur , Schubert calculus, Gysin
∗ 700-8530 3-1-1
e-mail: nakagawa@okayama-u.ac.jp

1 , 2011 ( )
. , .

2 , : H∗(−) = H∗(−;Z).
3

CPn (Hopf ) γ1 := {(�, v) ∈ CPn × C
n+1 | v ∈ �} −→

CPn , CP∞ � BU(1) γ1 . BTn � CP∞×· · ·×CP∞

, i CP∞ × · · · × CP∞ −→ CP∞ γ1 γ1
i (i =

1, . . . , n).
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(ei = ei(x) (i = 1, 2, . . .) ). , BU

Whitney φ : BU ×BU −→ BU ,

H- . BU H∗(BU) , Pontrjagin

, : , H∗(BU(1)) = Z[c1] ,

{cn1}n=0,1,2,... , H∗(BU(1)) ,

{βi}i=0,1,2,... (β0 := 1) . , BU(1) −→ BU

H∗(BU(1)) −→ H∗(BU) βi ∈ H2i(BU(1)) βi ∈ H2i(BU)

, H∗(BU) :

H∗(BU) = Z[β1, β2, . . .].

: hi = hi(x) (i = 1, 2, . . .)

. ,

H(t) =
∞∑
i=0

hit
i =

∞∏
i=1

1

1− xit

Λ . , βi , :

Λ = Z[h1, h2, . . .]
∼−→ H∗(BU) = Z[β1, β2, . . .], hi �−→ βi. (3)

, (2), (3) Z Hopf 4

. , Macdonald [55] I

( er (r = 1, 2, . . . ), hr (r = 1, 2, . . .) ,

pr (r = 1, 2, . . .), mλ (λ 5) )

? ,

. , I ,

Schur (Schur )

? . ,

Schur ( , , )

. , ,

Grassmann Schubert .

1.2. Schubert calculus

α = (α1, α2, . . . , αn) , α1 > α2 > · · · > αn ≥ 0 ,

xα := xα1
1 xα2

2 · · · xαn
n . n Sn w ,

w · xα := xw·α, w · α = w · (α1, . . . , αn) := (αw−1(1), . . . , αw−1(n))

. ,

aα = aα(xn) :=
∑
w∈Sn

sgn (w)w · xα = det (x
αj

i )1≤i,j≤n

4 Λ Hopf , Macdonald [55, Examples 25] .
,

Δ(hr) =
∑

p+q=r

hp ⊗ hq (4)

.
5 , ( ) . ,
Macdonald [55, I, 1. Partitions], [63, §6.1] .
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, aα . , ρn−1 := (n− 1, n− 2, . . . , 2, 1, 0) ,

aρn−1 = det (xn−j
i )1≤i,j≤n =

∏
1≤i<j≤n

(xi − xj) ( )

. λ = (λ1, λ2, . . . , λn) , λ := α−ρn−1, , λj := αj−(n−j) (j = 1, . . . , n)

, λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ n , λ n .

, aα = aλ+ρn−1 aρn−1 , aλ+ρn−1/aρn−1

. ,

sλ(xn) :=
aλ+ρn−1

aρn−1

=
det (x

λj+n−j
i )1≤i,j≤n

det (xn−j
i )1≤i,j≤n

(5)

6, λ Schur . n

Pn ( P) , :

1. Schur {sλ(xn)}λ∈Pn Λ(xn) Z- .

2. n → ∞ , Schur {sλ(x)}λ∈P Λ

Z- .

, (k) Schur s(k)(x) hk , (1k) =

(1, 1, . . . , 1) Schur s(1k)(x) ek
. 1., 2. (1), (2) , sλ(xn) H∗(BU(n))

, (Schur )

. , Gr(n,CN) C
N n

Grassmann , BU(n)

Grassmann Gr(n,C∞) , Grassmann

Gr(n,CN) H∗(Gr(n,CN)) ,

. Schubert Schubert

. 7. {ei}Ni=1 C
N , ,

F̃• : {0} = F̃0 ⊂ F̃1 ⊂ F̃2 ⊂ · · · ⊂ F̃N−1 ⊂ F̃N = C
N

. , F̃i := 〈eN+1−i, . . . , eN−1, eN〉 (i = 0, 1, 2, . . . , N) .

,

N − n ≥ λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0

λ 8, Schubert

Ωλ(F̃•) := {V ∈ Gr(n,CN) | dim (V ∩ F̃N−n+i−λi
) ≥ i (i = 1, . . . , n)} ⊂ Gr(n,CN)

62 , Schur ( ) ,
,

sλ(xn) =
∑
w∈Sn

w ·
[

xλ+ρn−1∏
1≤i<j≤n(xi − xj)

]
(6)

.
7Grassmann Schubert , Fulton [27, §9.4], Manivel [56, §3.2]

.
8 , Young , n, N − n .

, Pn,N .
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, Ωλ(F̃•) , |λ| := ∑n
i=1 λi .

, Ωλ(F̃•) σλ ∈ H2|λ|(Gr(n,CN)) , Schubert

. , Schubert {σλ}λ∈Pn,N
, H∗(Gr(n,CN))

Z- . ,

Λ(xn) −� H∗(Gr(n,CN)), sλ(xn) �−→
{

σλ (λ ∈ Pn,N ),

0 ( ).

. , Schubert Pieri 9

, . , N → ∞ ,

1.1 (1) , n → ∞ , (2)

. BU(n) “ ” ,

, Grassmann Gr(n,CN) Schubert

,

. , ,

( ) Lie G , P G/P

. , Macdonald III Schur Q- Lagrangian

Grasmmann LG(n,C2n) Schubert

(Jozefiak [39], Pragacz [66, §6]). ,

H∗(−) , K- K∗(−)

MU∗(−), Ω∗(−), , ,

, 20 .

, : Kostant-Kumar [44], [45], Knutson-

Tao [41], Ikeda [35], Ikeda-Naruse [36], Ikeda-Mihalcea-Naruse [37], Ikeda-Naruse [38],

Hornbostel-Kiritchenko [34].

1.3. Lie ( )

, , ( ) Bott

. , Bott [12, p.314, Corollary] ,

U = U(∞) , 2 : πk(U) = πk+2(U) (k =

0, 1, . . .) ,

: ΩSU , SU = SU(∞)

, H- BU
∼−→ ΩSU . ,

ΩSU ( ) Λ Hopf :

H∗(ΩSU) ∼= Λ, H∗(ΩSU) ∼= Λ.

, Lie . K

, Lie , ΩK , ΩK

, H- ,

Z- . , H∗(ΩK) Z Hopf

. Hopf ,

, , Bott [9], [10], [11], Bott-Samelson

9Fulton [27, p.146], Manivel [56, 3.2.8].
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[13], Clarke [19], [20], [21], Kono-Kozima [42], Kozima [46], [47], [48], Petrie [64], Rao

[71] . , Bott , ΩSU(k + 1)

, :

H∗(ΩSU(k + 1)) = Z[σ1, σ2, . . . , σk].

, σi ∈ H2i(ΩSU(k + 1)) (i = 1, . . . , k). ,

Δ(σr) =
∑

p+q=r

σp ⊗ σq (σ0 := 1), (7)

. , 1.1 ,

:

H∗(ΩSU(k + 1)) = Z[σ1, . . . , σk]
∼−→ Λ(k+1) := Z[h1, . . . , hk]. (8)

Bott [11] , (8)

, , .

, 1970 , Garland-Raghunathan [29] Quillen ( )

, ΩK Grassmann .

, K G := KC ,

G := {f : C
∗ −→ G ( )} ⊃ P := {f ∈ G | f }

, G Grassmann GrG GrG := G/P
. , Garland-Raghunathan Quillen , ΩK GrG

. , Lie

, 1.2 , Schubert , Schubert 10

, . , Schubert calculus ,

. ,

: Lam [49], [50], Lam-Schilling-Shimozono [51], [52],

Littig-Mitchell [54], Mitchell [58], [59], [60].

,

, , Clarke [19], [20], Kono-Kozima

[42] , , 2010

. ,

, Nakagawa-Naruse [62] . ,

H∗(−) ( ) 11

. ,

MU∗(−) , 1.2 Schur

, Schur .

2 .

10 , , Schubert .
11Adams [1, Part II, p.37], Switzer [73, §16.27].
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2. (factorial) Schur

1.2 , Grassmann

Schubert Schur . ,

, Grassmann , K- ,

Schur . ,

Grassmann factorial Schur

(Knutson-Tao [41, §6], Molev-Sagan [61, §2]) K- factorial

Grothendieck (McNamara [57, §4], Ikeda-Naruse [38, §2.4, 9.3])
.

2.1. factorial Schur

, , [62, §4.5] ,

. , L Lazard 12 ,

FL(u, v) = u+ v +
∑
i,j≥1

ai,ju
ivj ∈ L[[u, v]]

( ) . ,

a +L b = FL(a, b) ( ), a = χ
L
(a) ( )

. k , tk ,

[t|b]k :=
k∏

i=1

(t +L bi) = (t +L b1)(t +L b2) · · · (t +L bk), [t|b]0 := 1

. , n λ ∈ Pn , [x|b]λ :=
∏n

i=1[xi|b]λi .

,

2.1. λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Pn , factorial Schur sL

λ(xn|b)
, 13:

sL

λ(xn|b) = sL

λ(x1, . . . , xn|b) :=
∑
w∈Sn

w

[
[x|b]λ+ρn−1∏

1≤i<j≤n(xi +L xj)

]
.

, Schur sL

λ(xn) := sL

λ(xn|0)
14.

sL

λ(xn|b) FL(u, v) , ai,j = 0 ,

factorial Schur , a1,1 = β ( Bott ), ai,j = 0

, factorial Grothendieck .

, sL

λ(xn|b) .

12Lazard L MU∗(−) Quillen [69, Theorem2]
. Adams [1, Part II, Theorem 8.2], - [43, 6.30] .

13 1.2 (6) .
14 Schur , Fel’dman [25, Definition 4.2] ,

generalized Schur polynomials .
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3. Gysin ( )

3.1. Gysin

Gysin ( ) 15.

, ,

, . ( )

,

(a) H∗(−) Gysin 16

(b) 17

(c) K- 18K(−) Gysin 19

(d) MU∗(−) Gysin 20

.

, Gysin ( ) ,

, ,

h∗(−) , f : X −→ Y ,

f∗ : h
∗(X) −→ h∗(Y ) ,

• ( ) g ◦ f : X
f−→ Y

g−→ Z , (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗ .

• ( ) x ∈ h∗(X), y ∈ h∗(Y ) , f∗(f
∗(y) · x) = y · f∗(x) .

• ( )

X ×Z Y
f̃−−−→ Y

g̃

⏐⏐

⏐⏐
g

X
f−−−→ Z

, f ∗ ◦ g∗ = g̃∗ ◦ f̃ ∗ : h∗(Y ) −→ h∗(X) .

, .

3.2. Gysin

Gysin ( ) , .

.

15 , Gysin
, : 2014 10 20 , P. Pragacz ,
. , [68] , , Pragacz

, [62] Schur , Schur P , Q- ,
Hall-Littlewood .

16Fulton [27, Appendix B.1], [32, §8.1], Manivel [56, appendix A.3].
17Borel-Hirzebruch [6, §8].
18 Grothendieck .
19Borel-Serre [8, §5, d.], Hartshorne [31, Appendix A, p.436], Hirzebruch [33, §23, p.170].
20Quillen [70, 1.4].
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3.2.1. “G/B −→ G/P” Gysin

G ( ) , B T , Borel ,

. G Δ = Δ+
⊔

Δ−, Π ⊂ Δ+

. Θ ⊂ Π P = PΘ , WΘ ΔΘ

, PΘ Weyl , . T

T̂ = Hom (T,C×), Sym(T̂ ) , , χ ∈ T̂ , G/B

Lχ := G ×χ C Chern c1(Lχ) ∈ H2(G/B;C)

, c : Sym(T̂ ) −→ H∗(G/B;C) . π : G/B −→ G/P

, :

3.1 (Akyildiz-Carrell [3], [4], Theorem 1). Gysin

π∗ : H
∗(G/B;C) −→ H∗(G/P ;C)

, 21:

π∗ ◦ π∗ c(f) = c

( ∑
w∈WΘ

det(w) w · f∏
α∈Δ+

Θ
α

)
(f ∈ Sym(T̂ )). (10)

Akyildiz-Carrell ([3], [4, Theorem 1]) , ,

Gysin 22.

3.3. “F�(E) −→ X”

E
p−→ X n 23, τ = τE : F�(E) −→ X , ( )

. ,

U0 ⊂ U1 ⊂ · · · ⊂ Un−1 ⊂ Un = τ ∗(E)

, Qi := τ ∗(E)/Un−i = E/Un−i (i = 0, 1, . . . , n) 24

,

E = Qn −� Qn−1 −� · · · −� Q2 −� Q1

. F�(E) Li := Ker (Qi � Qi−1) , xi := c1(Li) ∈
H2(F�(E)) (i = 1, 2, . . . , n) (E Chern ). F�(E) ,

τ ∗(E) = ⊕n
i=1Li , Chern ,

c(E) = τ ∗c(E) = c(⊕n
i=1Li) =

n∏
i=1

c(Li) =
n∏

i=1

(1 + xi)

21
C c : Sym(T̂ ) −→ H∗(G/B;C) , ,

π∗ ◦ π∗(x) =
∑

w∈WΘ

w ·
[

x∏
α∈Δ+

Θ
α

]
(x ∈ H∗(G/B;C)) (9)

.
22 Brion [16, Proposition 2.1] . Brion , Weyl

Grothendieck-Riemann-Roch . ,
Kajimoto [40, Theorem 2.3] .

23 X , ,
.

24 E F�(E) τ∗(E) E .
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. , F�(E) ,

H∗(F�(E)) = H∗(X)[x1, . . . , xn]/(
n∏

i=1

(1 + xi) = c(E))

. , τ : F�(E) −→ X Gysin τ∗ : H
∗(F�(E)) −→

H∗(X) , .

3.2 (Pragacz [65], Lemma 2.4, Pragacz [67], Proposition 4.2 (ii), Fulton-Pragacz

[28], p.41). P ∈ Z[X1, . . . , Xn] ,

τ ∗ ◦ τ∗(P (x1, . . . , xn)) =
∑
w∈Sn

w ·
[

P∏
1≤i<j≤n(xi − xj)

]
(11)

.

Fulton-Pragacz [28, p.41] , π : P (E) = G1(E) −→ X 25

Gysin ,

F�(E) = F�(Qn−1)
τ ′=τQn−1−→ G1(E) = P (E)

π′−→ X

, n . (10), (9) (11)

, . ,

Gysin , ( Weyl ) ,

,

? , Bressler-Evens [14] . ,

h∗(−) , . , h∗(pt)

. L −→ X , h∗(−) Euler

χ(L) ∈ h∗(X) . G , Lie , T

, Borel

G/T ↪−→ BT
ρ−→ BG

. Δ = Δ+
⊔

Δ− G , WG G Weyl , λ ∈ Hom (T, S1)

BT Lλ . , ρ : BT −→ BG Gysin

ρ∗ : h
∗(BT ) −→ h∗(BG) , Bressler-Evens 26:

3.3 (Bressler-Evens [14], Theorem 1.8). ,

ρ∗ ◦ ρ∗(f) =
∑

w∈WG

w ·
[

f∏
α∈Δ+ χ(L−α)

]
(f ∈ h∗(BT )) (12)

.

25 n E
p−→ X , r Grassmann Gr(E) −→ X

(1.2 Grassmann Gr(n,CN ) ). ,
P (E) = G1(E) .

26 , H∗(−) , Borel-Hirzebruch [7, Theorem 20.3]
.
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, Becker-Gottlieb [5] ( )

Brumfiel-Madsen [17, Theorem 3.5] .

, Bressler-Evens [14] , 3.3

: H ( T ) , H

Weyl , WH , ΔH = Δ+
H � Δ−

H . Borel

G/H ↪−→ BH
σ−→ BG

, σ : BH −→ BG Gysin σ∗ : h
∗(BH) −→ h∗(BG)

, :

3.4.

σ∗ ◦ σ∗(f) =
∑

w∈WG/WH

w ·
[

f∏
α∈Δ+\Δ+

H
χ(L−α)

]
(f ∈ h∗(BH)).

3.3 3.4 , 3.1, 3.2 .

, n E
p−→ X ,

, f : X −→ BU(n) , :

F�(E)
f̃−−−→ BT n

τ

⏐⏐

⏐⏐
ρ

X
f−−−→ BU(n).

G = U(n) , Δ = {±(xi − xj) | 1 ≤ i < j ≤ n} , Gysin

, 3.2 3.3 .

, Bressler-Evens MU∗(−) .

E
p−→ X , Chern (Conner-

Floyd Chern 27) cMU
i (E) ∈ MU2i(X) , F�(E)

MU∗(F�(E)) ,

MU∗(F�(E)) = MU∗(X)[x1, . . . , xn]/(
n∏

i=1

(1 + xi) = cMU(E))

(cMU(E) Chern )) . , τ : F�(E) −→ X

Gysin τ∗ : MU∗(F�(E)) −→ MU∗(X) , :

3.5. P ∈ Z[X1, . . . , Xn] ,

τ ∗ ◦ τ∗(P (x1, . . . , xn)) =
∑
w∈Sn

w ·
[

P∏
1≤i<j≤n(xi +L xj)

]

.

27Adams [1, Part I, §4], Conner-Floyd [22, Corollary 8.3].
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4. Gysin

4.1. Schur

3.3 . λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Pn Schur sλ(xn)

, x1, . . . , xn , ei(xn)

. , E Chern x1, . . . , xn , E Chern

ci(E) ei(xn) . , sλ(xn) ci(E)

sλ(E) ∈ H2|λ|(X) . , τ : F�(E) −→ X

Gysin τ∗ : H∗(F�(E)) −→ H∗(X) , xλ+ρn−1 :=

xλ1+n−1
1 xλ2+n−2

2 · · · xλn
n , Gysin , 3.2 ,

τ∗(x
λ+ρn−1) =

∑
w∈Sn

w ·
[

xλ+ρn−1∏
1≤i<j≤n(xi − xj)

]
= sλ(E) (13)

(Pragacz [65, Lemma 2.3], Pragacz [67, Proposition 4.4], Pragacz [68,

Example 8], Fulton-Pragacz [28, p.41, (4.1)]). , Fulton-Pragacz [28, p.42]

Jacobi-Trudi 28, , Grassmann

Gq(E) = Gn−q(E)
π−→ X , Gysin . 3.5

, Jacobi-Trudi (13) MU∗(−)

, :

4.1. Gysin τ∗ : MU∗(F�(E)) −→ MU∗(X) , xλ+ρn−1 =

xλ1+n−1
1 xλ2+n−2

2 · · · xλn
n ,

τ∗(x
λ+ρn−1) = sL

λ(E) (14)

.

4.2. Hall-Littlewood

Nakagawa-Naruse [62, Definition 4.1] , Schur sL

λ(xn) ,

Schur P , Q- Schur P , Q- P L

λ (xn), Q
L

λ(xn) (

factorial ) , .

Pragacz [68, Example 11] , MU∗(−)

. , Hall-Littlewood 29 ,
30. λ = (λ1, λ2, . . . , λn) n .

m1,m2, . . . ,md, m1 +m2 + · · ·+md = n,

λ1 = λ2 = · · · = λm1 (m1 ),

λm1+1 = λm1+2 = · · · = λm1+m2 (m2 ),

...

λm1+m2+···+md−1+1 = · · · = λn (md )

28 2014 10 , Gysin . , (13)
. , ( ) , ,

. , Damon [24, Corollary 2],
Harris-Tu [30, Proposition 2.3], Manivel [56, Exercise 3.8.3], Sugawara [72, Theorem A] .

29Macdonald [55, III, §2].
30 Pragacz [68] .
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. , {1, 2, . . . , n} d “ ” I1, I2, . . . , Id :

[n] := {1, 2, . . . , n} = I1 � I2 � · · · � Id. i ∈ [n] , i “ ” Ir
, n(i) := r . Sn Sλ

n , λ .

Sλ
n = Sm1 × Sm2 × · · · × Smd

. , FL(u, v) l(x)
31. l(x) , a+L b = FL(a, b) a+L b = l−1(l(a) + l(b))

. , t , [t](x) := l−1(t · l(x)) 32.

, :

4.2. λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Pn , Hall-Littlewood HL

λ (xn; t)

, :

HL

λ (xn; t) = HL

λ (x1, . . . , xn; t) :=
∑

w∈Sn/Sλ
n

w ·
⎡
⎣xλ

∏
1≤i<j≤n, n(i)�=n(j)

xi +L [t]xj

xi +L xj

⎤
⎦ .

, λ = (λ1, . . . , λn) , (d − 1)- ηλ :

F�λ(E) −→ X . ,

n−md, n−md −md−1, . . . , n−md −md−1 − · · · −m2

E 33 . ηλ : F�λ(E) −→ X Gysin

ηλ∗ : MU∗(F�λ(E)) −→ MU∗(X) . f : X −→ BU(n)

E , F�λ(E) , :

F�λ(E)
f̃−−−→ B(U(m1)× U(m2)× · · · × U(md))

ηλ

⏐⏐

⏐⏐
σ

X
f−−−→ BU(n).

3.4 , :

4.3. Sλ
n- P ∈ Z[X1, . . . Xn]

Sλ
n ,

(ηλ)
∗ ◦ (ηλ)∗(P (x1, . . . , xn)) =

∑
w∈Sn/Sλ

n

w

[
P∏

1≤i<j≤n, n(i)�=n(j)(xi +L xj)

]

.

, Hall-Littlewood HL

λ (xn; t) :

4.4. Gysin (ηλ)∗ : MU∗(F�λ(E)) −→ MU∗(X) , :

(ηλ)∗

⎛
⎝xλ

∏
1≤i<j≤n, n(i)�=n(j)

(xi +L [t]xj)

⎞
⎠ = HL

λ (xn; t).

31 - [43, 6.26], Quillen [69, p.1293].
32 , n , n- [n](x) , [n](x) := [n− 1](x) +L x (n ≥ 1), [0](x) := 0

. l(x) , [n](x) = l−1(n · l(x)) .
33Fulton [27, §9.1] , F�λ(E) = F�n−md,n−md−md−1,...,n−md−md−1−···−m2(E) .
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On the topological classification of quasitoric manifolds

( , D3)∗

Quasitoric manifold n Tn = (S1)n 2n
,

. quasitoric manifold
, (CP 2#CP 2)- quasitoric manifold

.

1.

Quasitoric manifold ,

[DJ91] . 2 .

, quasitoric manifold

P P λ (P, λ) . 3

.

,

quasitoric manifold cohomological rigidity problem .

quasitoric manifold , ,

cohomologically rigid .

.

C cohomologically rigid , C
.

, C cohomologically rigid : X, Y ∈ C
, H∗(X;Z) H∗(Y ;Z) X Y .

ϕ : H∗(Y ;Z) → H∗(X;Z) ϕ = f ∗

f : X → Y , C strongly cohomologically rigid .

quasitoric manifold cohomological rigidity problem

. 5 6 , (CP 2#CP 2)-

quasitoric manifold strong cohomological rigidity .

2. Quasitoric manifold

, 4 [BP02] . , T n

(S1)n , Cn T n ×C
n → C

n : (t1, . . . , tn)× (z1, . . . , zn) �→
(t1z1, . . . , tnzn) T n- .

2.1. T n- X, Y f : X → Y ,

ψ : T n → T n , x ∈ X t ∈ T n f(t · x) = ψ(t) · f(x)
.

2.2. T n 2n M locally standard

, M {(U, f, V )} , U V M C
n T n-

∗ e-mail: s.hasui@math.kyoto-u.ac.jp
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, f .

2.3. R
n
+ := {(x1, . . . , xn) ∈ R

n | xi ≥ 0, i = 1, . . . , n} , x ∈ R
n
+

depth (x) x 0 . Hausdorff X n

, {Ui} {fi : Ui → Vi} , Vi R
n
+

, depth

.

M , N f : M → N depth

, M N .

2.4. n P n , P

.

2.5. C
n/T n

R
n
+ , n M locally

standard T n- M/T n

. .

2.6. Locally standard T n- ,

P P quasitoric manifold

.

, quasitoric manifold .

, , (

) .

3.

3.1. P quasitoric manifold MP .

, P n m , F1, . . . , Fm

.

3.2. P , n × m λ = (λ1, . . . ,λm)

non-singular condition : Fi1 , . . . , Fin

, detλ(i1,...,in) = ±1. λ(i1,...,in) (λi1 , . . . ,λin)

.

P λ P quasitoric manifold M(λ)

. q ∈ P q G(q) . �λ
P T n , :

�λ(Fi1 ∩ . . . ∩ Fik) := im (λ(i1,...,ik) : T
k → T n).

T R/Z , λ(i1,...,ik)

. T n × P ∼λ :

(t1, p) ∼λ (t2, q) ⇐⇒ p = q t1t
−1
2 ∈ �λ(G(q)).

M(λ) := (T n × P )/ ∼λ , T n

quasitoric manifold M(λ) . , M(λ) P π , v

P v Uv , π−1(Uv) C
n
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.

.

, M P quasitoric manifold , λ(M)

. M P ∼= M/T n π . locally standard

, π−1(rel.intFi) , 1

. TM(Fi) , λi ∈ Z
n . ,

λi =
t(λ1,i, . . . , λn,i) TM(Fi) = {(zλ1,i , . . . , zλn,i) ∈ T n | z ∈ C, |z| = 1} Z

n

, 1 .

. λ(M) := (λ1, . . . ,λm) , non-singular condition

locally standard , λ(M) P

.

3.3. P ΛP , ΛP → MP : λ �→ M(λ) φ .

3.4 ([DJ91]). P quasitoric manifold M , M → P

.

Proof. [Dav78, p. 344] “blow up” , T n- p : M̃ → P

r : M̃ → M π ◦ r = p . P ,

p : M̃ → P . r .

3.5 ([DJ91]). P quasitoric manifold M M M(λ(M))

. φ .

Proof. 3.4 s : P → M . T n × P → M

(t, q) �→ t · s(q) , M(λ) = (T n × P )/ ∼λ M

.

ΛP GL(n,Z) , (Z/2)m −1

.

3.6. XP := GL(n,Z)\ΛP/(Z/2)
m.

3.7. {1, . . . ,m} KP :

{i1, . . . , ik} ∈ KP ⇐⇒ Fi1 ∩ . . . ∩ Fik �= ∅.

KP Aut (KP ) .

3.8. Aut (KP ) ΛP . XP

.

3.9 ([DJ91]). φ : ΛP → MP φ : XP/Aut (KP ) → MP .

Proof. φ XP/Aut (KP ) MP . λ = (λ1, . . . ,λm),

λ′ = (λ′
1, . . . ,λ

′
m) P , M := M(λ), M ′ := M(λ′) . σ ∈

Aut (KP ) A ∈ GL(n,Z)

λ′
σ(i) = ±Aλi (i = 1, . . . ,m)
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, M M ′ . KP P

, σ f : P → P ,

f(Fi) = Fσ(i) . A T n

ψ , f̃ : T n × P → T n × P : (t, q) �→ (ψ(t), f(q)) . f̃

f : M → M ′ , .

M M ′ . , f : M → M ′

T n ψ x ∈ M t ∈ T n f(t · x) = ψ(t) · f(x)
. ψ GL(n,Z) A . , f

P ∼= M/T n ∼= M ′/T n f . f

Aut (KP ) σ . λ′
σ(i) = ±Aλi (i = 1, . . . ,m)

. φ .

4.

Quasitoric manifold .

4.1. P n , (n − i − 1) fi . P

h-vector (h0, . . . , hn) :

h0t
n + · · ·+ hn−1t+ hn = (t− 1)n + f0(t− 1)n−1 + · · ·+ fn−1.

quasitoric manifold CW ([BP02, p. 66])

.

4.2 ([DJ91]). P n , (h0, . . . , hn) h-vector . P

quasitoric manifold M , 0 ,

. , M 2i Betti b2i(M) ,

b2i(M) = hi .

4.3. , 2 quasitoric manifold ,

,

.

, P n m , F1, . . . , Fm

. M P quasitoric manifold , M P

π . π−1(Fi) (2n− 2) .

4.4 ([DJ91]). λ = (λi,j) P , M := M(λ) . M

:

H∗(M ;Z) = Z[v1, . . . , vm]/(IP + Jλ).

vi ∈ H2(M ;Z) π−1(Fi) Poincaré , IP ,Jλ

.

IP = (vi1 · · · vik |Fi1 ∩ . . . ∩ Fik = ∅),
Jλ = (λi,1v1 + · · ·+ λi,mvm | i = 1, . . . , n).
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5.

5.1. P , quasitoric manifold

Mhomeo
P . , P quasitoric manifold

Mcoh
P .

( ).

MP → Mhomeo
P , Mhomeo

P → Mcoh
P φ1, φ2 .

Mhomeo
P cohomological rigidity

. Mhomeo
P cohomologically rigid φ2

.

, .

5.2 ([DJ91]). n Δn , #MΔn = #Mhomeo
Δn = #Mcoh

Δn = 1 ,

MΔn T n- CP n .

[OR70] . m ≥ 4 , Pm m

.

5.3 ([DJ91]). MPm ,Mhomeo
Pm

CP 2,CP 2, S2×
S2 . φ2 .

[CPS12] .

5.4 ([CPS12]). 2 Δn ×Δm (1 ≤ n < m) , Mcoh
Δn×Δm

. φ1 , φ2 .

, I3 .

5.5 ([H2]). Mhomeo
I3 strongly cohomologically rigid .

quasitoric manifold .

Cn(m) (1 < n < m) m n , Cn(m)∗

m n . [Zie95] .

5.6 ([H1]). n ≥ 4 m − n ≥ 4, n ≥ 6 m − n ≥ 3 ,

Cn(m)∗ quasitoric manifold .

5.7 ([H1]). Cn(n+ 3)∗ (n = 3, 4, 5) quasitoric manifold

, .

(1) φ1 : MC3(6)∗ → Mhomeo
C3(6)∗ φ2 : Mhomeo

C3(6)∗ → Mcoh
C3(6)∗

, .

(2) #MC4(7)∗ = #Mhomeo
C4(7)∗ = #Mcoh

C4(7)∗ = 4.

(3) #MC5(8)∗ = #Mhomeo
C5(8)∗ = #Mcoh

C5(8)∗ = 46.

6. quasitoric manifold

6.1. .

Bn
pn−1 �� Bn−1

pn−2 �� · · · p2 �� B2
p1 �� B1 = CP 1
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Bi Li (i = 1, . . . , n − 1) , i pi : Bi+1 → Bi CP 1-

P (Li ⊕C) → Bi , Bn n-stage Bott manifold .

C , P (Li ⊕ C) .

Bott manifold quasitoric manifold . T n

In , n-stage Bott manifold

:
⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗
0 1

. . .
... 0 1

. . .
...

...
. . . . . . 0

...
. . . . . . ∗

0 · · · 0 1 0 · · · 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

(CP 2#CP 2)- quasitoric manifold . CP 2
CP 2

CP 2#CP 2 I2 quasitoric manifold ,

κ =

(
1 0 1 2

0 1 1 1

)
.

6.2. I2n quasitoric manifold M (CP 2#CP 2)- ,

I2n λ , M M(λ) :

λ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

E2 0 · · · 0 κ ∗ · · · ∗
0 E2

. . .
... 0 κ

. . .
...

...
. . . . . . 0

...
. . . . . . ∗

0 · · · 0 E2 0 · · · 0 κ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ . (1)

E2 , κ =

(
1 2

1 1

)
.

(CP 2#CP 2)- quasitoric manifold CP 2#CP 2 iterated (CP 2#CP 2)-bundle

3 M(λ) .

Bott manifold 2 .

6.3 ([Choi]). 3-stage (resp. 4-stage) Bott manifold strongly cohomolog-

ically rigid (resp. cohomologically rigid) .

6.4 ([CMM]). Z/2- H∗(CP 1;Z/2)⊗n

n-stage Bott manifold strongly cohomologocally rigid .

(CP 2#CP 2)- quasitoric manifold ,

.

6.5 ([H2]). M ,M ′ (CP 2#CP 2)- quasitoric manifold , ϕ : H∗(M ′;Z) →
H∗(M ;Z) . f : M → M ′

ϕ = f ∗ . (CP 2#CP 2)- quasitoric manifold

strongly cohomologically rigid .

. λ, λ′ (1) I2n ,

M = M(λ), M ′ = M(λ′) . 4.4 v2n+i (i = 1, . . . , 2n)
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Xi , M I Z[X1, . . . , X2n]/I

. , M ′
Z[X1, . . . , X2n]/I

′ . ϕ

Z[X1, . . . , X2n] I ′ I

.

Z[X1, . . . , X2n] F :

(X2n−1, X2n) ⊆ (X2n−3, . . . , X2n) ⊆ · · · ⊆ (X2n−2i+1, . . . , X2n) ⊆ · · · ⊆ (X1, . . . , X2n).

.

6.6. (1) μ f : M(μ) → M , f ∗ ◦ ϕ
F .

, f ∗ ◦ ϕ :

f ∗ ◦ ϕ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

ψ1 ∗ · · · ∗
0 ψ2

. . .
...

...
. . . . . . ∗

0 · · · 0 ψn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

ψi H∗(CP 2#CP 2;Z) . , H∗(CP 2#CP 2;Z)

. ,

.

6.7. (1) μ′ g : M ′ → M(μ′) , g∗

:

g∗ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

ψ−1
1 0 · · · 0

0 ψ−1
2

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · 0 ψ−1
n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

, f ∗ ◦ ϕ ◦ g∗ :

f ∗ ◦ ϕ ◦ g∗ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

E2 ∗ · · · ∗
0 E2

. . .
...

...
. . . . . . ∗

0 · · · 0 E2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

, μ = μ′ f ∗ ◦ ϕ ◦ g∗ = E2n

.

6.8. μ, μ′ (1) I4 , θ : H∗(M(μ′);Z) → H∗(M(μ);Z)

. θ

(
E2 ∗
0 E2

)
,

θ = E4 , μ = μ′ .
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, ϕ g−1 ◦ f−1 .

M ������� M ′

g

��

H∗(M ;Z)

f∗
��

�

H∗(M ′;Z)
ϕ��

M(μ)

f

��

M(μ′) H∗(M(μ);Z) H∗(M(μ′);Z)

g∗
��
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Stein

( )∗

Stein (compact Stein surface)

Stein C
N

Stein

Stein

4

Stein

Stein

Stein

Eliashberg [El1] Gompf [Go] Stein

Kirby

Stein

Loi Piergallini [LP] Akbulut Ozbagci [AO] Lefschetz

Stein

Lefschetz

Lefschetz

Lefschetz

Stein

Stein

1 Stein Lefschetz

2 Stein

1 Lefschetz Stein

1.1.

Stein

M 3 M ξ (contact struc-

ture) M 1 α ξ = Kerα M

α ∧ dα > 0 α ξ (contact form) .

(M, ξ), (M ′, ξ′) contactmorphic

( 15J05214)
∗ 152-8550 2-12-1
e-mail: oba.t.ac@m.titech.ac.jp
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H : M → M ′ H∗(ξ) = ξ′ M ξ, ξ′

(isotopic)

3 (M, ξ) 4

Stein

ξ Stein (Stein fillable) M

Stein (X, J) (M, ξ) (∂X, T∂X ∩ J(T∂X))

(X, J) (M, ξ) Stein (Stein filling)

Stein

Stein 1

Eliashberg [El2] 3 S3

Stein 4 B4 McDuff [Mc]

L(p, 1) (p �= 4) Stein Euler

−p L(p, 1) (p �= 4)

Stein Plamenevskaya

Van Horn-Morris [PV]

Stein

1.2. Lefschetz

Lefschetz

[FM] Lefschetz [GS, Chapter 8] [OS, Chapter 10]

Σ := Σg,b g b Diff+(Σ, ∂Σ)

Σ

Diff+(Σ, ∂Σ) Σ (mapping class

group) MΣ Diff+(Σ, ∂Σ) Σ

α Dehn (right-handed Dehn twist) tα α

Σ 1

Σ 1 α α′

[tα] = [tα′ ] ∈ MΣ tα [tα]

tα MΣ ϕ1, ϕ2 ∈ MΣ

ϕ1ϕ2 ∈ MΣ ϕ1 ϕ2

1: α Dehn .

X 4

1.1. X D2 f : X → D2 Lefschetz (Lef-

schetz fibration) D2 Qf = {a1, a2, . . . , am}
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1. f |f−1(D2 −Qf ) D2 −Qf Σ

2. ai ∈ Qf f−1(ai) f pi

3. pi ai (z1, z2) w f

w = f(z1, z2) = z21 + z22 X D2

1.2. f : X → D2 f ′ : X ′ → D2 Lefschetz f f ′

(isomorphic) H : X → X ′ h : D2 → D2

h ◦ f = f ◦H
f : X → D2 Lefschetz a0 ∂D2 .

(s1, s2, . . . , sn) a0 ai si i �= j si ∩ sj = {a0}
a0 s1, s2, . . . , sn

i = 1, 2, . . . , n ai Vi

Vi si
a0 γi {γ1, γ2, . . . , γn} π1(D

2 −Qf , a0)

(γ1, γ2, . . . , γn) Hurwitz (Hurwitz generating

system) ( 2) Lefschetz γi

2: Hurwitz .

Σ

(Σ× [0, 1])/((x, 1) ∼ (φ(x), 0)) → [0, 1]/(1 ∼ 0) [φ] ∈ MΣ

αi ⊂ Σ tαi

αi f−1(ai) (vanishing cycle)

(tα1 , tα2 , . . . , tαn) f (γ1, γ2, . . . , γn) (monodromy)

Hurwitz

(tα1 , . . . , tαi
, tαi+1

, . . . , tαn) ↔ (tα1 , . . . , tαi+1
, t−1

αi+1
tαi

tαi+1
, . . . , tαn)

(tα1 , tα2 , . . . , tαn) ↔ (t(α1)ϕ, t(α2)ϕ, . . . , t(αn)ϕ)

ϕ MΣ (tα1 , tα2 , . . . , tαn) (tβ1 , tβ2 , . . . , tβn) 2

2 Hurwitz (Hurwitz equivalent)

(tα1 , tα2 , . . . , tαn) ≡ (tβ1 , tβ2 , . . . , tβn) Lefschetz

Hurwitz
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1.3. Lefschetz f : X → D2 allowable f

αi [αi] ∈ H1(Σ;Z)

ALF allowable Lefschetz

ALF Stein

1.4 (Loi-Piergallini [LP, Theorem 3], Akbulut-Ozbagci [AO, Theorem 5]). X

4
1. X Stein

2. X ALF X ALF

1.3.

[Et] [OS,

Chapter 9]

B M π M − B S1

1.5. (B, π) M (open book decomposition)

π : M − B → S1 θ ∈ S1

Σθ ⊂ M IntΣθ = π−1(θ) ∂Σθ = B

B (B, π) (binding) Σ ≈ Σθ (B, π)

(page)

M (B, π) π : (M − B) → S1

ϕ ∈ MΣ

(monodromy) Σ ϕ ∈ MΣ

∂Σ r ∂Σ1, ∂Σ2, . . . , ∂Σr

Σϕ := (Σ× [0, 1])/((x, 1) ∼ (ϕ(x), 0)) 3

r r S1×D2

∂Σϕ F θ1 θ2 ∂D2

[0, 1] S1 ×{θ1} ⊂ S1 × ∂D2

∂Σi×{θ2} ⊂ ∂Σϕ F Σϕ∪F (
∐

r S
1×D2)

3 Σ

(Σ, ϕ) .

ξ M M ξ

(supporting open book decomposition) ξ

ξ α dα

v α(v) > 0 Thurston Winkelnkemper

[TW] M

Giroux

1.6 (Giroux [Gi]). M 3 2

• { M ξ }/
• { M (Σ, ϕ) }/
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(Σ, ϕ) (positive stabilization)

(Σ′, tαϕ) Σ

a 1- h a′ h Σ

Σ ∪ h Σ′ α a ∪ a′

Giroux M

Stein

1.7 ( 1.4 ). M 3 ξ M

1. ξ Stein

2. ξ (Σ, ϕ) ϕ Dehn

Dehn

ALF f : X → D2

Σ (tα1 , tα2 , . . . , tαn) ALF pr : (D2 −
{0}) → S1 (r, θ) �→ θ (r, θ) D2 − {0}

(pr ◦ f)|(pr ◦ f)−1(S1) : (pr ◦ f)−1(S1) → S1 ∂X

(Σ, tα1tα2 · · · tαn) (M, ξ) (Σ, ϕ)

ϕ 1.7 (2) tα1tα2 · · · tαn = ϕ ϕ

Σ (tα1 , tα2 , . . . , tαn)

ALF (M, ξ) Stein

ALF (Σ, ϕ) ALF

1.4. Stein

Mazur (Mazur type

manifold) S3 4 0- 1- 2-

1.8 (Oba [Ob2]). M 3 ξ M Stein

ξ (Σ0,4, ϕ)

(M, ξ) Stein M S3

Stein 4 B4

Mazur

1.9. 1. 1.8 S3

([Ob1])

2. 1.8 3

S3

Kirby

Stein

Stein 1.4 1.7 Stein

0
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1.10 (Wendl[We, Theorem 1]). M 3 ξ Stein

ξ 0 (Σ, ϕ)

(M, ξ) Stein X (Σ, ϕ) ALF

Stein

(Σ, ϕ) ϕ Dehn

Stein

1.8 Stein

1.11 ([Ob2]). M 3 ξ M Stein fillable

ξ 0

(M, ξ) Stein X

Hi(X;Z) ∼=
{

Z (i = 0)

0 (i �= 0).

[Ob2] 1.10 1.8

1.8 . Mazur

[Ob2]

X (M, ξ) Stein 1.10 X ξ

(Σ, ϕ) ALF f : X → D2 f

Σ0,4 (tα1 , tα2 , . . . , tαn) ALF X

Σ0,4×D2 2-

X χ(X) χ(X) = χ(Σ0,4×D2)+n = −2+n 1.11

χ(X) = 1 n = 3. [α1], [α2], [α3] ∈ H1(Σ0,4;Z)

3 (i) (ii) Hurwitz

3: [α1], [α2], [α3] ∈ H1(Σ0,4;Z) .

Kirby X B4 (iii)

ϕ tβ1tβ2tβ3 (tα1 , tα2 , tα3) ≡ (tβ1 , tβ2 , tβ3)

ALF

Hurwitz

[α1] = [β1], [α2] = [β2], α3 = β3 〈tα1 , tα2〉 ⊂ MΣ0,4

2 [α1] = [β1], [α2] = [β2]
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ψ1, ψ2 ∈ 〈tα1 , tα2〉 (αi)ψi = βi (i = 1, 2)

(tβ1 , tβ2 , tβ3) ≡ (t(α1)ψ1 , t(α2)ψ2 , tα3) ≡ (tα1 , t(α2)ψ2ψ
−1
1
, tα3) 〈tα1 , tα2〉 →

PSL(2;Z) ψ2ψ
−1
1 = tpα2

tqα1
p, q ∈ Z

(tα1 , t(α2)ψ2ψ
−1
1
, tα3) ≡ (tα1 , t(α2)t

p
α2

tqα1
, tα3) ≡ (tα1 , tα2 , tα3)

2 Stein

2.1.

Loi Piergallini Stein

2.1 (Loi-Piergallini [LP, Theorem 3]). X 4

1. X Stein

2. X 4 B4

( 2.3)

Stein

S S

2 Stein

S

2.2. 4 B4

[Ru], [Ka, Chapter 16 17], [APZ, Section 3]

[APZ, Section 5, 6]

D2
1, D

2
2 S D2

1 ×D2
2

2.2. S ⊂ D2
1 × D2

2 m ((simple) braided

surface) pr1 : D
2
1 ×D2

2 → D2
1 pS := pr1|S : S → D2

1

m

QS pS |QS| = n a0 ∂D2
1

1.2 π1(D
2
1 − QS, a0) Hurwitz (γ1, γ2, . . . , γn)

Sm m ρ : π1(D
2
1 − QS, a0) → Sm pS

ρ π1(D
2
1 − QS, a0) ρ(γi)

ρpS m S (braid

monodromy)ρS : π1(D
2
1−QS, a0) → Bm (ρS(γ1), ρS(γ2), . . . , ρS(γn))

S pS ρS(γi) = w−1
i σεi

ji
wi

σji , wi ∈ Bm, εi ∈ {±1} σji Bm

2.3. S (positive) S

ρS i ρS(γi) = w−1
i σjiwi
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p : X → B4 ≈ D2
1 × D2

2 S f :=

pr1 ◦ p : X → D2 ALF Qf = QS f f−1(a0) =

p−1({a0}×D2
2) (a0 ∈ ∂D2

1) ( 4) p|p−1({a0}×D2
2) : p

−1({a0}×D2
2) → {a0}×D2

2

S ∩ ({a0} ×D2
2) f

S [LP, Proposition 1]

4: X,D2
1 ×D2

2 f , pS

B4

q : Σ → D2 d Qq

m Bm m Dm MDm

β ∈ Bm [hβ] ∈ MDm 1.2

Dm

D2 −Qq Dm β ∈ Bm q

(liftable) Hβ : Σ → Σ q ◦Hβ = hβ ◦ q

2.4 ([Ob3]). S ⊂ D2
1 × D2

2

(w−1
1 σj1w1, w

−1
2 σj2w2, . . . , w

−1
n σjnwn) a0 ∂D2

1 q : Σ →
{a0} ×D2

2 ⊂ D2
1 ×D2

2 S ∩ ({a0} ×D2
2) d

wiσjiw
−1
i ∈ Bm q S B4 ≈ D2

1 ×D2
2

p : X → B4 pr1 ◦ p : X → D2
1 Σ ALF

. b0 ∈ {a0} × ∂D2
2 π1(({a0} × D2

2) − (S ∩ ({a0} × D2
2)), (a0, b0))

Hurwitz (x1, x2, . . . , xm) ρ : π1(D
4 −

S, (a0, b0)) → Sd q ρq π1(D
4 −

S, (a0, b0)) ι∗(x1), ι∗(x2), . . . , ι∗(xm) S

([Fo, p. 133], [Ya], [Ru, Proposition 4.1])

ι : (({a0} ×D2
2)− (S ∩ ({a0} ×D2

2)), (a0, b0)) ↪→ (D4 − S, (a0, b0))

q

ρ [Ob3]
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2.3. Stein Stein

2.5. N 2 S ⊂ D2
1×D2

2

S pi : Xi → B4 ≈ D2
1 ×D2

2 (i = 1, 2, . . . , N)

1. X1, X2, . . . , XN

2. Xi pi Stein Ji Ji �= Jj (i �= j)

. N = 2 a0 ∈ ∂D2
1 b0 ∈ {a0} × ∂D2

2 8

B8 β1, β2, . . . , β5

β1 := σ5 β2 := (σ−1
6 σ−2

7 σ−1
6 σ4σ

2
3σ4)

−1σ5(σ
−1
6 σ−2

7 σ−1
6 σ4σ

2
3σ4),

β3 := (σ−1
6 σ−1

5 σ−1
4 σ−1

3 σ−1
2 σ−2

1 σ−1
2 σ7σ6σ

−1
5 σ−1

4 σ−1
3 σ−2

4 σ−1
3 σ4)

−1σ7·
(σ−1

6 σ−1
5 σ−1

4 σ−1
3 σ−1

2 σ−2
1 σ−1

2 σ7σ6σ
−1
5 σ−1

4 σ−1
3 σ−2

4 σ−1
3 σ4),

β4 := (σ−1
4 σ−2

5 σ−1
4 σ2σ

2
1σ2)

−1σ3(σ
−1
4 σ−2

5 σ−1
4 σ2σ

2
1σ2),

β5 := (σ6σ
2
5σ6)

−1σ7(σ6σ
2
5σ6), β6 := (σ3σ4σ5σ6)

−1σ2(σ3σ4σ5σ6)

S (β1, β2, β3, β4, β5, β6)

q1, q2 : Σ1,4 → {a0} × D2
2

ρq1 , ρq2 : π1({a0} ×D2
2, (a0, b0)) → S4 4

ρq1(x1) = (1 2), ρq1(x2) = (1 2), ρq1(x3) = (2 3), ρq1(x4) = (2 3)

ρq1(x5) = (3 4), ρq1(x6) = (3 4), ρq1(x7) = (1 2), ρq1(x8) = (1 2)

ρq2(x1) = (1 2), ρq2(x2) = (1 2), ρq2(x3) = (3 4), ρq2(x4) = (3 4)

ρq2(x5) = (2 3), ρq2(x6) = (2 3), ρq2(x7) = (1 2), ρq2(x8) = (1 2)

β1, β2, . . . , β5 q1, q2
2.4 qi pi : Xi → B4 ≈ D2

1 ×D2
2

pr1 ◦ pi : Xi → D2
1 ALF Kirby

Kirby X1 X2 Euler −4

pi Stein

Ji 1 Chern Kirby c1(X1, J1) �= 0

c1(X2, J2) = 0

2.6

(M, ξ) L (transverse link)

x ∈ L TxL + ξx = TxM S3

ξstd

2.6. N 2 L ⊂ (S3, ξstd)

L pi : Mi → S3 (i = 1, 2, . . . , N)

1. M1,M2, . . . ,MN

2. Mi ξi i �= j ξi ξj

62
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Donaldson-Thomas

( )∗

1. 3 Calabi-Yau

n , (n, 0) Kähler

. 1950 Calabi Ricci

, . Calabi 1977 Yau ,

Calabi-Yau . , Calabi-Yau

P
N
C

. f(x0, x1, · · · , xn) n + 1 ,

{[x0 : x1 : · · · : xn] ∈ P
n
C
: f(x0, x1, · · · , xn) = 0} (1)

, Calabi-Yau . , Calabi-Yau

(1) . Calabi-Yau

, 1 .

1 Riemann ,

Riemann . 1 Calabi-Yau

1 , , P
2
C

3

. 2 , 19

20 . 2

Calabi-Yau P
3
C

4 K3 2

Abel . K3 ,

. , 3

, Hartshone

, 1980 3 .

, 3 Calabi-Yau 3 1

. 3 Calabi-Yau ,

. , 3 Calabi-Yau

.

2.

, 1990 3 Calabi-Yau

. , 1

, R
4 ×X 10 . X

Planck 10−35m 6 ,

3 Calabi-Yau . 1 ,

. ,

(WPI), B, 26287002
.

2000 Mathematics Subject Classification: 14N35, 18E30
, Donaldson-Thomas ,

∗ e-mail: yukinobu.toda@ipmu.jp
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Calabi-Yau . ,

2 3 Calabi-Yau X, X∨

. , Hodge h1,1(X) = h2,1(X∨)

. h1,1(X) X Kähler H1(X,Ω1
X) , h2,1(X∨)

X∨ H1(X∨, TX∨) .

Frobenius ,

. H1(X,ΩX)

X P
1
C

X

, H1(X∨, TX∨) X∨ .

P
4
C

5 1990

Candelas, de la Ossa, Green, Parkes [10] . ,

5 X , X∨

. ,

X . ,

. ,

,

,

. , ,

. Candelas Givental

, .

3. Gromov-Witten

Candelas ,

.

X ,

. ,

g β ∈ H2(X,Z) ,

. , X

, . , X 3 Calabi-Yau

. C g

, f : C → X f∗[C] = β . (f, C)

. C , f H0(C, f ∗TX) ,

H1(C, f ∗TX) . , Riemann-Roch f

dimH0(C, f ∗TX)− dimH1(C, f ∗TX) = 3− 3g

. C 3g − 3 , . ,

(f, C) M g(X, β)

. ,

Behrend-Fantechi [5]

. , [5] M g(X, β) [M g(X, β)]vir
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, (f, C)

GWg,β :=

∫
[Mg(X,β)]vir

1 ∈ Q (2)

. GWg,β Gromov-Witten , GW

. Candelas , Givental

, 5 X 0 GW GW0,β .

(f, C) , M g(X, β)

,

. GW (2)

.

4. Donaldson-Thomas

GW 1990 . , 3

Calabi-Yau ,

. 1980 ,

4 Donaldson 1

. ,

,

. , 3 Casson Taubes

, .

Donaldson-Thomas , DT , 3 Calabi-Yau

Donaldson Casson

, 1990 Donaldson Thomas [25]

. 3 Calabi-Yau X E

, E ∂- . DT 3

Calabi-Yau X .

, Donaldson Casson 3

Calabi-Yau , .

. ,

, .

Thomas ,

, .

,

. , Mumford, Gieseker,

. ,

1 ,

. X , ω

. X E ω ,

F ⊂ E

c1(F ) · ωdimX−1

rank(F )
<

c1(E) · ωdimX−1

rank(E)
(3)
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.

,

. ,

. , ,

.

, X ω v ∈ H∗(X,Q) , ω

E ch(E) = v Mω(v) .

Mω(v) , v ω

. , Mω(v)

. , Mω(v) X E

, Mω(v) E Ext1(E,E) , Ext2(E,E)

. , GW Mω(v)

dimExt1(E,E)− dimExt2(E,E) (4)

. , X 3 Calabi-Yau . Serre

Ext2(E,E) Ext1(E,E) , (4) 0

. , Mω(v) ,

. , Thomas GW

, Mω(v) [Mω(v)]
vir .

Mω(v) , DT

.

DTω(v) :=

∫
[Mω(v)]vir

1 ∈ Z. (5)

GW , DT (5) .

, . , DTω(v)

ω .

DT (5) Thomas . Behrend [4] ,

Mω(v) χB , DT (5) χB

Euler . , :

DTω(v) =
∑
m∈Z

m · χ−1
B (m). (6)

(6) DT Mω(v) Euler

, DT

.

5. GW/DT/PT

, DT Thomas

Behrend . , Donaldson Casson DT

. DT

, 2003 Maulik-Nekrasov-Okounkov-Pandharipande [20]
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DT GW . , GW

3 Calabi-Yau X , DT X

.

, X 2 ,

. 1 E det(E) = OX , E

. , E dimC ≤ 1

C ⊂ X , E C IC ⊂ OX

. , β ∈ H2(X,Z) n ∈ Z (5) [C] = β, χ(OC) = n

IC In,β ∈ Z .

, β, n Poincaré H4(X,Q), H6(X,Q)

,

In,β = DTω(1, 0,−β,−n) (7)

. In,β ω , (1, 0,−β,−n)

.

β �= 0 , GW DT (7) X

. , DT (7) GW .

, GW , DT . , GW

, DT

. GW

X , DT

X . GW DT

, . ,

. GW

GW(X) :=
∑
g≥0

∑
β>0

GWg,βλ
2g−2tβ

, DT

DTβ(X) :=
∑
n

In,βq
n, DT(X) :=

∑
β≥0

DTβ(X)tβ.

. , λ, q, t , β > 0 β X 1

. MNOP [20]

.

5.1. ([20]) (i) DTβ(X)/DT0(X) q q = 0

Laurent , q ↔ 1/q .

(ii) q = −eiλ , .

exp (GW(X)) =
DT(X)

DT0(X)
. (8)

(8) GW/DT . q = −eiλ

, (i) . , (8)
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DT q , q = −1

GW . (8)

1 1 ,

. , DT0(X) X 0

DT . (8) DT0(X)

, 0

.

, GW , DT .

(8) , GW . GW

, MNOP .

1990 Gopakumar-Vafa [12] Type IIA M

GW .

Gopakumar-Vafa , GV .

, GV X 1

sl2 × sl2- ,

[13] . , GW DT ,

GV .

GV , 5.1

GV . 5.1 GV

, DT

GW , DT GV

Gopakumar-Vafa [12] .

, (8) .

2007 Pandharipande-Thomas

[22] . (8) ,

. , 1

F s ∈ H0(X,F ) , .

In,β , n ∈ Z β ∈ H2(X,Z) , [F ] = β, χ(F ) = n

(F, s) Pn,β . Pn,β PT

. [22] , (8) PT

.

5.2. ([22])

DT(X)

DT0(X)
=

∑
n,β

Pn,βq
ntβ. (9)

5.1 5.2 , GW PT

. , (8) . [22] ,

(9) ,

. ,

.
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6.

1960 Grothendieck

, Serre

. X , D(X)

. D(X) , X F• . 2

F• → G• ,

. D(X)

. , D(X)

Abel , .

D(X) , 1994

Kontsevich [16] D(X)

. , X X∨

, X D(X) X∨ .

X∨ ,

. , D(X) X , X

. ,

. Kontsevich

, . 2

3 Calabi-Yau X, X ′ ,

. Bridgeland [6] . McKay

[9], [21] ,

1 .

,

.

Douglas [11] , Bridgeland [7]

. Abel ,

. (3)

. Bridgeland ,

. ,

t- . F · · · → 0 → F → 0 → · · ·

F D(X) , Coh(X) D(X)

. , t-

. A ⊂ D(X) t- , A Abel

A D(X) . A

Coh(X) , D(X) ∼= D(Y ) Coh(Y )

D(X) t- . Bridgeland D(X) , t-

A ⊂ D(X) Z : K(X) → C (A, Z) ,

. , Z (3) A

Z- .

Bridgeland D(X) Stab(X) ,

.

. X Calabi-Yau , X∨ . MX∨ X∨
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,

MX∨ ↪→ [AutD(X)\ Stab(X)/C] (10)

. X 5 , MX∨ (10)

1 . , 3 Stab(X)

, Stab(X) �= ∅ .

, dimX ≥ 2 t- Coh(X) Bridgeland

. t-

, t- . X A-

3 Calabi-Yau 3 Abel Calabi-Yau

Stab(X) Bayer-Macri-Stellari [2] ,

5 Stab(X) �= ∅ .

極大体積極限

コニフォールド点

ゲプナー点

1: 5

7.

X , Bridgeland Stab(X) .

σ ∈ Stab(X) v ∈ H∗(X,Q) , σ E ∈ D(X) ch(E) = v

Mσ(v) . Mσ(v) σ ,

. Stab(X) 1

W ⊂ Stab(X) , Mσ(v) Stab(X) \W

, .

5.2 , (9) Bridgeland

. (9) 1

C ⊂ X IC , D(X) . (9)

(F, s) , 2 · · · → 0 → OX
s
→ F → 0 → · · ·

D(X) . σI , σP ∈ Stab(X) ,

(1, 0,−β,−n) σI- IC , σP -

2 . , σI σP

5.2 .

, Stab(X) �= ∅ , σI , σP
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. , σI σP (9)

.

[26] , . Bridgeland

,

. , 1

. , 2

. [27]

, DT/PT

, Joyce [14] (9)

Euler . Euler , Euler

. , (6) χB

1 . 5.1

(i) Euler [28] . Euler

, Behrend-Getzler

, Joyce-Song [15] Behrend

[27], [28] 5.2, 5.1 (i)

. Bridgeland [8] Behrend-Getzler

.

8. Bogomolov-Gieseker DT

, Bridgeland

. 2011 [3] Bayer, Macri 3

. t-

Coh(X) 2 . Bridgeland

, 2 3 Chern

Bogomolov-Gieseker , BG .

BG 2 Chern

, 2

. BG 3 .

, 3 [1]

. Macri [19] P
3 , Schmidt [24]

P
4 2 , Maciocia-Piyaratne [17], [18] 1

3 Abel , Bayer-Macri-Stellari [2] A 3

Calabi-Yau .

[3] BG , 3

Calabi-Yau X Stab(X) ,

. σ ∈ Stab(X) v ∈ H∗(X,Q) ch(E) = v

σ- E ∈ D(X) DT DTσ(v) ∈ Q ,

DT∗(v) : Stab(X) → Q (11)

. ,
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. Piyaratne , [3]

, [23] .

, A 3 Calabi-Yau (11) .

(11) .

[1] A. Bayer, A. Bertram, E. Macri, and Y. Toda. Bridgeland stability conditions on
3-folds II: An application to Fujita’s conjecture. J. Algebraic Geom. (to appear).
arXiv:1106.3430.

[2] A. Bayer, E. Macri, and P. Stellari. The space of stability conditions on abelian three-
folds, and on some Calabi-Yau threefolds. preprint. arXiv:1410.1585.

[3] A. Bayer, E. Macri, and Y. Toda. Bridgeland stability conditions on 3-folds I:
Bogomolov-Gieseker type inequalities. J. Algebraic Geom. , Vol. 23, pp. 117–163, 2014.

[4] K. Behrend. Donaldson-Thomas invariants via microlocal geometry. Ann. of Math, Vol.
170, pp. 1307–1338, 2009.

[5] K. Behrend and B. Fantechi. The intrinsic normal cone. Invent. Math. , Vol. 128, pp.
45–88, 1997.

[6] T. Bridgeland. Flops and derived categories. Invent. Math, Vol. 147, pp. 613–632, 2002.

[7] T. Bridgeland. Stability conditions on triangulated categories. Ann. of Math, Vol. 166,
pp. 317–345, 2007.

[8] T. Bridgeland. Hall algebras and curve-counting invariants. J. Amer. Math. Soc. ,
Vol. 24, pp. 969–998, 2011.

[9] T. Bridgeland, A. King, and M. Reid. The McKay correspondence as an equivalence of
derived categories. J. Amer. Math. Soc. , Vol. 14, pp. 535–554, 2001.

[10] P. Candelas, X. de la Ossa, P. Green, and L. Parkes. A pair of Calabi-Yau manifolds as
an exactly soluble superconformal field theory. Nuclear Physics, Vol. B359, pp. 21–74,
1991.

[11] M. Douglas. Dirichlet branes, homological mirror symmetry, and stability. Proceedings
of the 2002 ICM, pp. 395–408, 2002.

[12] R. Gopakumar and C. Vafa. M-theory and topological strings II. hep-th/9812127.

[13] S. Hosono, M. Saito, and A. Takahashi. Relative Lefschetz actions and BPS state
counting. Internat. Math. Res. Notices, Vol. 15, pp. 783–816, 2001.

[14] D. Joyce. Configurations in abelian categories IV. Invariants and changing stability
conditions. Advances in Math, Vol. 217, pp. 125–204, 2008.

[15] D. Joyce and Y. Song. A theory of generalized Donaldson-Thomas invariants.
Mem. Amer. Math. Soc. , Vol. 217, , 2012.

[16] M. Kontsevich. Homological algebra of mirror symmetry, Vol. 1 of Proceedings of ICM.
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微分同相群とトポロジー
∼ 特性類と不変量を中心として ∼

森田　茂之 ∗

2015年8月8日

概 要
　微分同相群とトポロジーの関わりについて，ここ 80年ほどの発展の一側
面を特性類と不変量の観点から振り返り，将来への展望を述べる．
　具体的には，まずベクトルバンドルの特性類の理論と，Pontrjagin-Thom
構成と呼ばれる，トポロジーの基本的な指導原理についてまとめる．そして，
これらの理論や原理を一般化することにより，多様体をファイバーとするファ
イバーバンドルの特性類について，現在までに得られて来たいろいろな結果
を概観する．続いて，この流れと密接に関連しつつも，それぞれ独立な展開
を見せて来た三つの流れを述べる．最後に，これらの流れの延長線上に浮か
んできた，いくつかの問題を挙げる．

1. はじめに
　ちょうど 10年前の 2005年 8月，高知大学で開催された第 52回トポロジーシンポジ
ウムで講演させていただいた．そのときのタイトルは

微分同相群とトポロジー ∼いくつかの問題と展望 ∼

であった．その初めの部分で，トポロジーの懸案の難問であったKervaire不変量の問題
を取り上げた．この難問が，予想よりずっと早く2009年についにHill-Hopkins-Ravenel

によって（ほとんど）解決された（[16]参照）．それをまず述べる．

定理 1.1 (Hill-Hopkins-Ravenel [15]) Kervaire 不変量 1の枠付き多様体（framed

manifold）が存在する次元は，2, 6, 14, 30, 62, 126に限る．

上記の次元のうち，初めの5個についてはすでに存在が知られており．126次元の場合
だけが問題として残った．これについてはいくつかの（ときに相反する）予想あるい
は期待が述べられている（Atiyah, Snaith 等）． 　
　本題に戻って，今回の話の主テーマは，多様体および多様体の族の分類の理論の

発展を振り返ることである．基本となるのは，Euler 類およびPontrjagin 類を初めと
するベクトルバンドルの特性類と，Pontrjagin-Thom 構成と呼ばれる指導原理である．
後者は，幾何的な問題とホモトピー論の問題を結びつける強力な手法である．
　そして時間が許す範囲内で，上記と密接に関連する三つの事項：(i) 曲面バンドル

の特殊性，(ii) 葉層構造の特性類の理論，(iii) Kontsevich の形式的シンプレクティック
幾何，の発展についても，微分同相群と直接に関連する部分にしぼって概観したい．最
後に筆者が重要と考えるいくつかの課題を述べる．
　この話では，多様体Mは断らない限りC∞級の微分可能多様体とし，そのC∞微

分同相群をDiff Mと書く. Mが向き付け可能で向き付けられている場合には，向きを
∗ e-mail: morita@ms.u-tokyo.ac.jp
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保つ微分同相群をDiff+Mと書く．Mが実解析的な多様体の場合は，その実解析的微
分同相群をDiffωMと書く. これらの微分同相群にはC∞位相を入れるが，離散位相を
入れた場合にはDiffδM, Diffω,δMなどと書く. 　　
　今回の話の詳しい内容については，筆者が中央大学でさせていただいた講義の記

録 [27]を参照されたい．また，微分同相群に関するサーヴェイについては，Sakasai[32]

およびHatcher [14]も見てほしい．筆者の能力・興味および時間・スペースの関係から，
取り上げた事項には偏りがあるものと思う．また，引用文献も必要最小限にした．こ
れらの点についてはご容赦いただければ幸いである．

2. Gauss 写像からThom 同境理論への道
　Gauss 曲面論におけるGauss 写像を思い出すことから始めよう．R

3の中に向き付け
られた曲面Σ ⊂ R

3が与えられたとする．このとき，Gauss 写像とはΣから単位球面
S2への写像

γ⊥ : Σ → S2

でつぎのように定義された．各点p ∈ Σにおいて接平面Tp(Σ)に正の向きに立てた長さ
1の法線ベクトルをnpとし，その始点を原点に平行移動して得られるベクトルをn′

pと
する．このとき

γ⊥(p) = n′
pの終点 ∈ S2

とおくのである．これと等価の写像

γ : Σ → S2 ∼= {R3の向き付けられた2次元部分空間}
γ(p) = pにおける接平面Tp(Σ)を原点に平行移動したもの

を現代流に言えば，S2はGrassmann 多様体の一例であり，γはΣの接バンドルの分類
写像ということになる．実際この考えは，すぐにつぎのように一般化できる．Mをn

次元の向き付けられたC∞多様体とし，T (M)をその接バンドルとする，Whitney 埋
め込み定理により，十分大きなkに対してMはR

n+kの部分多様体として実現できる．
一方

G̃n(Rn+k) = {Rn+kの向き付けられたn次元部分空間}
とおけば，これはGrassmann 多様体と呼ばれる閉多様体であり，その上にはn次元の
tautological bundle と呼ばれる向き付けられたn次元ベクトルバンドル ξn

k が定義され
ている．このとき

γ : M → G̃n(Rn+k)

γ⊥ : M → G̃k(R
n+k)

を，各点p ∈ Mに対し

γ(p) =接空間Tp(M)を原点に平行移動したもの
γ⊥(p) = γ(p)の直交補空間

と定義すれば

γ∗(ξn
k ) ∼= T (M), (γ⊥)∗(ξk

n) ∼= ν(M, Rn+k) (法バンドル)
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となる．すなわちγ, γ⊥はそれぞれMの接バンドルおよび（R
n+kの中での）法バンド

ルの分類写像と呼ばれるものになる．一方，ξn
k は G̃n(Rn+k)上の n次元ベクトルバン

ドルであるが，(n + k)次元の自明なベクトルバンドルの部分バンドルとして定義さ
れる．その直交補バンドルを (ξn

k )⊥と書けば，γ∗((ξn
k )⊥) ∼= ν(M, Rn+k)となるので，γ

は法バンドルの分類写像の役割も果たしている．このように，tautological バンドル
の直交補バンドルを用いることにより，法バンドルの分類写像としてγ⊥の替わりにγ

を使うことができるという事実は，当然のことではあるが，後に紹介する重要な仕事
Madsen-Tillmann[23], Madsen-Weiss[24]において基本的な役割を果たす．

2.1. ベクトルバンドルの特性類
　向き付けられたn次元C∞多様体Mの接バンドルT (M)は，M上の向き付けられた
n次元実ベクトルバンドルである，すなわち

GL+(n, R) = {A ∈ GL(n, R); det A > 0}

を構造群とするファイバーバンドルである．このようなバンドルの特性類は1940年代
までには完全に知られていた．GL(n, C)やGL(n, R)についても同様であるが，ここで
はGL+(n, R)の場合だけを思い出しておこう．
群の系列

GL+(1, R) → GL+(2, R) → · · · → GL+(n, R) → · · ·
は，分類空間の系列

BGL+(1, R) → BGL+(2, R) → · · · → BGL+(n, R) → · · ·

を誘導し，そのQ係数およびZ/2係数コホモロジーは（Euler 類eを除き）強い意味で
安定する：

lim
n→∞

H∗(BGL+(n, R); Q) =H∗(BGL+(∞, R); Q) ∼= Q[p1, p2, . . .]

H∗(BGL+(2n, R); Q) ∼= Q[p1, . . . , pn−1, e] (Pontrjagin 類，Euler 類)

H∗(BGL+(2n + 1, R); Q) ∼= Q[p1, . . . , pn] (Pontrjagin 類)

lim
n→∞

H∗(BGL+(n, R); Z/2) =H∗(BGL+(∞, R); Z/2) ∼= Z/2[w2, w3, . . .]

H∗(BGL+(n, R); Z/2) ∼= Z/2[w2, . . . , wn] (Stiefel-Whitney 類)

包含写像 SO(n) ⊂ GL+(n)がホモトピー同値写像であることと，良く知られたファイ
バーバンドル

SO(n) → SO(n + 1) → Sn

から，ファイブレーション

Sn → BGL+(n, R) → BGL+(n + 1, R)

が存在することが分かる．
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さらに，上記の分類空間はすべて，閉多様体であるGrassmann 多様体のある系列の
和として具体的に構成することができる．すなわち

BGL+(n, R) =
∞⋃

k=0

(
G̃n(Rn+k) = {R

n+kの向き付けられたn次元線形部分空間}
)

そして，各 G̃n(Rn+k)上にはn次元の tautological バンドル ξn
kが定義されるが，包含写

像 G̃n(Rn+k) ⊂ G̃n(Rn+k+1)において，ξn
k+1の G̃n(Rn+k)への制限は ξn

k となる．実際，
これらはBGL+(n, R)上のn次元の tautological バンドル ξn

∞ の制限である．
そして，上記の特性類へのアプローチとしては，Grassmann 多様体の Schubert 胞

体による胞体分割を用いる直接計算，上記のファイブレーションを用いた nに関する
帰納法，微分幾何の概念である接続と曲率を用いるもの（Chern-Weil 理論），障害の
理論（切断の存在への障害類）を用いるもの，等たくさんのものがある．これにより，
ベクトルバンドルの1次特性類の理論は完成された理論となっている．

2.2. Pontrjagin-Thom 構成
　「はじめに」の節ですでに述べたように，Pontrjagin-Thom構成を一言でいえば，多
様体に関する問題とホモトピーの問題を関連させる構成法のことである．場合によっ
て，ホモトピーの問題を多様体の問題に関連させて調べることもあり，逆に多様体に関
する幾何的な問題をホモトピーの問題に帰着させてそれを解く場合もある．Pontrjagin

の1930年代に始まる仕事（前者に属する）と，1950年代のThom の有名な同境理論の
仕事（後者に属する）から，Pontrjagin-Thom 構成と呼ばれるようになった．
　基礎となる操作は，R

kの1点コンパクト化とk次元球面Skとの同一視：

R
k ∪ {∞} = Sk

である．実際には，これとホモトピー的に等価となるつぎのような具体的操作を考え
る．たとえばR

kの中の単位円板をDkとし，その境界 ∂Dk = Sk−1 および外側の部分
を1点につぶした空間を，Skと同一視するのである．すなわち

R
k/(Rk \ Int Dk) = Dk/∂Dk = Sk

という同一視である．簡単にいえば，Pontrjagin は上記の構成を多様体にパラメータ
付けられた自明な族に対して行い，Thom はねじれた族に対して行ったのである．

2.2.1. Pontrjagin の仕事
　多様体M に対し，その接バンドル T (M)と k次元自明バンドル εk = M × R

kとの
Whitney 和T (M)⊕ εk (k十分大)をMの安定接バンドルという．安定接バンドルの自
明化が与えられた多様体を安定枠付き多様体（stably framed manifold）という．コン
パクトな安定枠付き多様体の境界は，自然に安定枠付き多様体の構造をもつ．これに
より，安定枠付き閉多様体の間に，安定枠付き同境という同値関係を入れることがで
きる．n次元安定枠付き閉多様体全体の，この同値関係による商集合をΩfr

n と書けば，
これは多様体の離散和によりアーベル群となる．Whitney 埋め込み定理により，この
群は十分大きな次元の球面Sn+k（本質的に同じことであるがR

n+k）の中の部分多様体
の幾何学としてつぎのようにして “実現”することができる．その際，安定接バンドル
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の役割は安定法バンドルが果たすことになる（両者の和には自然な自明化があること
に注意）．
　実際の展開は逆で，Pontrjaginは今から述べることを先に考え，球面のホモトピー

群の問題を上記の枠付き多様体の同境による分類問題に帰着させたのである．この展
開をHopkins[16]に従って簡単に記す．ホモトピー群

πn+k Sk = [Sn+k, Sk]

を調べるために，微分可能な写像f : Sn+k → Skを考える．このときfの正則値p ∈ Sk

を任意に取れば，f−1(p) ⊂ Sn+kは余次元kの閉部分多様体であり，その法バンドルに
は，p ∈ Skの法バンドルすなわちTp(S

k)の自明化を指定することにより，自明化が与え
られる．こうしてf−1(p)はnormally framed manifoldとなるが，正則値を替えてもその
枠付き同境類はかわらないことが分かる．逆にSn+kの中にnormally framed manifold

Mが与えられたとすると，法バンドルの自明化を使ってその管状近傍はM × Dkと同
一視できることになる．そこで写像pM : Sn+k → Skを，管状近傍の上では第2成分へ
の射影M ×Dk → DkとDk → Dk/∂Dk = Skの合成写像とし，管状近傍の補集合の点
はすべて∂Dkの行き先∞ ∈ Skに移すことで定義することができる．これがPontrjagin

構成である．互いに枠付き同境な枠付き閉多様体のPontrjagin 構成はホモトピックで
あることが分かる．
　こうして結局，同型

Ωfr
n
∼= lim

k→∞
πn+k Sk

が得られる．n = 0のとき πkS
k ∼= Zはすでに Brouwer, Hopf により知られていた．

Pontrjagin はn = 1, 2のときを考えた．n = 1のときは埋め込みS1 ⊂ Sk+1の法バンド
ルの自明化が π1 GL+(k, R) ∼= Z/2 (k > 2)であることを使ってΩfr

1
∼= Z/2 であること

を示した．つぎにn = 2の場合に進み，2次元多様体の分類から埋め込まれた種数 gの
閉曲面Σg ⊂ Sk+2の法バンドルの自明化を調べればよいことになる．g = 0の場合は，
π2 GL+(k, R) = 0から法バンドルの自明化はS2をバウンドするD3に拡張し，この元
は 0を表すことが分かる．g > 1の場合はΣg上の閉曲線上に法バンドルの自明化を制
限し，そこにn = 1の場合を適用することにより，写像

q : H1(Σg; Z/2) → Z/2

が定義される．初めPontrjaginはこの写像が線形であると判断した．そして，その核を
用いることにより，（今にいう）framed surgery をつぎつぎと適用することによりg = 0

まで到達できることから，Ωfr
2 = 0と結論した．後にこれは誤りで，上記のqはquadratic

すなわち
q(u + v) = q(u) + q(v) + u · v (u, v ∈ H1(Σg; Z/2))

であることに気付き，Ωfr
2
∼= Z/2と修正した．Kervaire はさらにこの考えを進めて，彼

の名を冠して呼ばれるようになる準同型写像

Kervaire 不変量 : Ωfr
4n+2 → Z/2

を定義した．そして，この写像がどの次元 4n + 2に対して全射となるか？が上記の難
問となったのである．1969年のBrowderの仕事により，問題はブーメランのように再
びホモトピー論の側に投げ返された．そして，40年後に極めて深く複雑な理論を用い
ることにより，上述のように解決されたのである．
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2.2.2. Thom の仕事
　Thom は現在でもトポロジーの最も重要な概念といえるコボルディズム（同境）理
論の創始者である．念のため，同境の定義を思い出しておく．二つの向き付けられたn

次元閉多様体M, Nは，あるコンパクトで向き付けられた多様体Wが存在して

∂W = M
∐

−N (−NはNの向きを逆にしたもの)

となるとき，互いに向き付け同境であるという．これは，n次元閉多様体の全体に同値
関係を誘導する．この同値関係による商集合Ωnには多様体の離散和の誘導する演算に
よりアーベル群の構造が入る．Thom はPontrjagin の考えを大きく一般化したThom

複体とThom 構成の考えにより，つぎのようにしてΩnの決定問題をホモトピーの問題
に帰着させた．

Whitney 埋め込み定理により，Ωnの決定問題は十分大きな kについてR
n+k の中の

向き付けられた n次元閉部分多様体のある分類問題となる．M ⊂ R
n+kをそのような

部分多様体とする．Mの法バンドルν(M, Rn+k) はk次元の向き付けられたベクトルバ
ンドルである．その分類写像を前述のようにγ⊥ : M → G̃k(R

n+k) とすれば，それはバ
ンドル写像 γ̃⊥ : ν(M, Rn+k) → ξk

nによってカバーされる．ただし，ξk
nは G̃k(R

n+k)上
の tautological なベクトルバンドルである．ここでもし ν(M, Rn+k)が自明ならば，自
明化を与えることによりバンドルを束ねてPontrjagin 構成を行えばπn+kS

kの元が得ら
れる．しかし，一般に ν(M, Rn+k) はもちろん自明とは限らない．そこでM方向に束
ねることはあきらめて，無限遠だけをつぶすことを考える．そこで登場するのがThom

複体である．一般の設定で，ξを位相空間X上のベクトルバンドルとし，（適当な計量を
入れて）随伴する円板バンドルおよび球面バンドルをそれぞれD(ξ), S(ξ)とする．こ
のとき ξのThom 複体T (ξ)を

T (ξ) = ξの全空間/(Int D(ξ)の補集合) = D(ξ)/S(ξ)

と定義する．
　前の設定に戻って，M の管状近傍N(M)と ν(M, Rn+k)の円板バンドルを同一視

し，バンドル写像 γ̃⊥ : ν(M, Rn+k) → ξk
n が誘導する Thom 複体の間の連続写像を

T (γ̃⊥) : T (ν(M, Rn+k)) → T (ξk
n)とすれば，写像

Sn+k =R
n+kの1点コンパクト化→

R
n+k/(Int N(M)の補集合) = T (ν(M, Rn+k)) → T (ξk

n)

が得られる．ξk
nはBGL(k, R)上の tautological バンドル ξk

∞の G̃k(R
n+k)への制限であ

るから，結局写像

tk : Sn+k → T (ξk
n) ⊂ T (ξk

∞) = MSO(k) (Thomの記号)

が得られる．つぎにk 
→ k+1として得られる写像 tk+1 : Sn+k+1 → T (ξk+1
∞ ) = MSO(k+

1)は，包含写像BGL(k, R) ⊂ BGL(k+1, R)によるξk+1
∞ のBGL(k, R)への制限がξk

∞⊕ε1

となることから

Sn+k+1 = ΣSn+k Σtk→ ΣMSO(k) → MSO(k + 1) (Σは懸垂を表す)

に一致することが分かる．MSO = {MSO(k)}kをThom スペクトラムという．
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定理 2.1 (Thom [33]) 自然な同型

Ωn
∼= lim

k→∞
πn+kMSO(k) = πnMSO

が存在する．さらに，つぎが成立する．

Ω∗ ⊗ Q =
∞∑

n=0

Ωn ⊗ Q ∼= Q[CP 2, CP 4, . . .]

この定理の証明には，Thom 複体とThom 構成の考えに加えて，Thom 横断性定理
およびThom 同型という重要な考えが使われる．そしてそれまでにすでに知られてい
たBGL+(k, R) のコホモロジーと十分に発達していたホモトピー論を使って，帰着さ
れたホモトピーの問題を解いたのである．
　この定理をきっかけとして，Hirzebruch の符号数定理，Milnor の異種球面の発見，

Kervaire-Milnor のホモトピー球面の理論（それはDiff+Snに関係する）を経て微分ト
ポロジーの黄金時代を迎えた．

3. 多様体バンドルの特性類

3.1. 曲面バンドルの特性類∼MMM類∼
　曲面バンドルの特性類の定義を簡単に思い出しておく（[29][26][25]参照）．種数gの
向き付けられた閉曲面Σgをファイバーとする向き付けられた微分可能なファイバーバ
ンドルπ : E → X を，単に曲面バンドルと呼ぶことにする．構造群はDiff+Σgである．
πのファイバーに沿う接バンドルをTπと書けば，これはE上の向き付けられた2次元
ベクトルバンドルである．したがって，そのEuler 類e ∈ H2(E; Z)が定義される．eの
ベキei+1 ∈ H2i+2(E; Z) にGysin 準同型写像π∗ : H2i+2(E; Z) → H2i(B; Z) を施して得
られるコホモロジー類

ei = π∗(ei+1) ∈ H2i(B; Z)

を第 i MMM類と呼ぶ．これらのコホモロジー類は構成からバンドル写像に関して自
然である．したがって，準同型写像

Z[e1, e2, . . .] → H∗(BDiff+Σg; Z)

が得られる．以上は位相幾何的な定義であるが，一方Mumford[29]は代数幾何の枠組
みの中でモジュライ空間Mg の Chow 代数 A∗(Mg)を定義し，その元として特性類
κi ∈ Ai(Mg)を定義した．このとき，自然な全射Ai(Mg) → H2i(BDiff+Σg; Q) が存在
してκi 
→ (−1)i+1eiとなる．

3.2. Harer 安定性と安定コホモロジー
定理 3.1 (Harer [13]) BDiff+Σgのコホモロジー群は種数 gに関して安定する．すな
わち，任意のkに対しk次コホモロジー群Hk(BDiff+Σg; Z) はgが十分大きいとき互い
に同型となる．とくに，有理数係数の安定コホモロジー群

lim
g→∞

H∗(BDiff+Σg; Q)

が存在する．
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上記の安定コホモロジー群は，Madsen とWeiss によって以下に述べる形で完全に決
定された．
　証明はMadsen-Tillmannの論文 [23]で提出された予想を肯定的に証明することによ

りなされた．そこでは，族のPontrjagin-Thom構成が本質的な役割を果たす．詳しくは，
原論文および，広い観点からの別証を与えた [9]，そして二つの解説論文Tillmann[35]，
Wahl [37]とそれらの引用文献を参照されたい．ここでは，族のPontrjagin-Thom 構成
についてそのアイディアを簡単に記す．曲面バンドル

π : E → X

が与えられたとしよう．全空間Eを十分大きな kに対してR
2+kに埋め込む．このと

き各点 x ∈ X に対して，x上のファイバーEx = π−1(x) ∼= ΣgのR
2+kへの埋め込み

が得られる．Exの法バンドル ν(Ex, R
2+k) の分類写像として，接バンドルの分類写像

γ : Ex → G̃2(R
2+k) をとり，tautological バンドル ξ2

kの直交補バンドル (ξ2
k)

⊥の引き戻
しとしてν(Ex, R

2+k)を捉える，そのPontrjagin-Thom 構成を考えれば，写像

S2+k → T ((ξ2
k)

⊥)

が得られる．この構成は底空間X上の各点で行うことができる．それらを全部集めれ
ば，写像

απ : X → Ω2+k
0 T ((ξ2

k)
⊥)

が得られる．この構成で，k 
→ k + 1として得られる写像X → Ω2+k+1
0 T ((ξ2

k+1)
⊥)は，

包含写像 G̃2(R
2+k) ⊂ G̃2(R

2+k+1) による (ξ2
k+1)

⊥の G̃2(R
2+k)への制限が (ξ2

k)
⊥ ⊕ ε1と

なることから

X → Ω2+kT ((ξ2
k)

⊥) → Ω2+k
0 (ΩT ((ξ2

k+1)
⊥)) = Ω2+k+1

0 T ((ξ2
k+1)

⊥)

に一致することが分かる．MTSO(2) = {T ((ξ2
k)

⊥)}kをMadsen-Tillmann スペクトラム
という．最後に，上記の構成を分類空間上の普遍Σgバンドルに対して施すことにより，
つぎの写像を得る．

αΣg : BDiff+Σg → Ω∞
0 MTSO(2)

定理 3.2 (Madsen-Weiss [24]) 族のPontrjagin-Thom 構成が誘導する写像

αΣ∞ : BDiff+Σ∞ → Ω∞
0 MTSO(2)

は整数係数のホモロジー群の同型を誘導する．とくに

lim
g→∞

H∗(BDiff+Σg; Q) ∼= H∗(Ω∞
0 MTSO(2); Q) ∼= Q[e1, e2, . . .]

3.3. tautological algebra と非安定コホモロジー
　MMM類 ei達で生成されるH∗(BDiff+Σg; Q)の部分代数をR∗(Diff+Σg; Q)と書くこ
とにする．一方，κi達で生成されるA∗(Mg)の部分代数をR∗(Mg)と書き，これをモ
ジュライ空間Mgの tautological 代数という．自然な全射R∗(Mg) → R∗(Diff+Σg; Q)

が存在する．R∗(Diff+Σg; Q)は多項式代数の商であるから，その次元は次数に関して
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高々多項式の増大度である．ところが，Mgのorbifold としてのEuler-Poincaré 標数の
決定 (Harer-Zagier, Penner)および，通常のEuler-Poincaré 標数との差の評価（Harer-

Zagier）から，H∗(BDiff+Σg; Q)の次元は次数に関して指数関数以上の増大度を持つこ
とが分かっている．したがって，MMM類で表すことのできないコホモロジー類（非
安定コホモロジー類という）が大量に存在する．しかし，現在までに知られている明
示的に構成された非安定コホモロジー類は，極めて少ない（Looijenga, Tommasi）．

3.4. 曲面から高次元多様体へ
3.4.1. 特性類の定義∼一般化されたMMM類∼
　曲面バンドルのMMM類の定義は，つぎのようにして一般の多様体Mをファイバー
とするファイバーバンドルの特性類の定義に自然に一般化される（[6][7][17]等参照 ）．

Mを向き付けられたn次元C∞閉多様体とする．

π : E → X

を向き付けられたMバンドルとし，Tπをファイバーに沿う接バンドルとする．すな
わち

Tπ = {v ∈ T (E); π∗(v) = 0}
である．このとき，TπはE上の向き付けられたn次元の実ベクトルバンドルである．
したがって，その分類写像

fπ : E → BGL+(n, R)

が定義される．このとき，任意の元 c ∈ Hk(BGL+(n, R); Q)(k ≥ n)に対し f∗
π(c) ∈

Hk(E; Q)は cに対応するTπの特性類である．この特性類にGysin 準同型写像

π∗ : Hk(E; Q) → Hk−n(X; Q)

を施して得られる元
κc := π∗(f ∗

π(c)) ∈ Hk−n(X; Q)

を考える．この構成はMバンドルのバンドル写像に関して明らかに自然である．した
がって

κc ∈ Hk−n(BDiff+M ; Q)

と考えることができる．すなわちκcはMバンドルの特性類である．これを cに対応す
る一般化されたMMM類という．
これらを全部集めれば，線形写像

R : H∗≥n(BGL+(n, R); Q) → H∗−n(BDiff+M ; Q)

得られる．ここで ∗ = nの場合は，Mの特性数（Pontrjagin数とEuler 数）の全体が
得られていることに注意したい．そこで

R∗(Diff+M ; Q) = ImRが生成するH∗(BDiff+M ; Q)の部分代数

とおく．M = Σgの場合は，すでに定義したR∗(Diff+Σg; Q) と一致することがすぐに
分かる．
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注意 3.3 M = S1の場合，任意の向き付けられたS1バンドルのファイバーに沿う接バ
ンドルは自明であるから，R∗(Diff+S1)は自明となる．一方，良く知られているように
S1  Diff+S1であるから

BDiff+S1  BS1 = CP∞

となる，したがってH∗(BDiff+S1; Z) ∼= Z[e]となる．

3.4.2. Harer 安定性の一般化と族のPontrjagin-Thom 構成
Mを向き付けられたn次元の閉多様体とする．このとき，曲面バンドルの場合を一般
化することにより，写像

αM : BDiff+M → Ω∞
0 MTSO(n)

が定義される．ここでMTSO(n)はn次元の場合のMadsen-Tillmann スペクトラムで
ある．

Wg = g(Sn × Sn)としDiff(Wg, D
2n), Diff W∞ = limg→∞ Diff(Wg, D

2n)を考える．

定理 3.4 (Berglund-Madsen [2]) 任意のn > 2に対して，BDiff(Wg, D
2n)の有理数

係数コホモロジー群は gに関して安定する．

定理 3.5 (Galatius-Randall-Williams[10]) 任意のn > 2に対して，族のPontrjagin-

Thom 構成が誘導する写像

αW∞ : BDiff W∞ → Ω∞
0 MTSO(2n)

は整数係数のホモロジー群の同型を誘導する．

　上記の二つの定理については，さらなる一般化・精密化が得られつつある．

4. 関連するいくつかの流れ

4.1. 曲面の特殊性
　上記のように，曲面バンドルの特性類の理論は，一般の次元の多様体をファイバー
とするファイバーバンドルの特性類の理論に一般化される部分も多い．しかし，曲面
の場合にのみ成り立つ事項もまた多く，この場合は極めて特殊な場合とも言えるので
ある．いくつか代表的な事項を挙げるとつぎのようになる．

(i) Diff0Σgは可縮 (g ≥ 2) ⇒ BDiff+Σg = K(Mg, 1) (Earle-Eells [5])

(ii) Mg
∼= Out+π1Σg (Dehn-Nielsen)

(iii) Mg(g ≥ 2)はTeichmüller 空間 Tg
∼= R

6g−6にproperly discontinuous に作用する

ここでDiff0ΣgはDiff+Σgの単位元の連結成分を表しMg = Diff+Σg/Diff0Σg はΣgの
写像類群と呼ばれる群である．また商空間Mg = Tg/Mg はすでに記したが，種数gの
リーマン面のモジュライ空間と呼ばれる重要な空間である．これらの結果により，つ
ぎのような有理コホモロジーの自然な同型が存在する．

H∗(BDiff+Σg; Q) ∼= H∗(Mg; Q) ∼= H∗(Mg; Q) (g ≥ 2)
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4.1.1. Johnson に始まる流れ
　曲面の写像類群Mgはホモロジー群H := H1(Σg, Z)に作用する．この作用は交叉数
の誘導するH上の歪対称双一次形式 μ : H ⊗ H → Zを保ち，良く知られた行列表現
ρ0 : Mg → Aut (H, μ) ∼= Sp(2g, Z)が得られる．この表現は全射であることが古典的に
知られており，したがって完全系列

1 → Ig → Mg
ρ0→ Sp(2g, Z) → 1

が得られる．こうして定義される群 IgをTorelli 群という．Johnson は 1970年代後半
にTorelli 群の研究を始め，1980年代半ばまでの比較的短い期間にいくつかの基本的な
定理を得た．Torelli 群のアーベル化の決定および g ≥ 3のときの有限生成性等である
（[18]参照）．これと並んで彼が提出した重要な概念がJohnson filtration である．これ
は，Dehn-Nielsenの定理を念頭に，Mgのπ1Σgの降中心列（Malcev完備化）への作用
の誘導するfiltration である．Johnson の仕事は多くの研究者によって引き継がれて発
展し，現在もその流れが続いている．技術的な理由で境界を一つ持つ種数gのコンパク
ト曲面Σ1

gの写像類群Mg,1の場合を書けば，Johnson filtration {Mg,1(k); k = 0, 1, . . .}
に随伴する次数付き加群から，シンプレクティック微分リー代数と呼ばれるリー代数
hg,1への準同型写像

τ :
∞⊕

k=1

Mg,1(k)/Mg,1(k + 1) → hg,1

が定義されており，この研究が中心テーマの一つである．ここで hg,1は，曲面のホモ
ロジーHQ = H1(Σg; Q)の生成する自由リー代数のシンプレクティック微分全体のなす
リー代数として定義され，また τ は現在 Johnson 準同型と呼ばれている．g → ∞と
した極限 h∞は，後述するKontsevich の理論にも現れ，写像類群のみならず，自由群
の自己同型群の研究との深い関連が生じてきた．また写像類群を大きく拡張するホモ
ロジーシリンダーの理論（Habiro, Goussarov, Garoufalidis, Levine, Sakasai,...）でも，
重要な役割を果たすことが分かっている．さらに，ここでは詳しいことは述べられな
いが，数論とも深い関連があることも示されており，このリー代数の重要性はますま
す増大している．
　この項の最後にTorelli 群と微分同相群のコホモロジーとの直接の関連に関する二

つの仕事：Torelli群のコホモロジーの無限生成性を示したAkita[1]と，R∗(Diff+Σg; Q)

とJohnson 準同型との関係を明らかにしたKawazumi-M.[19]を挙げておきたい．

4.1.2. 複素解析，代数幾何，数論との関わり
　すでに述べた曲面の特殊性により，曲面バンドルの理論は数学の多くの分野と深い
関わりを持っている．とくにTeichmüller 理論，代数曲線のモジュライ空間の理論，そ
して arithmetic 写像類群の理論等を通じて，微分幾何，複素解析，代数幾何，数論と
の関わりが深い．また，Witten の仕事，Witten-Kontsevich の定理以降，数理物理と
の関連も生まれた．しかし，これらについて詳しく述べることは筆者の能力を遥かに
超えている．
　ここでは，一つだけ代数幾何との関連を挙げたい．すでに定義を述べたモジュラ

イ空間の tautological 代数R∗(Mg)の研究は，Faber 予想と呼ばれる予想の提出（1993

年）以降，活発な状況が続いている（Faber[8]参照）．この研究は一般の閉多様体Mに
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関するR∗(Diff+M ; Q)の研究の基本的なモデルとなることから，トポロジーにおいて
も重要と思われる．

4.2. 葉層構造の特性類
　本稿の主テーマに密接に関連する 2番目の流れは，平坦バンドルの特性類および葉
層構造の特性類の理論である．1970年代初頭のGodbillon-Vey 類と呼ばれる特性類の
発見と，その直後のThurston の有名な仕事（この特性類の連続変化）を契機として，
葉層構造の特性類の理論が比較的短い期間に飛躍的な発展をした（Bott[3]等参照）．こ
の展開と前後して現れたGelfand-Fuks理論 [11]およびChern-Simons 理論は，葉層構
造の特性類の理論と密接な関係がある．もう一つこの理論で中心的な役割を果たして
来たのは，Haefliger の仕事 [12]である．

4.2.1. Haefliger 分類空間
　Haefligerは葉層構造の研究に代数的トポロジーの手法を持ち込んだ．R

nの向きを保
つ局所微分同相写像の芽（germ）全体のつくる位相亜群（topological groupoid）（Γ+

n

と記される）を考え，その分類空間BΓ+
n を構成した．この空間はHaefliger 分類空間と

呼ばれる．そして，多様体M上の余次元nの横断的に向き付けられた葉層構造を，Γ+
n

に値を取る 1コサイクルとして捉えた．とくに，その分類写像M → BΓ+
n が定義され

る．微分する操作は，準同型Γ+
n → BGL+(n, R)を誘導し，つぎのファイブレーション

が得られる．
BΓ

+

n → BΓ+
n → BGL+(n, R)

4.2.2. BDiffδMのコホモロジーに関するThurston の仕事
　ここでは，Diff Mに離散位相を入れた群DiffδMの分類空間BDiffδM（それはMを
ファイバーとするファイバーバンドルで，ファイバーに横断的な葉層構造の入ったも
のを分類する）のコホモロジーに直接関係する二つの定理を挙げたい．これらの定理
の定式化と証明には，広い意味でのPontrjagin-Thom 構成の考えが使われている．
　一つことばを準備する．Gを位相群としGδは同じ群に離散位相を与えたものとす

る．BGを連続写像BGδ → BGのホモトピーファイバーとする．このときファイブレー
ション

BG → BGδ → BG

が存在する．さて，DiffKR
nをR

nの微分同相写像でコンパクトな台を持つもの全体と
する．このとき，BDiffKR

n上の普遍バンドルの分類写像

BDiffKR
n × R

n → BΓ
+

n

は，∞ ∈ R
nの近傍をつぶすことによりつぎの写像

Σn(BDiffKR
n) → BΓ

+

n (1)

を誘導する．

定理 4.1 (Mather(n = 1),Thurston[34]) 上記の写像 (1)の随伴写像

BDiffKR
n → Ωn(BΓ

+

n )

は整数係数のホモロジー群の同型を誘導する．
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　つぎに，Mを向き付けられたn次元閉多様体とするとき，BDiff+M × M 上の普遍
バンドルの分類写像

BDiff+M × M → BΓ+
n

を考える．この写像は，各点 p ∈ BDiff+M に対して，M の接バンドルの分類写像
M → BGL+(n, R)のBΓ+

n へのリフトを与える．そこでXMをそのようなリフトの全体
の成す空間とする．

定理 4.2 (Thurston[34]) 自然な写像

BDiff+M → XM

は整数係数のホモロジー群の同型を誘導する．

　このようにThurston の仕事は，葉層構造の問題をBΓ+
n を使ってホモトピーの問題

に帰着させた．しかし，ここでThom の仕事の場合と決定的に異なるのは，BΓ+
n のホ

モトピー型が（多くのことが分かったとはいえ）未知のままであるということである．

4.3. Kontsevich の形式的シンプレクティック幾何
　3番目の流れとして取り上げるKontsevich のグラフホモロジーの理論は，1990年代
の初めに提出されたもので associative, commutative, lie の 3種類（それらの variants

を含めれば 6種類以上）がある．論文 [20]の冒頭の記述によれば，そもそもの出発点
は，ある良い性質をもつ d.g.a.を用いた “写像類群のコホモロジー類の奇妙な構成法”

に気づいたこと（associative 版）で，続いて commutative, lie 版を創った，とある．
ごく大雑把にいえば，三つの無限次元リー代数a∞, c∞, h∞ のコホモロジーが，それ

ぞれ，写像類群（あるいはリーマン面のモジュライ空間），グラフホモロジー，自由群
の外部自己同型群（あるいはCuller-Vogtmann [4]のグラフのモジュライ空間）の有理
コホモロジーと等価となる，という驚くべき理論である．三つのリー代数の定義は原論
文を見ていただくことにしてここでは省略する．ただし最後のリー代数は，Kontsevich

の理論以前にJohnson 準同型のターゲットとしてすでに現れていたものである．
ここでは三つの場合の各々について，H∗(BDiff M)に直接関係する部分についてだ

け簡単に記述することにする．

4.3.1. associative case

定理 4.3 (Kontsevich [20, 21]) つぎの同型が存在する．

PHk(a∞)2n
∼=

⊕
2g−2+m=n

m>0

H2n−k(Mm
g ; Q)Sm .

　ここでMm
g は種数gのm個の点付き代数曲線のモジュライ空間を表す．Σg上のm個

の点を固定する微分同相群をDiff+Σm
g と書けば，同型

H∗(Mm
g ; Q) ∼= H∗(BDiff+Σm

g ; Q)

が存在することが知られている．したがって上記の定理は，a∞ のホモロジー群が代数
曲線のすべてのモジュライ空間のコホモロジーの情報を持っていることを示している．
この事実の直接の応用として，たとえば Sakasai-Suzuki-M.[28]があるが，様々な応用
が期待される．
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4.3.2. commutative case

定理 4.4 (Kontsevich [20, 21]) つぎの同型が存在する．

PHk(c∞)2n
∼= Hk(G

(n+1)
∗ ).

　ここでG
(n)
∗ (n ≥ 2)はKontsevich が定義したグラフ複体であり，その次元は2n − 2

である．この定理と直接関連する仕事としてWatanabe[38]やLMO不変量 [22]がある．
問題集Ohtsuki[31]も参照されたい．

4.3.3. lie case

定理 4.5 (Kontsevich [20, 21]) つぎの同型が存在する．

PHk(h∞)2n
∼= H2n−k(Out Fn+1; Q).

　ここでOut Fn+1は階数 (n + 1)の自由群の外部自己同型群を表す．証明は，Culler-

Vogtmann のOuter 空間 [4]の胞体分割の構造と，h∞のホモロジーを計算するチェイ
ン複体とを巧みに関連付けることにより成される．前述のように，このリー代数は写
像類群の研究においてすでに表れていたものであるが，この定理はそれが写像類群だ
けではなく，自由群の自己同型群とも深く関わることを示したものであり，驚きの結
果であった．筆者は，この定理と写像類群の研究を組み合わせてOut Fnの一連のサイ
クルを定義した．さらに最近のConant-Kassabov-Vogtmann の仕事からは数論との関
係も生まれ，Out Fnのホモロジーの研究は極めて大きな発展を見せている．
　最後に，この定理と微分同相群の直接の関連を示す一つの例を挙げる．Laudenbach

の結果π0Diff+(n (S1 × S2)) ∼= Out Fn (mod 2-torsion)から，準同型写像

PHk(h∞)2n−2
∼= H2n−2−k(Out Fn; Q) → H2n−2−k(BDiff+(n (S1 × S2)); Q)

が得られる．しかし，これが非自明かどうかは現状で全く未知である．

5. 将来への課題
課題 5.1 Euler 類を真に超える特性類は存在するだろうか？具体的問いとしては，微
分可能な閉多様体Mをファイバーとするファイバーバンドルの“異種特性類”（古典的
な理論では説明できない特性類）をできるだけ多く構成せよ．とくにM = Σgの場合
に非安定コホモロジー類の系統的な構成法を与えよ．

課題 5.2 “恒等写像”DiffδM → Diff Mの誘導する自然な準同型写像

H∗(BDiff M) → H∗(BDiffδM) (係数はR, Q, Z, Z/p等)

を研究せよ．とくにその核，余核を調べよ．

参考：Friedlander, Milnor予想：任意のリー群Gに対し，自然な準同型H∗(BG; Z/p) →
H∗(BGδ; Z/p) は同型か？　H∗(BDiffδ

+Σg)に関する最新の研究については [30]参照．
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課題 5.3 Mを実解析的多様体とする．このとき，包含写像Diffω,δM → DiffδMの誘導
する自然な準同型写像

H∗(BDiffδM) → H∗(BDiffω,δM) (係数はR, Z, Z/p等)

は同型か？あるいは，非自明な核をもつか？とくに，M = S1のとき上記の準同型は非
自明な核をもつか？（Thurston’s “lost theorem” (Ghys))

Herman の仕事 (1970’s)以後，本質的進展はTsuboi[36]のみと思われる．

課題 5.4 “巨大空間”（huge space, Bott の命名）のホモロジー，たとえばH∗(BΓn; Z)

あるいはH∗(BDiffδ
+S1; Z)の研究をせよ．

課題 5.5 位相的カテゴリーの（smoothカテゴリーに比較しての）“柔軟性”（Freedman

の定理, Thurston の定理）を念頭にして，4次元のトポロジーにおけるC0とC∞の差
を，ホモロジーシリンダーの族に関するある種の特性類で検出できないか？
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1.

1.1.

, (cf. [22]). , X

, dX . X x ∈ X, R ≥ 0 , x

R- {y ∈ X : dX(x, y) ≤ R} B(x,R) . , A ⊂ X X

,

diamA = sup{dX(x, x′) : x, x′ ∈ A}

. X , diamX . N

, |A| A . ,

. .

1.1. X Y (coarsely equivalent) ,

(1), (2) f : X → Y .

(1) 2 ρ−, ρ+ : [0,∞) → [0,∞) :

(i) x, x′ ∈ X , ρ−(dX(x, x
′)) ≤ dY (f(x), f(x

′)) ≤ ρ+(dX(x, x
′)).

(ii) limt→∞ ρ−(t) = ∞.

(2) Y =
⋃

y∈f(X)B(y,R) R > 0 .

(1), (2) f : X → Y (coarse equivalence) .

, (1) f : X → Y (coarse embedding) ,

X Y , X Y .

1.2. 1.1 (1) ρ+, ρ− 0 , (2) R 0

, X Y . , (1) ρ+, ρ−
, X Y .

1.3. R , R Z
3.

1.4. X , 1 {p} 4.

1.5. X ( , dX) (uniformly discrete) ,

R > 0 , x, y ∈ X dX(x, y) ≥ R

. X , X
5.

, 1.7

. .

3 f : R → Z , x ∈ R x 	x
 . ,
1.1 (1) ρ−, ρ+ : [0,∞) → [0,∞) ρ−(t) = 	t
, ρ+(t) = 	t
+1 , (2) R R = 1

, f .
4 p f : X → {p} . , 1.1 (1) ρ−, ρ+ : [0,∞) →
[0,∞) ρ−(t) = max{t− diamX, 0}, ρ+(t) = 0 , (2) R R = 1 .

5 2 1 X .
Zorn , D , D X
.
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1.6. X Y .

(1) f : X → Y bornologous , ρf : [0,∞) → [0,∞)

: x, x′ ∈ X , dY (f(x), f(x
′)) ≤ ρf (dX(x, x

′)).

(2) 2 f1 : X → Y , f2 : X → Y , sup{dY (f1(x), f2(x)) : x ∈ X}
.

1.7 (cf. [17, Lemma 2.2]). bornologous f : X → Y

, bornologous g : Y → X , g ◦ f
idX, f ◦ g idY . idX X .

1.8. G H , S S ′ G, H , dS
dS′ S, S ′ 6 . , f : G → H

, f : (G, dS) → (H, dS′) bornologous 7. , G H

, 1.7 (G, dS) (H, dS′) .

1.9. , 8 9 .

, , ,

(cf. [22, Example 1.4.7]). , , ,

. , .

1.2.

, . X U , V
, U V (U ≺ V) , U ∈ U U ⊂ V V ∈ V

. , m(U) = sup{|{U ∈ U : x ∈ U}| : x ∈ X} , U
(multiplicity) 10.

1.10. 11X , X (covering dimension)

n (dimX ≤ n) : X U , V ≺ U
m(V) ≤ n + 1 X V . , dimX ≤ n

dimX ≤ n− 1 , X n (dimX = n) , n ∈ N

dimX ≤ n , X (dimX = ∞) .

X U ,

meshU = sup{diamU : U ∈ U}
. U , meshU .

n , ,

n + 1 .

, 12.
6 .
7 1.6 (1) ρf : [0,∞) → [0,∞) , ρf (t) = max{dS′(eH , f(s)) : s ∈ S} · t .
8 X ( , dX) (bounded geometry) ,
R > 0 N(R) ∈ N , x ∈ X |B(x,R)| ≤ N(R) .

9 G d (left-invariant) , g, h, γ ∈ G d(γg, γh) = d(g, h)
.

10m(U) ∈ N , x ∈ X m(U) U .
11 , , . Hausdorff

.
12 Gromov , 1.16 (b) .
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1.11 ([15]). X , X (asymptotic

dimension) n (asdimX ≤ n) : X U
, U ≺ V m(V) ≤ n + 1 X V .

, asdimX ≤ n asdimX ≤ n − 1 , X n (asdimX = n)

, n ∈ N asdimX ≤ n , X

(asdimX = ∞) .

1.12 (cf. [2, Propositions 22 and 23]). X Y

, asdimX ≤ asdimY . , X Y , asdimX = asdimY .

, .

1.13. X , asdimX ≤ 013.

1.14. asdimR = 114. , asdimZ = 1.

1.15 (cf. [2, p.1270]). 1 (tree) .

, 1 1 (edge-length metric) . ,

1 . n Fn Cayley , Fn

Z , 1 .

, , . [2],

[3] .

R , X U R-disjoint ,

U,U ′ ∈ U , inf{dX(x, x′) : x ∈ U, x′ ∈ U ′} ≥ R .

Ostrand (cf. [14, Theorem 3.2.4]) , .

1.16 (cf. [3, Theorem 2.1.2]). X n ∈ N ∪ {0} ,

.

(a) asdimX ≤ n.

(b) R > 0 , (1)–(3) n+1 X U0, . . . , Un

.

(1)
⋃n

i=0 Ui X .

(2) Ui R-disjoint .

(3) Ui .

countable sum theorem15 , .

1.17 ([1, Finite Union Theorem]). X A,B ,

asdim (A ∪ B) ≤ max{asdimA, asdimB}.
1.17 16. ,

, 1.17 .

13V = {X} X .
14
R U , S = meshU . ,
V = {(3(n− 1)S, 3(n+ 1)S) : n ∈ Z} , 2 R U ≺ V , asdimR ≤ 1

. asdimR ≤ 0 R .
15 X {Fi}i∈N , dim(

⋃
i∈N

Fi) ≤ sup{dimFi : i ∈ N}
(cf. [14, Theorem 3.1.8]).

16 n ∈ Z asdim {n} = 0 , asdimZ = 1 .
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1.18. X {Xα}α∈A n ,

R > 0 , S > 0 : α ∈ A

, (1)–(3) n+ 1 Xα Uα
0 , . . . , Uα

n .

(1)
⋃n

i=0 Uα
i Xα .

(2) Uα
i R-disjoint .

(3) i ∈ {0, 1, . . . , n} , meshUα
i ≤ S.

1.19. X {Xi}i∈N coarsely disjoint ,

R > 0 , {Xi}i≥i0 R-disjoint i0 ∈ N

.

1.20 (cf. [1, Theorem 1]). X {Xi}i∈N coarsely disjoint

, n . , asdim (
⋃

i∈NXi) ≤ n.

Cartesian product theorem17 ,

.

1.21 ([8, Proposition 5], [3, Corollary 14], [5, Theorem 2.5]). 2

X, Y , asdim (X × Y ) ≤ asdimX + asdimY 18.

1.22. asdimR
n = n19. , asdimZ

n = n.

theorem on dimension-lowering mappings20 ,

.

1.23 ([5, Theorem 4.11]). bornologous f : X → Y

, asdimX ≤ asdimY + sup{asdim f−1(B) : B ⊂ Y, asdimB = 0}.
, .

1.24 ([10, Theorem 2.3], cf. [5, Theorem 5.4]). K, G, H

0 → K → G → H → 0 , asdimG ≤ asdimH + asdimK.

2.

2.1. ,

Yu A , 21.

2.1 ([35]). X A (property A) ,

ε > 0 R > 0 , (1), (2) S > 0 X × N

{Ax : x ∈ X} .

(1) dX(x, y) ≤ R |Ax�Ay| ≤ ε|Ax ∩ Ay|22.
(2) x ∈ X , Ax ⊂ B(x, S)× N.

17 2 X, Y , dim(X × Y ) ≤ dimX + dimY (cf. [14, Theorem 3.4.9]).
18 , X × Y dX×Y ((x1, y1), (x2, y2)) = dX(x1, x2) + dY (y1, y2) .
19 asdimR

n ≤ n 1.14 1.21 . asdimR
n ≤ n − 1 dim[0, 1]n ≤ n − 1

(cf. [22, Example 2.2.6]).
20 X Y f : X → Y ,
dimX ≤ dimY + sup{dim f−1({y}) : y ∈ Y } (cf. [14, Theorem 3.3.10]).

21 A [31] . [6] .
22 , Ax�Ay = (Ax \Ay) ∪ (Ay \Ax).
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2.2 ([35, Theorem 2.2]). A , Hilbert

.

, , A , 2

. 1 , C (property C)23

Dranishnikov [7] C .

2.3 ([7]). X C (asymptotic property C) ,

R0 < R1 < · · · , (1)–(3) X

U0,U1, . . . ,Uk .

(1)
⋃k

i=0 Ui X .

(2) Ui Ri-disjoint .

(3) Ui .

2.4 ([7, Theorem 7.11]). C ,

A .

2.5. 1.16 , , C .

C , Radul [24] .

2 Guentner, Tessera and Yu [18]
24.

2.6. X 2 E , F R > 0 , F E R-

(E R−→ F) , E ∈ E , E =
⋃
(F1 ∪ F2) R-disjoint

F1,F2 ⊂ F .

2.7 ([18]). X . F0 = {X} , A, B

.

i A (Fi−1 ) Ri > 0 . B (Ri

) Fi−1 Ri- X Fi .

{X} = F0
R1−→ F1

R2−→ F2
R3−→ · · · Ri−→ Fi

Ri+1−−−→ · · · .
B , k Fk , B

. , A .

B , X (finite

decomposition complexity, FDC) .

23 X (Haver ) C [16] , ε0 > ε1 > · · · > 0
, (1)–(3) X U0,U1, . . . ,Uk .

(1)
⋃k

i=0 Ui X .
(2) Ui . , U,U ′ ∈ Ui U ∩ U ′ = ∅ .
(3) i ∈ {0, 1, . . . , k} , meshUi < εi .

0 , , C
. C , ANR [16, Proposition 4].

, C .
24 , [18, Theorem 4.12]: M

, n ∈ N : M N , M ×R
n N ×R

n

.
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2.8 ([19, Theorems 4.1 and 4.3]). , FDC .

FDC , A .

2.9. FDC , ,

, 25 FDC [19]. FDC , ,

Grigorchuk FDC , ([19, Question 5.1.3]).

, , .

FDC
�����������

�������������������� ���������

�������
�����

A

C

�������� ������

2.9 , Z
⊕∞

i=1 Z FDC . ,
⊕∞

i=1 Z

( 1.9 ) , .

d((xi), (yi)) =
∞∑
i=1

i|xi − yi|, (xi), (yi) ∈
∞⊕
i=1

Z.

n ∈ N Z
n

⊕∞
i=1 Z , 1.12 1.22

asdim (
⊕∞

i=1 Z) ∞ .
⊕∞

i=1 Z C , FDC

C . , Dranishnikov and Zarichnyi

[11] , .

2.10 ([11, Question 4.3]).
⊕∞

i=1 Z C .

2.10 , .

2.11 ([33]).
⊕∞

i=1 Z C .

2.11 , C

(cf. 2.5). , 2.10 ,

.

2.12. FDC C ( )
26.

2.13. Z 1 , n Fn 1

( 1.15). , 2
⊕∞

i=1 F2 C

, 27. , C .

, Z wreath Z � Z = (
⊕

n∈Z Z)� Z C .

2.9 ,
⊕∞

i=1 F2 Z � Z FDC . , C

, FDC C

. , Z � Z ⊕
n∈Z Z ,

. , Z � Z C ,

C .

25 , .
26 C ⇒FDC A⇒FDC A⇒ C .
27 2.11 , Z ,

. F2 .
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2.2. Higson

Hausdorff , Higson

(cf. [26, Section 5.1]).

2.14. 28X f : X → R

, f Higson : ε > 0 R > 0 , X B

, dX(x1, x2) < R x1, x2 ∈ X \ B |f(x1)− f(x2)| < ε.

X , X hX 29:

f : X → R ,

f hX ⇐⇒ f Higson .

hX X Higson , ( ) νX = hX \ X X

Higson .

2 X Y , νX νY (cf. [26, Corollary

5.12]). , Higson , 30.

2.15 ([9, Theorem 1.1]). X , dim νX ≤ asdimX.

2.16 ([7, Theorem 6.2]). X , asdimX

dim νX .

Dranishnikov [7] , .

2.17 ([7, Problem 1]). X , asdimX = dim νX

. , asdimX = ∞ dim νX < ∞ X

.

. , X A, C, FDC

, asdimX = dim νX 31.

, dim νX < asdimX X . X

. , X n (∈ N) Y

. , Y hX clhXY , Y Higson [9,

Theorem 1.4]. , 2.16 .

n = asdimY = dim νY = dim(clhXY \ Y ) ≤ dim νX32.

, .

2.18. asdimX = ∞ dim νX = n < ∞ X ,

n 33.

, Dranishnikov 2.17 , .

28 .
.

29hX , [21, Section 1] . Higson C∗

, Gelfand-Naimark [26, Section 5.1].
30Higson , [4, Corollary 6], [13, Corollary 7.2] .
31 [12] .
32 X F , dimF ≤ dimX (cf. [14, Theorem 3.1.3]).
33 X , X (
1.5).
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2.19. (1), (2) X n ∈ N :

(1) asdimX = ∞.

(2) X Y , asdimY < ∞ asdimY ≤ n.

2.20. n ∈ N Z
n

⊕∞
i=1 Z, Z � Z, Thompson

F , 2.19 . n ∈ N Z
n Grigorchuk

[29], Grigorchuk .

2.21. , (girth) .

i ∈ N , i + 2 3 Xi [28]. 34

coarsely disjoint
⋃

i∈N Xi X , X A [32].

, X . X 2 ,
35.

2.22. Walsh [30] , (1), (2) .

(1) dimX = ∞.

(2) X Y , dimY < ∞ dimY ≤ 0.

, (hereditarily infinite-dimensional space)

.
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( )∗

1.

, C∞ . M , N m,n

. f : M → N p ∈ M f

rank dfp < min{m,n}

. 2m ≤ n f : M → N .

, . 2m > n

, ,

.

. ,

. C∞(m,n) = {f : (Rm, 0) → (Rn, 0)} .

1. f, g : (Rm, 0) → (Rn, 0) ( A- RL-
) σ : (Rm, 0) → (Rm, 0), τ : (Rn, 0) → (Rn, 0)

g = τ ◦ f ◦ σ . ∼A .

. .

• ( ) C∞(m,n) S S ∼A

. , .

• ( ) f g ∈ C∞(m,n) f A
. f

.

. S , , , , 1

([33, 34, 45] ). ,

([35, 36, 45] ). , K
f, g f ∼A g ([39]).

. p f : (Rm, p) →
(Rm, f(p)) , f p .

2.

.

(C)26400087 .
∗ e-mail: sajiOamath.kobe-u.ac.jp
1 [11, 14, 18, 19, 41] .
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2.1.

f : (Rm, p) → (Rm, f(p))

(x1, . . . , xm) �→
(
x1, . . . , xm−1,

k−1∑
i=1

xix
i
m + xk+1

m

)
(k ≤ m)

A , p k- ([35])2.

, ([18, 41])

([14, 43]) .

( ) .

. f (u1, . . . , um) ,

λ = det(fu1 , . . . , fum) . p dλ(p) �= 0

. p , p S(f) 1 .

, rank dfp = m − 1 . rank dfp = m − 1 , q ∈ S(f)

ker dfq = 〈ηq〉R (Rm, p) η .

([26]).

2 ([55]). f : (Rm, p) → (Rm, f(p)) , p k- (k ≤ m)

.

• ηλ(p) = · · · = ηk−1λ(p) = 0, ηkλ(p) �= 0,

• rank dp(λ, ηλ, . . . , η
k−1λ) = k.

[7, 10, 47, 48, 53, 60, 61] .

m ≤ 3 . m f : M → N p ∈ M

k- (k ≤ 3) . m ≥ 4 .

.

f : (R4, p) → (R4, f(p))

I+2,2 : (x1, x2, x3, x4) �→ (x2
1 + x2x3, x

2
2 + x1x4, x3, x4),

I−2,2 : (x1, x2, x3, x4) �→ (x2
1 − x2

2 + x1x3 + x2x4, x1x2 + x1x4 − x2x3, x3, x4)

A , p I±2,2 . 4

f : M → N p ∈ M k- (k ≤ 4)

I±2,2 . f : (R4, p) → (R4, f(p)) rank dfp = 2 .

, L L ◦ f = (g1, g2, g3, g4) , d(g1)p = 0, d(g2)p = 0

. , rank dfp = 2 , (R4, p) ξ, η , 〈ξp, ηp〉R = ker dfp

. ([52]).

p I+2,2 (I−2,2 )

• detHess(ξ,η) λ(p) < 0 (detHess(ξ,η) λ(p) > 0),

• d(ξg1), d(ξg2), d(ηg1), d(ηg2) p

21- , . 2- , .

3- ( ) .
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. , Hess(ξ,η) λ ξ, η λ

(
ξξλ ξηλ

ηξλ ηηλ

)

, ξ, η ker df . 4

2 , ,

([7, 8, 44, 52] ).

[49, 53, 64] .

2.2.

M m , (N, g) m+ 1 . f : M → N

, p ∈ M p U L = (f, ν)

L : U → T1N , X ∈ TqM

g(df(X), ν) = 0

q . , L , f

. . f : (Rm, p) → (Rm+1, f(p))

(
x1, . . . , xm−1, (k + 2)xk+1

m +
k−1∑
i=1

(i+ 1)xix
i
m, (k + 1)xk+2

m +
k−1∑
i=1

ixix
i+1
m

)
(k ≤ m)

A , p Ak+1-
3.

, , ([1, 19, 22]

.). . f (u1, . . . , um)

, λ = det(fu1 , . . . , fum , ν) . ,

([26]).

3 ([26, 55]). f : (Rm, p) → (Rm+1, f(p)) , p Ak+1- (k ≤ m)

.

• ηλ(p) = · · · = ηk−1λ(p) = 0, ηkλ(p) �= 0,

• rank dp(λ, ηλ, . . . , η
k−1λ) = k.

[9, 22, 23, 50, 51] .

[17, 21, 25, 32, 37, 38, 40, 56, 58, 59, 63] .

3.

.

, .

3A2- , A3- .
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3.1. A-

r , f ∈ C∞(m,n) r- , jrf(0) = jrg(0)

g f A . r- A-

f, g A- (∼iA ) σ : I → Diffr(m) ⊂ Jr(m,m)

τ : I → Diffr(n) ⊂ Jr(n, n) , σ(0), τ(0) r- ,

jr(g)(0) = jr
(
τ(1) ◦ f ◦ σ(1))(0)

. , I = [0, 1] , Diffr(m) (Rm, 0) →
(Rm, 0) r- , .

, f ∼iA g jrf(0) jrg(0) A-

. , r- Diffr,+(m)

, σ+ : (Rm, 0) → (Rm, 0) τ+ : (Rn, 0) →
(Rn, 0) jrg(0) = jr(τ+ ◦ f ◦ σ+)(0) .

. f ∈ C∞(n, n) n- ,

• n = 4i+ 1, i �= 0 , f ∼iA

F 4i+1
ε :=

(
x1, . . . , x4i, ε

(
t4i+2 + tx1 + · · ·+ t4i−1x4i−1 + t4ix4i

))
, ε = ±1.

, F 4i+1
+1 �∼iA F 4i+1

−1 .

• n = 1 , f ∼iA F 1
ε := εt2. , F 1

+1 �∼iA F 1
−1.

• n = 4i+ 2 , f ∼iA

F 4i+2
ε :=

(
x1, . . . , x4i, x4i+1, ε

(
t4i+3 + tx1 + · · ·+ t4i+1x4i+1

))
, ε = ±1.

, F 4i+2
+1 �∼iA F 4i+2

−1 .

• n = 4i+ 3 , f ∼iA

F 4i+3
ε :=

(
εx1, . . . , x4i+2, t

4i+4 + tx1 + · · ·+ t4i+1x4i+1 + t4i+2x4i+2

)
, ε = ±1.

, F 4i+3
+1 �∼iA F 4i+3

−1 .

• n = 4i , f ∼iA

F 4i
(ε1,ε2)

:=
(
ε1x1, . . . , x4i+2, x4i+3,

ε2
(
t4i+1 + ε1tx1 + t2x2 + · · ·+ t4i+2x4i+2 + t4i+3x4i+3

))
, ε1 = ±1, ε2 = ±1.

, (ε1, ε2) �= (ε̄1, ε̄2), F 4i
(ε1,ε2)

�∼iA F 4i
(ε̄1,ε̄2)

.

1- [2, 3] , A .

[52, 64] .

3.2.

A- ,

. , ,

([6, 12, 16, 42]). ,

. ,

.
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4. [30] f : (R2, 0) → (R3, 0) p . ,

f

(
u,

a20
2
u2 +

a30
6
u3 +

1

2
v2,

b20
2
u2 +

b30
6
u3 +

b12
2
uv2 +

b03
6
v3
)
+ h(u, v)

a20, a30, b20, b30, b12, b03 ∈ R, (b03 �= 0, b20 ≥ 0)

. h(u, v) 4 .

(EM − FL) du2 + (EN −GL) dudv + (FN −GM) dv2 = 0, (1)

Ldu2 + 2M dudv +N dv2 = 0, (2)(
L(GL− EN)− 2M(FL− EM)

)
du2

+2
(
M(GL+ EN)− 2FLN

)
dudv

+
(
2M(GM − FN)−N(GL− EN)

)
dv2 = 0, (3)

( , (u, v) , E = 〈fu, fu〉 , F = 〈fu, fv〉 , G = 〈fv, fv〉 , L =

〈fuu, ν〉 , M = 〈fuv, ν〉 , N = 〈fvv, ν〉 .) , ,

, . , ai du
2 + 2bi dudv + cidv

2 (i = 1, 2)

(R2, 0) → (R2, 0) {v �= 0} 0

.

( 1) a20, a30, b20, b30, b12, b03

, ([31]).

du2 − dv2 ( 1 ).

b20 �= 0 udu2+dv2 ( 1 ). b20 = 0, b30−a20b12 �=
0, Δ �= 0, 4b312 + b203b30 �= 0 , 2 .

b20 �= 0 udu2+dv2 ( 1 ). b20 = 0, b30−a20b12 �= 0, Δ �= 0,

4b312 + b203b30 �= 0 , 2 .

1: 1

5. b20 , b30 − a20b12 . 4b312 +

b203b30 �= 0 ([62]).

[5, 13, 15] .
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2: 2

3.3.

.

6. m M ,

(1) E M m ,

(2) 〈 , 〉 E , D ,

(3) ϕ : TM → E

DXϕ(Y )−DY ϕ(X) = [X, Y ] (X, Y ∈ X(M))

,

(E, 〈 , 〉 , D, ϕ) ([54, 57]).

.

7. (1) M m , (N, g) m , f : M → N

. Ef = TN |f(M) TN f(M) , 〈 , 〉 g Ef

, g - D . ϕf = df : TM → Ef

, (Ef , 〈 , 〉 , D, ϕf ) . f

.

(2) M m , (N, g) m + 1 , f : M → N

. Ef = ν(p)⊥ ⊂ TN |f(M) ν(p) ,

ϕf (X) = df(X)

. D g - f(M) , 〈 , 〉 g

, (Ef , 〈 , 〉 , D, ϕf ) . f

.
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p ∈ M ϕ (ϕ- ) , ϕp : TpM → Ep kerϕp �= {0}
.

, ( ) ϕ M m×m

, λ , ϕ- λ = 0

. , ϕ- . 1

ϕ- p p U , U η

q ∈ U ∩ S(ϕ)

kerϕ(q) = 〈η(q)〉R
. ϕ- , dλ �= 0 .

, Ak+1-ϕ- .

8. (E, 〈 , 〉 , D, ϕ) p Ak+1-ϕ-

• ηλ(p) = · · · = ηk−1λ(p) = 0, ηkλ(p) �= 0,

• rank dp(λ, ηλ, . . . , η
k−1λ) = k

.

, 7 ( ) f ϕf

, p Ak+1-ϕf - p f k-

(Ak+1- ) . m = 2 . , ϕ-

, . p ϕ-

, p ϕ- γ(t) .

κs(t) = − sgn(ηλ)
〈Dγ′n, ϕ(γ′)〉

|ϕ(γ′)|3

. , n μ(ϕ(γ′), n) > 0 E , μ

p ∈ M Ep e1, e2 μp(e1, e2) = 1

.

M+ = {p ∈ M |λ > 0}, M− = {p ∈ M |λ < 0}
. p A3-ϕ- . , ηηλ �= 0 , η S(ϕ)

. η M+ , p + A3-ϕ- ,

, − A3-ϕ- .

.

9 ([54, 57]). S(ϕ) A2, A3-ϕ- . ,

χ(E) =
1

2π

∫
M

K dÂ = χ(M+)− χ(M−) + S+ − S−,

1

2π

∫
M

K dA = χ(M)− 1

π

∫
S(ϕ)

κs dτ.

, S+, S− , A3-ϕ- , K D

, dÂ, dA (u, v) dÂ = λ du∧dv, dA = |λ| du∧dv
.
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10 ([28, 27, 54]). M 2 , N 3 , f : M → N

. ,

. ( , S+, S− , )

1

2π

∫
M

K dÂ = χ(M+)− χ(M−) + S+ − S−,

1

2π

∫
M

K dA = χ(M)− 1

π

∫
S(ϕ)

κs dτ.

11 ([46]). M,N 2 , f : M → N

. , . (C± , )

deg(f)χ(N) = χ(M+)− χ(M−) + C+ − C−.

12 ([29]). M 2 , f : M → R2

. S(f) = C1 ∪ · · · ∪ Cn .

, .
χ(M)

2
= R(C1) + · · ·+R(Cn).

, R(Cj) ∈ Z/2 f(Cj) .

.

.

. , 9 ,

4 [57]. ,

. .

13 ([4, p287]). M , f : M → R3 . f

ν : M → S2 . ,

2χ({K < 0}) = C+ − C−

. , {K < 0} ⊂ M , C+, C−

, ν .

14 ([57]). f : S2 → R3 ( ν

) , ft = f + tν (t ∈ R) f . ft

,

2χ({Kt < 0}) = S+
t − S−

t

. , {Kt < 0} ⊂ M ft , S±
t

, .

R3 ,

[20] ,

. , f : M → LC∗ ⊂ R4
1 ,
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fl : M → LC∗, fh : M → H3(−1), fs : M → S3
1(1) .

, 9 f

.
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