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0. はじめに
3次元ユークリッド空間R3内の結び目が，リボン交差のみを自己交差とする円盤（リ
ボン特異円盤）の境界となるとき，その結び目はリボン結び目であるという．リボン
結び目は4次元球体B4の境界にそれを置くとき，ある性質を満たす埋め込まれた円盤
をB4において張ることができ，4次元空間内の曲面の研究においても重要な役割を果
す．特に，2次元結び目のKSS標準形の赤道面での切り口として現れることが，結び
目がリボン結び目である必要十分条件となっている 1．リボン交差は高次元でも定義さ
れ，4次元ユークリッド空間R4内のリボン曲面結び目のようにリボン結び目を高次元
化した概念が知られており，これまでもよく研究されていた．
一方，3次元空間内の曲面の自己交差にはリボン交差の他にクラスプ交差と呼ばれる

ものがある．クラスプ交差は結び目解消操作と深い関係があり，どのような結び目も
クラスプ交差のみを自己交差とする円盤（クラスプ特異円盤）の境界となることが容
易に分かる．講演者はクラスプ交差の概念の高次元化を行い，リボン交差も含めるこ
とで，R4内のリボン・クラスプ曲面結び目という概念を導入した．リボン・クラスプ
曲面結び目はリボン曲面結び目の拡張である．
本講演では，R3内の結び目が張るリボン特異円盤とクラスプ特異円盤について紹介

し，そのあとR4内のリボン曲面結び目について，仮想結び目を用いた表示法などを紹
介する．後半ではリボン・クラスプ曲面結び目の概念を導入し，半仮想ダイアグラム
を用いた表示法について説明する．議論はPLカテゴリーで行い，埋め込みやはめ込み
は局所平坦であることを仮定する．この研究は大阪市立大学の鎌田聖一氏との共同研
究である．

1. 曲面結び目について
本稿で曲面結び目といえば自己交差を持つ曲面結び目，すなわち，R4内にはめ込まれ
た連結な閉曲面で，その多重点集合が横断的な2重点のみであるものを意味する 2．は
め込む前の閉曲面のトポロジーを具体的に明示する場合はS2-結び目やT 2-結び目のよ
うに記述する．ここで，S2は2次元球面，T 2は2次元トーラスS1 × S1を表す．また，
2次元結び目とは 2重点を持たないS2-結び目のことである．2つの曲面結び目がR4の
全同位で互いに移り合うとき，それらは同値であるという．
図1のモーション・ピクチャーで表される曲面結び目S0，S+，S−，T0，P+またはP−

のことを標準的な曲面結び目という．ここで，S0は埋め込まれた2次元球面，S+およ
びS−は横断的な2重点を1個持つ2次元球面，T0は埋め込まれた2次元トーラス，P+

およびP−は埋め込まれた実射影平面である．自明な曲面結び目とは，標準的な曲面結
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12次元結び目の（KSS標準形とは限らない）赤道面での切り口として現れることが，結び目がスライ
ス結び目である必要十分条件である．

2曲面結び目はR4内に埋め込まれた連結な閉曲面（つまり横断的な 2重点を持たないもの）を意味す
ることもあり，その場合本稿の意味での曲面結び目は自己交差を持つ曲面結び目や特異曲面結び目と
呼ばれる．
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図 1: 標準的な曲面結び目S0，S+，S−，T0，P+，P−のモーション・ピクチャー

び目の連結和に同値な曲面結び目のことである 3．以下，曲面結び目は有向であると仮
定する．
曲面結び目から新しい曲面結び目を構成する方法について説明する．R4内の単純弧

γが曲面結び目 F に接着するコードとは，γ ∩ F = ∂γであり，∂γの各点は F の 2重
点ではないときをいう．曲面結び目 F に接着する 2つのコードは F を（集合として）
固定したR4の全同位で移り合うときに同値であるという．曲面結び目に接着するコー
ドが与えられるとそれに沿った 1-ハンドル手術 (cf. [1, 5]) およびフィンガー移動 (cf.

[2, 12]) が定まる 4．曲面結び目に接着する2つのコードγ，γ′が同値であるとき，γに
沿った 1-ハンドル手術（resp. フィンガー移動）によって得られる曲面結び目と γ′に
沿った1-ハンドル手術（resp. フィンガー移動）によって得られる曲面結び目は同値と
なる．そして，1-ハンドル手術およびフィンガー移動は（ある意味で）曲面結び目の結
び目解消操作であることが知られている [7, 8]．

2. 3次元空間内のリボン交差とクラスプ交差
境界付きコンパクト曲面MのR3へのはめ込みを f : M → R3とする．像 f(M)の 2重
点集合の連結成分を dとし，その逆像 f−1(d)を構成する 2つの成分を d1と d2とする．
dがリボン交差であるとは，d1がMにプロパーに埋め込まれた弧であり，d2がMの内
部に埋め込まれた弧であるときをいう（図2）．dがクラスプ交差であるとは，各diが
Mの内点aiとMの境界点 biを繋ぐM内の弧であり，f(a1) = f(b2)かつf(a2) = f(b1)

3向き付け不可能で自明な曲面結び目の標準的な曲面結び目への分解の仕方は一意的でない (cf. [9]) ．
また，非自明な 2次元結び目Kで，K#P+がP+に同値となるものが存在する [14]．

4コードに沿った 1-ハンドル手術が一意的に定まるのは，今，有向な曲面結び目のみを考えているから
である．
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を満たすときをいう（図 3）．Mが 2次元円盤の場合，f(M)の多重点集合がリボン交
差のみであるときf(M)をリボン特異円盤といい，f(M)の多重点集合がクラスプ交差
のみであるときf(M)をクラスプ特異円盤という．R3内の結び目Kがリボン特異円盤
を張るとき，Kをリボン結び目という．一方，R3内の任意の結び目はクラスプ特異円
盤を張ることが知られている．

図 2: 3次元空間内のリボン交差dの近傍

図 3: 3次元空間内のクラスプ交差dの近傍

リボン結び目に関して以下のことが知られている．
命題 2.1. 結び目Kがリボン結び目であるための必要十分条件は，ある自明な絡み目
Lとそれに接着するバンドの集合で，Lをバンド手術して得られる結び目がKに同値
となるものが存在することである．
R3の部分集合AとRの部分集合 Jに対して，R4の部分集合 {(x, t) ∈ R3 × R | x ∈

A, t ∈ J}をA× Jで表すことにする．R3 × [0,∞)内にプロパーに埋め込まれた円盤D

がリボン円盤であるとは，Dが第4座標に関して極小点を持たないときをいう．次の定
理はよく知られたリボン結び目の特徴付けである．
定理 2.2. 結び目Kがリボン結び目であるための必要十分条件はR3 × [0,∞)内のリボ
ン円盤Dで，∂D = K × {0}を満たすものが存在することである．
結び目がR3 × [0,∞)内にプロパーに埋め込まれた円盤の境界となるとき，スライス

結び目という．リボン結び目はスライス結び目であるが，その逆は「スライス・リボ
ン予想」と呼ばれる未解決問題である．
予想 2.3. ([3]) スライス結び目はリボン結び目である．

3. リボン曲面結び目
この節ではリボン曲面結び目 (cf. [16, 17]) とそれに関する結果をいくつか紹介する．
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3.1. 4次元空間内のリボン交差
第2節で紹介した3次元空間内のリボン交差の概念は4次元空間内のリボン交差として
拡張できる．境界付きコンパクト3次元多様体MのR4へのはめ込みをf : M → R4と
する．像 f(M)の 2重点集合の連結成分を∆とし，その逆像 f−1(∆)を構成する 2つの
成分を∆1と∆2とする．∆がリボン交差であるとは，∆1がM内にプロパーに埋め込
まれた円盤であり，∆2がMの内部に埋め込まれた円盤であるときをいう．図4と図 5

はリボン交差∆の近傍のモーション・ピクチャーである．

図 4: 4次元空間内のリボン交差∆の近傍のモーション・ピクチャー (1)

図 5: 4次元空間内のリボン交差∆の近傍のモーション・ピクチャー (2)

3.2. リボン曲面結び目
曲面結び目F がリボン曲面結び目であるとは，多重点集合がリボン交差のみとなるよ
うなハンドル体V のR4へのはめ込み f : V → R4で，F がV の境界 ∂V の fによる像
f(∂V )に同値となるものが存在するときをいう．リボン曲面結び目は自己交差を持た
ない曲面結び目である．
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R4内に互いに交わらないように埋め込まれたµ(≥ 1)個の3次元球体の境界はµ個の
S0となっている．これを自明な 2次元絡み目といい，Oで表す．このとき，リボン曲
面結び目は次のように表すことができる．
定理 3.1. 曲面結び目Fがリボン曲面結び目であるための必要十分条件は，ある自明な
2次元絡み目Oとそれに接着するコードの集合Γで，Γに沿った1-ハンドル手術によっ
てOから得られる曲面結び目がFに同値となるものが存在することである．
さらに，リボン曲面結び目はKSS標準形 [11]を用いて次のように特徴付けられるこ

とが知られている．
定理 3.2. 曲面結び目Fがリボン曲面結び目であるための必要十分条件は，FはKSS標準
形かつr(F ) = FであるようにFを全同位で変形できることである．ここで，r : R4 → R4

は r(x, y, z, t) = (x, y, z,−t)で定義される写像である．
つまり，リボン曲面結び目は同値な変形によってKSS標準形かつR4内の超平面R3×

{0}に関して対称な位置に置くことができる．
3.3. リボン曲面結び目の仮想結び目を用いた表示
仮想結び目 [10]は，一般ライデマイスター移動による仮想ダイアグラムの同値類であ
る．ここで，仮想ダイアグラムとはR2内に横断的にはめ込まれた有向円周で，各2重
点に実交点または仮想交点の情報が指定されているものである（図6）．仮想結び目は

図 6: 実交点と仮想交点および仮想ダイアグラム

結び目のガウスコード図式による研究 [10]や閉曲面上の結び目図式の安定同値類の研
究 [6]に用いられるが，神戸大学の佐藤進氏によってリボン曲面結び目（リボンT 2-結
び目）の研究にも有効であることが示された [13]．仮想結び目を用いたリボン曲面結び
目の研究方法について説明する．
仮想ダイアグラムDからリボンT 2-結び目のダイアグラム tube(D) ⊂ R3を図 7のよ

うに構成する．ただし，実交点と仮想交点における対応は図 8のように定める． この

図 7: 仮想ダイアグラムDから得られるリボンT 2-結び目のダイアグラム tube(D)

対応において，tube(D)は仮想交点に対応する部分で曖昧さが存在するが，tube(D)に
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図 8: 実交点と仮想交点における対応

よって表されるリボンT 2-結び目の同値類はDから一意的に定まる．従って，仮想ダイ
アグラムDに tube(D)が表すリボンT 2-結び目の同値類を対応させる写像

T0 : {仮想ダイアグラム} → {リボンT 2-結び目の同値類}

が定義される．このとき，次が成り立つ．
定理 3.3. ([13]) 写像T0は全射である．すなわち，任意のリボンT 2-結び目Fに対して，
F と tube(D)が表すリボン T 2-結び目が同値となるような仮想ダイアグラムDが存在
する．
定理 3.3の状況でF をDに付随するリボンT 2-結び目という．写像T0は仮想結び目

の集合からリボンT 2-結び目の同値類の集合への全射を誘導する [13] 5．よって，リボ
ンT 2-結び目は仮想結び目を用いて表すことができる．この表示法の利点の一つはリボ
ンT 2-結び目の結び目群 6を仮想ダイアグラムから直接計算できることにある．
仮想ダイアグラムDから得られる有限表示群 〈x1, x2, . . . , xn | r1, r2 . . . , rm〉をG(D)

で表す．ここで，G(D)の各生成元xjはDの各弧のメリディアンに相当し，各関係式
riは実交点に対して図9のように対応させる．リボンT 2-結び目の結び目群は次のよう

図 9: 実交点におけるG(D)の関係式

に仮想ダイアグラムから直接計算できる．
定理 3.4. ([13], cf. [15]) Fを仮想ダイアグラムDに付随するリボンT 2-結び目とする．
このとき，Fの結び目群π1(R4 \ F )は群G(D)に同型である．
次節では上記で紹介したリボン曲面結び目に関するの結果をリボン・クラスプ曲面

結び目の場合に拡張する．

4. リボン・クラスプ曲面結び目
この節では，曲面結び目の新しいクラスであるリボン・クラスプ曲面結び目を導入し，
リボン・クラスプT 2-結び目の半仮想ダイアグラムを用いた表示について述べる．
5さらに写像T0は溶接結び目の集合からリボンT 2-結び目の同値類の集合への全射を誘導する．ここで
溶接結び目とは，「禁止移動」を法とする仮想結び目のことである．

6曲面結び目F の補空間の基本群 π1(R4 \ F )のことをF の結び目群という．結び目群は曲面結び目の
不変量である．
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4.1. 4次元空間内のクラスプ交差
第2節で紹介した3次元空間内のクラスプ交差の概念を次のように4次元空間内のクラ
スプ交差として拡張する．境界付きコンパクト 3次元多様体M のR4へのはめ込みを
f : M → R4とする．像 f(M)の 2重点集合の連結成分を∆とし，その逆像 f−1(∆)を
構成する 2つの成分を∆1と∆2とする．∆がクラスプ交差であるとは，各∆iはM内
に埋め込まれた円盤で，∂∆iが 2本の弧αiとβiの和となるときをいう．ここで，αiは
M内にプロパーに埋め込まれた弧であり，βiは ∂αiを繋ぐ ∂M内の単純弧である．さ
らに，これらは f(α1) = f(β2)かつ f(α2) = f(β1)を満たす．図 10と図 11と図 12はク
ラスプ交差∆の近傍のモーション・ピクチャーである．

図 10: 4次元空間内のクラスプ交差∆の近傍のモーション・ピクチャー (1)

図 11: 4次元空間内のクラスプ交差∆の近傍のモーション・ピクチャー (2)
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図 12: 4次元空間内のクラスプ交差∆の近傍のモーション・ピクチャー (3)

4.2. リボン・クラスプ曲面結び目
定義 4.1. 曲面結び目Fがリボン・クラスプ曲面結び目であるとは，多重点集合がリボ
ン交差かクラスプ交差のみであるハンドル体V のR4ヘのはめ込み f : V → R4で，V

の境界∂V のfによる像f(∂V )がFに同値となるものが存在するときをいう．
リボン・クラスプ曲面結び目はリボン曲面結び目の概念の拡張となっている．クラ

スプ交差の近傍では正の2重点と負の2重点が1つずつ現れるので，リボン・クラスプ
曲面結び目は 2重点を偶数個持つ．R3内の任意の結び目はクラスプ特異円盤を張るこ
とが知られているが，曲面結び目に関しては次のことがわかる．
定理 4.2. 多重点集合がクラスプ交差のみであるようなハンドル体のはめ込みの境界と
なるリボン・クラスプ曲面結び目は自明である．
リボン・クラスプ曲面結び目はリボン曲面結び目と同じく自明な 2次元絡み目Oを

用いて次のように表すことができる．
定理 4.3. 曲面結び目F がリボン・クラスプ曲面結び目であるための必要十分条件は，
ある自明な 2次元絡み目Oとそれに接着するコードの集合Γで，Γに沿った 1-ハンド
ル手術とフィンガー移動によってOから得られる曲面結び目がFに同値となるものが
存在することである．
4.3. リボン・クラスプ曲面結び目の半仮想ダイアグラム表示
リボン・クラスプT 2-結び目の半仮想ダイアグラムを用いた表示を与える．
半仮想ダイアグラム [4]とは半仮想交点を許容する仮想ダイアグラムのことである

（図13）．[4]では，仮想結び目の有限型不変量の研究において，半仮想交点を実交点と

図 13: 半仮想交点と半仮想ダイアグラム

仮想交点の間の形式的な差によって導入した．そこでは半仮想ダイアグラムは仮想ダ
イアグラムの集合によって生成される自由Z-加群のある特別な元を表している．一方，
半仮想交点は実交点を仮想交点に置き換える変形において，実交点が仮想交点に変わ
る瞬間に現れるとみなすことができる（図 14）．後者の解釈は我々の目的であるリボ
ン・クラスプ曲面結び目の研究に非常に良く適合している．

第６２回トポロジーシンポジウム講演集　２０１５年８月　於　名古屋工業大学

36



図 14: 半仮想ダイアグラムが現れる瞬間

リボン・クラスプ曲面結び目はリボン曲面結び目の拡張であり，半仮想ダイアグラム
は仮想ダイアグラムの拡張である．我々は前節で紹介したリボンT 2-結び目の仮想結び
目による表示の拡張として，半仮想ダイアグラムとリボン・クラスプ曲面結び目（リ
ボン・クラスプT 2-結び目）との関係性を新しく導入する．
半仮想ダイアグラムからリボン・クラスプT 2-結び目のダイアグラムを次のように構

成する．第 3.3項で紹介した tube(D)の構成法を，実交点と仮想交点では以前と同じ
く図 8のように，半仮想交点では図 15のように対応させることで半仮想ダイアグラム
からリボン・クラスプ T 2-結び目のダイアグラムが構成できる．このダイアグラムも
tube(D)と表す．このとき，半仮想ダイアグラムDに tube(D)が表すリボン・クラス

図 15: 半仮想交点における対応

プT 2-結び目の同値類を対応させる写像

T : {半仮想ダイアグラム} → {リボン・クラスプT 2-結び目の同値類}

が定義できる．写像Tに関して次が成り立つ．
定理 4.4. 写像Tは全射である．すなわち，任意のリボン・クラスプT 2-結び目Fに対
して，Fと tube(D)が表すリボン・クラスプT 2-結び目が同値となるような半仮想ダイ
アグラムDが存在する．
この定理は定理3.3の自然な拡張となっている．定理4.4の状況でFをDに付随する

リボン・クラスプT 2-結び目という．
半仮想ダイアグラムDに対して群G(D)を次のように定義する．

定義 4.5. 半仮想ダイアグラムDから得られる有限表示群 〈x1, x2, . . . , xn | r1, r2 . . . , rm〉
をG(D)で表す．ここで，各生成元xjはDの各弧のメリディアンに相当し，各関係式
riは実交点および半仮想交点に対して図16のように対応させる．
このとき，次が成り立つ．

定理 4.6. F を半仮想ダイアグラムDに付随するリボン・クラスプ T 2-結び目とする．
このとき，Fの結び目群π1(R4 \ F )は群G(D)に同型である．
この定理は定理3.4の自然な拡張となっている．この定理を使うとリボン・クラスプ

T 2-結び目の結び目群を半仮想ダイアグラムから直接計算できる．
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図 16: 実交点および半仮想交点におけるG(D)の関係式
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