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ΩM

Pontryagin ΩM

ev0 : LM → M γ �→ γ(0)

H∗(LM) → H∗(M)

Cohen-Godin inboundary

p outboundary q q ≥ 1 g 2

p qg

H∗(LM×p) −→ H∗+mχ(LM
×q)

χ 2

S1 H∗(LM) 2

2

2 ([3]). H∗(LM)

H∗(LM × LM) → H∗−m(LM), H∗(LM) → H∗−m(LM × LM)

Chas-Sullivan

Cohen-Godin

Tamanoi

3 ([12]). 2 1

( ) ◦ ( )

4 ([12]). M m Hm(LM)

m
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Félix-Thomas Gorenstein

3 Gorenstein

Cohen-Godin Félix-Thomas

Gorenstein

K

3.1 Gorenstein

Gorenstein

5. ([5, §6 p.69]) A DG A- (P, d) A-semifree

P A-

P (0) ⊂ · · · ⊂ P (k − 1) ⊂ P (k) ⊂ · · · ⊂
⋃
k≥0

P (k) = P

P (0) P (k)/P (k− 1) A cycle

A- (M,d) semifree (P, d)

A- ε : P → M (M,d) A-semifree

semifree A “ ”

semifree

A A semifree

A- L , A- M N

Ext∗A(M,N) := H∗(HomA(P,N))

ε : P → M M A-semifree [4, Ap-

pendix] Gorenstein

6 ([4]). M m K-Gorenstein

Ext∗C∗(M)(K, C∗(M)) ∼=
{

0 (∗ 	= m)
K (∗ = m).

C∗(M) M K

Gorenstein

Gorenstien

7. (i) K-Gorenstien Gorenstein

6 Ext

K-

K-Gorenstein
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(ii) Lie G BG K-Gorenstein BG Gorenstein

− dim G

(iii) S1 S2 Borel ES1×S1S2

K-Gorenstein Gorenstein 1

7(ii) Gorenstein

7(ii) (iii) Gorenstein

Q Félix-Halperin-Thomas([4])

K Murillo([9])

8 ([4], [9]). F → E → B E, B K

F K E

K-Gorenstein B F K-Gorenstein

dim E = dim B + dim F

7(ii) BG G G → EG → BG Gorenstein

EG 0 Gorenstein

BG − dim G

K Q Félix-Halperin-Thomas

9 ([4]). X π∗(X) ⊗ Q

Q-Gorenstein

n∑
i=1

deg xi −
m∑
j

(deg yj − 1)

{xi}ni=1 πodd(X)⊗Q {yj}mj=1 πeven(X)⊗Q

3.2 Gorenstein

Félix-Thomas Gorenstein ( )

Gorenstein

10 ([6]). M m K-Gorenstein K

K

Ext∗C∗(M×2)(C
∗(M), C∗(M×2)) ∼= H∗−m(M ;K).

C∗(M) M → M×2 C∗(M×2)-

∗ = m

ExtmC∗(M×2)(C
∗(M), C∗(M2)) ∼= H0(M ;K) ∼= K.
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1 ∈ K ExtmC∗(M×2)(C
∗(M), C∗(M2)) Δ! : P → C∗(M×2)

Δ! m C∗(M×2)- ε : P → C∗(M)

C∗(M) C∗(M×2)-semifree

11. M Δ!

H(Δ!) : H∗(M) ∼= H(P ) −→ H∗+m(M ×M)

H∗(M) 10 Gorenstein

( )

Δ! H∗(LM)

Dlp : H∗(LM)
H(Comp) �� H∗(LM ×M LM)

EM1
−1∼=

��
H∗(P ⊗C∗(M×2) C

∗(LM×2))
H(Δ!⊗1) �� H∗(LM×2).

LM ×M LM = {(γ1, γ2) ∈ LM × LM | γ1(0) = γ2(0)},

LM ×M LM

ev0

��

inclusion �� LM × LM

ev0×ev0

��
M

diagonal map �� M ×M.

ev0 : LM → M evaluation map ev0(γ) = γ(0) EM1

Eilenberg-Moore x ⊗ a ∈
P ⊗C∗(M×2) C

∗(LM×2) EM1(x⊗ a) = ev∗0ε(x) · (inclusion)∗(a)
Comp : LM ×M LM → LM

Comp Δ!

H∗(ΩM) Pontryagin H∗(M)

Dlcop : H∗(LM×2)
H(inclusion) �� H∗(LM ×M LM)

EM−1
2

∼=
��

H∗(P ⊗C∗(M×2) C
∗(LM))

H(Δ!⊗1) �� H∗(LM).

EM2 Eilenberg-Moore

LM ×M LM

ev0

��

Comp �� LM

l

��
M

diagonal map �� M ×M,

l γ l(γ) = (γ(0), γ( 12 )) .

Gorenstein

M Cohen-Godin ( )
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4 Gorenstein

Gorenstein

4.1 ( ) Frobenius

Gorenstein

Frobenius

Gorenstein

Frobenius

12 ([11]). m Q-Gorenstein M Dlp

Dlcop

(i) Dlp ◦ (Dlp⊗ 1) = (−1)mDlp ◦ (1⊗Dlp) ,

(ii) (Dlcop⊗ 1) ◦Dlcop = (−1)m(1⊗Dlcop) ◦Dlcop ,

(iii) Dlp ◦Dlcop = (−1)m(Dlcop⊗ 1) ◦ (1⊗Dlp) Frobenius

= (−1)m(1⊗Dlcop) ◦ (Dlp⊗ 1).

DG

semifree [11]

( )

( )

4.2 Lie

Lie G BG

BG

Félix-Thomas ( ) Chataur-Menichi([2])

BG

13 ([6]). BG

4

BG

Kuribayashi-Menichi([8])

14 ([8],[10]). BG Lie G

H∗(BG;Q) ∼= Q[x1, x2, · · · , xn] ,
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H∗(LBG;Q) ∼= Q[x1, · · · , xn]⊗ Λ(sx1, · · · , sxn) (deg sxi = deg xi − 1)

Dlcop
(
(ω1 ⊗ sx(I))⊗ (ω2 ⊗ sx(J))

)
=

{
(−1)εω1ω2 ⊗ sx(I∩J) ({1, · · · , n} = I ∪ J)

0 (otherwise).

I, J ⊂ {1, 2, · · · , n} I = {i1 < i2 < · · · < ik}
sx(I) = sxi1sxi2 · · · sxik

I sx(I) = 1 ω1, ω2 ∈ Q[x1, · · · , xn]

ε = ε1 + ε2 + #(J − I ∩ J) ε1 ε2 Koszul

sx(J) = (−1)ε1sx(J−I∩J)sx(I∩J),

sx1sx2 · · · sxn = (−1)ε2sx(I)sx(J−I∩J).

4.3 Borel ES1 ×S1 S2

Gorenstein

Gorenstein

S1 S2 = {(z, r) ∈ C× R | |z|2 + r2 = 1} t · (z, r) = (tz, r)

S2

Borel ES1 ×S1 S2 ES1 ×S1 S2

Q-Gorenstein

15 ([10]). M Borel LM Q

H∗(LM ;Q) ∼= A1 ⊕A2,

A1 = Q〈1, xi, sxj , yi, syj | i ≥ 1, j ≥ 0〉,
(deg xi = deg yi = 2i, deg sxi = deg syi = 2i+ 1),

A2 = Q〈vn, wm |n ≥ 2, m ≥ 1〉, (deg vn = 2n− 2, deg wm = 2m+ 1).

Q〈a, b, · · · 〉 a, b, · · · Q

Dlcop(z ⊗ z′) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

xi+j+1 ((z, z′) = (xi, sxj) or (sxj ,−xi)),
−sxi+j+1 ((z, z′) = (sxi, sxj) or (sxj , sxi)),
−yi+j+1 ((z, z′) = (yi, syj) or (syj ,−yi)),
syi+j+1 ((z, z′) = (syi, syj) or (syj , syi)),
−w1 ((z, z′) = (sx0, sy0) or (sy0, sx0)),
0 (otherwise).
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Dlp(A1) = {0}, Dlp(w1) = 0.

Dlp(wm) =(m− 1)w1 ⊗ wm−1

+
m−2∑
i=2

(−1)i+1
( (m− 1)!

(i− 1)!(m− i− 1)!
wi ⊗ wm−i

)

+ (−1)m(m− 1)wn−1 ⊗ w1.

Dlp(vn) =nw1 ⊗ vn−1

+
n∑

i=2

(−1)i+1 n!

(i− 1)!(n− i+ 1)!

(
(n− i+ 1)wi ⊗ vn−i

− (i− 1)vi−2 ⊗ wn−i+2

)

+ (−1)n+1nvn−1 ⊗ w1.

Sullivan LM

C∗(LM ;Q) Sullivan

Q DG ( )

Sullivan

Borel ES1 ×S1 S2

Gorenstein
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Infinite-dimensional manifolds and universal spaces

越野克久 (筑波大学数理物質系数学域)

概 要
本講演では、σ-局所コンパクト距離付け可能空間からなるクラス、またはそ
の部分クラスに対する普遍空間と、それをモデル空間とする無限次元多様体
の位相的特徴付けについて解説する。また、上記の普遍空間と同相になる線
形位相空間の凸集合について紹介する。

1. 序
本講演では、空間はすべてハウスドルフ空間とし、写像はすべて連続写像とする。空
間Eに対して、各点がEのある開集合と同相な開近傍を持つパラコンパクト空間を、
E-多様体と呼び、Eをモデル空間という。E-多様体が無限次元多様体であるとは、モ
デル空間Eが無限次元空間のときをいう。稠密度が τのヒルベルト空間を �2(τ)と書く
ことにする。即ち、

�2(τ) =

{
x = (x(γ))γ<τ ∈ R

τ

∣∣∣∣∣
∑
γ<τ

x(γ)2 < ∞
}
.

また、ヒルベルト立方体をQと表す。1960年代後半から盛んに研究されてきた無限次
元多様体論において、これらは無限次元多様体のモデル空間として、最も代表的なも
のである。1980年、1981年には、H. Toruńczyk [21, 22]によって、�2(τ)-多様体とQ-

多様体の位相的特徴付けが得られた。
各ボレル階層Bに対して、絶対B-空間とは、それを含む任意の距離付け可能空間の

中でB-集合となるものをいう。ヒルベルト空間は、絶対Gδ-空間からなるクラス、即
ち、完備距離付け可能空間からなるクラスに対する普遍空間である。ここで、空間X

がクラス Cに対する普遍空間であるとは、Cの任意の元がXに位相的に埋め込むこと
ができるときをいう。近年では多くの研究者によって、非完備な絶対ボレル空間から
なるクラスに対する普遍空間と、それをモデル空間とする無限次元多様体が研究され
ている。M. BestvinaとJ. Mogilski [7]によって、各ボレル階層に関する、可分絶対ボ
レル空間の普遍空間が、可分ヒルベルト空間の部分空間として存在することが証明さ
れた。また、K. Sakai and M. Yaguchi [20]やK. Mne [18]によって、非可分絶対ボレ
ル空間についても同様のことが成り立つことが知られている。。
ヒルベルト空間 �2(τ)の標準正規直行基底で張られる部分空間を �f2(τ)で表すことと

する。即ち、

�f2(τ) = {x ∈ �2(τ) |有限個のγ < τを除いて、x(γ) = 0}.

稠密度 τがℵ0に等しいとき、可分ヒルベルト空間 �2(ℵ0)とその部分空間 �f2(ℵ0)を単に
�2、�f2と書く。空間 �f2(τ)とヒルベルト立方体Qの積空間 �f2(τ)×Qは、絶対Fσ-空間か
らなるクラス、即ち、σ-局所コンパクト距離付け可能空間のクラスに対する普遍空間
であることが知られている。ここで、空間が局所コンパクト部分集合の可算和で表さ
れるとき、σ-局所コンパクトであるといい、特にコンパクト部分集合の可算和で表さ
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れる場合、σ-局所コンパクトであるという。一方、�f2(τ)は、その部分クラスである強
可算次元σ-局所コンパクト距離付け可能空間のクラスに対する普遍空間である。有限
次元閉集合の可算和で表される空間を、強可算次元であるという。本講演では、�f2(τ)

や �f2(τ)×Qをモデル空間とする無限次元多様体の位相的特徴付けや、これらと同相に
なる線形位相空間の凸集合について、講演者が得た結果を中心に解説する。

2. 無限次元多様体の特徴付け
無限次元多様体の位相的特徴付けにおいて、次の二つの概念は中心的な役割を果たし
ている。

定義 1 (Z-集合). 空間Xの閉集合AがZ-集合であるとは、Xの任意の開被覆Uに対し
て、Xの恒等写像のU-近似f : X → Xで、その像f(X)がAと交わらないものが存在
することをいう。ここで、f(X)の閉包がAと交わらないとき、Aを強Z-集合と呼ぶ。

定義 2 (強普遍性). 空間XがクラスCに対して強普遍性を持つとは、次の条件を満た
すことである:

• 空間AがCに属しているとする。また、BをAの閉集合、f : A → XをAからX

への写像で、Bの像f(B)がXのZ-集合となるものとする。このとき、Xの任意
の開被覆Uに対して、fのU-近似 g : A → Xで、その像 g(A)がZ-集合であり、
Bへの制限について g|B = f |Bを満たすものが存在する。

ここで、空間Xの開被覆Uに対して、写像 g : Y → Xが f : Y → XのU -近似であ
るとは、Y の各点yについて、f(y)とg(y)がともにUのある元に含まれることをいう。
1984年に、J. Mogilski [19]によって、�f2 -多様体と (�f2 ×Q)-多様体に対して、次のよ

うな位相的特徴付けが与えられた。

定理 2.1 (J. Mogilski [19]). 連結空間Xが �f2-多様体である必要十分条件は、次を満た
すことである:

(1) Xは強可算次元、σ-コンパクトなANRである;

(2) Xは、有限次元コンパクト距離付け可能空間からなるクラスに対して強普遍性を
持つ;

(3) Xの有限次元コンパクト部分集合は強Z-集合となる。

定理 2.2 (J. Mogilski [19]). 連結空間Xが �f2 ×Q-多様体である必要十分条件は、次を
満たすことである:

(1) Xは、σ-コンパクトなANRである;

(2) Xは、コンパクト距離付け可能空間からなるクラスに対して強普遍性を持つ;

(3) Xのコンパクト部分集合は強Z-集合となる。

空間XがANRであるとは、Xを閉集合として含む任意の距離付け可能空間Y に対
して、XがY のある近傍のレトラクトになることをいう。特に、XがY のレトラクト
になるとき、XをARという。定理 2.1、2.2は、2003年にK. SakaiとM. Yaguchi [20]

によって、非可分の場合に拡張された。
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定理 2.3 (K. Sakai and M. Yaguchi [20]). 任意の無限濃度 τに対して、連結空間Xが
�f2(τ)×Q-多様体である必要十分条件は、次を満たすことである:

(1) Xは強可算次元、σ-局所コンパクトで、稠密度が τのANRであり、強Z-集合の
可算和で表される;

(2) Xは、強可算次元、局所コンパクトで、稠密度が τ以下の距離付け可能空間から
なるクラスに対して強普遍性を持つ。

定理 2.4 (K. Sakai and M. Yaguchi [20]). 任意の無限濃度 τに対して、連結空間Xが
�f2(τ)×Q-多様体である必要十分条件は、次を満たすことである:

(1) Xは、σ-局所コンパクトで、稠密度が τのANRであり、強Z-集合の可算和で表
される;

(2) Xは、局所コンパクトで、稠密度が τ以下の距離付け可能空間からなるクラスに
対して強普遍性を持つ。

一般に、より大きく複雑なクラスに対する強普遍性を示すことは難しい。講演者は、
このSakaiとYaguchiの特徴付けの強普遍性に関する条件を弱めて、より適用しやすい
特徴付けを与えた。そこで、次の概念を導入する。

定義 3. 濃度n ≤ ℵ0、τに対して、空間Xが τ -離散n-包体性を持つとは、次の条件を
満たすときをいう:

• f :
⊕

γ<τ Dγ → Xをn-立方体の位相和からXへの写像とする。このとき、Xの任
意の開被覆Uに対して、fのU-近似g :

⊕
γ<τ Dγ → Xで、集合族{g(Dγ) | γ < τ}

が離散的となるものが存在する。

この性質を使い、�f2(τ)-多様体に次のような位相的特徴付けを与えた。

定理 A (K. Koshino [16]). 任意の無限濃度 τに対して、連結空間Xが �f2(τ)-多様体と
なる必要十分条件は、次を満たすことである:

(1) Xは強可算次元、σ-局所コンパクトで、稠密度が τのANRである;

(2) Xは、すべての非負整数nに対して τ -離散n-包体性を持つ;

(3) X、有限次元コンパクト距離付け可能空間からなるクラスに対して強普遍性を
持つ;

(4) Xの有限次元コンパクト部分集合は強Z-集合となる。

(�f2(τ)×Q)-多様体についても、同様の結果が得られた。

定理 2.5 (K. Koshino [16]). 任意の無限濃度 τに対して、連結空間Xが �f2(τ) ×Q-多
様体となる必要十分条件は、次を満たすことである:

(1) Xは、σ-局所コンパクトで、稠密度が τのANRである;

(2) Xは、すべての非負整数nに対して τ -離散n-包体性を持つ;
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(3) X、有限次元コンパクト距離付け可能空間からなるクラスに対して強普遍性を
持つ;

(4) Xの有限次元コンパクト部分集合は強Z-集合となる。

上記の二つの定理において、空間XがARの場合、モデル空間の �f2(τ)や �f2(τ)×Q

そのものと同相になる。

3. 無限次元多様体の組
空間Xとその部分空間Y の組を、(X, Y )と書くこととする。空間組 (X, Y )が (X ′, Y ′)
と同相であるとは、XからX ′への同相写像 f : X → X ′で f(Y ) = Y ′を満たすものが
存在するときをいう。空間Xの部分空間Y の位相的な埋め込まれ方を考えるとき、空
間組 (X, Y )が既知の空間組と同相かどうかを調べることは有効である。空間組 (E,F )

に対して、パラコンパクト空間の組 (X, Y )が (E,F )-多様体組であるとは、Xの各点
毎に、Eのある開集合V と同相な開近傍Uが存在し、(U,U ∩ Y )が (V, V ∩ F )と同相
になるときをいう。R.D. Anderson [2]は、空間組 (�2, �

f
2)、(�2 ×Q, �f2 ×Q)に対して、

f.d. cap-集合と cap-集合と呼ばれる概念によって、ある位相的特徴付けを与えた。この
ことは、T.A. Chapman [8, 9]によって、(�2, �

f
2)-多様体組と (�2 ×Q, �f2 ×Q)-多様体組

の特徴付けに拡張された。さらに、M. BestvinaとJ. Mogilski [7]は、�2-多様体とQ-多
様体に吸収的集合という概念を導入し、これらは空間組に関する概念へと一般化され
た [3, 6]。一方、J.E. West [23]は1970年に、非可分 (�2(τ), �

f
2(τ))-多様体組の位相的特

徴付けを与えた。

定義 4. 空間組 (X, Y )に対して、Y が弱Mf
0(X)-吸収的であるとは、次の条件を満た

すことである:

• AをXの有限次元コンパクト部分集合とし、BをY に含まれるAの閉集合とす
る。このとき、Xの任意の開被覆Uに対して、Aの恒等写像のU-近似f : A → X

が存在し、fはY への埋め込みであり、Bへの制限についてf |B = idBを満たす。

定理 3.1 (J.E. West [23]). 任意の無限濃度 τに対して、空間組 (X, Y )が (�2(τ), �
f
2(τ))-

多様体組である必要十分条件は、次を満たすことである:

(1) Xは、�2(τ)-多様体である;

(2) Y は強可算次元、σ-局所コンパクトである;

(3) Y は、弱Mf
0(X)-吸収的である。

これらの無限次元多様体組はある位相的な一意性を持つことから、 無限次元トポロ
ジーにおいて無限次元多様体組の研究は重要な位置を占める。例えば、(�2(τ), �

f
2(τ))-

多様体組はホモトピー型で分類される。

定理 3.2 (J.E. West [23]). 無限濃度 τに対して、(X, Y )と (X ′, Y ′)が (�2(τ), �
f
2(τ))-多

様体組であるとする。このとき、XとX ′、または Y と Y ′がホモトピー同値ならば、
(X, Y )と (X ′, Y ′)は同相である。
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(�2(τ)×Q, �f2(τ)×Q)-多様体組に関しても、同様のことが成り立つ。
一般に、空間組 (X, Y )と (E,F )が与えられたとき、XがE-多様体、Y がF -多様体

であったとしても、(X, Y )が (E,F )-多様体組であるとは限らない。そこで、次のよう
な問が自然に立てられる。

問題 1. 空間組(E,F )について、E-多様体XとF -多様体Y の組(X, Y )は、いつ(E,F )-

多様体組となり得るか？

(�2(τ), �
f
2(τ))-多様体組や (�2(τ)×Q, �f2(τ)×Q)-多様体組に関して、上の問いに対す

る次のような解が得られた。

定理 B (K. Koshino [16]). 任意の無限濃度 τに対して、空間組 (X, Y )が (�2(τ), �
f
2(τ))-

多様体組であるための必要十分条件は、Xが �2(τ)-多様体であり、Y が �f2(τ)-多様体で
あり、かつY がXの中でホモトピー稠密となることである。

定理 3.3 (K. Koshino [16]). 任意の無限濃度 τ に対して、空間組 (X, Y )が (�2(τ) ×
Q, �f2(τ) ×Q)-多様体組であるための必要十分条件は、Xが �2(τ) ×Q-多様体であり、
Y が �f2(τ)×Q-多様体であり、かつY がXの中でホモトピー稠密となることである。

ここで、空間 X の部分集合 Y がホモトピー稠密であるとは、X のホモトピー h :

X × [0, 1] → Xが存在し、Xの各点xについてh(x, 0) = xであり、h(X × (0, 1]) ⊂ Y

となることである。このことは、他のモデル空間では成り立たない。

注意. Q×�2と�2は同相であり、(−1, 1)ℵ0×�f2と�2×�f2は同相であり、また、(−1, 1)ℵ0×�f2
はQ × �2の中でホモトピー稠密である。しかし、空間組 (Q × �2, (−1, 1)ℵ0 × �f2)は
(�2 × �2, �2 × �f2)-多様体組とはならない。

4. 線形位相空間の凸集合
無限次元多様体論は、線形位相空間の凸集合の位相的分類に関する研究に遡り、これは
現在でも無限次元トポロジーにおいて重要な問題の一つである。V. Klee [15]、T. Do-

browolski [11]、H. Toruńczyk [12, 13]らの研究成果から、次のことが成り立つ。

定理 4.1. Cを線形位相空間の閉凸集合とする。このとき、Cが可分、完備距離付け可
能なARであるならば、[0, 1]n× [0, 1)m× (0, 1)kと同相になる。ここで、0 ≤ n, k ≤ ℵ0、
0 ≤ m ≤ 1である。特に、Cが無限次元でコンパクトの場合、ヒルベルト立方体Qと
同相になり、局所コンパクトでない場合、可分ヒルベルト空間 �2と同相になる。

完備距離付け可能な局所凸線形位相空間のことを、フレッシェ空間と呼ぶ。無限次
元フレッシェ空間は、稠密度の等しいヒルベルト空間と同相になることが知られてい
る [1, 14, 22]。また、Dugundjiの拡張定理によると、フレッシェ空間の凸集合はARで
ある。上記の定理 4.1に加え、T. BanakhとR. Cauty [5]の研究結果から、フレッシェ
空間の閉凸集合に対する、完全な位相的分類が与えられる。

定理 4.2 (T. Banakh and R. Cauty [5]). Cをフレッシェ空間の閉凸集合とする。この
とき、Cは [0, 1]n × [0, 1)m × �2(τ)と同相になる。ここで、0 ≤ n ≤ ℵ0、0 ≤ m ≤ 1、
0 ≤ τ である。特にCが局所コンパクトでない場合、稠密度の等しいヒルベルト空間
と同相になる。

D. Curtis、T. Dobrowolski、J. Mogilski [10]は、線形位相空間のFσ-凸集合について
研究し、次の結果を得た。
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定理 4.3 (D. Curtis, T. Dobrowolski and J. Mogilski [10]). Cを完備距離付け可能な線
形位相空間のσ-コンパクト凸集合とする。また、Cの閉包CがARであり、かつ局所コ
ンパクトでないとする。このとき、Cが強可算次元ならば、空間組 (C,C)は (�2, �

f
2)と同

相になり、Cが無限次元局所コンパクト凸集合を含むならば、空間組 (C,C)は (�2, �
Q
2 )

と同相になる。

講演者は、I. BanakhとT. Banakhとの共同研究によって、この結果が非可分の場合
にも同様に成り立つことを証明した。

定理 C (I. Banakh, T. Banakh and K. Koshino [4, 17]). Cをフレッシェ空間の、稠密
度が τ > ℵ0であるσ-局所コンパクト凸集合とする。CをCの閉包とする。このとき、
Cが強可算次元であることと、空間組 (C,C)が (�2(τ), �

f
2(τ))と同相になることは同値

である。また、Cヒルベルト立方体と同相な部分集合を含むことと、空間組 (C,C)が
(�2(τ)×Q, �f2(τ)×Q)と同相になることは同値である。

この結果の応用として、充満単体複体の位相について述べたい。無限濃度 τ に対し
て、次の線形空間を考える:

�1(τ) =

{
x ∈ R

τ

∣∣∣∣∣
∑
γ∈τ

|x(γ)| < ∞
}
.

ここで、線形空間 �1(τ)は、‖x‖1 =
∑

γ∈τ |x(γ)|で定まるノルムによって、バナッハ空
間になることが知られている。よって、�1(τ) = (�1(τ), ‖ · ‖1)はフレッシェ空間である。
頂点の濃度が τの単体複体Kに関して、Kの頂点と �1(τ)の単位ベクトルを一対一に対
応させることで得られるKの幾何的実現を距離位相多面体と呼び、|K|mと表すことと
する。ここで |K|mは、�1(τ)のノルム‖ · ‖1から導出される距離を持つ。頂点の濃度が
τの充満単体複体とは、どんな有限個の頂点も単体を張るような複体であり、Δ(τ)と
表される。このΔ(τ)の距離位相多面体に関して、次が成り立つ。

系 4.4 (K. Koshino [16]). 任意の無限濃度 τ に関して、空間組 (|Δ(τ)|m, |Δ(τ)|m)は
(�2(τ), �

f
2(τ))と同相である。ここで、|Δ(τ)|mは |Δ(τ)|mの閉包とする。
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1

An−1

C
n Fl(Cn) C

n

Fl(Cn) = {V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vn | Vi C
n dimC Vi = i}

GLn(C) n T ⊂ GLn(C)

GLn(C) Fl(Cn) T

X

Fl(Cn) n Sn w Cw

X X ∩Cw X X ∩Cw

X Xw Xw [Xw] X

H∗(X;Z) =
⊕

w∈Sn
Z[Xw]

[Xu][Xv] =
∑
w∈Sn

cwuv[Xw]

cwuv ∈ Z cwuv

H∗(X;Z) [Xw]

cwuv

w ∈ Sn w(i) > w(i+ 1) i ∈ [n]

w(i)

w(i)

4 1 5 3

[Xw]w =

(
1 2 3 4 5

4 1 5 3 2

)

5
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2
1 (C×)n

(C×)n (C×)n-

R
n σ Z

n

σ ∩ (−σ) = {0}
R

n Δ

(1) σ ∈ Δ σ Δ

(2) σ, τ ∈ Δ σ ∩ τ σ, τ

1 1

1:1

R
2

CP 2

Hirzebruch

1: R2

X(Δ)

Δ

• Δ R
n ⇐⇒ X(Δ)

• Δ n Z
n

Z ⇐⇒ X(Δ)

1
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• Δ n = X(Δ)

3

En n Φ ⊂ En W

Φ Π = {α1, · · · , αn} Φ

Π∗ = {ω1, · · · , ωn} (En)∗

ωi(αj) = δij ωi

σ0 : = {f ∈ (En)∗ | i = 1, · · · , n f(αi) ≥ 0}
= {c1ω1 + · · ·+ cnωn ∈ (En)∗ | i = 1, · · · , n ci ∈ R≥0}

u ∈ W σu := uσ0 Weyl W (En)∗ En

σu Weyl

σu (En)∗ u ∈ W σu

(En)∗

N := ⊕n
i=1Zωi(∼= Z

n) Δ(Φ)

3.1. Φ A2 Δ(A2)

α1

α2

ω1

ω2

E2 (E2)∗

Φ ⊂ En (En)∗ Δ(Φ)

X(Φ)

X(Φ) Weyl

X(Φ) 1 X

X(Φ)

X(Φ) Klyachko [6]

Batyrev-Blume [2]

Δ(Φ) W Δ(Φ) X(Φ) W

W H∗(X(Φ);C) Procesi [8] Dolgachev-

Lunts [4] Stembridge [9]
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Φ An X(An) CP n

([8]) Losev-Manin [7] Batyrev-Blume [2] X(An)

1 1 1 1

Δ(Φ)

1

Φ∗ := ∪u∈W{uω1, · · · , uωn} ⊂ (En)∗

Δ(Φ) X(Φ)

Δ(Φ) X(Φ)
2

X(Φ)

X(Φ) C
Φ∗

Φ∗

C
Φ∗

= {(zx)x∈Φ∗ | zx ∈ C} C
Φ∗

z 0

Φ∗(z) = {x ∈ Φ∗ | zx = 0}

U(Φ) = {z ∈ C
Φ∗ | Φ∗(z) Δ(Φ) }

= {z ∈ C
Φ∗ | Φ∗(z) ⊂ {uω1, · · · , uωn} u ∈ W }

X(Δ(Φ)) = U(Φ)/ ker ν (1)

ν : (C×)Φ
∗ → (C×)n ; t = (tx)x∈Φ∗ �→

∏
x∈Φ∗

(t〈α1,x〉
x , · · · , t〈αn,x〉

x )

n (C×)Φ
∗
/ ker ν ( ν (C×)n )

X(Δ(Φ)) X(Φ)

4 X(Φ)

Φ X(Φ) X(Φ)

Δ(Φ) 1 Φ∗ = ∪u∈W{uω1, · · · , uωn} 1

(1) x ∈ Φ∗ x

1 Dx ⊂ X(Φ) Dx

2
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τx := [Dx] τx ∈ H2(X(Φ);Z)

([5]) X(Φ)

H∗(X(Φ);Z) = Z[τx | x ∈ Φ∗]/I

I Z[τx | x ∈ Φ∗]

(i) τx1 · · · τxk
xi = uωi (i = 1, · · · , k) u ∈ W

(ii)
∑n

i=1〈α, x〉τx (α ∈ Φ)

u ∈ W X(Φ) Xu

Xu :=
⋂
i∈[n]

uαi∈Φ−

Duωi

[n] = {1, 2, · · · , n} Φ− Xu

[Xu] H∗(X(Φ);Z)

Dx1 , · · · , Dxk
[Xu]

[Xu] =
∏
i∈[n]

uαi∈Φ−

τuωi
∈ H∗(X(Φ);Z) (2)

4.1. (De Mari-Procesi-Shayman [3]) [Xu] X(Φ)

H∗(X(Φ);Z) =
⊕

u∈W Z[Xu]

[Xu][Xv] =
∑
w∈W

cwuv[Xw] (cwuv ∈ Z)

cwuv ∈ Z cwuv H∗(X(Φ);Z)

{[Xw]}w∈W cwuv
3

X(Φ)

μX(Φ) ( , )

X(Φ) Y w, Xu, Xv

Iwuv := (μX(Φ), [Y
w][Xu][Xv]) ∈ Z

3
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Y w := w0Xw0w w0 ∈ W |W |
I Iuv = (μX(Φ), [Y

u][Xv]) cwuv Iwuv

Iwuv =
∑
w′∈W

Iww′cw
′

uv

I Z

cwuv =
∑
w′∈W

(I−1)ww′Iw
′

uv

cwuv Iwuv
4

cwuv Xu, Xv, Y
w Iwuv

I

Iwuv

5

An

B,C,D

u ∈ Sn+1 Xu ⊂ X(An) [Xu] (2)

uαi ∈ Φ− u(i) > u(i+ 1) An

[Xu] =
∏
i∈[n]

u(i)>u(i+1)

τuωi
∈ H∗(X(An);Z)

[Xu] 2d(u)

d(u) := |{i ∈ [n] | u(i) > u(i+ 1)}|

[Xu] τuωi

An Φ∗ = {uωi | 1 ≤ i ≤
n, u ∈ Sn+1} [n+1](= {1, 2, · · · , n+1}) uωi �→
{u(1), · · · , u(i)}

u(i) > u(i + 1) i

u(1), u(2), · · · u

u(1)u(2) · · · u(n)
4 1 5 3

[Xu] = τuω1τuω3τuω4u = 41532

4 I I
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1 τuωi
uωi {u(1), · · · , u(i)}

[Y w] = [w0Xw0w] u(i) < u(i + 1) i

u, v, w ∈ Sn+1 λw
uv d(u) + d(v) =

d(w) Xu, Xv, Y
w

λw
uv λw

uv = ∅

5.1. n = 4 u = 35421, v = 12354, w = 31254

3 1 2 5
X31254 =

1 2 3 5
X12354 =

3
Y 35421 =, ,

{3}, {3, 1, 2, 5}, {1, 2, 3, 5}, {3}
{3} = {3} ⊂ {3, 1, 2, 5} = {1, 2, 3, 5}

u = 35421, v = 12354, w = 31254

λw
uv

λ35421
12354,31254 =

λ n

n λ s

s = |{i ∈ [n] | λi > λi+1}|+ 1

{i ∈ [n] | λi > λi+1} ∪ {n} = {i1, · · · , is}

i1 < i2 < · · · < is is = n λ r

λr := λir 1 ≤ r ≤ s λs+1 := 0 r = 1, · · · , s

ar := ir − ir−1 − 1, br := λr − λr+1 − 1, cr := λr + ir − n− 1

0 ≤ y ≤ x
(
x
y

)
= 0

2 λ r

ar br

cr
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cr

ar

br
cr

s = 4 λ .

λ

2: ar, br, cr

r = 1, · · · , s

yr :=

(
ar
cr

)(
br
cr

)

I(λ)

I(λ) := (−1)n−sy1 · · · ys

5.2. ([1]) u, v, w ∈ Sn+1 X(An) Y w, Xu, Xv

(
μX(An), [Y

w][Xu][Xv]
)
= I(λw

uv)

μX(An) X(An)

5.3. A4 5 S5 Y 35421, X12354, X31254

5.1

(
μX(A4), [Y

35421][X12354][X31254]
)
= 2

λ35421
12354,31254 =
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絡み目のアレクサンダー多項式の
零点の配置について
平澤 美可三 (名古屋工業大学)∗1

村杉 邦男 (トロント大学)

概 要
絡み目，特に結び目について，そのアレクサンダー多項式の零点を複素平面
上にプロットしてゆくと興味深い現象が見られる．本講演では論文 [6],[7] に
沿って現象の紹介や，背景と応用，零点の配置に関する事柄を証明する方法，
予想などについて解説し，最近の研究によって得られた結果を発表する．

1. 導入
絡み目のアレクサンダー多項式は 1928年に J.W. Alexander によって導入された．こ
の多項式不変量については，代数的，幾何学的な様々な解釈（再定義）がなされ，ま
た様々な拡張も行われている．それに加え，アレクサンダー多項式には結び目，絡み
目の個性がうまく反映する状況が多数見いだされており，研究課題としての興味は尽
きない．与えられた多項式について，それがある結び目か絡み目のアレクサンダー多
項式になるかどうかは完全に判定できるが，結び目のクラスを（例えば交代結び目や，
二橋結び目に）限定した場合，そのクラスの中の結び目によって実現されるか否かの
決定は未だに問題であり，様々な研究がなされている．
本研究では，アレクサンダー多項式の係数よりも，むしろその零点の分布に注目す
ることにする．下はいくつかの結び目とそのアレクサンダー多項式および零点のプロッ
トである．円は単位円周であり，零点との位置関係が重要になる．

31 : t2 − t + 1 = 0

41 : t2 − 3t + 1 = 0

82 : 1 − 3t + 3t2 − 3t3 + 3t4 − 3t5 + t6

77 : 1 − 5t + 9t2 − 5t3 + t4

本研究は科研費 (課題番号:25400086)の助成を受けたものである。
2010 Mathematics Subject Classification: 57M25, 57M27, 26C10
キーワード：knots and links, Alexander polynomial, distribution of zeros
∗1〒 466-8555 名古屋市 昭和区御器所町 名古屋工業大学大学院 情報工学専攻

e-mail: hirasawa.mikami@nitech.ac.jp
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2. アレクサンダー多項式の零点の配置と，絡み目の安定性
2.1. 零点による安定性の定義と背景
アレクサンダー多項式の零点 α が単位円周上にあるときには，単位円周上のもう一つ
の零点 ᾱ と対になる．α が実数のときにも対になって現れる．α が実数でなく，単位
円周上にないときには ᾱ に加えて，1/α と 1/ᾱ を伴って四つで一組になって現れる．
これはアレクサンダー多項式の係数の対称性によりα が零点ならば 1/α も零点になる
からである．
絡み目 L のアレクサンダー多項式 ΔL(t) の零点の配置により，次の三種類の安定性

を定義する．

定義 2.1 絡み目 L は， ΔL(t) の零点の配置に応じて次の様に呼ばれる．
(1) 全ての零点が実数のとき，real stable (r-stable).

(2) 全ての零点が単位円周上にあるとき，circular stable (c-stable).

(3) 全ての零点が実数であるか，単位円周上にあるとき，bi-stable.

絡み目の場合，アレクサンダー多項式は多変数で考える事ができるので，stabilityも以
下の枠組みで捉えられる．しかし現状ではまだ一変数についての研究が始まったばかりで
ある（多変数多項式の stabilityについては D.G.Wagnerの論説 [16]が詳しい)．H ⊂ C

を複素平面内の開半平面で閉包が原点を含むものとする．n変数多項式 f(z1, . . . , zn) ∈
C[z1, . . . , zn] はH 内の任意の点列 {α1, . . . , αn} に対して f(α1, . . . , αn) �= 0 であると
き，H-stable であるという．特に H が右半平面 {α ∈ C| Re(α) > 0} であるとき，f

は Hurwitz-stable といわれる．また H が上半平面 {α ∈ C| Im(α) > 0} のとき, f は
stable polynomial と呼ばれ，特に f が実係数多項式であるとき，real stable と呼ばれ
る．定義から従う様に，f が実一変数多項式のとき，f が real stable であるとは，f

の零点が全て実数であることであり，f が Hurwitz-stable であるとは，f の全ての零
点 α について，Re(α) ≤ 0 となることである．≤ を <に置き換えられるとき strongly

Hurwitz-stable という．この概念はシステムの安定性と関係して，制御工学などでも用
いられる．strongly Hurwitz-stability の判定にはラウス・フルビッツの行列式やリアプ
ノフの安定性理論が使われる．

結び目のアレクサンダー多項式に関する新たなタイプの予想として次が挙げられる．

Hoste 予想 (2002). 交代結び目 K のアレクサンダー多項式について，任意の零点の
実部は−1より大きい．即ち，ΔK(−(t + 1)) は strongly Hurwitz-stable である．

リアプノフの安定性理論によると，次が成り立つ．

定理 2.2 M を実多項式 f の同伴行列とする．そのとき次は同値である．
(i) f が strongly Hurwitz-stable となる.

(ii) 実正定値行列 V,W が存在して，V M + MT V = −W となる.

応用として次が知られている．[10] では多くの二橋結び目が Hoste 予想を満たすこ
とが示され，また stability に関する定理もいくつか証明されている．

定理 2.3 [10] 二橋絡み目 (結び目）のアレクサンダー多項式の任意の定点 α について，
−3 < Re(α) < 6 となる．
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2.2. 零点の配置
Hoste の予想する零点の実部の下限 −1 に対し，実部の上限は存在しない．実際に任
意の実数に対し，零点の実部がそれより大きくなる交代結び目を構成する事ができた
（3.1節参照）．I.D.Jong は種数2の交代結び目について，アレクサンダー多項式の係数
と結び目符号に関する不等式を証明している [3]. それらも鑑み，交代結び目について
は種数による零点の実部の上からの評価が予想される．
二橋結び目については，交代結び目でもあり，アレクサンダー多項式の公式もいく
つか知られているにも関わらず，アレクサンダー多項式の特徴付けは未解決問題であ
る．係数の性質としては，符号が交代し，次数が種数の二倍になり，定数項が最小種
数ザイフェルト曲面をアニュラスのプラミングで表したときのフルツイストの個数の
総積（の絶対値）になる．また後でも述べる台形予想が Hartley [4] によって示され，
中西-Suketa [13] の不等式も成り立つ．

問題. 二橋結び目のアレクサンダー多項式を特徴付けよ．

下図は20交点までの二橋結び目のアレクサンダー多項式の零点をプロットしたもの
である．特徴のある形に興味を引かれるが，似た様な形は他の結び目でも現れる．し
かし零点の配置からも何らかの条件付けができると期待したい．

二橋結び目の内，どの様なクラスがヒレや目の周りの様な特徴ある形の部分に対応
するのだろう．例えば K = [2, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸

n

,−2,−2, · · · ,−2︸ ︷︷ ︸
n

]. とするとき，n の増加に伴っ

て零点は下図の様に三日月型の中に細かく入ってゆくことが観察される．

二橋結び目が real stable や c-stable になる十分条件がだいぶ分かってきているが，3

章で述べる様にそれを満たさなくても stable になる離散的な例が見つかっており完全
決定には至っていない．
問題. real stable 又は c-stable な二橋結び目を特徴付けよ．
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この章の残りでは安定性と，結び目理論のいくつかの概念との関連を述べる．

2.3. 実零点とアレクサンダー多項式の係数の関係
交代結び目のアレクサンダー多項式ΔK(t) =

∑2n
j=0(−1)jcjt

2n−j について，次の台形予
想が未だに未解決である．

台形予想. 交代結び目のアレクサンダー多項式の係数は次の様に台形をなす．

c0 < c1 < · · · < ck = ck+1 = · · · = c2n−k > c2n−k+1 · · · > c2n

台形予想は二橋結び目 [4] や多くの交代的代数結び目 [12] について証明されている
がまだ限定的である．上の様になる数列を単峰 (unimodal) ともいう．[17] によると，
real stable なアレクサンダー多項式は台形予想を満たすことがわかる．
グラフ理論でも単峰多項式が現れるが，2012年には永く予想されていた次が示された．

定理 2.4 [5]．グラフの彩色多項式の係数列は単峰である．

2.4. アレクサンダー多項式の零点と結び目符号の関係
結び目については符号と安定性に関係がある．

定理 2.5 real stable な結び目 K の符号 σ(K) は 0 となる．

ミルナーの結果 [11] により，σ(K) が 0 でなければ単位円周上に少なくとも 2つの
零点が並ぶ．単位円周上の上半分を 1 から −1 まで動くとする．初期値を 0 として，
単位円周上の零点を超える度に ±2 だけ値が変わっていって，−1 に到達したときの値
が σ(K)となる．しかし上の定理の逆は成り立たない．二橋結び目でも反例がある．ま
た絡み目については定理自体が成り立たない．ここで述べたミルナーの原理は c-stable

な結び目を量産するときにも用いた．

2.5. 実零点と結び目群の bi-orderability の関係
アレクサンダー多項式の real stability は結び目群（結び目補空間の基本群）の bi-

orderability とも関連している（Clay-Rolfsen [2] 参照）．狭義全順序集合 G が left-

orderable であるとは G の任意の元 f, g, h に対し，f < g ならば hf < hg となるこ
とである．さらに右から h をかけても順序が保たれるときG は bi-orderable であると
いう．Rolfsen らの結果によって任意の結び目群は left-orderable となる．K をファイ
バー結び目とする．そのとき K が real stable であり，かつ零点が全て正ならば結び目
群 G(K) は bi-orderableになる [14]．逆に G(K) が bi-orderable のとき，ΔK(t) はあ
る正の実数を零点としてもつ [2]. K のデーン手術で bi-orderable な基本群が生じると
きも同様である [2]. しかしならが，これらの結果にはファイバー結び目であることが
必要で，非ファイバー結び目については全くわからない状況である． こうした状況を
詳しく見るためには交代または非交代な非ファイバー結び目で，real stable なものを
大量にもっておくとよい．本研究ではその様なものを量産する方法を与えている．ち
なみに，交代結び目のときには係数の符号が交代することから，実の零点は全て正に
なる．
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3. 安定な結び目の具体例
3.1. 二橋結び目について

二橋結び目（絡み目）は上図左の様な標準形を持ち，捻りの個数を並べた数列によって
表現される．例えば　31 = [2, 2], 41 = [2,−2] である．二橋絡み目の最小種数ザイフェ
ルト曲面は上図右の二通りの張り方があり得るが，特に下部のものを用いると，ザイ
フェルト行列 M が次の様にとれ，アレクサンダー多項式と相性がよい．

M =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1 1 · · · 0

0 a2 1

0 a3 1

0 a4 1
...

. . .
...

0 am−1 1

0 0 · · · 0 am

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ΔK(t) = det(tM − MT ).

安定な二橋結び目については下記が典型的である．

命題 3.1 結び目 K を数列 [2a1, 2b1, . . . , 2an, 2bn] で表すとき，
(i) ∀ai, bi > 0 ⇒ K は c-stable.

(ii) ∀ai > 0, bi < 0 ⇒ K は r-stable.

しかし逆は成り立たず，次の例がある．ここでK が strictly bi-stable であるとは，
bi-stable であって，更に実の零点と単位円周上の零点を両方とも持つということであ
る．実零点も単位零点ももたないとき，totally unstable という．

命題 3.2 [7, Propositions 8.1, 8.3] a, b, c > 0 とする．
(i) [2a,−2,−2b, 2c] に対し，bc > 2a(c + 1) ⇒ K は r-stable.

(ii) [2a, 2b,−2b,−2a] に対し，a ≥ 4b ⇔ K は r-stable.

命題 3.3 [7, Proposition 12.2] K = [2, 2k,−2,−2] のとき，
(i) k < 0 ⇔ K は strictly bi-stable.

(ii) k = 1, 2, 3 ⇔ K は totally unstable.

(iii) k ≥ 4 ⇔ K は c-stable.

定理 3.4 [7, Theorem 13.1] K = [2a1, 2a2, . . . , 2a2m, 2b1,−2c1, . . . , 2bp,−2cp], ただし
各 aj, bj, cj > 0 とする．そのときK は bi-stable であり，実零点を 2p 個と単位零点を
2m 個もつ．
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3.2. サーレムファイバー結び目
bi-stable な結び目の内，興味深いものにサーレムファイバー結び目がある．これは，
bi-stable であって，かつ実零点が 2つだけというものである．この場合には結び目の
Mahler measure が最大実根で実現される．Mahler measure は零点の分布がどれだけ
単位円周上から離れているかを計っている．プレツェル結び目 P (−2, 3, 7) はサーレム
ファイバー結び目で，このアレクサンダー多項式の最大零点（の絶対値） 1.1762... が
Mahler measure の最小値であると予想されている（レーマー予想 [9]).

二橋結び目の中では数列が複数個の 2 と唯一つの −2 から成るものはサーレムファ
イバー結び目になるが，それ以外は非常に稀である．[8] ではコンピュータ検索によっ
て2つの二橋サーレムファイバー結び目が報告されている．[2, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸

5

,−2,−2,−2] と

[2, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
9

,−2, · · · ,−2︸ ︷︷ ︸
5

]である．今回さらに三つを見つけた．[2, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
6

,−2, 2,−2,−2],

[2, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
4

,−2,−2,−2, 2], [2, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
6

,−2, · · · ,−2︸ ︷︷ ︸
5

, 2, 2, 2] がそうである．

4. 安定結び目の構成
4.1. real stable な結び目の構成
結び目のザイフェルト曲面M を使ったアレクサンダー多項式の表示を次の様に変形する．
ΔK(t) = det(tM − MT ) = det M det(tE − M−1MT )．すると Δ

det M
は N = M−1MT

の固有多項式とみなせる．もし N が対称行列であれば全ての固有値が実数になり，そ
れゆえ K は real stable になる．M が正定値のブロックと負定値のブロックに分かれ
る状況では次が成り立つ．

命題 4.1 M を次の形の実正方行列とする，ただし A は正定値対称行列，B は負定値

対称行列， H は任意とする．M =

[
A O

H B

]
とする．そのとき，M−1MT は共役に

よって実対称行列にできる．

先に述べた標準形に置かれた二橋結び目は，連分数展開を経由して有理数に対応づけ
られる事から有理数結び目（rational knot）とも呼ばれる．stableな結び目のクラスを
構成するために，quasi-rational knots (link)を定義した．まず円板の表と裏にそれぞれ
同じ側では交わらないアークを引き，偶数のウェイトを置く．quasi-rational結び目とは，
円板にアークに沿ってウェイト分だけ捻ったバンドを取り付けて得られる曲面の境界
とする．二橋結び目は quasi-rational結び目の簡単な場合になっている．quasi-rational

結び目の例として，下図の様にアークを引いた結び目を考える．
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ウェイトを用いて次の様に表記する．K = X(2a1, 2a2, · · · , 2an | 2b1, 2b2, · · · , 2bn).

K は上図右の様な形になる．これを X-type と呼ぶ．例として，X(2 | −2) は 41，
X(2, 2 | −2,−2) は 812 そして X(2, 2, 2 | −2,−2,−2) は 12a0125 である．ウェイトが
全て非零のとき，K がファイバー結び目になることは全てのウェイトが±2 であるこ
とと同値である．上に述べた命題により次が示せる．

命題 4.2 全ての aj が正, bj が負ならば，X-type は r-stableな交代結び目になり，台
形予想を満たす．

先に [10]の結果で二橋結び目の零点 αについては−3 < Re(α) < 6であることを述べ
たが，X-type の結び目の零点の実部には上限は存在しない．X(2, . . . , 2 | −2, . . . ,−2)

について，種数に応じて零点の最大実部をプロットすると次の様になる．

4.2. c-stable な結び目の構成
M を結び目 K ザイフェルト行列とすると，M + MT は実対称行列であり，その符
号 σ(M + MT ) はザイフェルト行列の選び方によらないK の不変量になる．先に述
べた Milnor の結果により，σ(K) ≤ #(単位円周上の零点 ) となる．それ故，σ(K) =

deg ΔK(t) になれば，K は c-stable になる．先に quasi-rational 結び目の例として挙
げた X-type について，X(2, 2, 2|2, 2, 2) は c-stable にならず，strictly bi-stable である
が，X(4, 2, 2|, 2, 2, 2) は c-stable になる．

σ(K) の性質を用いて様々な c-stable な結び目を構成できる．特に任意のザイフェル
ト曲面から次の様にして c-stable な結び目が無限に得られる．

定理 4.3 F を結び目の任意なザイフェルト曲面とし，rankH1(F, Z) = n とする．する
と F 上に n 本の適切に埋め込まれた互いに交わらないアークα1, . . . , αn で，F \ ∪iαi

が円板になるものが取れる．ある自然数 N が存在して，F を各 αj に沿って N 回以
上捻って得られる曲面を F̃ とすると，F̃ の境界は c-stable な結び目になる．最初の F

が最小種数曲面でなくても，F̃ は最小種数になる．

ザイフェルト曲面のバンドを捻って行くとアレクサンダー多項式の係数は激しく変
化してゆくのだが，零点は統制された形で移動してゆき，やがて単位円周上に並ぶ様
子がコンピュータ実験によって確認できる．このことからも，アレクサンダー多項式
の係数だけを見るのではなく，零点も考慮することが結び目の性質を調べるにあたっ
ても重要だと思われる．一般の reciprocal な多項式について，零点が全て単根で単位
円周上に乗ることと同値な条件が [15] で与えられているが，我々の現状ではまだ結び
目の研究には使いこなせていない．
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4.3. bi-stable な結び目の構成
アレクサンダー多項式 ΔK(t) に対し，補正多項式 F (x) を次の様に構成する．まず
ΔK(t)に tの負ベキをかけて tと 1/tでの値が等しくなる様にする．次に x = t+

1

t
と

置き換えて x の多項式を得る．これはコンウェイ多項式 (z2 の多項式) において，z2n

を (x− 2)n に置き換えたものになっている．例: Δ = t6 − 3t5 + 2t4 − t3 + 2t2 − 3t + 1

→ t3 − 3t2 + 2− 1 + 21
t
− 3 1

t3
+ 1

t3
= t3 + 1

t3
− 3(t2 + 1

t2
) + 2(t + 1

t
)− 1 = (t + 1

t
)3 − 3(t +

1
t
) − 3

(
(t + 1

t
)2 − 2

)
+ 2(t + 1

t
) − 1 = x3 − 3x2 − x + 5

ここで次が成りたつ．

定理 4.4 K が bi-stable ⇔ F (x) が r-stable. そのとき，#(Δ の実根の個数)= 2N , た
だしN = #(F (x) の実根 α で |α| ≥ 2 となるもの ).

この定理により，例えば先に命題 3.7で述べた様に，[2, 2k,−2,−2] の安定性が完全
に決定できる．

5. 二つの多項式の零点が交互に並ぶ状況
ここでは，二つの多項式の零点が実軸上や単位円周上で交互に並ぶ状況に注目する．そ
の性質を interlacing property と呼ぶ．

5.1. インターレースの具体例
例えば次が示せた．

定理 5.1 全ての aj > 0とし，K = [2a1,−2a2, · · · , (−1)k−12ak, · · · , (−1)n−12an], K ′ =

[2a1,−2a2, · · · , (−1)n−22an−1]とする．そのときΔK(t)ΔK′(t)は単根のみで，ΔK(t)と
ΔK′(t) の零点は実軸上で交互に並ぶ．

証明は n に関する帰納法を使い，三つの多項式を同時に扱う．鍵になるのは，次の
図の様に二つの interlacing な多項式のグラフの交わりとして第三の多項式の零点を
interlace させることにある．
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これに似た議論を使って，real stable な多項式のファミリーの最大零点を求めて行
く事も出来る．先に種数による最大零点の上からの評価を予想したが，それがファイ
バー結び目によって実現される様に思われる状況がある．

5.2. ゆるい interlacing property をもつ結び目たち
上の議論は単根をもつ多項式に関するものであったが，重根をもったりわずかに欠け
ているところを補正して interlacing property を論じることもできる．3.1 で quasi-

rational 結び目の例として，X-type のファミリーを紹介したが，もうひとつ Y -type

のファミリーを導入する．Y (2a1, 2a2, · · · , 2a2n+1 | 2b1, 2b2, · · · , 2b2n+1) は下図左のよ
うにアークを引いて得られるファミリーである．右には n = 3 のときのザイフェルト
行列を載せた．

Y (2 | −2) は 41，Y (2, 2, 2 | −2,−2,−2) は 12a1124 である. 全ての aj が正で，bj が
負ならばY -type は real sable な交代結び目で台形予想を満たす．

12交点までの交代結び目で，零点の最大実部が 6 を超えるものはただ二つ，12a0125

と 12a1124 である．X-type と Y -type はそれらを含む列を構成する様に作ったもので
ある．これらを使って交代結び目で零点の最大実部が発散する例が構成できた．

interlacing propertyを使って bi-stableな結び目を構成することもできる．結び目符号
の議論を使って，単位円周上に必要個数の零点があることを示し，interlacing property

を使って，残りの零点が実軸上にあることを示す方法による．

6. まとめ
結び目のアレクサンダー多項式の零点の配置に注目することで，様々な面白い現象が
見つかった．零点の性質は結び目理論の様々な概念とうまく結びついている．証明す
るための新しい手法が開発でき，さらに広いクラスが扱える様になってきている．こ
の研究はまだ始まったばかりであり，更に深化すると期待している．
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1

1977 Chen[1]

”Chen space”

1980 Souriau[8]

Zemmour[6]

Diff

Top [5]

Top Diff

Diff

Diff Top Quillen
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[4]

Top

NG NG

[7] NG

Top Quillen

[3].

Diff

Top

2

[6]

2.1 ([6, 1.5]). X DX

X DX X DX

3 (X, DX) DX X

D1. Rn X x Cx : R
n →

X DX

D2. U X P : U → X

U r Vr

P |Vr DX P DX

D3. DX P : U → X

Q : W → U P ◦ Q

DX
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2.2. Rn DRn

Rn

D1. ∼ D3.

(Rn, DRn)

2.3. X Y f : X → Y

X P : U → X f ◦ P : U → Y

Y f f

f−1

Diff

Diff

A X P : U → A A

j : A → X P j ◦ P X

Xλ P : U → ∏
λ∈Λ Xλ

∏
λ∈Λ Xλ

λ ∈ Λ pλ :
∏

λ∈Λ Xλ → Xλ

pλ ◦ P Xλ

Xλ P : U → ∐
λ∈Λ Xλ

∐
λ∈Λ Xλ

r ∈ U r Vr Xλ

Q : Vr → Xλ P |Vr = jλ ◦Q
jλ : Xλ → ∐

λ∈Λ Xλ

(X, DX) Y π : X → Y

π Y π∗(DX)

(Y, π∗(DX)) π P : U → Y

π∗(DX) Y r ∈ U

r Vr X Q : Vr → X

P |Vr = π ◦Q
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2.4 ([6, 1.51]). π : X → Y f : X → Z

g ◦ π = f g : Y → Z

X, Y X Y

C∞(X,Y ) C∞(X,Y ) DC∞

P : U → C∞(X,Y ) DC∞ C∞(X,Y )

X Q : V → X

U × V
P×Q−−−→ C∞(X, Y )×X

ev−→ Y

Y ev : C∞(X,Y ) × X → Y

ev(f, x) = f(x) (X, (Xλ)), (Y, (Yλ))

C∞((X, (Xλ)), (Y, (Yλ)))

C∞(X, Y )

Diff

2.5 ([6, 1.60]). X, Y, Z

C∞(X, C∞(Y, Z)) C∞(X × Y, Z)

3

[4] I = [0, 1] R I

λ|(−∞, 0](t) = 0, λ|[1,∞)(t) = 1 (0, 1)

λ : R → I λ

I λ∗(DR) (I, λ∗(DR)) Ĩ

R I I
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X, Y f0, f1 : X → Y f0

f1 H : X × I → Y

H(x, 0) = f0(x), H(x, 1) = f1(x) f0 � f1

f : X → Y, g : Y → X

f ◦ g � 1X : X → X, g ◦ f � 1Y : Y → Y

X Y X � Y I Ĩ

3.1. f0, f1 : X → Y 3

1. F : X × R → Y F (x, 0) =

f0(x), F (x, 1) = f1(x)

2. f0 f1

3. F : X × Ĩ → Y F (x, 0) =

f0(x), F (x, 1) = f1(x)

f0 f1 F : X × I → Y f1 f2

G : X × I → Y F ∗G : X × I → Y

F ∗G(x, t) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

F (x, λ(3t)) 0 ≤ t ≤ 1

2

G(x, λ(3t− 2)),
1

2
≤ t ≤ 1

F ∗ G � C∞(X, Y )

�
C∞(X, Y ) [X, Y ]

(X, (Xλ)), (Y, (Yλ)) C∞((X, (Xλ)), (Y, (Yλ)))

[X, (Xλ) ; Y, (Yλ)]
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3.2. X x, y γ(0) = x, γ(1) = y

γ : I → X x ∼ y ∼ X

π0X

2.5

3.3. (X, (Xλ)), (Y, (Yλ))

[X, (Xλ) ; Y, (Yλ)] π0C
∞((X, (Xλ)), (Y, (Yλ)))

D̃n S̃n−1

n ≥ 0 D̃n n Sn ⊂ Rn+1

D̃n = {(v1, · · · , vn+1) ∈ Sn | vn+1 ≥ 0}

qn : D̃
n ×R → D̃n+1

qn(v1, · · · , vn+1, t) = (v1, · · · , vn+1, cosπλ(t), sinπλ(t))

q1(t) = (cosπλ(t), sinπλ(t)) q1 : R → D̃1

D̃1 Ĩ D̃1

qn−1 : D̃
n−1 ×R → D̃n

D̃n Sn−1 D̃n

S̃n−1 qn D̃n × {0} ∼= D̃n

D̃n → D̃n+1 qn

D̃n × {1} ∼= D̃n S̃n

D̃n
− = {(v1, · · · vn+1 ∈ S̃n | vn+1 ≤ 0}

D̃n ∩ D̃n
− = S̃n−1

3.4. D̃n D̃n
− D̃n+1

3.5. (X, x0) n πn(X, x0)

πn(X, x0) = π0C
∞((D̃n, S̃n−1), (X, x0))
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(X, A, x0) n

πn(X, A, x0)

πn(X, A, x0) = π0C
∞((D̃n, S̃n−1, D̃n−1

− ), (X, A, x0))

f : (X, A, x0) → (Y, B, y0)

f∗ : πn(X, A, x0) → πn(Y, B, y0)

f : X → Y n ≥ 0

f∗ : πn(X, x0) → πn(Y, f(x0))

(X, A, x0)

i∗ : πn(A, x0) → πn(X, x0), j∗ : πn(X, x0) → πn(X, A, x0)

i : (A, x0) → (X, x0), j : (X, x0, x0) → (X, A, x0)

n ≥ 1

Δ: πn(X, A, x0) → πn−1(A, x0)

φ : (D̃n, S̃n−1, D̃n−1
− ) → (X, A, x0)

φ|D̃n−1 : (D̃n−1, S̃n−2) → (A, x0)

Δ n ≥ 2

3.4

3.6. (X, A, x0)

· · · → πn+1(X, A, x0)
Δ−→ πn(A, x0)

i∗−→ πn(X, x0)
j∗−→ πn(X, A, x0) →

· · · → π1(X, A, x0)
Δ−→ π0(A, x0)

i∗−→ π0(X, x0)
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4

[2]

[7]

[3]

Top

Diff Top (X, DX)

X A D- X

P : U → X P−1(A) U

D- T (DX)

(X, T (DX)) D- TX

f : X → Y T (f) : TX → TY

X TX T : Diff → Top

(X, OX) X

D(OX)

(X, D(OX)) D- DX

f : X → Y D(f) : DX → DY

X DX D : Top → Diff

4.1 ([7, 3.1]). T : Diff → Top D : Top → Diff

ν = TD X νX

X
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Top NG X νX

ν(νX) ν : Top → NG

i : NG → Top ν

4.2 ([7, 4.4]). CW

n ≥ 0 n Sn−1 n Dn

I ′ I = [0, 1] n ≥ 0

In × {0} In × I J

f : X → Y n ≥ 0

f∗ : πn(X, x0) → πn(Y, f(x0))

WTop

4.3 ([5, 2.4.19]). Top I ′ generating cofibration J gen-

erating trivial cofibration WTop weak equivalence

(cofibrantly generated model structure)

NG 4.2 I ′, J

NG

WNG

4.4 ([3, 3.3]). NG I ′ generating cofibration J generating

trivial cofibration WNG weak equivalence

(i, ν) : NG → Top Quillen

Diff n ≥ 0 S̃n−1

D̃n I ′D D̃n D̃n+1

JD

第６１回トポロジーシンポジウム講演集　２０１４年７月　於　東北大学

45



WDiff

4.5 ([4, 5.1]). Diff I ′D generating cofibration JD gen-

erating trivial cofibration WDiff weak equivalence

4.6. (T, D) : Diff → Top Quillen adjunction
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The joint spectral flow and localization of the indices of
elliptic operators

( )∗

joint
spectral flow

index

1.

M E Γ(M,E)

D Fredholm

indD = dimker(D)− dim coker(D)

Dirac

Hodge- Riemann-Roch

Atiyah-Singer

localization

multiplicity

Lefschetz

Witten

Poincaré-Hopf M X

Euler χ(M) = ind(d+ d∗ : ∧evenM → ∧oddM)

multiplicity E. Witten

[Wit82] Morse gradient flow Morse

Witten - - [FFY10]

Dirac

Dirac

1.1 (Andersen [And97], Fujita-Furuta-Yoshida [FFY10]). (M,ω)

T
n → M → B Lagrange L → M

prequantum line bundle Riemann-Roch RR(M,L)

267081
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0
t

1 = 0

•

•

•

•

•

•

•

•

1:

λ1/2⊗L Dirac /D
λ1/2⊗L

RR(M,L) = #BS

Hermite h Hermite ∇L

c1(∇L) = −2πiω BS ∇L π−1(x)

x ∈ B ∇L

π−1(x) Bohr-Sommerfeld

K

2.

{Dt} t ∈ S1 Fredholm 1

Riesz D �→
D(1+D2)−1/2 {Dt}

0

spectral flow

Atiyah Lusztig

Atiyah-Patodi-Singer[APS76]

Dt

ind(
d

dt
+Dt) = sf({Dt})

S1

Dirac {Dt} 0
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(A1, ..., An) n

(joint spectrum) R
n

{(λ1, ..., λn) | ∃ξ ∈ H Aiξ = λiξ}
2.1 ( ). n Fredholm

n commuting Fredholm n-tuple,

0

jsf {D(x)}
H (D1(x), . . . , Dn(x)) Clifford

C�n c1D1(x) + · · · cnDn(x)

D(x) Dirac
∑

c(ei)∇ei

(D1, . . . , Dn) Dirac

2.2.

ind(π∗ /DB +D(x)) = jsf({D(x)})
Atiyah-Patodi-Singer

V v1, . . . , vn
c(v1)Dv1 + · · · + c(vn)Dvn well-defined

”twisted”

5

Poincaré-Hopf . Spinc

X Clifford c(X) 1

〈X, e1〉 , ..., 〈X, en〉 Dirac ind(DdR+c(X)) =

jsf({〈X, ei〉}) X∑
νX(p) DdR + tc(X) t

ind(DdR)

1.1 . J Dirac

∇Je1 , ...,∇Jen Dirac

ind( /DB+
∑

c(ei)∇Jei) = jsf∇Jei

M Dirac ∇Jei

0 Bohr-Sommerfeld Bohr-Sommerfeld

1
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3. K

K

Fredholm K−1 1

K Kapsarov KK ([Kas80],

[Bla98]) KK(A,B) C∗ A, B

A K-

B K-

KK(A,C) A K- KK(C, B) B K

A B ∗- ϕ : A → B

KK(A,B) KK(A,B)⊗KK(B,C) → KK(A,C)

K- KK(A,C) K- KK(C, A)

KK Clifford C�n
C0(R

n)

KK−n(A,B) ∼= KK(A⊗̂C�n, B) ∼= KK(A,B ⊗ C0(R
n))

KKn(A,B) ∼= KK(A,B⊗̂C�n) ∼= KK(A⊗ C0(R
n), B)

Clifford KK

Bott A = C B = C(X)

n ≤ 0 [AS69] K−n Fredholm

K+n

3.1. Hilbert C�n- H⊗̂C�n Fredholm FC�n(H) Kn

K

Segal H∗ H∗

connective cohomology h∗

1. h∗ → H∗

2. h∗(pt) ∗ > 0 0 ∗ ≤ 0 H∗(pt)

H∗ K K

1 spectrum
spectrum spectrum
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(1) configuration space X Hausdorff A

X (X,A)

configuration space F (X,A)

X \A S S Hilbert

{Vx}x∈S x �= y

Vx Vy (S, {Vx}x∈S)

1. x, x′ x′′ x′′

Vx ⊕ Vx′

2. x A

F (X,A) S Ffin(X,A)

3.2 (Segal[Seg77]). Ffin(A, ∗) → Ffin(X, ∗) → Ffin(X,A) quasi

F (Sn, ∗) → ΩF (Sn+1, ∗)
F (Sn, ∗)

(2)

3.3.

(1) Hilbert H (n+ 1) {Ti}i=0,...,n

Fn(H)

1. T 2 :=
∑

T 2
i id : H → H

2. i j Ti Tj .

3. Ti i = 1, 2, . . . , n T0 − 1

(2) Hilbert H n (T1, . . . , Tn) Fred-

holm n bounded commuting Fredholm n-tuple .

1. T 2 :=
∑

T 2
i 1 +K(H) .

2. i j Ti Tj .

Fredholm n Fn(H) .

(3) Hilbert H n (T1, . . . , Tn)

Fredholm n unbounded commuting Fredholm n-tuple

.
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1. D2 :=
∑

D2
i Fredholm

(1 +D2)−1

2. i j Di Dj dom (D2)2 .

Fredholm n Fn(H) .

(D1, . . . , Dn) �→ (D1(1 +D2)−1/2, . . . , Dn(1 +D2)−1/2)

Riesz

(1) Sn ∗ (2)

Dn Sn−1 (3) R
n

R
n → (Dn, Sn−1) → (Sn, ∗)

Fn(H) → Fn(H) → Fn(H) (T1, . . . , Tn) �→ c1T1+ · · ·+ cnTn ∈
B(H)⊗̂C�n Fn(H) → FC�n(H)

(3)C∗ ∗- Hausdorff 0

C0(X) ∗
∗- sup C∗ C∗

∗- ∗- ∗-
Hom(C0(X),K(H))

Hausdorff Y C∗ A

Hom(C0(X), C(Y )⊗ A) ∼= Map(Y,Hom(C0(X), A))

A K(H)

[X,Hom(C0(R
n),K(H))] ∼= [C0(R

n), C(X)⊗K(H)]

→ KK(C0(R
n), C(X)⊗K(H)) ∼= Kn(X) (3.4)

([DN90])

(1) F (Sn, ∗)
(2) Fn(H)

(3) Hom(C0(R
n),K(H))

(1) (3) 3.2 (3.4)

K

(3.4) K K

3.5.

[X,Fn(H)] ��

��
�

[X,Fn(H)] ∼ �� [X,Hom(C0(R
n),K(H))]

��
[X,FC�n(H)] ∼ �� Kn(X)
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4.

F (Sm, ∗) P (X,A)

X \A S S

{nx}x∈S F (X,A)

P (Sn, ∗) S Pfin(S
n, ∗)

(Sn, ∗)
Dold-Thom [DT58]

[X,P (Sn, ∗)]
X Sn ∗

X

n [X,P (Sn, ∗)] Hn(X;Z) ∼= Z X Sn

∗
F (X,A) P (X,A)

j : (S, {Vx}x∈S) �−→ (S, {dimVx}x∈S).
j∗ : k̃∗ → H∗(·;Z)

4.1. n X

Fredholm n {D(x)} jsf({D(x)}) := 〈j∗(Φ[{D(x)}]), [X]〉 {D(x)}

Fredholm n F (Sn, ∗) ∗ Fredholm n

0

0

h∗

Chern Chern-Dold [Dol] h∗(X) →
H∗(X, h∗(pt)⊗Z Q)

4.2. j∗ ⊗Z idQ n Chern-Dold chn

. Chern-Dold

kn(X)⊗Z Q
ch

��

j∗
��

�

Hn(X; k∗(pt)⊗Z Q)

id⊗j∗
��

Hn(X;Q) ∼
ch=id

�� Hn(X;H∗(pt)⊗Q)

B n Spinc Z → M → B B E M

TM = TVM ⊕ THM /SC(B) :=

Spinc(M)×c C�n C�n-Dirac /DB π∗ /DB

π∗ /DB :Γ(M,π∗ /S
E
C
(B))

d−→ Γ(M,π∗ /S
E
C
(B)⊗ T ∗M)

pT∗
H

M−−−→ Γ(M,π∗ /S
E
C
(B)⊗ T ∗

HM)
c−→ Γ(M,π∗ /S

E
C
(B)).
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Tπ(x)B ∼= T ∗
π(x)B {e1, . . . , en}

π∗ /DB =
∑

h(π∗ei)∇π∗ /SE
C (B)

π∗ei .

{D1, . . . , Dn} E 1 n

1. i j Di Dj

2.
∑n

i=1D
2
i

{D1(x), . . . , Dn(x)}x∈B L2(Zx, Ex) Hilbert

Fredholm n L2(M,π∗ /S
E
C
(B))

π∗ /DB +
∑

ciDi(x)

2.2

2.2 . B S1

Bott Kn(X) K0(X)

Fredholm {∑ ciDi(x)} Kn(X) [indD]2 Bott

K0(X) [[indD]] B Dirac

K [ /DB] KK Kasparov

[Kuc97] ind(π∗ /DB +
∑

ciDi(x))
〈
[[indD]], [ /DB]

〉
Chern-Dold

〈
[[indD]], [ /DB]

〉
=

〈
ch([[indD]]), ch([ /DB])

〉
= 〈ch(Φ {D(x)}),Td(B) ∩ [B]〉
= 〈chn(Φ({D(x)})), [B]〉 = jsf {D(x)} .

kn Chern-Dold n

Todd 0

5.

Fredholm n

GL(n;R) F (Sn, ∗) Fn(H) Hom(C0(R
n), C(X)⊗K(H))

.

g · (T0, T1, . . . , Tn) :=
(∑

g1jTj, . . . ,
∑

gnjTj

)
.

V B GL(V ) ×GL(n;R) F (Sn, ∗) resp.

Fn(H) FV resp. FV (H) GL(n,R) Fredholm n

Fn(H) resp. Fn(H) FV (H) resp.

FV (H)

2 Fredholm K index
bundle
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T = T (x) ∈ Γ(X,FV (H)) (resp. Γ(X,FV (H)) resp.

Fredholm n V V -twisted family

2 Vx {v1, . . . , vn}
Dirac c(v1)Tv1(x) + · · ·+ c(vn)Tvn well-defined

Γ(X,FV ) Γ(X,FV (H)) HomC(X)(C0(V ), C(X)⊗K(H))

GL(V )×GL(n,R)Gmod
k K twisted

reduced connective K-group k̃V (X) [AS04] 3 j j :

FV → PV j∗ : Γ(X,FV ) → Γ(X,PV ) Γ(X,FV ) k̃V (X)

Γ(X,PV ) HV (X;Z) j∗ V

K

V Spinc V K

j∗ K

HV (X;Z) Z 4

4 2.2
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An extended Steinberg group

A tool to detect non-singular closed 1-forms which are
non-isotopic

Carlos MORAGA FERRÁNDIZ (The University of Tokyo)∗

1. Motivation:
The isotopy problem of non-singular closed 1-forms

The problem we are concerned with is the next one. Consider Mn+1 a connected
compact smooth manifold without boundary, of dimension n + 1. Pick a de Rham
cohomology class 0 �= u ∈ H1(M ;R) and denote by Ωu the topological space of closed
1-forms α in the class u with the C∞-topology. We suppose that u contains non-singular
representatives; in other terms, that the space

Ωu
NS := {α ∈ Ωu | The set of zeroes Z(α) is empty}

is non-empty. Such an u can always be chosen if we suppose that M fibres over the
circle, as it is shown in the brief paper [23]. We want to study Ωu

NS up to isotopy.

Two closed 1-forms α0, α1 ∈ Ωu are isotopic within the class u if there exists an
isotopy (ϕt)t∈[0,1] of M preserving the class u such that ϕ∗

1(α0) = α1. If α0, α1 ∈ Ωu

are isotopic, they are clearly homotopic. The converse is also true if we restrict the
attention to non-singular elements of Ωu: we can integrate the homotopy to an isotopy
by using a Moser type argument – see [20] – as it is done in [11, App. I]. We are so
interested in π0(Ω

u
NS).

This π0 is in general poorly understood. The more significant result is maybe that of
[11]: Ωu

NS is always connected in dimension 3. This is a very strong statement which
has the difficult theorem of Cerf [4] about the nullity of Γ4 as a corollary. However,
Laudenbach proved in [12, Th.1] that π0(Ω

u
NS) is infinite in the case of rational co-

homology classes on the torus T
m,m ≥ 6; also in those dimensions and for rational

classes, [9] gave a collection of three obstructions to isotopy. Both papers deal only
with rational classes u so that they can represent it by the homotopy class of a sub-
mersion M

p−→ S
1; the dimensional constraint arises because those papers make use of

the crucial work of Hatcher and Wagoner [6] applied to the so called pseudo-isotopy
group of F := p−1({∗}). We sometimes refer to the work of [6] as the exact context.
The pseudo-isotopy group of a compact manifold F is in bijection with the set of con-
nected components of EF , the subspace of FF := C∞(F × [0, 1], [0, 1]) consisting on
functions with no critical points. Remark the analogy between the pairs (Ωu,Ωu

NS)
and (FF , EF ). The set π0(EF ) carries indeed a group structure; Hatcher and Wagoner
proved that there exists an exact sequence of abelian groups

Wh+
1 (π1F ;Z2 × π2F )

j−→ π0(EF ) Σ−−−→Wh2(π1F ) −→ 0 , (1)

This work was supported by a JSPS Postdoctoral Fellowship.
2000 Mathematics Subject Classification: 57R52, 19J10, 19M05.
Keywords: Non-singular closed 1-forms, Morse-Novikov theory, Pseudo-isotopy theory, Low degree
algebraic K-theory.
∗ e-mail: carlos@ms.u-tokyo.ac.jp
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if dim(F ) is 6 at least. The outward part of the sequence (1) are groups related to
the K-theory of the group ring Z[π1F ]. This sequence is indeed presented as in [8,
Th. 8.a.1], where an error on the initial proof – involved with the map j of (1) – was
corrected. The result of Hatcher and Wagoner is remarkably profound: if we suppose
F simply-connected, we retrieve the pseudo-isotopy theorem of Cerf [3].

Rather than employing the theorem of [6], we adapt their approach to define a map

π0(Ω
u
NS)

Σu−→Wh2(u) similar to the map Σ on (1); this is done on [16] for every pair
(M,u) as before – u rational or not – when n ≥ 6. We perform this under the same index
assumptions that appear on theorem 1. As in the exact context, Wh2(u) comes from a
Steinberg group; the purpose of this note is to present the u-extended Steinberg group
St(u) as in definition 2, the algebraic structure that gives rise to Wh2(u). Moreover,
theorem 1 motivates the geometric reasons which lead to St(u).

1.1. Approach to define Σu

The more natural algebraic object we can associate to a closed 1-form α is the Morse-
Novikov complex

(
C∗(α), ∂ξ

)
which is defined when α is regular enough, namely of

Morse type. The modules C∗(α) are freely generated by – a bijective lifting to the

universal cover M̃ of M of – the zeroes of α over the ring Λu, which is the Novikov
completion of the group ring Λ := Z[π1M ] by the morphism π1M → R induced by
u ∈ H1(M ;R) ≈ Hom(π1M,R); the map ∂ξ depends on a contractible choice of an
α-Lyapunov vector field ξ, that we call equipment. If ξ is regular enough, say Morse-
Smale, the stable and unstable manifolds of ξ relative to the zeroes of ξ – which coincide
with Z(α) – intersect transversally. We denote by X the whole set of α-equipments,
and by XMS the subset of Morse-Smale ones. By choosing orientations of the unstable
manifolds, we obtain the map ∂ξ which assigns coefficients in Λu to any pair of zeroes of
consecutive index. This map results to be a differential, and the associated homology
independent of the choices we made. The unfamiliar reader can consult the source
reference [21] or [5], [22] for further information on Morse-Novikov theory.

Fix α0 ∈ Ωu
NS from now on. Since Ωu is convex, so contractible, we have a bijection

π1(Ω
u,Ωu

NS;α0)
∼−−−→ π0(Ω

u
NS)

which associates the connected component of α1 to paths (αt)t∈[0,1] based on α0.
Morally, if π0(Ω

u
NS) was trivial, we could deform any path to another one where there

is no significant modification along time. In order to follow the evolution of a path, we
provide it with an equipment (ξt)t∈[0,1]. Roughly speaking, Σu reads bifurcations that
occur in (αt, ξt)t∈[0,1], consistently up to homotopy of the path; we are so led to study
generic 2-parameter equipped families on Ωu.
The generic property concerning (αt)t∈[0,1] is similar to that of a generic path of func-
tions on F × [0, 1]: as in the exact context, the path is made up of Morse closed 1-forms
except for a finite amount of death/birth times, where the 1-form presents a cubical-
type zero and the Morse-Novikov complex de/stabilises with a pair of Morse zeroes of
consecutive index.

The main difference with the exact context resides on the equipment part since the
property for (ξt)t∈[0,1] of being Morse-Smale everywhere but in a finite amount of times
– which holds on the exact context – is not generic at all for (αt)-equipments: the set
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Δ ⊂ [0, 1] of bifurcation times where (ξt)t∈[0,1] is not Morse-Smale is infinite in general.
The reason for that is the same that makes ∂ξ to have coefficients on the “series-like”
ring Λu rather than on the “polynomial-like” ring Λ: the orbits of an α-equipment ξ
tend to wrap around themselves. In order to elude this problem, we introduced the
L-transversality condition (L > 0) in [17, §2.1.5]. This condition is a truncated version
of the Morse-Smale one:
By fixing a base point on M and a path to each zero of α, we can determine an
element g ∈ π1M each time we find a ξ-orbit between zeroes of α. The L-transversality
condition asks that every ξ-orbit inducing such a g ∈ π1M and verifying u(g) >
−L, comes from a transversal intersection of the un/stable manifolds concerned with
the orbit. We denote the set of L-transverse equipments by X L

0 . Clearly we have
∩L>0X L

0 = XMS. An L-incidence matrix can be still defined for these vector fields:
their coefficients belong to the L-truncation of the Novikov ring ΛL

u := trL(Λu) (see
subsection 2.1). An equipment (ξt)t∈[0,1] is generically L-transversal everywhere but in
a finite amount of bifurcation times, where we say that the equipment is L-handle-slide;
these vector fields verify the condition of X L

0 except for a single orbit – between zeroes
of same index – whose coefficient also verifies u(g) > −L. We denote them by X L

1 .
The generic (αt)-equipments just described take so values on X L

0 ∪X L
1 , and are called

L-generic.
Bifurcation times are called L-handle-slide because they have an homological effect
similar to that of the operation described on [14, Th. 7.6]: if we denote by A±

∗ the
L-incidence matrices respectively before/after crossing such an accident concerning a
couple of points of index i, there exists an u-extended elementary matrix E – as in
subsection 2.2 – involved with the coefficient g ∈ π1M associated to the orbit such
that: ⎧⎨

⎩
A+

j = A−
j , if j �= i, i+ 1

A+
i = EA−

i

A+
i+1 = A−

i+1E
−1

(2)

up to L-truncation, as it is shown on [17, Prop. 2.2.36]. The map Σu counts handle-
slide bifurcations in a convenient way.

A second complication not happening on the exact context, is a special type of
handle-slide that we call self-sliding : an orbit from a Morse zero to itself appears.
These bifurcations accidents were mentioned on Latour’s paper [10], where he found
an algebraic characterisation of classes 0 �= u ∈ H1(M ;R) such that Ωu

NS �= ∅. We
interpret his theorem as a sort of s-cobordism theorem (consult the short note [19]),
where the vanishing of a torsion τ(M,u) appears as an obstruction for Ωu

NS being non-
empty. This torsion lives in a Whitehead-type group: employing the notations of our
section 2, this group is Wh1(u) :=

K1(Λu)
〈±π1M, 1+(u<0)〉 . Unfortunately, Latour omitted the

analysis of self-slidings: “. . .This replaces a long study of homoclinic bifurcations in
an earlier version which had the advantage of indicating the geometric reason to divide
K1(Λu) by trivial units. . . ” 1. In fact, the equalities in (2) explain Latour’s words: in
the case of self-slidings, the matrix E is an u-elementary matrix as in our definition
1. These matrices are elements of GL(Λu) � E(Λu) and survive on K1(Λu) :=

GL(Λu)
E(Λu)

.
To calculate the torsion, one needs to choose a Morse-Smale equipment ξ. Near a
self-sliding accident, we can find two different such choices ξ0, ξ1 such that the related
torsions would differ by τ(E), and would not coincide on K1(Λu)

〈±π1M〉 . Latour needed hence

1This is a translation of a comment on the third page of [10].
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to mod out by the trivial units 1 +
(
u < 0

)
. These accidents deeply enrich the theory

and play a fundamental role on the geometry of the extended Steinberg group.

2. The algebraic framework of the (non-exact) isotopy problem
We recall the definition of the standard Steinberg group St(R) associated to an asso-
ciative and unitary ring R. For more details, consult [13, §5].
For n any positive integer, let GLn(R) denote the set of n× n invertible matrices with
coefficients on R. We denote the direct limit induced by the natural sequence of inclu-
sions GLn(R) ↪→ GLn+1(R) by GL(R). The subgroup of elementary matrices E(R) is
generated by the set

{
erij

∣∣ i �= j ∈ N
∗, r ∈ R

}
where erij = Id+trij and trij denotes the

matrix whose only non-necessarily zero term is r on the (i, j) component. We define
the Steinberg group associated to R by presentation. The generators are given by the
set

{
xr
ij

∣∣ i �= j ∈ N
∗, r ∈ R

}
and the relations are the so-called Steinberg relations:

⎧⎨
⎩

(RS1) ≡ xr
ijx

s
ij = xr+s

ij

(RS2) ≡ [xr
ij, x

s
kl] = 1 , if i �= l, j �= k

(RS3) ≡ [xr
ij, x

s
jl] = xrs

il , if i �= l.
(3)

Sometimes they are also called the trivial relations of elementary matrices: one can
easily verify that they hold true if we replace the symbol x•

·· by e•··. Thus the map
ϕ : St(R) → E(R) given by xr

ij �→ erij is a surjective group morphism and the Stein-
berg group becomes a relevant actor on low algebraic K-theory due to the next exact
sequence:

0 �� K2(R) �� St(R)
ϕ �� GL(R) �� K1(R) �� 0 (4)

where the second and first K-groups of R are seen respectively as the kernel and
cokernel of ϕ. The group Wh2(π1F ) appearing on (1) is in fact a quotient of K2(R)
for R = Z[π1F ]; at each bifurcation time t = t0 of a generic equipment (ξt)t∈[0,1] of a
generic path of functions (ft : F × [0, 1] → [0, 1])t∈[0,1], we find an orbit of ξt0 from pi
to pj, two Morse critical points of ft0 of same index ; a signed element ±g ∈ π1F – the
bifurcation coefficient2 – can be associated to this orbit in a similar way to that one
explained in subsection 1.1 and hence a generator x±g

ij of St
(
Z[π1F ]

)
; the magic fact is

that, in the absence of birth/death singularities, the relative homotopy of generic paths
(ft, ξt)t∈[0,1] starting at a function f0 with only r ≥ 3 critical points of same index and
a Morse-Smale equipment ξ0, is governed by the Steinberg group:

π1

(
A, B; (f0, ξ0)

) ≈ St(r,Z[π1F ]). (5)

The reader can find the isomorphism of (5) in [6, Ch.II, §1] and is aimed to compare
it to Theorem 1 of this document.
In simpler terms, when a deformation of (ft, ξt)t∈[0,1] permutes the order in time of bi-
furcation accidents, we see the Steinberg relations appear. The map Σ on the sequence
(1) is just a wise combination of the x±g

ij associated to bifurcations in order to have a
well-defined map up to a homotopy of (ft, ξt)t∈[0,1]. But our work is naturally involved
with Novikov rings. . .

2As a remark and by following [15, §9], a self-indexing Morse function f on F × [0, 1] allows to
determine the torsion of the cobordism F × [0, 1] – thus trivial in this case – by means of a free
Z[π1F ]-complex

(
C∗, ∂f

)
induced by f . The modification suffered by this complex when crossing

a bifurcation time is exactly described by equations (2), where E = ϕ(x±g
ij ).

第６１回トポロジーシンポジウム講演集　２０１４年７月　於　東北大学

60



2.1. Searching an u-extension of the Steinberg group

We will denote π the fundamental group of our manifold M , as well as Λ := Z[π] for
the sequel. A series λ ∈ Z

π is written
∑

g∈π λgg where λg = λ(g) ∈ Z. The support of
such an element is given by supp(λ) := {g ∈ π | λg �= 0}. Recall that the Novikov ring
associated to u is given by:

Λu :=
{
λ ∈ Z

π
∣∣ supp(λ) ∩ u−1

(
[L,∞)

)
is finite for every L ∈ R

}
.

Each L ∈ R defines a truncation map, trL : Λu → Λu given by λ �→ ∑
g∈u−1([L,∞)) λgg,

which clearly factors through the inclusion Λ ↪→ Λu. Denote ΛL
u := Im (trL) the L-

truncation of the Novikov ring. Indeed, ΛL
u and the quotient Λu

(u<L)
are isomorphic as

abelian groups3. However, ΛL
u does not inherit the ring product structure from Λu:

the set
(
u < L

)
is clearly not ideal of Λu. In other terms, the map trL is not a ring

morphism, as we easily see by taking any L > 0 and g ∈ π such that −L < u(g) < −L
2
;

clearly tr−L(g
2) = 0 �= g2 = tr−L(g) tr−L(g). We can still define a product operation ∗

L

on ΛL
u by setting λ ∗

Lμ := trL(λμ).
Knowing Hatcher and Wagoner’s theory, and having L-transversality at hand, one is
tempted to define a map ΣL

u by employing St(ΛL
u), the L-truncated version of the

Steinberg group, and verbatim copying the definition of the map Σ on sequence (1);
then trying to prove that this hypothetical ΣL

u results on a well defined map, up to
homotopy of (αt, ξt)t∈[0,1]. This approach results to be catastrophic for many reasons:

• The main headache of this tentative is that the L-truncation ring
(
ΛL

u ,+, ∗
L

)
has

a bad behaviour due to the fact that trL is not a ring morphism: suppose π ≈ Z

generated multiplicatively by 〈t〉; take the morphism u given by u(t) = −2 and
L = −3. Remark that trL(t

2) = 0. In this example, Λu are Laurent series on t
with bounded negative exponents and ΛL

u are Laurent polynomials on t having
exponents lower or equal to 1. Consider the products:{

(1 + t) ∗
L

(
t ∗
L t

−1
)

= (1 + t) ∗
L 1 = 1 + t(

(1 + t) ∗
L t

) ∗
L t

−1 = t ∗
L t

−1 = 1
.

We observe that the ring ΛL
u is not associative4 in general! And St(ΛL

u) is even
not defined since the Steinberg group makes sense only for unitary associative
rings.

• We encounter an even deeper problem if we pretend to mimic the strategy of
[6] to define Σu. We need to associate a symbol to each bifurcation, say of an
L-generic equipped path (αt, ξt)t∈[0,1]. Keeping the notations of the explanation
just before the beginning of this subsection, the subscript part of the Steinberg
element in the case of functions depended on the numbering of the critical points
of ft0 . The subscripts related with the bifurcation were always different because
the f -Lyapunov condition implies ft0(pi) > ft0(pj); returning to the context of
closed 1-forms, the αt0-Lyapunov condition implies that ξt0-orbits are transverse
to the foliation induced by αt0 ; typically, these orbits will revisit the leaves of
the foliation. A generic one-parameter family (ξt)t∈[0,1] will thus contain self-
sliding bifurcations, and the subscripts of an hypothetical Steinberg symbol x±g

ij

representing it should verify i = j. There is so no reasonable symbol to represent
self-slindings on any standard Steinberg group!

3The notation
(
u < L

)
refers to the subgroup of elements whose support is included in u−1(−∞, L).

4Even worse, also non-unitary if L > 0 because u(1π) = 0.
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Remember that we are trying to distinguish equipped paths (αt, ξt)t∈[0,1] up to
homotopy. A new dilemma arises now: there is no a priori reason to think that self-
slidings should vanish up to homotopy; in other words, there is no a priori reason to
positively answer the question:

Can we deform a generic (αt, ξt)t∈[0,1], fixing its extremities, into
a generic (α′

t, ξ
′
t)t∈[0,1] containing no self-sliding?

The author has been working on giving a positive answer when the generic condition is
L-genericness. The best we obtain is that self-slidings of (αt, ξt)t∈[0,1] can be replaced
by self-slidings whose bifurcation coefficients have a lower u-value5, until we obtain
a path with no L-self-sliding. Even after this effort, a map Σu well-defined up to
homotopy, should be invariant up to raising the value of L as much as we want; however,
by choosing higher values L′ we would have to push again L′-self-slidings, and this
procedure may not end into a trivial operation up to homotopy. The more reasonable
attitude to take is trying to construct an algebraic model bearing the existence of
self-slidings: this is the aim of the u-extended Steinberg group.

2.2. The group of u-extended elementary matrices.

The subset
(
u < 0

) ⊂ Λu is multiplicative. For any λ ∈ (
u < 0

)
, the series λ+ :=∑∞

i=1 λ
i belongs so to Λu and 1 + λ+ turns to be the inverse of 1 − λ. For every such

a λ, we denote λ− := −λ so that 1 + λ+ and 1 + λ− are mutually inverse. For every
i ∈ N

∗, denote by tλ
±

ii the matrix having λ± on the (i, i) entry as only non-zero term.
As Λ×

u = GL1(Λu), the mutually inverse matrices eλ
±

ii := Id+tλ
±

ii belong to GL(Λu); we
call them u-elementary matrices. The matrix eλii denotes either e

λ+

ii or eλ
−

ii .

Definition 1. We denote by E(u) the subgroup of GL(Λu) generated by the matrices

{
eλii, e

θ
ij

∣∣∣∣ i, j ∈ N
∗, i �= j

λ ∈ (
u < 0

)
, θ ∈ Λu

}
. (6)

We call E(u) the group of u-extended elementary matrices.

Clearly, usual elementary matrices E(Λu) form a subgroup of E(u).

Lemma 1. The following relations are verified on E(u):

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(RSi)i=1,2,3 ≡ As in (3)

(RSu
1) ≡ eλiie

μ
ii = eλ+μ+λμ

ii

(RSu
2,a) ≡ [eλii, e

μ
jj] = 1 , if i �= j

(RSu
2,b) ≡ [eλii, e

θ
jk] = 1 , if i �= j �= k �= i

(RSu
3,a) ≡ [eλ

±
ii , eθij] = eλ

±θ
ij , if i �= j

(RSu
3,b) ≡ [eλ

±
ii , eθji] = eθλ

∓
ji , if i �= j

(RSu
4,a) ≡ e

(λμ)+

ii

(
e−λ
ij eμji

)
e
(μλ)−
jj = eμjie

−λ
ij , if i �= j and λμ ∈ (

u < 0
)

(RSu
4,b) ≡ e

(μλ)−
jj

(
e−λ
ij eμji

)
e
(λμ)+

ii = eμjie
−λ
ij , if i �= j and λμ ∈ (

u < 0
)
.

5This self-sliding replacement is somewhat elaborate geometrically: a self-sliding with bifurcation
coefficient g entails the gain/loss of a periodic closed orbit on the conjugacy class of g as [7, Rem.
3.12] mentioned (consult [1, §5.6.12 and Fig. 5.6-7]). The extremities of two self-sliding paths
starting form (α0, ξ0) and creating closed orbits of respective class g and g2, can be joint by a
generic path containing an Andronov-Hopf (period-doubling) bifurcation, where the orbit related
to g doubles its period to become the orbit related to g2; this bifurcation is outstandingly well
explained on [2, §34.C and Fig. 141].
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Proof. We concentrate on the new (RSu
•)-relations concerning u-elementary matrices.

The first one is trivial, as well as the relations of second type (2 ∈ •) since non-trivial
coefficients are on the diagonal and they do not interact when computing the products
thanks to i �= j. We can safely suppose than i = 1, j = 2 from now on; relation
(RSu

3,b) is an straightforward calculation, but a slight subtlety is needed for (RSu
3,a):

we have [eλ
±

ii , eθij] =
(
1+λ±

1

)(
1 θ
1

)(
1+λ∓

1

)(
1 −θ

1

)
=

(
1+λ± θ+λ±θ

1

)(
1+λ∓ −θ−λ∓θ

1

)
. After

simplification, this product equals e
−(λ∓+λ±λ∓)θ
ij .

Notice that λ+ and λ− commute; if we consider their product:

λ+λ− = λ−λ+ = −
∑
i≥2

λi = − (
λ+ + λ−) , (7)

we conclude that the superscript on the elementary matrix we just found equals λ±θ.
The fourth-type relations are of new nature since there were no trivial relation over
standard elementary matrices concerning the elementary generators e•ij, e

•
ji. These new

relations say that the just mentioned standard elementary matrices of the Novikov
ring commute up to u-elementary matrices. The (4, b)-relation can be deduced from
(4, a) just by moving the u-elementary terms to the other side of the equality and
changing the roles of the actors on the pairs (i, j) and (−λ, μ). Focusing on relation
(4, a), let us call X, Y the products inside the parentheses and on the right-side of
the equality respectively. After calculation, we find the matrices X =

(
1−λμ −λ
μ 1

)
, Y =(

1 −λ
μ 1−μλ

)
. Since λμ ∈ (

u < 0
)
, the same happens to μλ and the terms different from

1 on the diagonals of X, Y are invertible. We easily see that multiplying X with the
mentioned u-elementary matrices will provide a matrix with the diagonal terms of Y .
The element μ on the (j, i) entry remains unchanged in doing so, and the (i, j) term
becomes −(

1 + (λμ)+
)
(λ− λμλ). Remark now that:

(λμ)+λ = λμλ+

(∑
i≥2

(λμ)i

)
λ = λμλ+

(∑
i≥2

(λμ)i−1

)
λμλ = λμλ+ (λμ)+λμλ. (8)

Using (8) while expanding the product we just found, one easily ends up with −λ.

The geometric raison d’être of E(u) is, as we mentioned before, equations (2) de-
scribing how the map ∂t counting flow lines of ξt on an L-generic equipment changes
when crossing the finite set of time bifurcations. Since we are interested on paths
(αt, ξt)t∈[0,1] up to homotopy – say depending on s ∈ [0, 1] – bifurcation times may
vary their order of appearance on t for different fixed values of s; in other terms, for
some isolated values of (t, s) two orbits of L-handle-slide type appear. This situation is
unavoidable on 2-parameter families of equipments. We call L-crossing the equipments
concerning these isolated values and denote them by X L

2,c. At L-crossing parameters,
an interaction between the involved bifurcations can take place. These interactions are
precisely described by the relations of the u-extended Steinberg group of definition 2. In
the converse terms, the group St(u) is geometrically realized by the relative homotopy
classes of – some – generic paths (αt, ξt)t∈[0,1]: this is the content of theorem 1. The
condition about λ on generators xλ

ii of St(u) is explained by the fact that any generic
self-sliding bifurcation, comes with a bifurcation coefficient g ∈ π, u(g) < 0, a sign ±
and a dichotomic character (·)±. Once the coefficient g has been determined, there
exist – up to sign – two geometrically non-equivalent generic bifurcation behaviours:
if we study the accident with dichotomic character (·)+ on the universal cover M̃ ,
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the traces after the bifurcation of a lifting of the unstable manifold concerned with
the accident on subsequently lower levels of M̃ , are an iterated connected sum of the
(gi, i ≥ 0)-translated copies of the trace before the accident, as figure 1 suggests6. The
mentioned unstable manifold is W u(pk; ξt). This explains the presence of terms (±g)±

on the definition of the u-extended Steinberg group St(u).

χ

˜�

g˜�

N+(gPk)

N−(gPk)

N+(g2Pk)

N−(g2Pk)

E

gPk

g2Pk

(δt)t∈[t0−ε,t0]

N−(Pk)

Pk

(gδt)t∈[t0−ε,t0]

W u(P k; ξ̃t0−ε) W u(P k; ξ̃t0+ε)

S1

S2

Figure 1: Situation before/after a (g)+-self-sliding of orbit � and dichotomy point χ.

Moreover, when an unstable manifold slides over itself twice simultaneously at t =
t0, say with coefficients g, h ∈ π, u(g) < 0 > u(h), we cannot circumvent the appearance
of a resonance phenomenon – of coefficient gh – at the same time t = t0. This resonance
factor is detected by relation (RSu

1) of lemma 1.

3. The u-extended Steinberg group St(u) and its geometry

Definition 2. Let r ≥ 3, r ∈ N ∪ {∞}. We define the u-extended Steinberg group of
order r as the group having a generators-relations presentation where generators are

6The interested reader may consult [17, p.51, 2nd case: k = l].
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given by the set:

{
xλ
ii, x

λ+μ+λμ
ii , xθ

ij

∣∣∣∣ i, j ∈ {1, . . . , r} , i �= j

λ, μ ∈ {
(±g)±

∣∣ g ∈ π, u(g) < 0
} ∪ {0} , θ ∈ Λu

}
,

and relations appearing on lemma 1, after replacing “e” with “x”. We denote this
group by St(r, u).

Remark 1. As it happened in the usual Steinberg group, the elements x0
ii represent the

identity element because x0
iix

0
ii = x0

ii is verified thanks to relation (RSu
1). The same re-

lation tells us that xλ+

ii and xλ−
ii are mutually inverse because xλ+

ii xλ−
ii = xλ++λ−+λ+λ−

ii =
x0
ii, the last equality coming from (7).

We introduce and motivate the remainder necessary notions to state theorem 1.

Definition 3. For α ∈ Ωu of Morse type, denote ri(α) the cardinal of Zi(α), its set
of zeroes of index i. Any (r0, . . . , rn+1) ∈ N

n+2 such that
∑n+1

i=0 (−1)iri = 0 is called
admissible. For admissible (n+ 2)-tuples we denote:

Ωu
(r0,...,rn+1)

:= {α ∈ Ωu | ri(α) = ri} .

In addition, for every Y ⊂ X , we denote by Ωu,Y
(r0,...,rn+1)

the space of pairs (α, ξ) such
that ξ ∈ Y is an α-equipment, with α ∈ Ωu

(r0,...,rn+1)
.

Remark 2. Of course the zero element of Nn+2 gives Ωu
(0,...,0) = Ωu

NS. Any non-admissible

(n+2)-tuple of non-negative numbers provides the empty set: since Ωu
NS is non-empty,

we know that the Novikov complex is acyclic. In particular, its Euler characteristic
must be zero. This is exactly the condition for admissible tuples.

We explain now the index condition (9) of theorem 1. The bijection of the theorem
should reflect the simplest relation (RS1) in the geometrical side. One finds homo-
topical obstructions to that relation if there are zeroes pi, pj having index or coindex
lower or equal than 2. Suppose that a path (αt, ξt)t∈[0,1] has two consecutive accidents

corresponding to xg
ij, x

−g
ij ; one can construct a loop γ inside a level F of M̃ , that is

nulhomotopic by a disk D
2 ⊂ M̃ . If we are able to push D

2 into an embedded disk on
the level F , we can then construct a Whitney isotopy of (αt)t∈[0,1] leading to another
generic path which does not contain any more the mentioned accidents: we have un-
knotted the product xg

ijx
−g
ij to x0

ij. Here, the index and dimension conditions appear:
in order to push D

2 to F without introducing new accidents, we should continuously
deform D

2 by following the flow lines of ξt. If there exists a q ∈ Zi(α) contradicting
the second condition appearing on (9), either the stable or the unstable manifold of q
intersects D2 by a basic general position argument7 and we cannot push our disk into
F . We further need D

2 to be embedded in F to construct the Whitney isotopy; this
is not true in general, but we can suppose it for granted if 5 ≤ dim(F ) = dim(M)− 1
thanks to the Whitney embedding theorem. Compare to [6, Ch. II, §1, Lemma 1.2’(a)].

Remark 3. The second condition on (9) requires the dimension of M to be at least 5.
But at this dimension there is no ri different from zero and there is nothing to prove.
Dimension 6 only allows r3 to be non-zero, which is impossible for admissible tuples of
this length. We hence require dim(M) ≥ 7.

7This can be summarised by saying that i∗ : π1(X �A) → π1(X) is an isomorphism if codX(A) ≥ 3
when A and X are smooth.
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There is another unavoidable accident on 2-parameter families of equipments, called
L-exchange, that we had not yet mentioned: ξst has, for isolated values of (t, s), a single
orbit from a zero of index i − 1 to another one of index i, whose coefficient verifies
u(g) > −L. We designate them by X L

2,e.

Definition 4. A 2-parameter family (ξst ) of equipments is said to be L-generic if there
exists a finite set Δ2 ⊂ (0, 1) such that for all s /∈ Δ2, the path (ξst )t∈[0,1] is an L-generic
path and for every s ∈ Δ2, there exists an unique ts ∈ (0, 1) such that ξsts ∈ X L

2,c∪X L
2,e.

Remark 4. Truncations are useful to realise the analysis and to construct parameter
families (αt, ξt); but this does not mean that an isotopy obstruction should have a
“truncated type”; even in the situation without parameters of Latour’s paper, the
torsion obstruction τ(M,u) naturally lives in a quotient ofK1(Λu) and not in a algebraic
object based on the truncations ΛL

u of the Novikov ring.
Another clue telling us that a truncated isotopy obstruction is not plausible, is the next
simple argument: after inspection, one realizes that the homotopy relations of the exact
context (the usual Steinberg relations) are still verified when considering homotopies
of paths (αt, ξt)t∈[0,1]. In particular, the relation (RS3) concerning the accidents xg

ij, x
h
jl

where u(g), u(h) ∈ (−L,−L
2
) holds. But ΣL

u cannot detect the resulting interaction xgh
il

because u(gh) < −L.

Theorem 1. Let (r0, . . . , rn+1) be admissible as in definition 3. Suppose that:{
ri ≥ 3 or ri = 0 if i ∈ {3, . . . , n− 2}
ri = 0 otherwise.

(9)

Fix (α0, ξ0) ∈ Ωu,XMS

(r0,...,rn+1)
. There exists a bijection:

χu : π1

(
Ωu,X

(r0,...,rn+1)
,Ωu,XMS

(r0,...,rn+1)
; (α0, ξ0)

) 
−−−→
⊕
ri �=0

St(ri, u).

Idea of proof. We briefly explain the proof that will appear on [16]. The property of
definition 4 is proved to be generic and open for 2-parameter equipments, and this for
every L > 0. The intersection for every L ∈ N

∗ of L-generic 2-parameter families,
that we denote by X0,1,2 is thus a residual set in the Baire space X ; we can thus
approach the equipment of any homotopy class by a family on (X0,1,2,XMS), where
we understand the occurring bifurcations. The map χu collects the L-handle-sliding
bifurcations for increasing L. Accumulation of bifurcations do not create a problem
because we can rearrange bifurcations in time in such a way that accidents concerning
different subscripts (i, j) are not mutually mixed in time! This was not possible in the
context case, but here, relations (RSu

4) allow one to do so. This ends with a well-defined
element of St(ri, u) for each critical index i.

In order to define the map Σu : π0(Ω
u
NS) → Wh2(u) that we mentioned on section 1,

we need theorem 1. The index hypothesis is indeed not so restrictive: the first condition
can be achieved by introducing as many trivial pairs of zeroes of consecutive indexes
as needed. For the second condition, we can always deform (αt)t∈[0,1] with non-singular
extremities to another such a path verifying r0 = 0 = rn+1: this is the main result of
[18]. As most of the lemmas of [18] easily generalise to any critical index, we expect
being able to deform any path (αt, ξt)t∈[0,1] with no singular extremities to another one
verifying the hypothesis of theorem 1; even further, the non-trivial index rank should
be shrinkable to two consecutive indexes i, i+1, as it was the case in the exact context.
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GL(n;Z) の level 2 主合同部分群の有限表示とその
応用

小林竜馬 (東京理科大学)∗

Abstract

GL(n;Z) の level 2 主合同部分群 Γ2(n) の生成系は古くから知られていた
が，具体的な表示は不明であった．著者はこの群の有限表示を与えた．本稿
では Γ2(n) の具体的な有限表示を紹介するとともに，非有向曲面の Torelli
群への応用について解説する．

1. Indroduction
n ≥ 1 に対して，Γ2(n) で自然な全射準同型写像GL(n;Z) → GL(n;Z2) の核を表し，
GL(n;Z) の level 2 主合同部分群と呼ぶ．A ∈ Γ2(n) は対角成分が奇数でありそれ以
外の成分は偶数であることに注意する．

1 ≤ i, j ≤ n (i �= j) に対して，Eij で (i, j)-成分が 2，対角成分が 1，それ以外の成
分が 0 の行列を表す．また，1 ≤ i ≤ n に対して，Fi で (i, i)-成分が −1，それ以外の
対角成分が 1，それ以外の成分が 0 の行列を表す．Γ2(n) が Eij と Fi で生成されるこ
とは Wall やMcCarthy-Pinkall [15] 等によって知られていた．著者は Γ2(n) の有限表
示を具体的に与えた ([12] 参照)．

Theorem 1.1. n ≥ 1 に対して，Γ2(n) は Eij と Fi で生成され，次の関係子を持つ：

1. F 2
i ,

2. (EijFi)
2, (EijFj)

2, (FiFj)
2 (n ≥ 2),

3. (a) [Eij, Eik], [Eij, Ekj], [Eij, Fk], [Eij, Eki]E
2
kj (n ≥ 3),

(b) (EjiE
−1
ij E−1

kj EjkEikE
−1
ki )

2 (i < j < k) (n ≥ 3),

4. [Eij, Ekl] (n ≥ 4).

ただし，[X, Y ] で X−1Y −1XY を表し，1 ≤ i, j, k, l ≤ n は互いに異なるとする．

Γ2(n) の有限表示は Fullarton [6] や Margalit-Putman 等によっても独立に求めら
れている．本稿では，主結果の証明のアイディアを紹介し，非有向曲面の Torelli 群へ
の応用について解説する．

2. 群表示の基礎
ここでは，本研究で用いた群表示に関する基礎的なことについて説明する．より詳し
くは [11] 等を参照することを推奨する．

2.1. Tietze 変換

表示群 G = 〈X | R〉 に対して，s ∈ G が R の consequence であるとは，s が

s = (wlr
m(l)
j(l) w

−1
l ) · · · (w2r

m(2)
j(2) w

−1
2 )(w1r

m(1)
j(1) w

−1
1 )

のように書き表せることをいう．ここに，rj(i) は R の要素であり wi は X 上の語で
ある．

2010 Mathematics Subject Classification: 57M07, 57S05.
Keywords: congruence subgroup, Torelli group.
∗ e-mail: kobayashi_ryoma@ma.noda.tus.ac.jp
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Definition 2.1. 有限表示群 〈x1, x2, . . . , xn | r1, r2, . . . , rk〉に対して，ξ を x1, x2, . . . , xn

の語，s を r1, r2, . . . , rk の consequence とする．このとき，次の操作を Tietze 変換と
いう：

1. 〈x1, x2, . . . , xn | r1, r2, . . . , rk〉 ←→ 〈x1, x2, . . . , xn, x | r1, r2, . . . , rk, xξ−1〉,

2. 〈x1, x2, . . . , xn | r1, r2, . . . , rk〉 ←→ 〈x1, x2, . . . , xn | r1, r2, . . . , rk, s〉.

２つの有限表示群が有限回の Tietze 変換で移り合えば，もちろんそれらは互いに
同型である．次の命題が成り立つ．

Proposition 2.2. ２つの有限表示群が同型ならば，それらは有限回の Tietze 変換で
移り合う．

2.2. 短完全列と群表示

短完全列

1 → G1
φ→ G2

π→ G3 → 1

を考える．ここでは，G1 と G3 の表示から G2 の表示を得る方法について説明する．
G1及び G3の表示をそれぞれ G1 = 〈X1 | R1〉，G3 = 〈X3 | R3〉で与える．各 x ∈ X3

に対して x̃ ∈ π−1(x) を１つ選ぶ．X2 を

X2 = {φ(x1), x̃3 | x1 ∈ X1, x3 ∈ X3}

で定義する．r = a1a2 · · · an ∈ R3 に対して，r̃ を r̃ = ã1ã2 · · · ãn とする．g ∈ ker π に
対して，g で g を φ(X1) 上の語で書き直したものを表す．このとき，A, B, C をそれ
ぞれ

A = {φ(r1) | r1 ∈ R1},
B = {r̃3r̃3−1 | r3 ∈ R3},
C = {x̃3φ(x1)x̃

−1
3 x̃3φ(x1)x̃

−1
3

−1 | x1 ∈ X1, x3 ∈ X3}

で定義し，R2 を R2 = A ∪ B ∪ C とする．このとき，G2 の表示は

G2 = 〈X2 | R2〉

で与えられる．特に，X1, X3, R1, R3 が有限集合，すなわち G1 と G2 が有限表示を
持つとき，G2 も有限表示可能である．また，準同型写像 ρ : G3 → G2 で πρ = idG3 を
みたすものが存在するとき，各 x ∈ X3 に対して x̃ ∈ π(x)−1 として ρ(x) を選ぶ．

2.3. Reidemeister-Schreier 手法

表示群 G = 〈X | R〉 に対して，その部分群 H の表示を求める手法 (Reidemeister-
Schreier 手法) について説明する．

Definition 2.3. U ⊂ G が G の H に対する左 Schreier transversal であるとは，U
は H の左剰余類の代表元の集合であり，Schreier 性質

gn · · · g2g1 ∈ U =⇒ gn−1 · · · g2g1 ∈ U

をみたすことをいう．ここに，各 gi は X±1 の要素である．
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左 Schreier transversal U を 1つ選ぶ．g ∈ G に対して g ∈ U を g が属する H の
左剰余類の代表元で定義する．このとき，H の生成系 B は

B = {xu−1xu | x ∈ X±1, u ∈ U, xu /∈ U}
により定まる．各 rn · · · r2r1 ∈ R 及び u ∈ U に対して，sru を

sru = (u−1rnrn−1 · · · r1u) · · · (r2r1u−1r2r1u)(r1u
−1r1u)

で定義する．このとき，各 ri · · · r1u−1riri−1 · · · r1u はB ∪{1} の要素であることに注意
する．H の関係子の集合 S は

S = {sru | r ∈ R, u ∈ U}
で定まる．つまり，H の表示は

H = 〈B | S〉
で与えられる．特に，G が有限表示可能であり H の G における指数が有限のとき，
H は有限表示可能である．

3. Γ2(n) が作用する単体複体
一般に，群 G が作用する単連結な単体複体 X を用いて G の表示を調べる手法が
ある ([2] 参照)．ここでは，Γ2(n) が作用する単連結な単体複体を紹介する．初めに，
Day-Putman [4] により導入された単体複体を紹介する．

Definition 3.1 ([4]). 1 ≤ k ≤ n に対して，{x1, x2, . . . , xk} ⊂ Z
n がBn(Z) の (k− 1)-

単体であるとは，ある A ∈ GL(n;Z) が存在して各 xi に対して Aej = xi となる相異
なる 1 ≤ j ≤ n が存在することをいう．ただし，e1, e2, . . . , en は標準単位ベクトルで
ある．

言い換えれば，A ∈ GL(n;Z)の相異なる k 個の列ベクトルの組がBn(Z)の (k−1)-
単体である．また，Bn(Z) は n− 1 次元の単体複体である．

Definition 3.2. A ∈ GL(n;Z) と Δ = {x1, x2, . . . , xk} ∈ Bn(Z) に対して AΔ =
{Ax1, Ax2, . . . , Axk} により GL(n;Z) の Bn(Z) への作用を定める．また，Γ2(n) の
Bn(Z) への作用も同様に定義される．

Proposition 3.3 ([4]). Bn(Z) は (n− 2)-連結である．特に n ≥ 3 に対して Bn(Z) は
単連結である．

この命題により，n ≥ 3 に対して Brown の手法を適用し Γ2(n) の表示を調べるこ
とが可能である．しかし，Γ2(n) の Bn(Z) への作用に対して Brown の手法を用いる
と，計算量が莫大になり非常に大変である．そこで，次の複体を導入する．

Definition 3.4. 1 ≤ k ≤ n に対して，{x1, x2, . . . , xk} ⊂ Z
n が Γ2Bn(Z) の (k − 1)-

単体であるとは，ある A ∈ Γ2(n) が存在して各 xi に対して Aej = xi となる相異なる
1 ≤ j ≤ n が存在することをいう．

言い換えれば，A ∈ Γ2(n) の相異なる k 個の列ベクトルの組がΓ2Bn(Z) の (k− 1)-
単体である．また，Γ2Bn(Z) は Bn(Z) の n− 1 次元の部分複体である．

Definition 3.5. A ∈ Γ2(n) と Δ = {x1, x2, . . . , xk} ∈ Γ2Bn(Z) に対して AΔ =
{Ax1, Ax2, . . . , Axk} により Γ2(n) の Γ2Bn(Z) への作用を定める．

本研究の最大の鍵となる命題を紹介する．

Proposition 3.6. n ≥ 4 に対して Γ2Bn(Z) は単連結である．
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4. 主結果の証明の概略
V を Bn(Z) の頂点集合とする．各 v ∈ V に対して Γ2(n)v を Γ2(n)v = {A ∈ Γ2(n) |
Av = v}で定義し，Γ2(n)v たちの自由積 ∗

v∈V
Γ2(n)v の部分群とみなす．また，A ∈ Γ2(n)v

を Av と書くことにする．つまり，A ∈ Γ2(n)v ∩ Γ2(n)w に対して Av と Aw を区別す
る．AvA

−1
w ∈ ∗

v∈V
Γ2(n)v を edge relatorと呼ぶ．まず次の補題を用意する．

Lemma 4.1. 次の短完全列が存在する：

0 → Z
n−1 → Γ2(n)v → Γ2(n− 1) → 1.

この補題と Brown [2] の手法を用いることで，n に関する帰納法により Γ2(n) の表
示を得る．

4.1. n = 2 の場合

Γ2(2) の表示は GL(2;Z) の表示から Reidemeister-Schreier 手法を用いることで得られ
る．GL(2;Z) の有限表示は Serre [17] 等により知られている．具体的な表示は

GL(2;Z) = 〈x, y, z | xyxy−1x−1y−1, (xy)6, z2, xzyz〉

で与えられる．ここに，x, y, z はそれぞれ

x =

(
1 −1
0 1

)
, y =

(
1 0
1 1

)
, z =

(
0 1
1 0

)
.

である．Schreier transversal U としては，

U = {1, x−1, y, z, x−1z, yz}

を選ぶ．これにより，適宜 Tietze 変換を施すことで Γ2(2) の表示が得られる．

4.2. n = 3 の場合

v1, v2, . . . , v7 ∈ B3(Z) をそれぞれ v1 = e1, v2 = e2, v3 = e3, v4 = e1 + e2, v5 = e1 + e3,
v6 = e2 + e3, v7 = e1 + e2 + e3 とする．このとき，Γ2(3) の B3(Z) への作用に対して
Brown の手法を適用することで次が得られる．

Proposition 4.2. Γ2(3) は ( ∗
1≤i≤7

Γ2(3)vi)/〈edge relators〉 と同型である．
この命題により，各 Γ2(3)vi の表示が得られれば Γ2(3)の表示が求まる．また，Γ2(3)vi

の表示は Lemma 4.1 と Γ2(2) の表示から得られる．

4.3. n ≥ 4 の場合

n ≥ 4 については，Γ2(n) の Γ2Bn(Z) への作用に対して Brown の手法を適用すること
で次が得られる．

Proposition 4.3. n ≥ 4 に対して，Γ2(n) は ( ∗
1≤i≤n

Γ2(n)ei)/〈edge relators〉 と同型で
ある．

この命題から，各 Γ2(n)ei の表示が分かれば Γ2(n) の表示は得られる．n = 3 の場
合と同様にして，Lemma 4.1 を用いることで Γ2(n)ei の表示が求まり，n に関する帰
納法により Γ2(n) の表示を得る．

5. Torelli 群への応用
ここでは，本研究の背景及び応用について解説する．
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5.1. 非有向曲面の写像類群

Ng で種数 g の非有向閉曲面を表す．つまり，Ng は実射影平面 RP 2 を g 個連結和し
たものである．本稿では Ng を，球面から円板を g 個取り除き，各境界にメビウス帯
を貼りつけたものとみなす (Figure 1 参照)．

Figure 1: 種数 g の非有向閉曲面 Ng.

M(Ng) で Ng 上の微分同相写像のアイソトピー類全体からなる群を表し，Ng の写
像類群と呼ぶ．本稿では有向曲面の写像類群は扱わないが，有向曲面の写像類群に関
連する話題について解説することがある．有向曲面の写像類群については [5] 等を適宜
参照するとよい．

Ng 上の単純閉曲線 c が A-circle であるとは，c の Ng における正則近傍がアニュ
ラスのときをいう (Figure 2 (a) 参照)．また，c が M -circle であるとは，c の Ng にお
ける正則近傍がメビウス帯のときをいう (Figure 2 (b) 参照)．

(a) A-circles. (b) M -circles.

Figure 2:

A-circle c に対して，c に沿った Dehn twist tc が定義できる (Figure 3 参照)．m
を M -circle, a を A-circle とし，互いに横断的に一点で交わるものとする．ここで，Y -
同相写像 Ym,a を定義する．まず，K ⊂ Ng を m ∪ a の正則近傍とし，M ⊂ Ng をm
の正則近傍で K の内部に含まれるものとする．K の境界を固定したまま M を a に
沿って一周させる写像類を Ym,a と書き，Y -同相写像と呼ぶ (Figure 4 参照)．

Lickorish [13] は M(Ng) が Dehn twist 及び Y -同相写像で生成されることを示し
た．また，Lickorish [14] は，Dehn twist のみで生成されるM(Ng) の部分群の指数は
2であることも示した．これは，M(Ng)は Dehn twistのみでは生成不可能であり，Y -
同相写像も必要であることを意味している．さらに，Y -同相写像は H1(Ng;Z2) に自明
に作用することから，M(Ng) は Y -同相写像のみでは生成不可能であることも分かる．

M(Ng) の有限生成系は Chillingworth [3] や Szepietowski [20] 等によって具体的に
与えられている．M(N1), M(N2)の有限表示は古典的に知られていた．また，Birman-
Chillingworth [1] は M(N3) の有限表示を与えている．さらに，Szepietowski [19] は
M(N4) の有限表示を与えている．g ≥ 5 については，最近 Paris-Szepietowski [16] や
Stukow [18] によってその有限表示は与えられた．

第６１回トポロジーシンポジウム講演集　２０１４年７月　於　東北大学

73



Figure 3: c に沿った Dehn twist tc.

Figure 4:

5.2. 非有向曲面の Torelli 群

R = Z, Z2 に対して，Ng の R-係数一次ホモロジー群 H1(Ng;R) を考える．
Aut(H1(Ng;R), ·)でmod 2交叉形式 · : H1(Ng;R)×H1(Ng;R) → Z2を保つ H1(Ng;R)
上の自己同型群を表す．また，自然な全射準同型写像

Φg : Aut(H1(Ng;Z), ·) → Aut(H1(Ng;Z2), ·)
を考える．次の事実がある．

Proposition 5.1 ([15]). kerΦg は Γ2(g − 1) と同型である．

また，McCarthy-Pinkall [15] 及び Gadgil-Pancholi [7] は次も示した．

Theorem 5.2 ([15], [7]). 自然な準同型写像 M(Ng) → Aut(H1(Ng;R), ·) は全射で
ある．

I(Ng)でこの全射準同型写像M(Ng) → Aut(H1(Ng;Z), ·)の核を表し，Ng のTorelli
群と呼ぶ．また，Γ2(Ng) でM(Ng) → Aut(H1(Ng;Z2), ·) の核を表し，Ng の level 2
写像類群と呼ぶ．著者は，東京理科大学の廣瀬進氏との共同研究で I(Ng) の生成系を
得た ([8] 参照)．

Dehn twist tc が BSCC 写像であるとは，Ng \ c が非連結のきをいう (Figure 5 (a)
参照)．また，tc1t

−1
c2
が BP 写像であるとは，Ng \c1, Ng \c2 は連結だがNg \(c1 ∪ c2)は

非連結で，その連結成分の１つは有向曲面であるときをいう (Figure 5 (b)参照)．BSCC
写像や BP 写像は I(Ng) の要素である．

Theorem 5.3. g ≥ 5 に対して，I(Ng) は次の写像類で生成される：

1. Ng \ c の連結成分の１つが種数 2 の非有向曲面，もう１つが非有向曲面である
ような BSCC 写像 tc,

2. Ng \ (c1 ∪ c2) の連結成分の１つが種数 1 の有向曲面，もう１つが g ≥ 5 のとき
非有向曲面であるような BP 写像 tc1t

−1
c2
.
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(a) BSCC 写像 tc.

(b) BP 写像 tc1t
−1
c2 .

Figure 5:

また，I(N4) は次の写像類で生成される：

1. Ng \ c の連結成分の１つが種数 2 の非有向曲面，もう１つが非有向曲面である
ような BSCC 写像 tc,

2. Ng \ c の連結成分の１つが種数 2 の非有向曲面，もう１つが有向曲面であるよ
うな BSCC 写像 tc,

3. Ng \(c1 ∪ c2) の連結成分の１つが種数 1 の有向曲面であるような BP 写像 tc1t
−1
c2
.

次の短完全列
1 → I(Ng) → Γ2(Ng) → kerΦg → 1

を用いて，Γ2(Ng) の生成系と kerΦg(∼= Γ2(g − 1)) の表示から I(Ng) の生成系を調べ
た．尚，Γ2(Ng) の生成系は Szepietowski [21] や Hirose-Sato [9] 等によって与えられ
ている．

6. いくつかの問題
Problem 6.1. Γ2B3(Z) が単連結か否かを決定せよ．

Proposition 3.6 において n ≥ 4 のとき Γ2Bn(Z) は単連結であることを述べた．も
し Γ2B3(Z)が単連結であるとすると，Γ2(3)の表示を調べる際にB3(Z)への作用ではな
く Γ2B3(Z) への作用に対して Brown [2] の手法を適用できる．仮に Γ2B3(Z) が単連結
であるとして Brown の手法を適用すると，Γ2(n) の関係子　 (EjiE

−1
ij E−1

kj EjkEikE
−1
ki )

2

が消えることが分かる．逆に，この関係子が他の関係子から得られるとすると Γ2B3(Z)
が単連結であることも分かる．

Problem 6.2. Γ2Bn(Z) の高次連結性を調べよ．

Proposition 3.3 において n ≥ 3 に対して Bn(Z) は (n − 2)-連結であることを述べ
た．この事実からも，Γ2Bn(Z) の高次連結性を考えることは自然である．

Problem 6.3. I(Ng) は BP 写像のみで生成可能かを決定せよ．

Problem 6.4. I(Ng) は有限生成可能かを決定せよ．

Johnson [10] は有向曲面の Torelli 群は BP 写像のみで有限生成されることを示し
ている．従って，I(Ng) について上の問題を解決することには重要な意味がある．
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Lefschetzファイバー空間へのチャートの応用について

遠藤 久顕 (東京工業大学)∗

Lefschetzファイバー空間は, 曲面をファイバーとする曲面上のファイバー空間であ
り, ノードつき曲面を特異ファイバーとして含む. Lefschetzファイバー空間のトポロ
ジーは, S. Lefschetzによる ‘Lefschetz pencil’の研究に始まり, 楕円曲面のトポロジーや
シンプレクティック多様体の研究などと密接に関連して発展してきた.

一方, チャートは曲面上のラベルつき有限グラフであり, 2次元ブレイドを記述する
ために鎌田聖一氏によって1992年頃に導入された. それ以降, チャートを用いた2次元
ブレイドや曲面絡み目の研究が盛んに行われている.

2000年代初めに松本幸夫氏と鎌田氏は,関係のないように見えるこれら2つの対象が,

モノドロミーという概念を介して結びつくことを見出した. これを受けて, Lefschetz

ファイバー空間の研究にチャートを応用する仕事がいくつか現れたが, その数はまだあ
まり多いとは言えない. 本稿では, Lefschetzファイバー空間へのチャートの応用に関す
る研究の現状を報告する.

１　チャートとその一般論

チャートはもともと2次元ブレイドを表示する方法として [Ka1]で導入された. その
後, 主に曲面絡み目との関係から様々な研究がなされ, 一般化なども考察された. 最も
広い意味のチャートの一般論は, 鎌田氏 [Ka2]と長谷川功氏 [Ha2]によって定式化され
た. ここでは, 主に [Ka2]に従ってチャートの定義を振り返る.

Xを集合とし, Bを連結な有向閉曲面とする. v ∈ Bに対し, vの周りを反時計回りに
1周する小さな単純閉曲線mvを, vのメリディアンという. Bの基点 b0と, mv上の1点
から b0への道nをとる. b0を基点とするB内のループ �v := n−1 · mv · nを, vの 1つの
メリディアンループという (図1).

b0

n
mvv

図 1: メリディアンループ �v

ΓをB上の有限グラフとし, Γの各辺は向きづけられており, かつX の元がラベルと
して与えられているとする.

定義1.1　Γの辺と横断的に交わる道 η : I → Bを考える. ηが始点を出発して終点
に至るまでに, Γと有限個の点 b1, b2, . . . , bnでこの順番に交わるとする. 各 i (1 ≤ i ≤ n)

に対し, biにおいてηと交わるΓの辺のラベルをxiとする. biにおいて, Γの辺がηの進
行方向に向かって左から右へ通過するとき εi = +1, 右から左へ通過するとき εi = −1

と定める. このとき, X ∪ X−1の元を文字とする語wΓ(η) := xε1
1 xε2

2 · · ·xεn
n を, Γに対す

るηの交叉語という (図2). �

∗〒 152–8551 東京都目黒区大岡山 2–12–1　東京工業大学 大学院理工学研究科 数学専攻
e-mail: endo@math.titech.ac.jp
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η

a b a c b

図 2: 交叉語 wΓ(η) = ab−1a−1cb

R, SをX ∪ X−1の元を文字とする語の集合とし, C := (X ,R,S)とおく. また, 表示
〈X |R〉によって定まる群をGとする. つまり, X 上の自由群をF (X ), F (X )における
Rの正規閉包をN(R)とするとき, G := F (X )/N(R)である.

定義1.2　Γが次の条件 (1), (2), (3)をみたすとき, ΓをB上のC–チャートという:

(1) Γの頂点の集合は, 互いに交わらない2つの部分集合 (白頂点の集合と黒頂点の集
合)の和集合である;

(2) vが Γの白頂点のとき, メリディアンmvの Γに対する交叉語の逆wΓ(mv)
−1は,

R∪R−1のある元 rの巡回置換である (このとき, vは r型であるという);

(3) vがΓの黒頂点のとき, メリディアンmvのΓに対する交叉語wΓ(mv)は, Sのある
元 sの巡回置換である (このとき, vは s型であるという).

B上にC–チャートΓと基点 b0を同時に考えるときは, b0 /∈ Γを仮定する. �
例 1.3のC–チャートが鎌田氏によって導入された元来のチャートであり, 2次元ブレ

イドと密接に関係する. 単にチャートという場合はこのC–チャートを指すことが多い.

例1.3 (単純チャート [Ka1])　m ≥ 3とし, C = (X ,R,S)を次のように定める.

X := {σ1, σ2, . . . , σm−1},
R := {σiσjσ

−1
i σ−1

j (i + 1 < j), σiσi+1σiσ
−1
i+1σ

−1
i σ−1

i+1 (i = 1, . . . , m − 2)},
S := {σ±1

1 , σ±1
2 , . . . , σ±1

m−1}
このとき, Gはm次ブレイド群Bmであり, 〈X |R〉 はBmのArtinによる有限表示で

ある. 白頂点には 4価のものと 6価のものがあり, 4価のものを交叉, 6価のものを白頂
点と呼び分ける. 黒頂点はすべて1価である (図3, ラベルσiを iと略記). �

i

i
i

j i

j

=

i

j i

j i

i+1

i i+1

i

i+1

図 3: 単純チャートの黒頂点, 交叉, 白頂点

チャートとモノドロミーの関係について述べる.

定義1.4　ΓをB上のC–チャートとし, b0 ∈ Bを基点とする. また, Γの黒頂点の全
体をΔΓと書く. b0を基点とするBのループηに対し, ηのΓに対する交叉語wΓ(η)を考
えることにより, 準同型 ρΓ : π1(B − ΔΓ, b0) → G : [η] 
→ [wΓ(η)] が矛盾なく定義され
る. これをΓから定まる準同型という. �
定義 1.5　 Δを B の有限部分集合とし, b0 ∈ B − Δを基点とする. 準同型 ρ :

π1(B−Δ, b0) → Gを, G–モノドロミー表現という. 次の条件をみたすG–モノドロミー
表現 ρの全体をM(B, Δ, b0; C)と書く: 「任意の v ∈ Δと, b0を基点とする vの任意の
メリディアンループ �vに対し, ρ([�v])はGにおいてSのある元 (が代表するGの元)に
共役である」. B上のC–チャートΓに対し, ρΓ ∈ M(B, ΔΓ, b0; C)である. �
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定理1.6 (Kamada [Ka2], Hasegawa [Ha2])　任意のρ ∈ M(B, Δ, b0; C)に対し, ある
C–チャートΓが存在して, ρΓ = ρが成り立つ. �

Γ, Γ′をB上のC–チャートとする.

定義1.7　次の (1), (2), (3), (4)の操作の有限回の合成をC–変形という.

(1) W型変形 : DをB − {b0}内の円板とし, Dの境界∂DはΓ, Γ′の辺と横断的に交
わるとする. Γ∩DとΓ′∩Dがともに黒頂点を含まず, Γ∩(B− Int D) = Γ′∩(B− Int D)

であるとき, ΓをΓ′ (あるいはΓ′をΓ)に取り替える. 単純チャートの場合はCI–変形と
呼ばれる. チャンネルチェンジ (図 4(a)), フープの生成と消去 (図 4(b)), 白頂点の対生
成と対消滅 (図4(c))などの変形が代表的な例である.

i

i

i

i

(a) i

empty
(b)

r r−1

(c)

図 4: W型変形

(2) 通過変形 : s, s′を Sの元とし, wをX ∪ X−1の元を文字とする語とする. s′と
wsw−1がGの同じ元を代表すると仮定する. Γが s型の黒頂点を含むとき, 局所的に図
5の変形を行い, ΓをΓ′ (あるいはΓ′をΓ)に変える. ただし, ラベルTのついた箱は辺
と白頂点のみを含む. 単純チャートの場合は本質的にCII–変形とCIII–変形に当たる.

s s′ w

w

s

T

図 5: 通過変形

(3) 共役変形 : 基点 b0の周りにメリディアンに平行なフープを加える変形, およびそ
の逆の変形である (図6).

b0 b0 i b0 b0 i

図 6: 共役変形

(4) b0を止めたBのアイソトピー. �
定義 1.8　 ρ : π1(B − Δ, b0) → G, ρ′ : π1(B − Δ′, b0) → Gを 2つの G–モノド

ロミー表現とする. Gの内部自己同型 ι : G → Gと, B の向きを保つ自己微分同相
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h : (B, Δ) → (B, Δ′)が存在して, ρ′ = ι ◦ ρ ◦ h−1
# であり, hが b0を止めて idBにアイソ

トピックであるとする. このとき, ρはρ′に同値であるという. �
定理 1.9 (Kamada [Ka2], Hasegawa [Ha2])　B上の C–チャート Γ, Γ′に対し, 次の

(1), (2)は同値である:

(1) Γ, Γ′の定める準同型ρΓ, ρ′
Γが互いに同値である;

(2) ΓとΓ′がC–変形によってうつり合う. �
定理 1.6と定理 1.9により, M(B, ΔΓ, b0; C)の同値による商集合と, B上の C–チャー

トのC–変形に関する同値類の全体とが, 1対1に対応することがわかる.

２　Lefschetzファイバー空間とモノドロミー表現

ここでは, Lefschetzファイバー空間に関する基礎事項を簡単に復習しておく. [GS,

Chapter 8]に詳しい解説がある.

定義2.1　M,Bを連結で向きづけられた4, 2次元可微分閉多様体とし, gを0以上の
整数とする. 可微分写像 f : M → Bが種数 gのLefschetzファイバー空間であるとは,

fが次の条件 (1), (2), (3)をみたすことである:

(1) fの臨界値集合Δ ⊂ Bは有限であり, fのf−1(B − Δ)への制限は, 種数 gの向き
づけられた閉曲面Σgをファイバーとするファイバー束である;

(2) 各 v ∈ Δに対し, 特異ファイバーFv := f−1(v)上に唯 1つの臨界点 pが存在して,

p, vを中心とする局所複素座標 (z1, z2), wによって, f はw = f(z1, z2) = z1z2, または
z̄1z2 と表示される (このとき局所複素座標はM, Bの向きと両立するものをとる);

(3) 特異ファイバーは自己交叉数±1の球面を含まない. �
注意　定義 2.1におけるLefschetzファイバー空間は, 多くの文献の中で ‘achiral Lef-

schetz fibration’と呼ばれているものである. �
Σgの写像類群をMgと書く. Mgの積の表記を次のように約束する: ψ1, ψ2 ∈ Mg に

対してψ1ψ2はまずψ1を施してから次にψ2を施すことを意味するものとする.

f : M → Bを定義2.1のLefschetzファイバー空間とする. 基点b0 ∈ B−Δと, 向きを
保つ微分同相写像ϕ0 : Σg → F0 := f−1(b0)をとる. b0を基点とするループ� : I → B−Δ

に対し, ϕ0を拡張して ‘自明化’ ϕ : I ×Σg → �∗M → Mを構成することができる. ϕの
{1} × Σgへの制限をϕ1 : Σg → F0 と書くとき, fのϕ0に関するモノドロミー表現

ρ : π1(B − Δ, b0) → Mg : [�] 
→ [ϕ−1
0 ◦ ϕ1]

が矛盾なく定義される. 特に, v ∈ Δのメリディアンループ �vに対し, ρ([�v])はΣg上の
ある単純閉曲線 cに沿うDehnツイスト t±1

c となることが知られている (これを性質 (∗)
と呼ぶ). cを特異ファイバーFvに対する消滅サイクルという. Σg − cが連結であると
き, cや対応する特異ファイバーは非分離型であるといい, cがΣgを種数h, g − hの部分
曲面に分けるとき, cや対応する特異ファイバーは種数hの分離型であるという. また,

定義2.1(2)において, pの近傍でのfの表示がw = z1z2であるとき, pを含む特異ファイ
バーは正であるといい, w = z̄1z2であるとき, 負であるという. 正, 負の非分離型特異
ファイバーの本数をn±

0 (f)とし,正,負の種数hの分離型特異ファイバー (1 ≤ h ≤ [g/2])

の本数をn±
h (f)とする. ただし g = 1のとき, 分離型特異ファイバーは存在しない. ま

た, Mの符号数をσ(M)で表す.
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B = S2とし, Δの濃度をnとする. b0を基点とするΔの点のメリディアンループの
組 (�1, �2, . . . , �n)であって, 互いに b0のみを共有し, b0の周りを反時計回りに進むとき
添字の小さい順番に並んでいるものを考える. これらはπ1(B − Δ, b0)の生成元の集合
の完全代表系を与える. このとき, (ρ(�1), ρ(�2), . . . , ρ(�n))を fのHurwitzシステムと
いう. Hurwitzシステムを与えると, ρが1つに定まる.

定義2.2　 f : M → B, f ′ : M ′ → Bを種数 gのLefschetzファイバー空間とする. 向
きを保つ微分同相写像H : M → M ′, h : B → Bが存在して, f ′ ◦ H = h ◦ fが成り立
つとき, fはf ′に同型であるという. 特に, hが基点 b0を止めて恒等写像 idBにアイソト
ピックであるとき, fはf ′に狭義に同型であるという. �
定理2.3 (Kas [Ks], Matsumoto [Ma])　g ≥ 2のとき,種数gのLefschetzファイバー空

間f : M → Bの狭義の同型類の全体と,性質(∗)をみたす準同型写像ρ : π1(B−Δ, b0) →
Mgの (定義1.8の意味の) 同値類の全体は1対1に対応する. �

2つのLefschetzファイバー空間のファイバー和を定義する.

定義 2.4　種数 gの Lefschetzファイバー空間 f : M → B, f ′ : M ′ → B′を考える.

f, f ′の正則値 b0 ∈ B, b′0 ∈ B′をとり, F0 := f−1(b0), F ′
0 := f ′−1(b′0)とおく. f, f ′の

正則値のみを含む円板D, D′をそれぞれ b0, b
′
0の近くに選ぶ. 向きを保つ微分同相写像

Φ : F0 → F ′
0と向きを逆にする微分同相写像 ∂D → ∂D′ によって, M − f−1(Int D)と

M ′ − f ′−1(Int D′)を双方のファイバー構造を保つように接合することにより, 種数gの
Lefschetzファイバー空間f#f ′ : M#F M ′ → B#B′がえられる. これをfとf ′の (Φに
よる)ファイバー和という. Φを強調するときには, f#f ′をf#Φf ′とも書く.

向きを保つ微分同相写像ϕ0 : Σg → F0, ϕ
′
0 : Σg → F ′

0をとると, f, f ′のϕ0, ϕ′
0に関す

るモノドロミー表現 ρ, ρ′がそれぞれえられる. Φ ◦ ϕ0を考えることにより, f#f ′のモ
ノドロミー表現ρ#ρ′が構成され, ρ, ρ′との関係も具体的に書き下すことができる. �

３　Lefschetzファイバー空間へのチャートの応用

第 1節における Cを写像類群の表示に関係するように選ぶことにより, 第 1節と第 2

節の話がつながり, Lefschetzファイバー空間の同型に関する問題をチャートの変形の
問題に翻訳することが可能となる. 以下では, Lefschetzファイバー空間へのチャートの
応用に関するいくつかの研究を取り上げる.

Σg上の単純閉曲線c0, c1, . . . , c2g, c2g+1, s1, . . . , s[g/2] を図7のようにとり, ci, shに沿う
右向きDehnツイストをそれぞれ ζi, σhと書く. ただし, shは g ≥ 2のとき, c0は g ≥ 3

のときにのみ考える. Mgの元としてσh = (ζ1ζ2 · · · ζ2h)
4h+2 であることに注意する.

� 同型による分類

C = (X ,R,S)を次のようにとる.

X := {ζ1, ζ2}, R := {r1 := ζ1ζ2ζ1ζ
−1
2 ζ−1

1 ζ−1
2 , r2 := (ζ1ζ2)

6}, S := {ζ±1
1 , ζ±1

2 }

このとき, 〈X |R〉はトーラスの写像類群G = M1
∼= SL(2,Z)の有限表示である. この

Cに対し, 連結な有向閉曲面B上のC–チャートのC–変形による同型類の全体は, B上の
種数1のLefschetzファイバー空間の狭義の同型類の全体と1対1に対応する.
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c1

c2
c3 c4

c0

c2g

c2g+1

c2 c2h c2h+2 c2g

sh

図 7: Σg上の単純閉曲線

次の結果は松本幸夫・松本尭生・鎌田聖一・脇慶太の4氏によるものであり, Lefschetz

ファイバー空間の研究にチャートを利用した最初のものである.

定理3.1 (Kamada–Matsumoto–Matumoto–Waki [KMMW])　種数1のLefschetzファ
イバー空間 f : M → B, f ′ : M ′ → Bがn+

0 (f) �= n−
0 (f)をみたすとき, 次の (1), (2)は

同値である:

(1) fとf ′は互いに同型である;

(2) n±
0 (f) = n±

0 (f ′). �
証明の要所は, B上の任意のC–チャートがC–変形によって基本的なC–チャートのい

くつかのコピーの非交和に分解する, という技術的な補題である. n+
0 (f) �= n−

0 (f)とい
う仮定は本質的であり, n+

0 (f) = n−
0 (f)の場合は, 特異ファイバーの本数で同型類が決

まらない例が存在する (岩瀬順一氏, 戸田正智氏の研究がある). また, Baykurと鎌田氏
[BK]や早野健太氏 [Hy]は, 同様の考察を種数1の ‘broken Lefschetz fibration’に対して
行っている.

� 同型の判定

C = (X ,R,S)を次のようにとる.

X := {ζ1, ζ2, ζ3, ζ4, ζ5},
R := {r1(i, j) := ζiζjζ

−1
i ζ−1

j (|i − j| > 1), r2(i) := ζiζi+1ζiζ
−1
i+1ζ

−1
i ζ−1

i+1(i = 1, 2, 3, 4),

r3 := (ζ1ζ2ζ3ζ4ζ5ζ5ζ4ζ3ζ2ζ1)
2, r4 := (ζ1ζ2ζ3ζ4ζ5)

6,

r5(i) := ζiζ1ζ2ζ3ζ4ζ5ζ5ζ4ζ3ζ2ζ1ζ
−1
i (ζ1ζ2ζ3ζ4ζ5ζ5ζ4ζ3ζ2ζ1)

−1(i = 1, 2, 3, 4, 5)},
S := {ζ±1

1 , ζ±1
2 , ζ±1

3 , ζ±1
4 , ζ±1

5 , (ζ1ζ2)
±6}

このとき, 〈X |R〉は種数2の閉曲面の写像類群G = M2のBirman–Hilden表示である.

このCに対し, 連結な有向閉曲面B上のC–チャートのC–変形による同型類の全体は, B

上の種数2のLefschetzファイバー空間の狭義の同型類の全体と1対1に対応する.

さて, Chakiris [Ch]および筆者 [En2]は,種数2のLefschetzファイバー空間fQ : MQ →
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S2, fPI : MPI → S2を構成した. これらのHurwitzシステム Q, PIは

Q : ((ζ1ζ2)
6, (ζ1ζ2)

−3ζ3(ζ1ζ2)
3, (ζ1ζ2)

−3ζ2(ζ1ζ2)
3, (ζ1ζ2)

−3ζ4(ζ1ζ2)
3, (ζ1ζ2)

−3ζ3(ζ1ζ2)
3,

ζ3, ζ2, ζ4, ζ3, ζ5, ζ4, ζ3, ζ2, ζ1, ζ1, ζ2, ζ3, ζ4, ζ5),

P I : (ζ1, ζ2, ζ3, ζ4, ζ5, ζ1, ζ2, ζ3, ζ4, ζ5, ζ1, ζ2, ζ3, ζ4, ζ5, (ζ1ζ2)
6, ζ−1

1 ζ−1
2 ζ3ζ2ζ1,

ζ−1
2 ζ−1

3 ζ4ζ3ζ2, ζ
−1
3 ζ−1

4 ζ5ζ4ζ3)

である. fQ, fPIとも非分離型の特異ファイバーを 18本, 分離型の特異ファイバーを 1

本もつ. 松本幸夫氏の分数符号数 [Ma]を用いると, σ(MQ) = σ(MPI) = −11となる.

Freedmanの定理からMQとMPIが同相であることはわかるが, これらが微分同相か否
か, あるいはfQとfPIが同型か否かは筆者にはわからなかった (Chakirisは知っていた
のであろう). この問題は引野貴之氏によって2009年の秋に解決された.

定理3.2 (Hikino [Hi])　fQとfPIは互いに同型である. �
定理3.2は, fQとfPIに対応するC–チャートを描き, それらがC–変形でうつりあうこ

とを具体的に示すことにより証明される.

� 不変量の構成

g ≥ 2とし, C = (X ,R,S)を次のようにとる.

X := {ζ1, ζ2, . . . , ζ2g+1},
R := {r1(i, j) := ζiζjζ

−1
i ζ−1

j (|i − j| > 1), r2(i) := ζiζi+1ζiζ
−1
i+1ζ

−1
i ζ−1

i+1 (1 ≤ i ≤ 2g),

r3 := (ζ1ζ2 · · · ζ2g+1ζ2g+1 · · · ζ2ζ1)
2, r4 := (ζ1ζ2 · · · ζ2g+1)

2g+2,

r5 := ζiζ1ζ2 · · · ζ2g+1ζ2g+1 · · · ζ2ζ1ζ
−1
i (ζ1ζ2 · · · ζ2g+1ζ2g+1 · · · ζ2ζ1)

−1 (1 ≤ i ≤ 2g+1)},
S := {ζ±1

1 , ζ±1
2 , · · · , ζ±1

2g+1, (ζ1ζ2 · · · ζ2h)
4h+2 (1 ≤ h ≤ [g/2])}

このとき, 〈X |R〉は種数 gの超楕円的写像類群G = HgのBirman–Hilden表示である.

このCに対し, S2上のC–チャートのC–変形による同型類の全体は, S2上の種数 gの超
楕円的Lefschetzファイバー空間の ‘超楕円的な意味の’狭義の同型類の全体と 1対 1に
対応する.

さて, S2上のC–チャートΓに対し, Γに含まれるラベル r±1
4 の白頂点の個数の偶奇を

w(Γ) ∈ Z/2Zとおく. 次が成り立つ.

定理3.3 (Kamada-E. [EK2])　 gが奇数のとき, w(Γ)はC–変形で不変である. �
gを 3以上の奇数とし, f : M → S2を種数 gの超楕円的Lefschetzファイバー空間と

する. fのモノドロミー表現 ρ : π1(S
2 − Δ, b0) → Hg に対し, 定理 1.6よりρΓ = ρをみ

たすS2上のC–チャートΓが存在する. このとき定理 3.3より, w(f) := w(Γ)は fの ‘超
楕円的な意味の’ 狭義の同型類に関する不変量である.

不変量wの幾何学的な意味にふれておく. Hgは2g+2点つき球面の写像類群M0,2g+2

の中心拡大である. 一方,球面上の2g+2次ブレイド群B2g+2(S
2)もM0,2g+2の中心拡大で

ある. 自然な全射B2g+2(S
2) → M0,2g+2の核の生成元がr4に対応する元であり, Diracブ

レイドと呼ばれる位数2の元である. モノドロミー表現π1(S
2−Δ, b0) → Hg → M0,2g+2

に内在するDiracブレイドを2を法として数え上げた量がwに他ならない.
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例3.4 (非分離型特異ファイバーのみをもつ例, [En1, En2, EN]参照)　 gを 3以上の
奇数とし, 次のHurwitzシステムCI, Ig+1に対応する種数gの超楕円的Lefschetzファイ
バー空間fCI

: MCI
→ S2, fIg+1 : MIg+1 → S2を考える.

CI : (ζ1, ζ2, . . . , ζ2g+1)
2g+2, Ig+1 : (ζ1, ζ2, . . . , ζ2g+1, ζ2g+1, . . . , ζ2, ζ1)

g+1

fCI
, fIg+1 とも 2(g + 1)(2g + 1)本の特異ファイバーをもち, すべてが非分離型であ

る. MCI
, MIg+1 はどちらも単連結であり, 局所符号数 [En1]の計算から, σ(MCI

) =

σ(MIg+1) = −2(g + 1)2である. 従って, Freedmanの定理より, MCI
とMIg+1は互いに

同相である. しかし, 対応するC–チャートを描くことにより, w(fIg+1) = 0, w(fCI
) = 1

であることがわかるので, fIg+1と fCI
は ‘超楕円的な意味の’狭義の同型ではない (実は

通常の意味の同型でないこともわかる).

fIg+1は fI2の (g + 1)/2個のコピーのファイバー和であるから, fIg+1と fCI
が同型で

ないことは, ファイバー和の性質に関するStipsicz–Smithの定理やUsherの定理からも
従う (全空間が互いに微分同相でないこともわかる). ただ, これらの定理はシンプレク
ティック幾何や双曲幾何を用いており, 不変量wによる判定のほうが初等的である. �
例3.5 (分離型特異ファイバーを含む例 [En2])　gを3以上の奇数とし, 次のHurwitz

システムQ, Rに対応する種数 gの超楕円的Lefschetzファイバー空間 fQ : MQ → S2,

fR : MR → S2を考える.

Q : (ζg+2ζg+3 · · · ζ2gζ2g+1ζ
−1
2g · · · ζ−1

g+3ζ
−1
g+2, . . . , ζ2ζ3 · · · ζgζg+1ζ

−1
g · · · ζ−1

3 ζ−1
2 ,

ζ1ζ2 · · · ζg−1ζgζ
−1
g−1 · · · ζ−1

2 ζ−1
1 , (ζ1, ζ2, . . . , ζg−1)

2, (ζ1ζ2 · · · ζg−1)
2g,

(ζ2g+1, . . . , ζ2, ζ1)
g+2)

R : ((ζ1, ζ2, . . . , ζ2g+1)
g+1, ζg+2ζg+3 · · · ζ2gζ2g+1ζ

−1
2g · · · ζ−1

g+3ζ
−1
g+2, . . . ,

ζ2ζ3 · · · ζgζg+1ζ
−1
g · · · ζ−1

3 ζ−1
2 , ζ1ζ2 · · · ζg−1ζgζ

−1
g−1 · · · ζ−1

2 ζ−1
1 , (ζ1, ζ2, . . . , ζg−1)

2,

(ζ1ζ2 · · · ζg−1)
2g, ζ2g+1, . . . , ζ2, ζ1)

fQ, fRとも非分離型の特異ファイバーを2(g2 + 4g + 1)本, 分離型の特異ファイバーを
1本もつ. MQ, MRはどちらも単連結であり, 局所符号数 [En1]の計算から, σ(MQ) =

σ(MR) = −(g + 1)2である. 従って, Freedmanの定理より, MQとMRは互いに同相で
ある. しかし, 対応するC–チャートを描くことにより, w(fQ) = 1, w(fR) = 0であるこ
とがわかるので, fQと fRは ‘超楕円的な意味の’狭義の同型ではない (実は通常の意味
の同型でないこともわかる). これらは従来の方法では区別できなかった例である. �

� ファイバー和による安定化

g ≥ 3とし, C = (X ,R,S)を次のようにとる.

X := {ζ0, ζ1, . . . , ζ2g},
R := {r1(i, j) | 1 ≤ i < j − 1 ≤ 2g − 1} ∪ {r1(0, j) | j = 1, 2, 3, 5, . . . , 2g}

∪ {r2(i) | i = 0, 1, . . . , 2g − 1} ∪ {r3, r4, r5},
S := {�1(i)

±1 | i = 0, 1, . . . , 2g} ∪ {�2(h)±1 |h = 1, . . . , [g/2]},
ただし, r1(i, j), r2(i), r3, r4, r5, �1(i), �2(h)は次のように定める.

r1(i, j) := ζiζjζ
−1
i ζ−1

j , r2(0) := ζ0ζ4ζ0ζ
−1
4 ζ−1

0 ζ−1
4 ,
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r2(i) := ζiζi+1ζiζ
−1
i+1ζ

−1
i ζ−1

i+1 (i = 1, . . . , 2g − 1),

r3 := (ζ3ζ2ζ1)
4ζ−1

4 ζ−1
3 ζ−1

2 ζ−2
1 ζ−1

2 ζ−1
3 ζ−1

4 ζ−1
0 ζ4ζ3ζ2ζ

2
1ζ2ζ3ζ4ζ

−1
0 ,

r4 := δ3ζ1ζ3ζ5τ1τ2ζ
−1
0 τ−1

2 τ−1
1 τ2ζ

−1
0 τ−1

2 ζ−1
0 ,

r5 := ζ2g · · · ζ3ζ2ζ
2
1ζ2ζ3 · · · ζ2gδgζ

−1
2g · · · ζ−1

3 ζ−1
2 ζ−2

1 ζ−1
2 ζ−1

3 · · · ζ−1
2g δ−1

g ,

�1(i) := ζi (i = 0, 1, . . . , 2g), �2(h) := (ζ1ζ2 · · · ζ2h)
4h+2 (h = 1, . . . , [g/2]),

τ1 := ζ2ζ3ζ1ζ2, τi := ζ2iζ2i−1ζ2i+1ζ2i,

ν1 := ζ−1
4 ζ−1

3 ζ−1
2 ζ−2

1 ζ−1
2 ζ−1

3 ζ−1
4 ζ0ζ4ζ3ζ2ζ

2
1ζ2ζ3ζ4, νi := τi−1τiνi−1τ

−1
i τ−1

i−1,

μ1 := ζ2ζ3ζ4ν1ζ
−1
1 ζ−1

2 ζ−1
3 ζ−1

4 , μi := ζ2iζ2i+1ζ2i+2νiζ
−1
2i−1ζ

−1
2i ζ−1

2i+1ζ
−1
2i+2,

δg := μ−1
g−1 · · ·μ−1

2 μ−1
1 ζ1μ1μ2 · · ·μg−1

このとき, 〈X |R〉は種数 gの有向閉曲面の写像類群G = MgのWajnryb表示である.

このCに対し, 連結な有向閉曲面B上のC–チャートのC–変形による同型類の全体は, B

上の種数 gのLefschetzファイバー空間の狭義の同型類の全体と1対1に対応する.

定義3.6　種数gのLefschetzファイバー空間f : M → S2のすべての特異ファイバー
が非分離型かつ正であり, 次の (1), (2), (3)をみたす消滅サイクルa0, a1, . . . , a2g が存在
するとき, fは普遍であるという:

(1) 任意の i ∈ {1, . . . , 2g − 1}に対し, aiとai+1は1点で横断的に交わる;

(2) a0とa4は1点で横断的に交わる;

(3) その他の組 (i, j)に対し, aiとajは交わらない. �
3以上の任意の整数gに対し, 種数gの普遍Lefschetzファイバー空間f0 : M0 → S2が

存在する. そのようなf0を1つとる.

定理 3.7 (Hasegawa–Kamada–Tanaka–E. [EHKT])　種数 gの Lefschetzファイバー
空間f : M → B, f ′ : M ′ → Bに対し, 次の (1), (2)は同値である:

(1) ある正の整数Nが存在し, f#Nf0とf ′#Nf0は互いに同型である;

(2) n±
0 (f) = n±

0 (f ′), n±
h (f) = n±

h (f ′) (1 ≤ h ≤ [g/2]), σ(M) = σ(M ′). �
定理3.7は, Aurouxや長谷川功氏 [Ha1, Ha2]による安定化定理の一般化に当たる. 永

見誠二氏と筆者による符号数の計算法 [EN]と長谷川氏の議論 [Ha2]が証明において本
質的である. 種数2の場合 [Ka3],超楕円的な場合 [EK1]にも類似の結果がえられている.

例 3.8　種数 gの Lefschetzファイバー空間 f : M → S2, f ′ : M ′ → S2を考える.

f, f ′の正則値 b0, b
′
0 ∈ S2をとり, F0 := f−1(b0), F ′

0 := f ′−1(b′0)とおく. 向きを保つ微
分同相写像 Φ, Ψ : F0 → F ′

0によって, f と f ′の 2通りのファイバー和 f1 := f#Φf ′,
f2 := f#Ψf ′が構成される. ΦとΨがアイソトピックでないとき, f1とf2は必ずしも同
型ではない. しかし, f1#f0と f2#f0は互いに同型である. 例えば, Fintushel–Sternに
より結び目手術を用いて構成された例や, Matsumoto–Cadavid–Korkmazファイバー空
間のファイバー和など, ファイバー和の ‘ひねり具合’を変えて構成されたLefschetzファ
イバー空間たちは, f0との1回のファイバー和によって互いに同型になる. �
定理3.7より, Lefschetzファイバー空間のファイバーと底空間の種数を固定するとき,

特異ファイバーの型ごとの本数と全空間の符号数は安定同型類の完全不変量を与える.

従って, ファイバー和に関して加法的な不変量は原理的にこれらの不変量で決まってし
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まう. そこで, ファイバー和に関して加法的でない不変量が重要となる. しかし, 同型の
判定に有効なものとしては, モノドロミー表現の像と野坂武史氏による不変量 [No]の
他に, そのような例は知られていないように思われる.
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( )∗

1.

f : Cn −→ C B ⊂ C f

C
n \ f−1(B) −→ C \ B (1)

C∞- C

B Bf , f f(Singf) Bf

Bf f (bifurcation point) f

Bf ,

Bf ⊂ {z ∈ C | |z| < R} R � 0 CR = {z ∈ C | |z| = R}
C

n \f−1(Bf ) −→ C\Bf CR

CR f−1(R) Φ∞
f : f−1(R)

∼−→ f−1(R)

Φ∞
j : Hj(f−1(R);C)

∼−→ Hj(f−1(R);C) (j = 0, 1, . . .) (2)

CR

Φ∞
j f (monodromy at infinity)

Broughton [5] Siersma-Tibăr [57]

Φ∞
j Dimca-Némethi [11] Φ∞

j

C
n \ f−1(Bf ) −→ C \Bf C \Bf

π1(C \Bf , c) −→ Aut(Hj(f−1(c);C)) (c ∈ C \Bf ) (3)

[39] Denef-Loeser [8] [9]

f−1(R) (R � 0) ( )

“ ”

Hodge f f

([15], [39], [64]

) , Bf ([6],

[62])

2.

f : Cn −→ C Φ∞
j : Hj(f−1(R);C)

∼−→
Hj(f−1(R);C) (R � 0, j = 0, 1, . . .)

∗ e-mail: takemicro@nifty.com
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f

2.1 ([33]) ∂f : Cn −→ C
n x �−→ (∂1f(x), . . . , ∂nf(x)) 0 ∈ C

n

B(0; ε) (ε > 0) (∂f)−1B(0; ε) −→ B(0; ε) f

(tame at infinity)

Milnor [42]

2.2 (Broughton [5]) f f

f−1(c) (c ∈ C\Bf ) n−1 Sn−1∨· · ·∨Sn−1

Hj(f−1(c);C) = 0 (j �= 0, n− 1)

Siersma-Tibăr [57] f

( ) Φ∞
n−1

ζ∞f (t) =
∞∏
j=0

det(id− tΦ∞
j )(−1)j ∈ C(t). (4)

ζ∞f (t)

Gusein-Zade-Luengo-Melle-Hernández [25] [26] Libgober-Sperber [35]

Garćıa-López-Némethi [18] Siersma-Tibăr [58]

ζ∞f (t) f Libgober-Sperber [35]

2.3 f NP (f) {0} ∪NP (f) R
n
+ := R

n
≥0

f (Newton polyhedron at infinity)

Γ∞(f)

2.4 ([33]) f(x) =
∑

v∈Zn
+
avx

v 0 /∈ γ Γ∞(f)

γ (C∗)n {x ∈ (C∗)n | fγ(x) =
∑

v∈γ avx
v = 0}

f (non-degenerate at infinity)

Γ∞(f) R
n f

f

Broughton [5] f

{1, 2, . . . , n} S

R
S = {v = (v1, v2, . . . , vn) ∈ R

n | vi = 0 (i /∈ S)} 
 R
�S (5)

ΓS
∞(f) = Γ∞(f)∩R

S S ⊂ {1, 2, . . . , n}
0 ∈ R

S ΓS
∞(f) �S − 1 γS

1 , γ
S
2 , . . . , γ

S
n(S)

γS
i 0 ∈ R

S dSi > 0 γS
i R

n

Aff(γS
i ) γS

i ⊂ Aff(γS
i ) Z

n ∩Aff(γS
i ) 
 Z

�S−1

( (�S − 1)! ) VolZ(γ
S
i ) ∈ Z>0
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2.5 (Libgober-Sperber [35]) S ⊂ {1, 2, . . . , n}

ζ∞f,S(t) :=
n(S)∏
i=1

(1− td
S
i )(−1)�S−1VolZ(γ

S
i ) (6)

f

:

ζ∞f (t) =
∏
S �=∅

ζ∞f,S(t). (7)

[38] [64] 2.5

f f C
n

XΣ D = D1 ∪ · · · ∪Dm = XΣ \Cn (D1, . . . , Dm

) D ∪ f−1(0) D ⊂ XΣ

f XΣ

XΣ 2

:

C
n � � ι ��

f

��

X̃Σ

g

��

C
� � j

�� P
1,

(8)

(g ) P
1 ∞ h ∞ = {h = 0}

R � 0

Hj
c (f

−1(R);C) 
 Hjψh(j!Rf!CCn) 
 Hjψh(Rg∗ι!CCn) (9)

ψh : D
b
c(P

1) −→ Db
c({h = 0}) = Db

c({∞}) (10)

Deligne nearby cycle g

[10] 2.5

[38, Section 5] C
n

{f1 = f2 = · · · = fm = 0} F : {f1 = f2 = · · · = fm = 0} −→ C

f1, f2, . . . , fm F

[48] [49]

3.

f C
n

XΣ

[39] Denef-Loeser [8] [9] Guibert-

Loeser-Merle [24] ,

f−1(R) (R � 0) “

” Hodge f

,
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3.1 λ ∈ C 0 ∈ R
n Γ∞(f) γ

dγ ∈ Z>0 λdγ = 1 γ λ

1 γ ≺ Γ∞(f)

n(γ)λ = VolZ(γ)− �{λ γ 0 } (11)

VolZ(γ) ∈ Z+ γ

Γ∞(f) 0 Int(Rn
+) q1, . . . , ql

Γ∞(f) 1 Int(Rn
+) γ1, . . . , γl′

qi γi 0 ∈ R
n di > 0 ei > 0

Φ∞
n−1 1

n

3.2 ([39, Theorem 5.4], [15]) λ ∈ C \ {1}

(i) Φ∞
n−1 λ n

�{qi | λdi = 1}

(ii) Φ∞
n−1 λ n− 1∑

i : λei=1 n(γi)λ

∂Γ∞(f) ∩ Int(Rn
+) 1- Πf Γ∞(f) γ

0 /∈ γ γ l∗(γ)
1 Φ∞

n−1 n− 1

3.3 ([39, Theorems 5.6 and 5.7])

(i) Φ∞
n−1 1 n− 1

Πf

(ii) Φ∞
n−1 1 n− 2

2
∑

γ l
∗(γ)

∑
γ Γ∞(f) 2 γ

Int(Rn
+) 0 /∈ γ

0 ∈ C
n ,

f 0 ∈ C
n Γ+(f) ⊂ R

n
+

[40]

Φ∞
n−1

[40]

Varchenko-Khovanskii [67] [55]

Steenbrink Φ∞
n−1

([39, Theorem 5.11]) Γ∞(f) γ 0 /∈ γ
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3.4 Γ∞(f) γ 0 /∈ γ k ≥ 1

Jγ,k = {0 ≤ r ≤ dimγ | n− 2 + k ≡ r mod 2} (12)

r ∈ Jγ,k dk,r ∈ Z+

dk,r =
n− 2 + k − r

2
∈ Z+. (13)

λ ∈ C \ {1} Γ∞(f) γ 0 /∈ γ 0 ≤ r ≤ dimγ

e(γ, λ)r = (−1)dimγ+r
∑
Γ≺γ

dimΓ=r

{∑
Γ′≺Γ

(−1)dimΓ′
VolZ(Γ

′)λ

}
(14)

Γ′ ≺ Γ∞(f) λ VolZ(Γ
′)λ Γ′

VolZ(Γ
′)λ = 0

3.5 ([39, Theorem 5.9], [15]) λ ∈ C \ {1} k ≥ 1

Φ∞
n−1 λ k

:

(−1)n−1
∑
γ

⎧⎨
⎩

∑
r∈Jγ,k

(−1)dk,r
(
mγ

dk,r

)
· e(γ, λ)r +

∑
r∈Jγ,k+1

(−1)dk+1,r

(
mγ

dk+1,r

)
· e(γ, λ)r

⎫⎬
⎭ .

(15)∑
γ Γ∞(f) γ 0 /∈ γ γ

R
n sγ mγ ≥ 0 mγ = sγ−dim γ−1

λ ∈ C , f Φ∞
j : Hj(f−1(R);C)

∼−→
Hj(f−1(R);C) (R � 0) λ Hj(f−1(R);C)λ

f ,

Broughton Hj(f−1(R);C)λ = 0

(j �= 0, n − 1) [64] [64] ,

, ,

f , Φ∞
j

[41] ,

) [15] ,

C
n {f1 = f2 = · · · = fm = 0}

F : {f1 = f2 = · · · = fm = 0} −→ C

1 ,

,

4.

f : Cn −→ C Bf ⊂ C

([27], [30], [33], [43], [51], [69] ) Γ∞(f)
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Bf f Γ∞(f) n

f , f ,

Bf = f(Singf) f

R
n ( u ∈ R

n Γ∞(f) γu ≺ Γ∞(f)

γu =

{
v ∈ Γ∞(f) | 〈u, v〉 = min

w∈Γ∞(f)
〈u, w〉

}
(16)

R
n ( ∼ , u ∼ u′ ⇐⇒ γu = γu′

γ ≺ Γ∞(f) (n− dim γ)

σ(γ) ⊂ R
n {σ(γ) | γ ≺ Γ∞(f)}

R
n , ([17], [47] ).

Γ∞(f)

4.1 (cf. [64]) γ ≺ Γ∞(f) , 0 ∈ γ, dimγ ≥ 1 Γ∞(f)

γ σ(γ) ⊂ R
n

R
n

R
n
+ , atypical

γ1, . . . , γm Γ∞(f) atypical Ki ⊂ C f γi-

fγi : T = (C∗)n −→ C (17)

fγi(Singfγi) ,

Kf = f(Singf) ∪ {f(0)} ∪ (∪m
i=1Ki) ⊂ C (18)

Némethi-Zaharia [43] , f Bf

Bf ⊂ Kf Ki ⊂ C , f

( f )

n = 2 Bf = Kf ,

, Zaharia [69] f ,

[62] ,

, Zaharia

b ∈ Kf \ [f(Singf) ∪ {f(0)}] ⊂ ∪m
i=1Ki

Ti = Spec(C[Aff(γi) ∩ Z
n]) 
 (C∗)dimγi , fγi Ti

4.2 (cf. [62]) 1 ≤ i ≤ m Ti 
 (C∗)dim γi f−1
γi

(b) ⊂
Ti , f b

f n = 3

4.3 ([62]) n = 3 f b ∈ Kf \ [f(Singf) ∪ {f(0)}]
b ∈ Bf
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, n = 3 f

Kf \ {f(0)} ⊂ Bf n ≥ 4 , Γ∞(f)

[62]

f = (f1, f2, . . . , fk) : C
n −→ C

k (2 ≤ k ≤ n)

Bf ⊂ C
k . Kurdyka-

Orro-Simon [34] Bf Lf ⊂ C
k

[6] Nguyen [45] , Némethi-Zaharia [43]

, Bf Kf , K
′
f ⊂ C

k

Kf , Bf = Kf

, [6] Minkowski

Γ∞(f) := Γ∞(f1) + · · · + Γ∞(fk) n

R
n \Rn

+ R
n \Rn

+ = ∪m
i=1σi σi

, γi ≺ Γ∞(f) γij ≺ Γ∞(fj)

(1 ≤ j ≤ k) , γi = γi1 + · · ·+ γik 1 ≤ i ≤ m

Pi = {1 ≤ j ≤ k | 0 /∈ γij}, Qi = {1 ≤ j ≤ k | γij = {0}} (19)

P c
i �= ∅, Qi = ∅ 1 ≤ i ≤ m ,

Fi := {(fj)γij}j∈P c
i

: Zi = {x ∈ T = (C∗)n | (fj)γij(x) = 0 (j ∈ Pi)} −→ C
�P c

i (20)

πi : C
k −→ C

�P c
i

Ki = π−1
i {Fi(SingFi)} ⊂ C

k (21)

Qi �= ∅ 1 ≤ i ≤ m

Ni = {z = (z1, . . . , zk) ∈ C
k | zj = fj(0) (j ∈ Qi)} 
 C

k−�Qi ⊂ C
k (22)

Kf ⊂ C
k

Kf = f(Singf)
⋃

(∪Ni)
⋃

(∪Ki) ⊂ C
k (23)

4.4 ([6]) fj (1 ≤ j ≤ k)

, f = (f1, . . . , fk) : C
n −→ C

k

Zi ⊂ T = (C∗)n

Bf ⊂ Kf

5. A-

, [16]

A-

, A-

([3], [16], [60])
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Floer Cohomologies of Non-torus Fibers of

the Gelfand-Cetlin System

∗

1

(X,ω) 2N . X N

Φ = (ϕ1, . . . , ϕN ) : X −→ R
N

, Poisson , Φ . Φ

, Arnold-Liouville

Largange .

Φ−1(u) ∼= TN , ω|Φ−1(u) = 0

. .

Gelfand-Cetlin , Guillemin-Sternberg [9]

F = GL(n,C)/P . Gelfand-Cetlin , Δ = Φ(F )

Gelfand-Cetlin ,

, Δ Lagrange

, . ,

Lagrange Floer .

Lagrange Floer , Lagrange

Morse , Lagrange

Hamiltonian isotopy . , Floer

. , Kähler X

∗ (23740055) .
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( ) Kähler X∨ (

) “ ” ,

.

Floer -Oh-

- [6] . X Fano *1

, X∨(∼= (C∗)N ) W : X → C (

) (X∨,W ) . X = P
1 ,

W (y) = y +Q/y . Q P
1

. Φ : X → R
N ,

Δ = Φ(X) . u ∈ IntΔ , Lagrange

L(u) = Φ−1(u) , .*2

(i) L(u) “ ”

⋃
u∈IntΔ

H1(L(u);R/2πZ) ∼= IntΔ× (R/2πZ)N

PO(u,x) =
∑

v:(D2,∂D2)→(X,L(u))

exp

(
−
∫
D2

v∗ω
)
holx

(
v(∂D2)

)
(1)

, W (y) .

holx
(
v(∂D2)

)
, x ∈ H1(L(u);R/2πZ) L(u) U(1)

v(∂D2) ⊂ L(u) .

(ii) PO , Lagrange L(u)

b ∈ H1(L(u);R/2πZ) (L(u), b) , Floer

.

(iii) X QH(X) Jacobi Jac(PO) =

C[y±1
1 , . . . , y±1

N ]/(∂PO/∂yi ; i = 1, . . . , N) .

(iv) , c1(X) ∈ QH(X)

.

*1 X 1 Chern c1(X) = c1(TX) , K−1
X ample .

Ricci Kähler .
*2 , .
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[6] [7] . ,

(ii), (iii) X dimH∗(X;Q) ,

Floer (L(u), b) dimH∗(X) .

, Gelfand-Cetlin

. , Givental [8],

Batyrev, Ciocan-Fontanine, Kim, van Straten [1]

( - - [10]). (ii)

, Floer Lagrange

. , ,

dimH∗(F ) . - -Xiong [3] Rietsch [11]

(C∗)N ,

. “ ” ,

Gelfand-Cetlin

. , 3 Fl(3)

C
4 2 Grassmann Gr(2, 4) ,

Floer . ,

Floer Lagrange dimH∗(F )

. ( ) .

2 Gelfand-Cetlin
√−1u(n) n n Hermite , F = GL(n,C)/P

λ = diag (λ1, . . . , λn) Oλ ⊂ √−1u(n) . Oλ

λ1, . . . , λn Hermite .

x ∈ Oλ k = 1, . . . , n − 1 , x(k) x k × k . x(k)

Hermite ,

λ
(k)
1 (x) ≥ λ

(k)
2 (x) ≥ · · · ≥ λ

(k)
k (x)
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. k = 1, . . . , n− 1 , n(n− 1)/2

(λ
(k)
i )1≤i≤k≤n−1 .

λ1 λ2 λ3 · · · λn−1 λn

≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥
λ
(n−1)
1 λ

(n−1)
2 λ

(n−1)
n−1

≥ ≥ ≥
λ
(n−2)
1 λ

(n−2)
n−2

≥ ≥
· · · · · ·≥ ≥

λ
(1)
1

(2)

. λi , F

, (2) λ
(k)
i . λ

(k)
i

N = dimC F . Gelfand-Cetlin λ
(k)
i

Φ = (λ
(k)
i )i,k : F −→ R

N

.

2.1 (Guillemin-Sternberg [9]). Φ F

(Kostant-Kirillov ) . , u ∈ IntΔ

L(u) = Φ−1(u) Lagrange .

Δ = Φ(F ) (2) . Δ Gelfand-Cetlin

.

2.2 (Fl(3) ). λ1, λ2 > 0 , Fl(3) λ = diag(λ1, 0,−λ2)

. , Gelfand-Cetlin , 4 u0 = (0, 0, 0)

( 1 ) . L0 = Φ−1(u0)

L0 =

⎧⎨
⎩

⎛
⎝ 0 0 z1

0 0 z2
z1 z2 λ1 − λ2

⎞
⎠ ∈ √−1u(3)

∣∣∣∣∣∣ |z1|
2 + |z2|2 = λ1λ2

⎫⎬
⎭

3 S3 ∼= SU(2) Lagrange .
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λ
(2)
2

λ
(2)
1

λ
(1)
1

1 Fl(3) Gelfand-Cetlin .

2.3 (Gr(2, 4) ). λ > 0 , Gr(2, 4) λ = diag(λ, λ,−λ,−λ)

, Gelfand-Cetlin Δ

λ λ
(3)
2 −λ

≥ ≥ ≥ ≥
λ
(2)
1 λ

(2)
2

≥ ≥
λ
(1)
1

4 . , λ
(1)
1 =

λ
(2)
1 = λ

(2)
2 = λ

(2)
2 Δ . (t, t, t, t)

Lt = Φ−1(t, t, t, t)

Lt =

{(
tI2

√
λ2 − t2P√

λ2 − t2P ∗ (−t)I2

)
∈ √−1u(4)

∣∣∣∣ P ∈ U(2)

}

U(2) Lagrange .

3 Floer

, -Oh- - [4] Floer

. T ,

Λ0 =

{ ∞∑
i=1

aiT
λi

∣∣∣∣∣ ai ∈ C, λi ≥ 0, lim
i→∞

λi = ∞
}
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Novikov . Λ+, Λ

.

(X,ω) Lagrange L (

) , L “ ” , L

H∗(L; Λ0) A∞

mk : H∗(L; Λ0)
⊗k −→ H∗(L; Λ0), k = 0, 1, 2, . . .

([4, Theorem A]). m1 : H∗(L) → H∗(L) “ ” ,

m2 : H∗(L)⊗H∗(L) → H∗(L) “ ”, mk (k ≥ 3) “ ” . m1 ◦m1 = 0

, m1

HF (L,L; Λ0) = Kerm1/ Imm1

L Floer . m1 ◦m1 �= 0 , Floer

.

b ∈ H1(L; Λ+) ( b ∈ H1(L; Λ0)) A∞ {mb
k}k≥0

. Floer mb
1

mb
1(x) =

∑
k,l

mk+l+1(b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
k

, x, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
l

).

. b Maurer-Cartan

∞∑
k=0

mk(b, . . . , b) ≡ 0 mod PD([L]) (3)

mb
1 ◦ mb

1 = 0 . , PD([L]) [L] Poincaré

. , mb
1

HF ((L, b), (L, b); Λ0) = Kermb
1/ Immb

1

(L, b) Floer . (3) weak bounding cochain ,

M̂weak(L) . (1) “ ” PO ,

∞∑
k=0

mk(b, . . . , b) = PO(b) · PD([L])

M̂weak(L) .
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, Cho-Oh [2, Section 15], -Oh- - [5, Propo-

sition 3.2, Theorem 3.4] Lagrange

. Gelfand-Cetlin Φ : F → Δ Lagrange ,

.

, . λ
(k)
i θ

(k)
i ,

u = (u
(k)
i )i,k ∈ IntΔ L(u) ,

b =
∑

(i,k)∈I

x
(k)
i dθ

(k)
i ∈ H1(L(u); Λ0) ←→ x = (x

(k)
i )(i,k)∈I ∈ ΛN

0

H1(L(u); Λ0) ΛN
0 .

y
(k)
i = ex

(k)
i Tu

(k)
i ,

Qj = Tλnj , j = 1, . . . , r + 1,

, .

3.1 ([10, Theorem 10.1]). u ∈ IntΔ, H1(L(u); Λ0) ⊂
M̂weak(L(u)) .

⋃
u∈IntΔ

H1(L(u); Λ0) ∼= IntΔ× ΛN
0

PO(u,x) =
∑

(i,k)∈I

(
y
(k+1)
i

y
(k)
i

+
y
(k)
i

y
(k+1)
i+1

)

. , λ
(k+1)
i = λnj y

(k+1)
i = Qj .

3.2. 3 Fl(3) ,

PO =
Q1

y1
+

y1
Q2

+
Q2

y2
+

y2
Q3

+
y1
y3

+
y3
y2

. dimH∗(Fl(3)) = 6 . , Floer

(L(u), b) 6 .

3.3. Grassmann Gr(2, 4) , λ1 = λ2 > λ3 = λ4 ,

PO =
Q1

y2
+

y2
y1

+
y1
y3

+
y3
Q3

+
y2
y4

+
y4
y3
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, 4 . Floer (L(u), b) 4

. , dimH∗(Gr(2, 4)) = 6 , 2 .

2.3 U(2)

.

, Fl(3) Lagrange S3 L0 .

H1(L0) = 0 , Floer m1 . 2.2 , Fl(3)

diag(λ1, 0, λ2) .

3.4. L0 ⊂ Fl(3) Novikov Λ0 Floer

HF (L0, L0; Λ0) ∼= Λ0/T
min{λ1,λ2}Λ0

. , Novikov Λ Floer :

HF (L0, L0; Λ) = 0.

Fl(3) , Λ Floer Lagrange

Δ .

Gr(2, 4) U(2) Lt (−λ < t < λ) .

2.3 .

3.5. b ∈ H1(Lt; Λ0/2π
√−1Z) ∼= Λ0/2π

√−1Z , (Lt, b) Floer

HF ((Lt, b), (Lt, b); Λ0) ∼=
{
H∗(L0; Λ0) t = 0 b = ±π

√−1/2,

(Λ0/T
min{λ−t,λ+t}Λ0)

2

. , Novikov Λ Floer

HF ((Lt, b), (Lt, b); Λ) ∼=
{
H∗(L0; Λ) t = 0 b = ±π

√−1/2,

0

.

, Λ Floer (L, b) , Gelfand-Cetlin

6 = dimH∗(Gr(2, 4)) .
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TQFT K3 Seiberg-Witten
1

1 —–

1.1

G Lie g = (TG)e G Lie P X G

P A P G

P P = X ×G A g

1-form a a = {ax}x∈X A

(u, v) ∈ (TX)x⊕ (TG)e ax : (TX)x → g

au+ v = 0

A

X

P A P ′ P ′ A′ (P,A)

(P ′, A′) φ : P ′ → P A′ = φ∗A
(P,A)

P

P BP P GP P

g P ′ = P (P,A′)
(P,A′) g g∗A′ = A

1 3,4

” ”
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A A′ 2

BP BP P AP

BP = AP/GP .

P P = X ×G A,A′ a, a′

g g : X → G P = X × G (x, p) �→ (x, g(x)p)

A′ = g∗A

a′ = g−1ag + g−1(dg)

G R R

d+ a′ = g−1 ◦ (d+ a) ◦ g
d a R

R k-form Ωk(R)

R (k + 1)-form k 0

d + a P A

dA R̂ := P ×G R form

dA

dA : Ωk(R̂) → Ωk+1(R̂).

1.2

GP Lie Lie ĝ

(TGP )e = Ω0(ĝ).

GP A ∈ A GP (A) GP A

•∗A : GP → A, g �→ g∗A

GP Lie Ω0(ĝ) P

Ω1(ĝ)

(TAP )A = Ω1(ĝ).

A dA

d[•∗A : GP → A] = [dA : Ω0(ĝ) → Ω1(ĝ)]

2 G G = SO(3) X 1-skeleton
g
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a

da+ a ∧ a = 0 (a ∧ a :=
1

2
[a ∧ a])

A′ = g∗A A′ a′ da′ +
a′ ∧ a′ = g−1(da+ a∧ a)g da′ + a′ ∧ a′ = 0

da+ a∧ a Ω2(ĝ) well-defined

A A FA
3 FA A

F• : AP → Ω2(ĝ), A �→ FA

AP F• AP

Ω2(ĝ)

A ∈ AP

d[F• : AP → Ω2(ĝ)] = [dA : Ω1(ĝ) → Ω2(ĝ)]

FA = 0 MP

MP := {A |FA = 0}/G ⊂ BP .

[A] ∈ MP MP

0 −→ Ω0(ĝ)
dA−→ Ω1(ĝ)

dA−→ Ω2(ĝ) −→ 0

1 4

• GP A 0

• •∗A 2

MP

3FA d2A : Ωk(R̂) → Ωk+2(R̂) g R

FA : Ωk(R̂) → Ωk+2(R̂)
4 GP (A) F• d2A = FA
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X
5

FA = 0 A ĝ

de Rham

2 X 2

MP X

G

MP

[MP ambient space BP

FA = 0

MP

MP

FA = 0 X G

Lie MP X g G = SO(3),

w2(P ) 	= 0 MP 6g − 6 6

0 2 1 6g − 6 MP

g = 1 MP [MP ]

0 1

FA = 0

MP

MP

G Lie 7

1.3 2 3 4

4 8

• X 2 Riemann , G Lie , FA = c⊗ω

(ω c g P c P

)

5 X
x ∈ X x (TX)x ξ ∈ (TX)∗x

x (TX)x eiξx•

0 → ĝx
iξ∧→ (TX)∗x⊗ĝx

iξ∧→ (∧2(TX)∗x)⊗ĝx → 0
ξ 	= 0 exact

6 2
7 Lie 2 Hitchin SL2(C) Higgs

Witten Taubes SL2(C)

8X (Donaldson-Thoma)
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[Atiyah-Bott 2 Riemann Yang-Mills

MP Ambient space

MP

MP∫
X
||FA||2ω Morse Morse

G

MP Betti
9 AP

Kahler

]

• X 3 Riemann , G Lie , FA = ∗dAψ
(ψ Ω1(ĝ) ∗ Hodge star operator.)

[Taubes Casson
10 FA = 0, dAψ = 0 G = SU(2) X

A ψ = 0 A

M∗
P MP 0

ambient space 0

Z Casson 2

Taubes ]

• X: 4 Riemann , G Lie , p+FA = 0

(p+ 4 Riemann 2-form 2-form

Hodge star operator ∗ p+α = (α + ∗α)/2 )

[Donaldson 4

G = U(1) Hodge

G = SU(2), SO(3)

4

Donaldson

hyperkahler Atiyah-Bott

hyperkahler projective Kahler
11

bubble ]

• X: 4 c , G = U(1) p+FA = σ(φ), DAφ = 0

( P c U(1) φ DA A

9Mehta-Seshadri Betti Torsion free
Atiyah-Bott

10Bianchi dAFA = 0
11Projective Teleman Donaldson
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Levi-Civita Dirac σ

2-form )

[Witten Seibeg-Witten monopole

Kronheimer-Mrowka, Fintushel-Stern

Seiberg-Witten G U(1)
12 ]

X 4 b+(X)

b+(X) M(X)

” ”

1.1. X 4 b+(X) ≥ 2 Donaldson

Seiberg-Witten

b+(X) ≥ 1 b+(X) ≥ 2 up to

homotopy

Taubes 3 4 p+FA = 0

4

3 3

Seiberg-Witten

1. TQFT : Floer

[ G = SU(2) 3 Riemann Y

X = Y × R X p+FA = 0

R 3

Taubes

Y B

flow flow Y B

Chern-Simons

cs(B) =

∫
Y

tr(
1

2
b ∧ db+

1

3
b ∧ b ∧ b) mod 4π2

Z

S1 b B

mod4π2

Morse

Floer

Morse

12Donaldson Seiberg-Witten Feehan-
Leness
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3 Y

Floer

Floer 4

B

Morse

]

2. 3 Heegaard Floer Hee-

gaard Lagrangian

[Ozsvath-Szabo Heegaard Floer

TQFT 3+1

SW Taubes SW

]

3. SW

[Taubes 4 Seiberg-Witten

Taubes

Weinstein ]

2 —

2.1 TQFT

4 X

1 Y X = X0 ∪Y X1

P M(X)

X X0 X1 Y

Y B(Y )

X0 M(X0) π0 : M(X0) → B(Y )

π1 : M(X1) → B(Y ) M(X) π0 : M(X0) →
B(Y ) π1 : M(X1) → B(Y ) M(X)

B(Y ) M(X0) M(X1)

X Y Y × [−R,R]

XR Riemann R

R

Y × R

Floer Y × R Morse

[−R, 0] [0, R]
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X0∪(Y × [−R, 0]) M(X0, R) X1∪(Y × [0, R])

M(X1, R) M(X) π0 :

M(X0, R) → N (Y ) π1 : M(X1, R) → N (Y )

M(X0, R) M(X0) R

M(X1, R) M(X1)

R

M(XR)

M(X)

Morse

M(X0) B(Y ) Morse [CM(X1)] M(X1)

B(Y ) Morse [M(X1) M(X)

[M(X)] ∈ Z Kronecker

[M(X)] = [M(X0)] · [M(X1)]

B(Y ) Morse( ) ”Floer( )

” X0, X1 Floer( )

[M(X0)] , [M(X1)]

Y Floer( ) X

2.1. X 4 X = X̄0#X̄1

b+(X̄0), b
+(X̄1) > 0 X Donaldson SW

ambient space B

b+(X0), b
+(X1) > 0

2.2. aCP 2#b(−CP 2) Donaldson SW a, b ≥ 2

3 X 3 Riemann X

G P M(X)∗

X X = X0 ∪Y X1 G = SU(2) X

3 Y = S2 X0 X1

X̄0, X̄1 X

M(X)∗ ∼= (M(X̄0)
∗ ×M(X̄1)

∗)
∐

M(X̄0)
∗∐M(X̄1)

∗
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M(X̄0) X1 X → X̄0

M(X) X1

M∗(X1) M(X)∗ M(X̄0)
∗

X X0

M(X̄1)
∗ X̄1 S3

X 4 X Donaldson SW

X̄1 −CP 2

13 −CP 2 blow-up

2.3. Donaldson SW blow-up blow-up

2.2 K3 Seiberg-Witten

K3 Seiberg-Witten

c ( )1

c

Seiberg-Witten Riemann

X = T 4 c U(1) P

c

DAφ = 0, p+FA = σ(φ)

Weitzenbock
∫
(φ,D2

Aφ) =

∫
X

(|∇Aφ|2 + (φ, FAφ))

14 σ (φ, σ(φ)φ) = |φ|4. 4

φ = 0 p+FA = 0 FA closed

form 15 FA = 0 U(1) A φ = 0

M(T 4) = Hom(π1(T
4), U(1))

Seiberg-Witten X Weitzen-

bock M
13 2-form ” ” P

14∇A A Levi-Civita X X
15Bianchi
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T 4/{±1} {±1}
T 4 = R

4/Z4 ” ”

T 4 {±1}
{±1} U(1)

M(T 4) = Hom(π1(T
4), U(1)) 4

24 = 16

M(T 4/{±1}) = Hom(π1(T
4), {±1})

16 T 4/{±1} S3/{±1} 16

K3 SW K3

T 4/{±1} 16 blow-up

−CP 2 [z0, z1, z2] → [−z1, z1, z2] {±1}
−CP 2/{±1}

−S3/{±1}
16 T 4/{±1} 16

blow-up SW

−CP 2/{±1} 16 M(K3) M(T 4/{±1})
K3

M(K3) = { }.

M(K3) B(K3)

g U(1) (A, φ)

(A, φ) �→ (g∗A, gφ) φ φ = 0 g

U(1) (A, φ) b+(K3) = 3 ≥ 2

B(K3) up

to homotopy M(K3) ⊂ B(K3)

H → 〈i, j, k〉 , q �→ qiq̄

0 H

〈i, j, k〉 2-form

U(1) U(1)

16−CP 2/{±1} −S3/{±1}
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M(K3) 0 H U(1)

U(1) Lie iR

0 → iR → H → 〈i, j, k〉 → 0

ε > 0

H → 〈i, j, k〉 , q �→ qiq̄ − ε2i

U(1)

{q ∈ C | : |q| = ε} U(1)

M(K3)′ = {( ) }.

K3 c

SW c 1

c

2.3

SW

Donaldson

K3 blow-up 4 K3#(−CP 2)

4j 19CP 2#4(−CP 2)

Freedman

2.4. K3#(−CP 2) 19CP 2#4(−CP 2)

Proof. K3 SW blow-up K3#(−CP 2)

SW 19CP 2#4(−CP 2) SW

SW

2.5. K3 H2(K3;R)

Proof. SW

H1(X);R H2(X;R)
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SW

c

K3

c

c SW

2.6. K3 X̄0#X̄1 X̄0 X̄1

S4

Proof. b+(X̄0) > 0 b+(X1) > 0

SW b+

17

2.7. X Z 2E8 ⊕ aH

H S2 × S2 a ≥ 3 18

Proof. a = 2 SW

c φ = 0

U(1)

H → 〈j, k〉 q �→ π(qiq̄)

π : 〈i, j, k〉 → 〈j, k〉 U(1)

c Seiberg-Wittten

involution

H j

M
1

M
1 1

19

3 — 4 3

Donldson Floer

• 20

17 Rokhlin
18 2kE8⊕aH (k > 0) 2k+1 ≤ a

19 Kronheimer
20 Manolescu Pin(2)
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• 21

• 22

• 23

• 24

• 25

3 4

4
26

27 4

3 exact

Kronheimer-Mrowka Thruston

Riemann

c

exact Gabai sutured manifold

taut foliation

tight conact structure Gabai

Thruston taut foliation Kronheimer-

Mrowka taut foliation Euler monopole class

Seiberg-Witten

Taubes Tight contact structure

taut foliation

4

(Donaldson-Auroux) 4

4 28 4

21 Feehan-Leness
22 Donaldson Chern-Simons Riemann

SW
23 Khovanov
24 Floer Floer
25 sutured maniofold Floer
26Jongil Park Betti
Betti

27 Froyshov, 4
28 4

Taubes
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Taubes Seiberg-Witten

4 29

2

Heegaard

Ozsvath-Szabo 3 2
3031 3 sutured manifold foliation

3

5 Witten

Taubes Witten 3

Khovanov

Khovanov

3 4 2 5

3

[1]

1995

[2] S.K. Donaldson, ”Floer Homology Groups in Yang-Mills Theory”

Cambridge Tracts in Mathematics, 2002.

[3] P.B. Kronheimer and T. Mrowka, ”Monopoles and Three-Manifolds”

Cambridge University Press, 2007

29 3 4

30 Atiyah-Floer 2
31Heegaard-Floer Seiberg-Witten Floer Floer

Kronheimer-Mrowka
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Kontsevich-Kuperberg-Thurston

∗ ( )

Kontsevich-Kuperberg-Thurston Kontsevich Chern-Simons

3

1

1989 E. Witten Chern-Simons

3 ( )

([14]) Witten 3

Chern-Simons M. Kontsevich [5], S. Axelrod

I. M. Singer [2] propagator 2

2

propagator Kontsevich

Kontsevich [5] Chern-Simons

3

G. Kuperberg D. Thurston Kontsevich

LMO [7] 3

([6]) Kontsevich-Kuperberg-

Thurston

V. A. Vassiliev ([12])

Vassiliev

( ) 3

[10]

∗ shimizu@kurims.kyoto-u.ac.jp
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LMO n Jacobi

n An(∅)
Kontsevich-Kuperberg-Thurston LP-surgery

3

D. Moussard ([9])

2 Kontsevich-Kuperberg-Thurston

Kontsevich-Kuperberg-Thurston zKKT

3 A(∅)
n A(∅) degree n An(∅) zKKT n

zKKT
n n zKKT

n

2.1 Jacobi An(∅)
zKKT
n An(∅)

degree n Jacobi diagram 2n 3n

3 simple loop ( )

Jacobi diagram 3n 1, · · · , 3n 2n

1, · · · , 2n edge

oriented labeled Jacobi diagram degree n edge oriented labeled

Jacobi diagram En

En = { degree n connected edge oriented labeled Jacobi diagram}
Jacobi diagram 3

oriented Jacobi diagram degree n Jacobi

diagram R AS, IHX 2 relation

An(∅)

An(∅) = {degree n oriented Jacobi diagrams}R/AS, IHX.
Γ ∈ En orientation An(∅) [Γ]

2.2 3

3 3

S3

Y
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AS, IHX

( )

3 ∞ ∈ Y N(∞;Y ) ⊂ Y Y ∞
N(∞;S3) ⊂ S3 = R

3 ∪ {∞} S3 ∞
ϕ : (N(∞;Y ),∞) → (N(∞;S3),∞) ϕ

N(∞;Y ) N(∞;S3) N(∞;Y ) \ ∞ R
3

2 (Y \ ∞)2 \ Δ = {(x1, x2) | x1 �= x2} C2(Y )

Fulton-MacPherson Δ =

{(x, x) | x ∈ Y \ ∞} B ⊂ A B�(A,B) B

A blow-up B�(A,B) = (A \ B) ∪ SνB

νB A B SνB

Y 2 ∞2 blow-up B�(Y 2,∞2) blow-down q1 : B�(Y 2,∞2) →
Y 2

C2(Y ) := B�(B�(Y 2,∞2), q−1
1 (∞× (Y \∞)) 	 q−1

1 ((Y \∞)×∞) 	 q−1
1 (Δ \∞2))

C2(Y ) 6

([8] ) q : C2(Y ) → Y 2 blow-down

∂C2(Y )

∂C2(Y ) = q−1(∞× (Y \∞)) ∪ q−1((Y \∞)×∞) ∪ q−1(∞2) ∪ q−1(Δ \∞2).

( (a) (b) (c) (d) )
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2.3

C2(Y ) propagator 2

Y

Kontsevich, Kuperberg, Thurston framing

Watanabe

Morse

∂C2(Y ) 2 ∂C2(Y ) \ q−1(Δ \∞2)

2 q−1(∞ × (Y \ ∞)) q−1(∞ ×
(Y \ ∞)) = ST∞Y × (Y \ ∞) → ST∞Y

ϕ∞
= ST∞S3 = S2 S2

anti-symmetric volume form ωS2 2

∂C2(Y ) \ q−1(Δ \ ∞2) 2 ωY q−1(Δ \ ∞2) 2

zKKT

blow-up q−1(Δ \ ∞2) = SνΔ\∞2

νΔ ∼= TY SνΔ\∞2
∼= ST (Y \ ∞)

ST (Y \ ∞) (ωY ) 2

∂C2(Y ) 2 2 C2(Y ) ( )

2 propagator

propagator (Y \∞)2n\Δ = {(x1, · · · , x2n) | xi �= xjif i �= j}
edge

oriented labeled Jacobi diagram Γ ∈ En i ∈ {1, · · · , 3n}
Pi(Γ) : (Y \∞)2n \Δ → C2(Y ) s(Γ; i), t(Γ; i)

i Γ Pi(Γ)(x1, · · · , x3n) =

(xs(Γ;i), xt(Γ;i))

q−1(Δ \∞2) 2

framing (Kontsevich, Kuperberg, Thurston )

τ : T (Y \∞)
∼=→ (Y \∞)× R

3 framing

τ |N(∞;Y )\∞ = τR3|N(∞;S3)\∞.

τR3 : TR3
∼=→ R

3 × R
3 τ

ST (Y \ ∞)
∼=→ (Y \ ∞)× S2 p(τ) : ST (Y \ ∞)

∼=→
(Y \∞)×S2 → S2 S2 volume form ωS2 2

p(τ)∗ωS2 ∈ Ω2(q−1(Δ \ ∞2)) framing ωY p(τ)∗ωS2

2.1. ω0(τ) = ωY ∪ p(τ)∗ωS2 ∈ Ω2(∂C2(Y )).
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Y 3 H2(C2(Y );R) →
H2(∂C2(Y );R) C2(Y ) 2 ω(τ)

ω(τ)|∂C2(Y ) = ω0(τ)

2.2 (Kuperberg, Thurston [6]).

(1) zKKT(Y ; τ) =
∑

Γ∈En

(∫
(Y \∞)2n\Δ

∧3n
i=1 Pi(Γ)

∗ω(τ)
)
[Γ] ∈ An(∅) τ

(2) Y τ δn ∈ An(∅)

zKKT(Y ) = zKKT(Y ; τ) +
1

4
σ(τ)δn ∈ An(∅)

τ Y σ(τ) τ N(∞;Y )

Y framing signature defect *1

(1) An(∅) AS,IHX

( )

2 ST (Y \ ∞) 3

(normal bundle ) Thom 2

a1, · · · , a3n ∈ S2 1 γ1, · · · , γ3n Y \ ∞

γi|N(∞;Y )\∞ = ai.

ai R
3 ai

�γ = (γ1, · · · , γ3n)

cγi :=

{
γi(x)

‖γi(x)‖ ∈ STxY

∣∣∣∣ x ∈ Y \ (∞∪ γ−1
i (0))

}closure

⊂ ST (Y \∞)

STY → Y cγi
cγi γi ( ) S2 3

c−γi cγi

2.3. c(γi) = cγi ∪ c−γi ⊂ ST (Y \∞) *23

*1 signature defect [8], [1] τ 3 Y framing τ signature

defect σ(τ) ∈ Z Y bound 4 X TX

TX ⊗ C Y τ X 1st Pontrjagin

X p1(τ : X) σ(τ) = p1(τ : X)− 3SignX Hirzebruch

X
*2 ∞ ∈ Y 1
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c(γi) Thom 1
2

2 c(γi)

ωY
*3 1 ωγi

2.4. ω0(γi) = ωY ∪ ωγi ∈ Ω2(∂C2(Y )).

C2(Y ) 2 ω(γi) ω(γi)|∂C2(Y ) = ω0(γi)

2.5 ([11]). �γ *4

(1) z̃(Y ;�γ) =
∑

Γ∈En

(∫
(Y \∞)2n\Δ

∧3n
i=1 Pi(Γ)

∗ω(γi)
)
[Γ] ∈ An(∅) �γi

(2) �γ Ĩ(�γ) ∈ An(∅)

z̃(Y ) = z̃(Y ;�γ)− Ĩ(�γ) ∈ An(∅)
�γ Y

2.6. (1) Ĩ(�γ) Watanabe [13] Y 3

anomaly term

Watanabe Y

3

(2) γi framing τ : T (Y \ ∞) →
(Y \ ∞) × R

3 framing τ (Y \ ∞) × R
3

ai τ ∗ai Y \ ∞
τ ∗�a = (τ ∗a1, · · · , τ ∗a3n) Ĩ( ·∗�a) δnσ( · )

*3 ωY S2 volume form ωS2 {ai,−ai} ⊂ S2

*4 (1) z̃(Y ;�γ) ω0(γi)
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framing 3

framed cobordism Ĩ(τ ∗�a) = −1
4
σ(τ)δn

Ĩ signature defect

γi τ ∗ai c(γi) = p(τ)−1({ai,−ai})
Ĩ(τ ∗�a) = −1

4
σ(τ)δn

2.7 ([11]). Y z̃n(Y ) = zKKT(Y )

3

3.1 Watanabe

Morse ( ) 3

([13]) Watanabe 3 A(∅)
3 2

Morse 3 ([3]) Watanabe

A1(∅) Fukaya

Morse ([4]) Watanabe

n

Watanabe modify n zFWn

zFWn 3 An(∅) zFWn Jacobi

(broken graph) Moduli

zFWn zKKT
n z̃n 2

(propagator)

Morse fi propagator ω(fi) C2(Y )

fi

a1, · · · , a3n ∈ S2 1 fi : Y \∞ → R Morse-Smale

Morse

fi|N(∞;Y )\∞ = qai .

qai : R
3 → R qai(x) = 〈x, ai〉R3 ai 〈·, ·〉R3

fi Crit(fi) = {pi1, · · · , piki , q1, · · · , qiki}
ind(pij) = 2, ind(qij) = 1 fi Q Morse-Smale

∂ : H2(Y \ ∞;Q) → H1(Y \ ∞;Q) ∂[pik] =
∑

l ∂kl[q
i
l ] Y 3

, ∂ g : H1(Y \ ∞) → H2(Y \ ∞)

g([qik]) =
∑

l gkl[p
i
l]
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{Φt
fi
: Y \ ∞ ∼=→ Y \ ∞}t∈R gradient-lile −gradfi

1 ϕ : (Y \ ∞) × (Y \ ∞) × (0,∞) → (Y \ ∞) × (Y \
∞), ϕ(x, y, t) = (y,Φt

fi
(x)) M→(fi) = ϕ−1(Δ) Aqik

qik
Dpij

pij
Watanabe propagator Poincaré *5 4

M(fi) :=
1

2
(M→(fi) +M→(−fi))−

∑
k,l

gkl(Aqik
×Dpil

+Dpil
×Aqik

).

*6 gradf1, · · · , gradf3n, a1, · · · , a3n

zFWn (Y ; �f) =
∑
Γ∈En

�

(
3n⋂
i=1

Pi(Γ)
−1M(fi)

)
[Γ]

3.1 (Watanabe [13]). grad�f = (gradf1, · · · , gradf3n) grad�f

I(grad�f) ∈ An(∅)
zFWn (Y ) = zFWn (Y ; �f)− I(grad�f) ∈ An(∅)

Y

3.2 z̃n

Watanabe [13] Kontsevich Chern-Simons

z̃n

*5 propagator Poincaré
*6 gradf1, · · · , gradf3n, a1, · · · , a3n
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3.2 ([11]). zFWn (Y ) = z̃n(Y ).

Outline of proof. M(fi) (Y \ ∞)2 4

M(fi) \ Δ C2(Y ) (C2(Y ), ∂C2(Y ))

4 MC(fi) 4 ST (Y \ ∞)

1

2
c(gradfi) +

∑
k,l

gkl(Aqik
∩ Dpil

+Dpil
∩ Aqik

)

2 Aqik
∩Dpil

Dpil
∩Aqik

∂C2(Y )\q−1(Δ\∞2) fi q−1(∞×(Y \∞)) =

ST∞Y × (Y \∞) ∂MC(fi) ∩ (ST∞Y × (Y \∞)) = 1
2
({ai,−ai} × (Y \∞))

∂MC(fi) Poincaré ω(gradfi)

z̃n(Y ; grad�f) = zFWn (Y ; �f) Ĩ

Ĩ(grad�f) = I(grad�f)
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Laver Tables: from Set Theory to Braid Theory

(Based on joint work with Patrick Dehornoy)

Victoria LEBED (OCAMI, Osaka City University)∗

Abstract

Laver tables An are certain finite shelves (i.e., sets endowed with a bi-
nary operation distributive with respect to itself). They originate from
Set Theory and, in spite of an elementary definition, have complicated
combinatorial properties. They are conjectured to approximate the free
monogenerated shelf F1, this conjecture being currently proved only un-
der a large cardinal axiom. This talk is devoted to our dreams concerning
potential braid and knot invariant constructions using Laver tables, and
to some real results in this direction, such as a detailed description of 2-
and 3-cocycles for the An. The rich structure of the latter, as well as spec-
tacular applications of F1 to Braid Theory, promise interesting topological
consequences.

1. A Laver table is...

We start with a formal presentation of the main characters of our story:

Definition 1.1. ➺ A shelf is a set S endowed with a binary operation � satisfying
the (left) self-distributivity condition

a � (b � c) = (a � b) � (a � c). (1)

➺ The free shelf generated by a single element is denoted by F1.
➺ The Laver table An is the unique shelf ({1, 2, 3, . . . , 2n}, �n) satisfying the initial

condition

a �n 1 ≡ a + 1 mod 2n. (2)

When working modulo N , we will systematically replace the element 0 with N ,
which is a less conventional representative of the same class. Further, all formulas
in An will only hold modulo 2n, which will be often omitted for brevity.

While the first two notions regularly appear (under different names) in Low-Di-
mensional Topology, Set Theory and Hopf Algebra Theory, the last one is much more
exotic. In this preliminary section we will discuss its origin, explain why it is well
defined, and present some of its (rather astonishing) properties.

This work was supported by a JSPS Postdoctral Fellowship For Foreign Researchers and by JSPS
KAKENHI Grant 25·03315.
2010 Mathematics Subject Classification: 57M27, 17D99, 20N02, 55N35, 06A99.
Keywords: Laver tables, self-distributivity, rack cohomology, quandle cocycle invariants, right-
divisibility ordering.
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Laver tables were discovered by Richard Laver ([Lav95]) as a by-product of his
study of iterations of elementary embeddings in Set Theory. Concretely, for any set S,
the set of its self-embeddings Emb(S) := { f : S ↪→ S } can be endowed the following
shelf structure:

f � g =

⎧⎨
⎩

fgf−1 on the image Im(f) of f,

Id on the complement of Im(f).

Laver took as S a certain limit rank Vλ and supposed it to admit a non-bijective
elementary (= preserving all the properties definable in terms of operation ∈) self-
embedding f0. This is the famous Axiom I3 in Set Theory, which can be neither
proved nor refuted in Zermelo-Fraenkel axiomatic system. Under this assumption,
Laver showed that

➺ f0 generates a copy of the free shelf F1 in Emb(Vλ);
➺ this copy admits finite quotients of size 2n, which are precisely our An;
➺ the An form a projective system whose inverse limit contains a copy of F1, and

can thus be viewed as finite approximations of F1.
These results are represented in the upper half of Figure 1; the dotted lines stress that
everything holds true only modulo the unprovable set-theoretic Axiom I3.

Set Theory

�� ��

R. Laver

Laver tables

⇒?
���

�
�

�
�

�
�

approximation
�� Free shelf F1

⇒ an ordering

of braids
����������������

Braid Theory P. Dehornoy

Figure 1: Set-theoretic origins and topological applications of Laver tables

Later, Richard Laver found the completely elementary definition of Laver tables
given above. In particular, he proved the following

Theorem 1.2. 1. For any n ∈ N, conditions (1)-(2) define a unique binary opera-
tion on the set {1, 2, 3, . . . , 2n}.

2. Laver tables form a projective system of shelves, via the projections

pn : An −→ An−1,

a �−→ a mod 2n−1.

The approximation result mentioned above now appears as

Conjecture 1.3. The inverse limit of the shelves An contains a copy of F1.

Much effort has been directed to a proof of this conjecture which would not be
based on set-theoretic axioms (see for instance [DJ97, Deh00, Deh14] and references
therein), so far without satisfactory results.

第６１回トポロジーシンポジウム講演集　２０１４年７月　於　東北大学

132



A Laver table An is presented by its multiplication table, containing the value
of p �n q in the cell (p, q). One can thus talk about the columns and rows of An.
Figure 2 contains the smallest examples. Note that �1 is nothing else than operation
“implication” from Logic (under the identification 1 = False, 2 = True).

Let us now state some combinatorial properties of Laver tables. The last two
properties, although elementary-stated, are currently established only under Axiom I3.

➺ The rows of any Laver table An are periodic. Concretely, for every 1 � p � 2n,
there exists an integer 2r satisfying

p + 1 = p �n 1 < p �n 2 < · · · < p �n 2r = 2n,

and the subsequent values p �n q then repeat periodically. The number 2r is
called the period of p in An, and is denoted by πn(p).

➺ In particular, everyone in the pth row is larger than p, except for the last row.
➺ Certain rows and columns of An are particularly easy to describe:

2n �n q = q, (2n − 1) �n q = 2n,

p �n 2n = 2n, p �n 2n−1 = 2n if p �= 2n.

The periods of some rows are also easy to determine:

πn(2n) = 2n, πn(2n − 1) = 1,

πn(2n−1) = 2n−1, πn(2n − 2) = πn(2n − 3) = 2.

However, one does not know any closed formulas either for p �n q, or for πn(p).
➺ Any Laver table is generated (as a shelf) by the single element 1. More precisely,

An is the quotient of the free shelf F1 (generated by an element 1) by relation

(· · · ((1 �n 1) �n 1) · · · ) �n 1 = 1,

where the term 1 is repeated 2n + 1 times on the left.
➺ All other finite monogenerated shelves can be obtained from the An by certain

canonical procedures described by A. Drápal (cf. [Drá97, Sme13]).
➺ πn(1) →

n→∞

∞.

➺ For all n, one has πn(1) � πn(2).
All these properties are evidences of the rich combinatorics behind Laver tables.

A0 1
1 1

A1 1 2
1 2 2
2 1 2

A2 1 2 3 4
1 2 4 2 4
2 3 4 3 4
3 4 4 4 4
4 1 2 3 4

A3 1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 4 6 8 2 4 6 8
2 3 4 7 8 3 4 7 8
3 4 8 4 8 4 8 4 8
4 5 6 7 8 5 6 7 8
5 6 8 6 8 6 8 6 8
6 7 8 7 8 7 8 7 8
7 8 8 8 8 8 8 8 8
8 1 2 3 4 5 6 7 8

Figure 2: Multiplication tables for the first four Laver tables
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2. Dreams: braid and knot invariants based on Laver tables

We now turn to the lower part of Figure 1. We will describe how the arrow on the
right works, and how we would like the arrow on the left to work; the dashed line used
to draw the latter stresses its partially imaginary character. This section can be seen
as motivation for Section 3, and as a presentation of some related open questions.

Shelves have gained recognition among knot theorists due to coloring techniques.
Concretely, a coloring of a positive braid diagram D by a shelf (S, �) assigns an element
of S to every arc of D in such a way that a b-colored strand becomes (a � b)-colored

when it over-crosses an a-colored strand, as shown on Figure 3 A .

b a

a a � b
A

a �̃ ba

ab
B

Figure 3: Coloring rules for positive and negative crossings

Now, we want colorings to say something about the positive braid βD represented
by D. Therefore, we want Reidemeister III move to induce only local coloring changes,
keeping fixed all colors outside the small ball where the move is realized. Figure 4
shows that this happens if and only if operation � is self-distributive.

a

b

c

a� (b� c)

a� b

a

ab�
c

b

a

b

c

(a� b)� (a� c)

a� b

a

a� b

a a
� c

Figure 4: Reidemeister III move ⇐⇒ self-distributivity

Hence invariants of positive braids can be obtained by counting the number of
(S, �)-colorings of their diagrams, or by fixing the colors of all the leftmost arcs and
considering the induced colors of the rightmost arcs:

positive braid invariants
colorings� shelf

These ideas extends to
➺ arbitrary braids if (S, �) is a rack — that is, admits a second binary operation �̃

with is the left inverse of �, in the sense that

a �̃ (a � b) = b = a � (a �̃ b); (3)

in this case, the coloring rule from Figure 3 B completes that from Figure 3 A ;
➺ and to knots if (S, �) is a quandle (= a rack where every element is idempotent:

a � a = a); only counting invariants are relevant in this case.
Such shelf/rack/quandle invariants turn out to be extremely powerful and well adapted
for actual calculations.

Laver tables and F1 are shelves, and thus yield positive braid invariants according to
the recipes above. However, they are not racks, except for the trivial A0. Nevertheless,
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Patrick Dehornoy managed to refine the above analysis of F1-colorings and to extract
invariants of arbitrary braids out of them (cf. [Deh92, Deh94, Deh00, Kas02]). Let us
give some details. To deal with arbitrary braids, one should extend the (S, �)-coloring

rule from Figure 3 A to negative crossings so that Reidemeister II move induces only
local coloring changes. For this, the color propagation map

σ : S × S −→ S × S,

(a, b) �−→ (a � b, a) (4)

(see Figure 3 A ) should be invertible, which is equivalent to (S, �) being a rack. For F1

the map σ is not surjective but is injective, hence partially invertible. Thus one can
apply the coloring rule from Figure 3 B if one has sufficient control on the colors
that appear on the left. This control is attained by using a normal form for braids,
which, roughly, presents a braid as a negative part followed by a positive part, in a
way optimal in some sense. Dehornoy showed that for two braids β and β ′ taken in
this normal form, one can always choose some colors a = (a1, . . . , an) on the left which
can be propagated all the way to the right along any of the two braids, and that the
resulting colors on the right, denoted by aβ and aβ ′, us the same if and only if β 
 β ′.
Moreover, Dehornoy proved that the left division relation

a |l b ⇐⇒ b = a � c for some c (5)

induces a total ordering on F1, still denoted by |l. For any k ∈ N, this ordering extends
to F×k

1 in the lexicographical way. Now, relation

β < β ′ ⇐⇒ aβ |l aβ ′

turns out to be a well-defined total left-invariant (i.e., β < β′ implies αβ < αβ′ )
ordering of braids. Note that the same ordering can be obtained in a number of ways,
algebraic as well as geometric (cf. for instance [FGR+99, SW00, Kas02]). Since its
discovery, the braid ordering has been extensively used in the study of braids ([MN03,
Mal04, Ito11a, Ito11b, Ito14]). In particular, it is the base of very efficient algorithms
for distinguishing braids ([Deh97, Mal01, Dyn03]).

Recall that a Laver table is a quotient of F1 by (2). This relation destroys the
injectivity of the map σ. Since the structure is finite, the map is not surjective either.
Therefore Dehornoy’s methods do not apply here. However, since at least conjecturally
Laver tables are finite approximations of F1, and the F1-colorings distinguish all braids,
it is natural to expect that An-colorings can also say a lot about arbitrary braids.
Moreover, because of the finiteness, they are well adapted for computations. The
following question thus seems very promising:

Question 2.1. How can Laver tables be exploited in the investigation of arbitrary braids
and knots?

A deeper understanding of An-colorings of positive braids could give a clue to the
case of arbitrary braids:

Question 2.2. What topological or algebraic properties of positive braids can be ex-
tracted from An-colorings of their diagrams?

See [Deh14] for an extended discussion of these questions.
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3. Reality: 2- and 3-cocycles for Laver tables

In order to simplify the adaptation of An-colorings to new contexts — in particular to
arbitrary braids, with Question 2.1 in mind — we propose to add more flexibility to
their construction. To do this, we use an idea classical to self-distributivity: colorings
are enriched with weights. These weights are calculated in a special way using some
integer-valued functions on A×2

n or A×3
n , which are in fact 2- and 3-cocycles for the

renowned rack cohomology theory for An. In [DL14], P. Dehornoy and the author gave
a complete description of these cocycles, and showed that they capture all essential
combinatorial properties of Laver tables. This section is devoted to details.

We start with recalling the basics of cohomology theory for self-distributive struc-
tures, as developed in [FRS95, CJK+03].

Definition 3.1. For a shelf (S, �), its rack cohomology Hk
R
(S) is defined as the coho-

mology of the complex (Hom(S×k,Z), dk
R
), where

(dk
R
f)(a1, . . . , ak+1) =

k+1∑
i=1

(−1)i−1(f(a1, . . . , ai−1, ai � ai+1, . . . , ai � ak+1)

− f(a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ak+1)).

The 2-cocycles from this theory — that is, maps φ : S × S → Z satisfying

φ(a � b, a � c) + φ(a, c) = φ(a, b � c) + φ(b, c) (6)

— are of particular importance. Evaluate such a 2-cocycle on the colors adjacent to
each crossing of an (S, �)-colored positive braid diagram as shown on Figure 5, and sum
up the values obtained. The result is called the (Boltzmann) weight of the coloring.
Figure 5 proves that the multi-set of the weights of all possible (S, �)-colorings is an
invariant of positive braids.

a

b

c c

a � b

a a � c

a � b

a

φ(a, b)+φ(a, c)+φ(a � b, a � c)

a

b

c b

a

b � c a

b

φ(b, c)+ φ(a, b � c)+ φ(a, b)

Figure 5: Two-cocycle φ � Boltzmann weights for colored diagrams

These cocycle invariants sharpen the shelf invariants obtained by a simple counting
of colorings: the latter appear when φ is any constant 2-cocycle. A slight modification
of this method involves region coloring and rack 3-cocycles; see Figure 6, where region
colors are put in boxes, and only relevant colors are indicated for the sake of readability.

a

b

c

a a � c

a � b

ad

c � d a � d

ψ(a, b, c � d)+ψ(a, c, d)+ψ(a � b, a � c, a � d)

a

b

c

b � c a

bd

b � d

ψ(b, c, d)+ψ(a, b � c, b � d)+ψ(a, b, d)

Figure 6: Three-cocycle ψ � Boltzmann weights for colored diagrams
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One can thus extract a whole system of invariants out of a single shelf:

positive braid invariants
colorings &�

weights
shelf & 2- or 3-cocycle

In order to feed Laver tables into the machinery above, one should first explicitly
calculate their 2- and 3-cocycles. This was done in [DL14]:

Theorem 3.2. 1. For every n � 0, the 2-cocycles for An make a free Z-module
of rank 2n, with a basis consisting of the constant cocycle and of 2n − 1 explicit
{0, 1}-valued coboundaries defined for 1 � q < 2n by

φq,n(a, b) =

⎧⎨
⎩

1 if q occurs in the column b, but not in the column a �n b of An,

0 otherwise.

2. For every n � 0, the 3-cocycles for An make a free Z-module of rank 22n −2n +1,
with a basis consisting of the constant cocycle and of 22n − 2n explicit {0, ±1}-
valued coboundaries.

The value tables for φq,3 are presented on Figure 7; the cell (a, b) of such a table
contains the value of φq,3(a, b), and notation · replaces 0 for a better readability.

φ1,3 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 · · · · · · ·
2 1 · · · · · · ·
3 1 · · · · · · ·
4 1 · · · · · · ·
5 1 · · · · · · ·
6 1 · · · · · · ·
7 1 · · · · · · ·
8 · · · · · · · ·

φ2,3 1 2 3 4 5 6 7 8
1 · 1 · · · · · ·
2 1 1 · · 1 · · ·
3 1 1 · · 1 · · ·
4 · 1 · · · · · ·
5 1 1 · · 1 · · ·
6 1 1 · · 1 · · ·
7 1 1 · · 1 · · ·
8 · · · · · · · ·

φ3,3 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 · 1 · 1 · · ·
2 · · 1 · · · · ·
3 1 · 1 · 1 · · ·
4 · · 1 · · · · ·
5 1 · 1 · 1 · · ·
6 1 · 1 · 1 · · ·
7 1 · 1 · 1 · · ·
8 · · · · · · · ·

φ4,3 1 2 3 4 5 6 7 8
1 · · · 1 · · · ·
2 · · · 1 · · · ·
3 · 1 · 1 · 1 · ·
4 · · · 1 · · · ·
5 · 1 · 1 · 1 · ·
6 · 1 · 1 · 1 · ·
7 1 1 1 1 1 1 1 ·
8 · · · · · · · ·

φ5,3 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 · · · 1 · · ·
2 1 · · · 1 · · ·
3 1 · · · 1 · · ·
4 · · · · · · · ·
5 1 · · · 1 · · ·
6 1 · · · 1 · · ·
7 1 · · · 1 · · ·
8 · · · · · · · ·

φ6,3 1 2 3 4 5 6 7 8
1 · 1 · · · 1 · ·
2 · 1 · · · 1 · ·
3 1 1 1 · 1 1 1 ·
4 · · · · · · · ·
5 · 1 · · · 1 · ·
6 · 1 · · · 1 · ·
7 1 1 1 · 1 1 1 ·
8 · · · · · · · ·

φ7,3 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 · 1 · 1 · 1 ·
2 · · · · · · · ·
3 1 · 1 · 1 · 1 ·
4 · · · · · · · ·
5 1 · 1 · 1 · 1 ·
6 · · · · · · · ·
7 1 · 1 · 1 · 1 ·
8 · · · · · · · ·

Figure 7: Two-coboundaries for A3

It turns out that 2-cocycles capture a lot of combinatorial information about the
structure of Laver tables — certainly a promising feature in view of potential applica-
tions. We give one example here; see [DL14] for other illustrations.

Proposition 3.3. For every n, the 2-cocycle φ2n−1,n encodes periods in An in the sense
that, for every p < 2n, the value of πn(p) is the smallest q satisfying φ2n−1,n(p, q) = 1.
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Compare in particular the value table for φ4,3 and the periods for A3, which can be
read from its multiplication table (Figure 2).

We showed that 2- and 3-cocycles for Laver tables yield rich families of positive
— and potentially arbitrary — braid invariants. However, a deeper understanding of
these invariants is missing. Question 2.2 can thus be upgraded as follows:

Question 3.4. What topological or algebraic properties of positive braids can be ex-
tracted from An-colorings of their diagrams, weighted using rack 2- or 3-cocycles?

4. Bonus: right division ordering for Laver tables

Our description of 2-cocycles for Laver tables (Theorem 3.2) contains an explicit {0, 1}-
valued basis. Being {0, 1}-valued is extremely important for combinatorial interpreta-
tions. In particular, the Boltzmann weight associated to such a cocycle simply counts
crossings colored according to some patterns. A study of these patterns is thus the only
ingredient missing for understanding the invariants produced. Now, the construction of
this {0, 1}-valued basis in [DL14] heavily used a (quite surprising) new partial ordering
on Laver tables, which is also of independent interest. It is discussed in this section.

Recall the left division relation (5), which can be defined for any shelf. As mentioned
above, it induces a total ordering on the free shelf F1. For Laver tables this relation
is less interesting, since its transitive closure is the trivial relation: 2n �n q = q and
p �n 2n = 2n imply p |l 2n |l q for all p, q. However, the right division relation

a |r b ⇐⇒ b = c � a for some c

is much more profound for the An, as was shown in [DL14]:

Theorem 4.1. For a Laver table An, consider relation |r.
1. This relation is a partial ordering.
2. This ordering can be alternatively defined as follows:

a |r b ⇐⇒ Column(a) ⊇ Column(b),

where Column(x) is the set of all elements contained in the xth column of An.
3. The minimal and maximal elements w.r.t. |r are, respectively, 1 and 2n.
4. Any two columns of An have different contents.

Note that a thorough study of the columns of Laver tables was initiated earlier by
A. Drápal with a completely different motivation ([Drá95, Drá97]).

Hasse diagrams for the ordering |r on the first Laver tables are presented on Fi-
gure 8. In the top two diagrams, each node is accompanied with the content of the
corresponding column. One notes that the ordering is linear for n = 2, and not linear
for n = 3, 4 since for instance 2 and 3 are not comparable. For n � 4 one gets lattice
orderings, since any two elements admit a least upper bound (and a greatest lower
bound); however, this is no longer the case for n � 5.
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1
1234

3
234

2
24

4
4

1
12345678

5
2345678

3
34678

2
2468

7
4678

6
468

4
48

8
8

1 9 5 13

3 11 7 15

14 12 8 16

2 10 6

4

Figure 8: Partial ordering |r on An for n � 4

For completeness, let us discuss the right division relation |r for F1. Consider the
depth function d : F1 → N, recursively defined by d(g) = 1, where g is the generator
of F1, and d(a � b) = d(b) + 1 for all a, b. One checks that this function is well-defined.
Now, a |r b implies d(b) = d(a) + 1. Hence relation |r is not transitive, but it induces a
partial ordering on F1 which in some sense sharpens the depth function. This ordering
is not total: for example, the elements ak = (· · · ((g � g) � g) · · · ) � g with k occurrences
of g are pairwise distinct but not distinguishable by d, since d(ak) = 2 for all k � 2.
As for now, we are not aware of any applications of this ordering on F1.

The properties and applications of the two division relations for Laver tables and
for F1 are summarized in Table 1. The most interesting cells are highlighted in grey.

a |r b if b = c � a a |l b if b = a � c

An

is a partial ordering induces a trivial relation
� a good base for 2-cocycles

F1
induces a partial ordering induces a total ordering

� ? � an ordering of braids

Table 1: Different orderings for shelves

5. Dreaming once again: rack cohomology for Laver tables and

other shelves

Independently of topological applications, rack cohomology calculations for the An are
instrumental for a better understanding of their structure. In [DL14], we treated only
small degrees. Here we speculate about what one expects in higher degrees.

Theorem 3.2 implies that Hk
R
(An) 
 Z for all n and for k � 3. Preliminary

computations confirm that it still holds true for k = 4. However, calculation methods
for general k are still missing.
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Conjecture 5.1. For all Laver tables An and integers k, the rack k-cocycles for An

form free modules over Z of rank θk(2n), where θk is a degree k − 1 polynomial with
integer coefficients. Moreover, one has Hk

R
(An) 
 Z, with (the equivalence class of) the

constant cocycle f(a1, . . . , ak) = 1 as generator.

It would be particularly interesting to find explicit formulas for the polynomials θk

and to study their properties.

Further, as follows from the work of A. Drápal ([Drá97, Sme13]), all finite shelves
with a single generator can be regarded as “interpolations” between Laver tables and
cyclic shelves Cm (i.e., sets {1, 2, 3, . . . , m} endowed with the operation a ◦m b ≡ b + 1
mod m). Like for Laver tables, first cohomology groups for the Cm turn out to be
isomorphic to Z.

Conjecture 5.2. For all finite mono-generated shelves S, one has Hk
R
(S) 
 Z.
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