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1 序

可微分多様体は，いうまでもなく，位相幾何学および微分幾何学におい

て極めて重要な役割を果たす研究対象である。しかしながら，極限・余極限

に関して閉じていないという事実からも見て取れるように，可微分多様体

の圏は圏論的な取扱いが難しい対象である．本講演で紹介する微分空間は，

多様体の圏がもつそのような不便さを解消するために導入された枠組みの

一つであり，今後の発展が期待される研究対象である．1977 年に Chen[1]

によって微分空間の起源となる”Chen space”が紹介されたのが始まりであ

り，1980 年に Souriau[8] によって微分空間は初めて定義された．その後，

Zemmour[6] をはじめ多くの研究者によって，微分空間の基礎が整備され

た．とくに，微分空間は可微分多様体を一般化した空間であり，位相空間と

の間には深い関係性がある．また，微分空間の圏 Diff は極限・余極限に関

して閉じており，デカルト閉圏であることが知られている．

さて，位相空間の圏Topは有限生成モデル構造を持つ [5]ことが知られて

いるが，圏 Top と密接に関連する圏 Diff がモデル構造を持つことは知ら

れていない．島川和久氏との共同研究により，圏 Diffは有限生成モデル構

造を持ち，圏 Diff と圏 Top のそれぞれのモデル構造の関係は Quillen 随
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伴であることを証明した [4]．また，微分空間と密接な関係を持つ数値的生

成空間とよばれる位相空間を定義する．数値的生成空間からなる圏 Topの

充満部分圏をNGとするとき，圏NGは極限・余極限で閉じており，デカ

ルト閉圏であることが知られている [7]．圏NGにも有限生成モデル構造を

導入することができ，圏 Topの有限生成モデル構造と Quillen同値である

ことを証明した [3].

本講演では，主に圏 Diff でホモトピー論を展開するために必要となる微

分空間の基本的な性質を紹介すると同時に，圏 Topとの関係性について触

れる．

2 微分空間

この節では，微分空間の基本的な性質について説明する．詳細は [6]に記

載されている．

定義 2.1 ([6, 1.5]). X を集合とし，DX をユークリッド空間の開集合から

X への写像からなる集合とし，DX の元を X のプロットとよぶ．DX が次

の 3つの条件を満たすとき，(X, DX)を微分空間，DX を X の微分構造と

よぶ．

D1. ユークリッド空間Rn からX の任意の元 xへの定値写像 Cx : R
n →

X は，DX に属する．

D2. ユークリッド空間の開集合 U から X への任意の写像を P : U → X

とする．U の任意の元 r に対して，ある開近傍 Vr が存在して，制限

写像 P |Vr が DX に属するならば，P も DX に属する．

D3. DX の任意の元 P : U → X と，ユークリッド空間の開集合の間の任

意の無限回微分可能写像 Q : W → U に対して，合成写像 P ◦ Q は

DX に属する．
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例 2.2. ユークリッド空間 Rn の標準微分構造 DRn をユークリッド空

間の任意の開集合から Rn への滑らかな写像全体からなる集合と定める

とき，D1. ∼ D3. の条件を満たすことは，明らかである．この微分空間

(Rn, DRn)を標準微分空間とよぶ．

定義 2.3. X と Y を微分空間とする．写像 f : X → Y が滑らかであると

は，X の任意のプロット P : U → X に対して，合成写像 f ◦ P : U → Y が

Y のプロットになるときをいう．さらに，f が微分同相であるとは，f が全

単射で逆写像 f−1 も滑らかな写像であるときをいう．

ここで，対象を微分空間，射を滑らかな写像で定める圏を Diff とする．

以下のことから，圏Diff は極限・余極限に関して閉じている．

部分空間 Aを微分空間 X の部分集合とする．P : U → Aが，Aのプロッ

トであるとは，包含写像 j : A → X と P の合成写像 j ◦ P がX のプ

ロットになるときをいう．

直積 Xλ を微分空間とする．P : U →
∏

λ∈Λ Xλ が直積
∏

λ∈Λ Xλ のプ

ロットであるとは，任意の λ ∈ Λと射影 pλ :
∏

λ∈Λ Xλ → Xλ に対

して，合成写像 pλ ◦ P が Xλ のプロットになるときをいう．

直和 Xλ を微分空間とする．P : U →
⨿

λ∈Λ Xλ が直和
⨿

λ∈Λ Xλ のプ

ロットであるとは，任意の r ∈ U に対して，rの開近傍 Vr とあるXλ

のプロットQ : Vr → Xλ が存在して，P |Vr = jλ ◦Qを満たすときを
いう．ただし，jλ : Xλ →

⨿
λ∈Λ Xλ を包含写像とする．

商空間 微分空間 (X, DX) から集合 Y への全射な写像を π : X → Y

とする．π によって生成される Y の商微分構造を π∗(DX) とし，

(Y, π∗(DX)) を商微分空間とよび，π を商写像とよぶ．P : U → Y

が π∗(DX) に関する Y のプロットであるとは，任意の r ∈ U に

対して，r の開近傍 Vr と X のプロット Q : Vr → X が存在して，

P |Vr = π ◦Qを満たすときをいう．
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命題 2.4 ([6, 1.51]). π : X → Y を商写像，f : X → Z を滑らかな写像とす

る．このとき，g ◦ π = f を満たすような写像 g : Y → Z は滑らかな写像と

なる．

X, Y を微分空間とする．X から Y への滑らかな写像全体からなる集合

を C∞(X,Y ) とする．次のようにして，C∞(X,Y ) に写像微分構造 DC∞

を導入する．P : U → C∞(X,Y )が DC∞ に関する C∞(X,Y )のプロット

であるとは，X の任意のプロット Q : V → X に対して，合成写像

U × V
P×Q−−−→ C∞(X, Y )×X

ev−→ Y

が Y のプロットになるときをいう．ただし，ev : C∞(X,Y ) × X → Y を

ev(f, x) = f(x)と定める．また，微分空間対 (X, (Xλ)), (Y, (Yλ))に対し

て，空間対の間の滑らかな写像全体からなる集合C∞((X, (Xλ)), (Y, (Yλ)))

は C∞(X, Y ) の部分空間と考える．このとき，次の結果を得ることから，

圏Diff はデカルト閉圏である．

定理 2.5 ([6, 1.60]). X, Y, Z を微分空間とするとき，写像空間

C∞(X, C∞(Y, Z))と C∞(X × Y, Z)は微分同相になる．

3 微分空間のホモトピー群

この節では，微分空間のホモトピー群を定義し，簡単な性質について触れ

る．詳細は [4]に記載している．I = [0, 1]を単位区間とする．Rから I へ

の滑らかな写像で，λ|(−∞, 0](t) = 0, λ|[1,∞)(t) = 1であり，(0, 1)上で単

調増加であるような関数 λ : R → I が存在する．λによって生成される集合

I の商微分構造を λ∗(DR) とする．この商微分空間 (I, λ∗(DR)) を Ĩ で表

す．また，標準微分空間 Rの部分空間として I を考えるときは，単に I と

表す．
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X, Y を微分空間とする．滑らかな写像 f0, f1 : X → Y に対して，f0 と

f1 がホモトピックであるとは，あるホモトピー H : X × I → Y が存在し

て，H(x, 0) = f0(x), H(x, 1) = f1(x)を満たすときをいい，f0 ≃ f1 と書

く．滑らかな写像 f : X → Y, g : Y → X が存在して，

f ◦ g ≃ 1X : X → X, g ◦ f ≃ 1Y : Y → Y

を満たすとき，X と Y はホモトピー同値とよび，X ≃ Y と書く．I と Ĩ は

微分同相ではないが，ホモトピー同値となる．さらに，次の命題を得る．

命題 3.1. f0, f1 : X → Y を滑らかな写像とする．このとき，次の 3つの

条件は同値である．

1. ある滑らかな写像 F : X × R → Y が存在して，F (x, 0) =

f0(x), F (x, 1) = f1(x)を満たす．

2. f0 と f1 はホモトピックである．

3. ある滑らかな写像 F : X × Ĩ → Y が存在して，F (x, 0) =

f0(x), F (x, 1) = f1(x)を満たす．

f0 と f1 のホモトピーを F : X × I → Y，f1 と f2 のホモトピーを

G : X × I → Y とする．このとき，F ∗G : X × I → Y を

F ∗G(x, t) =


F (x, λ(3t)) 0 ≤ t ≤ 1

2

G(x, λ(3t− 2)),
1

2
≤ t ≤ 1

と定めると，F ∗ G は滑らかな写像となる．したがって，≃ は C∞(X, Y )

における同値関係となる．なお，関係 ≃ に関する同値類をホモトピー類と
よび，C∞(X, Y )におけるホモトピー類の全体を [X, Y ]と書く．また，微

分空間対 (X, (Xλ)), (Y, (Yλ))に対して，C∞((X, (Xλ)), (Y, (Yλ)))にお

けるホモトピー類の全体を [X, (Xλ) ; Y, (Yλ)]と書く．
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定義 3.2. 微分空間X の点 x, yに対して，γ(0) = x, γ(1) = yを満たすよ

うな滑らかな写像 γ : I → X が存在するとき，x ∼ y で表す．関係 ∼は X

に関する同値関係となる．この同値関係による同値類の全体を π0X と書く．

定理 2.5によって，次の命題を得る．

命題 3.3. 微分空間対 (X, (Xλ)), (Y, (Yλ)) に対して，集合として

[X, (Xλ) ; Y, (Yλ)]と π0C
∞((X, (Xλ)), (Y, (Yλ)))は同型である．

ここで，特別な微分構造をもつ球体 D̃n，球面 S̃n−1 を定める．任意の

n ≥ 0に対して，D̃n を単位 n次球面 Sn ⊂ Rn+1 の上半球面とし，

D̃n = {(v1, · · · , vn+1) ∈ Sn | vn+1 ≥ 0}

と表す．全射な写像 qn : D̃
n ×R → D̃n+1 を

qn (v1, · · · , vn, vn+1, t) = (v1, · · · , vn, vn+1cosπλ(t), vn+1sinπλ(t))

と定める．q1(t) = (cosπλ(t), sinπλ(t)) で定まる全射な写像 q1 : R → D̃1

によって，生成される商微分構造を D̃1 に導入する．このとき，Ĩ と D̃1 は

微分同相になる．ここで，写像 qn−1 : D̃
n−1 ×R → D̃n によって，生成さ

れる商微分構造を D̃n に帰納的に導入する．さらに，集合 Sn−1 に D̃n の部

分微分構造を導入した空間を S̃n−1 で表す．qn を D̃n × {0} ∼= D̃n に制限

する写像は包含写像 D̃n → D̃n+1 と一致することがわかる．その一方で qn

を D̃n × {1} ∼= D̃n に制限する写像は，S̃n の下半球面

D̃n
− = {(v1, · · · vn+1) ∈ S̃n | vn+1 ≤ 0}

に移す．明らかに，D̃n ∩ D̃n
− = S̃n−1 が成り立つ．

補題 3.4. D̃n と D̃n
− は D̃n+1 への滑らかな変位レトラクトである．

定義 3.5. 基点つき微分空間 (X, x0)の n次元ホモトピー群 πn(X, x0)を

πn(X, x0) = π0C
∞((D̃n, S̃n−1), (X, x0))
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と定める．同様に，基点つき微分空間対 (X, A, x0)の n次元ホモトピー群

πn(X, A, x0)を

πn(X, A, x0) = π0C
∞((D̃n, S̃n−1, D̃n−1

− ), (X, A, x0))

と定める．また，任意の滑らかな写像 f : (X, A, x0) → (Y, B, y0) は，群

準同型写像
f∗ : πn(X, A, x0) → πn(Y, B, y0)

を誘導する．ここで，微分空間の間の滑らかな写像 f : X → Y が，各 n ≥ 0

に対して，全単射

f∗ : πn(X, x0) → πn(Y, f(x0))

を誘導するとき，弱ホモトピー同値写像とよぶ．

(X, A, x0)を基点つき微分空間対とする．準同型写像

i∗ : πn(A, x0) → πn(X, x0), j∗ : πn(X, x0) → πn(X, A, x0)

を包含写像 i : (A, x0) → (X, x0), j : (X, x0, x0) → (X, A, x0)によって

誘導される写像とする．n ≥ 1に対して，

∆: πn(X, A, x0) → πn−1(A, x0)

を ϕ : (D̃n, S̃n−1, D̃n−1
− ) → (X, A, x0)のホモトピー類を，その制限

ϕ|D̃n−1 : (D̃n−1, S̃n−2) → (A, x0)

のホモトピー類へ移す写像とする．∆は n ≥ 2のとき群準同型である．補

題 3.4を用いて，位相空間のときと同様にすると，次の結果を得る．

命題 3.6. (X, A, x0)を基点つき微分空間対とする．このとき，次の完全系

列を得る．

· · · → πn+1(X, A, x0)
∆−→ πn(A, x0)

i∗−→ πn(X, x0)
j∗−→ πn(X, A, x0) →

· · · → π1(X, A, x0)
∆−→ π0(A, x0)

i∗−→ π0(X, x0)
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4 微分空間の圏のモデル構造と位相空間，数値的生

成空間の圏のモデル構造との関係性

位相空間の圏は，モデル構造をもつ [2]ことが知られている．この節では，

数値的生成空間 [7]からなる位相空間の圏の充満部分圏を定義し，この圏の

モデル構造を紹介する [3]．さらに，微分空間の圏にモデル構造を導入し，圏

Topのモデル構造の関係性について触れる．

微分空間の圏 Diff と位相空間の圏 Top の間の関手を定める．(X, DX)

を微分空間とする．X の部分集合 A が D-開集合であるとは，X の任意の

プロット P : U → X に対して，逆像 P−1(A) が U の開集合になるときを

いう．D-開集合からなる族を T (DX) とすると，これは位相の公理を満た

す．このとき，(X, T (DX))を D-位相空間とよび，これを TX とかく．ま

た，滑らかな写像 f : X → Y に対して，T (f) : TX → TY は連続写像にな

る．したがって，微分空間 X を位相空間 TX に移す関手 T : Diff → Top

を得る．

(X, OX)を位相空間とする．ユークリッド空間の任意の開集合から X へ

の連続写像全体からなる集合を D(OX) とすると，微分構造の公理を満た

す．このとき，(X, D(OX))をD-微分空間とよび，これをDX とかく．連

続写像 f : X → Y に対して，D(f) : DX → DY は滑らかな写像になる．

よって，位相空間 X を微分空間 DX に移す関手 D : Top → Diff を得る．

これらの関手の間には次のような関係がある．

命題 4.1 ([7, 3.1]). 関手 T : Diff → Topは関手 D : Top → Diff の左随

伴関手である．

次に数値的生成空間を定義する．ν = TD とする．位相空間 X が νX

と同相であるとき，X を数値的生成空間とよぶ．数値的生成空間からな
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る圏 Top の充満部分圏を NG で表す．X を位相空間とするとき，νX と

ν(νX)は同相になるため，関手 ν : Top → NGを得る．このとき，包含関

手 i : NG → Topは関手 ν の左随伴関手になる．

命題 4.2 ([7, 4.4]). 任意の CW 複体は，数値的生成空間となる．

n ≥ 0 に対して，n 次元球面 Sn−1 から n 次元球体 Dn への包含写像全

体からなる集合を I ′ とする．I = [0, 1]を単位区間とし，n ≥ 0に対して，

In × {0}から In × I への包含写像全体からなる集合を J とする．位相空間

の間の連続写像 f : X → Y は，各 n ≥ 0に対して，全単射

f∗ : πn(X, x0) → πn(Y, f(x0))

を誘導するとき，弱ホモトピー同値写像であるという．弱ホモトピー同値写

像の射のクラスをWTop とする．このとき，次の結果が知られている．

定理 4.3 ([5, 2.4.19]). 圏Topは，I ′ を generating cofibration，J を gen-

erating trivial cofibration，WTop を weak equivalence の射のクラスとする

有限生成モデル構造 (cofibrantly generated model structure) をもつ．

次に，圏NGのモデル構造を紹介する．命題 4.2より，射のクラス I ′, J

は，圏 NGに含まれる．さらに数値的生成空間にホモトピー群を定義でき

る．数値的生成空間の間の弱ホモトピー同値写像の射のクラスをWNG と

する．このとき，次の結果を得る．

定理 4.4 ([3, 3.3]). 圏NGは，I ′を generating cofibration，J を generating

trivial cofibration，WNG を weak equivalence の射のクラスとする有限生

成モデル構造を持つ．さらに，(i, ν) : NG → Topは Quillen 同値になる．

圏 Diff のモデル構造について述べる．各 n ≥ 0 に対して，S̃n−1 から

D̃n への包含写像全体からなる集合を I ′D とし，D̃n から D̃n+1 への包含写

像全体からなる集合を JD とする．弱ホモトピー同値写像の射のクラスを
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WDiff とする．このとき，次の結果を得る．

定理 4.5 ([4, 5.1]). 圏Diff は，I ′D を generating cofibration，JD を gen-

erating trivial cofibration，WDiff を weak equivalence の射のクラスとする

有限生成モデル構造を持つ．

命題 4.6. (T, D) : Diff → Topは Quillen adjunction である．
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