
Lefschetzファイバー空間へのチャートの応用について

遠藤 久顕 (東京工業大学)∗

Lefschetzファイバー空間は, 曲面をファイバーとする曲面上のファイバー空間であ
り, ノードつき曲面を特異ファイバーとして含む. Lefschetzファイバー空間のトポロ
ジーは, S. Lefschetzによる ‘Lefschetz pencil’の研究に始まり, 楕円曲面のトポロジーや
シンプレクティック多様体の研究などと密接に関連して発展してきた.

一方, チャートは曲面上のラベルつき有限グラフであり, 2次元ブレイドを記述する
ために鎌田聖一氏によって1992年頃に導入された. それ以降, チャートを用いた2次元
ブレイドや曲面絡み目の研究が盛んに行われている.

2000年代初めに松本幸夫氏と鎌田氏は,関係のないように見えるこれら2つの対象が,

モノドロミーという概念を介して結びつくことを見出した. これを受けて, Lefschetz

ファイバー空間の研究にチャートを応用する仕事がいくつか現れたが, その数はまだあ
まり多いとは言えない. 本稿では, Lefschetzファイバー空間へのチャートの応用に関す
る研究の現状を報告する.

１　チャートとその一般論

チャートはもともと2次元ブレイドを表示する方法として [Ka1]で導入された. その
後, 主に曲面絡み目との関係から様々な研究がなされ, 一般化なども考察された. 最も
広い意味のチャートの一般論は, 鎌田氏 [Ka2]と長谷川功氏 [Ha2]によって定式化され
た. ここでは, 主に [Ka2]に従ってチャートの定義を振り返る.

Xを集合とし, Bを連結な有向閉曲面とする. v ∈ Bに対し, vの周りを反時計回りに
1周する小さな単純閉曲線mvを, vのメリディアンという. Bの基点 b0と, mv上の1点
から b0への道nをとる. b0を基点とするB内のループ �v := n−1 · mv · nを, vの 1つの
メリディアンループという (図1).
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図 1: メリディアンループ �v

ΓをB上の有限グラフとし, Γの各辺は向きづけられており, かつX の元がラベルと
して与えられているとする.

定義1.1　Γの辺と横断的に交わる道 η : I → Bを考える. ηが始点を出発して終点
に至るまでに, Γと有限個の点 b1, b2, . . . , bnでこの順番に交わるとする. 各 i (1 ≤ i ≤ n)

に対し, biにおいてηと交わるΓの辺のラベルをxiとする. biにおいて, Γの辺がηの進
行方向に向かって左から右へ通過するとき εi = +1, 右から左へ通過するとき εi = −1

と定める. このとき, X ∪ X−1の元を文字とする語wΓ(η) := xε1
1 xε2

2 · · ·xεn
n を, Γに対す

るηの交叉語という (図2). �
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図 2: 交叉語 wΓ(η) = ab−1a−1cb

R, SをX ∪ X−1の元を文字とする語の集合とし, C := (X ,R,S)とおく. また, 表示
〈X |R〉によって定まる群をGとする. つまり, X 上の自由群をF (X ), F (X )における
Rの正規閉包をN(R)とするとき, G := F (X )/N(R)である.

定義1.2　Γが次の条件 (1), (2), (3)をみたすとき, ΓをB上のC–チャートという:

(1) Γの頂点の集合は, 互いに交わらない2つの部分集合 (白頂点の集合と黒頂点の集
合)の和集合である;

(2) vが Γの白頂点のとき, メリディアンmvの Γに対する交叉語の逆wΓ(mv)
−1は,

R∪R−1のある元 rの巡回置換である (このとき, vは r型であるという);

(3) vがΓの黒頂点のとき, メリディアンmvのΓに対する交叉語wΓ(mv)は, Sのある
元 sの巡回置換である (このとき, vは s型であるという).

B上にC–チャートΓと基点 b0を同時に考えるときは, b0 /∈ Γを仮定する. �
例 1.3のC–チャートが鎌田氏によって導入された元来のチャートであり, 2次元ブレ

イドと密接に関係する. 単にチャートという場合はこのC–チャートを指すことが多い.

例1.3 (単純チャート [Ka1])　m ≥ 3とし, C = (X ,R,S)を次のように定める.

X := {σ1, σ2, . . . , σm−1},
R := {σiσjσ

−1
i σ−1

j (i + 1 < j), σiσi+1σiσ
−1
i+1σ

−1
i σ−1

i+1 (i = 1, . . . , m − 2)},
S := {σ±1

1 , σ±1
2 , . . . , σ±1

m−1}
このとき, Gはm次ブレイド群Bmであり, 〈X |R〉 はBmのArtinによる有限表示で

ある. 白頂点には 4価のものと 6価のものがあり, 4価のものを交叉, 6価のものを白頂
点と呼び分ける. 黒頂点はすべて1価である (図3, ラベルσiを iと略記). �
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図 3: 単純チャートの黒頂点, 交叉, 白頂点

チャートとモノドロミーの関係について述べる.

定義1.4　ΓをB上のC–チャートとし, b0 ∈ Bを基点とする. また, Γの黒頂点の全
体をΔΓと書く. b0を基点とするBのループηに対し, ηのΓに対する交叉語wΓ(η)を考
えることにより, 準同型 ρΓ : π1(B − ΔΓ, b0) → G : [η] 
→ [wΓ(η)] が矛盾なく定義され
る. これをΓから定まる準同型という. �
定義 1.5　 Δを B の有限部分集合とし, b0 ∈ B − Δを基点とする. 準同型 ρ :

π1(B−Δ, b0) → Gを, G–モノドロミー表現という. 次の条件をみたすG–モノドロミー
表現 ρの全体をM(B, Δ, b0; C)と書く: 「任意の v ∈ Δと, b0を基点とする vの任意の
メリディアンループ �vに対し, ρ([�v])はGにおいてSのある元 (が代表するGの元)に
共役である」. B上のC–チャートΓに対し, ρΓ ∈ M(B, ΔΓ, b0; C)である. �
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定理1.6 (Kamada [Ka2], Hasegawa [Ha2])　任意のρ ∈ M(B, Δ, b0; C)に対し, ある
C–チャートΓが存在して, ρΓ = ρが成り立つ. �

Γ, Γ′をB上のC–チャートとする.

定義1.7　次の (1), (2), (3), (4)の操作の有限回の合成をC–変形という.

(1) W型変形 : DをB − {b0}内の円板とし, Dの境界∂DはΓ, Γ′の辺と横断的に交
わるとする. Γ∩DとΓ′∩Dがともに黒頂点を含まず, Γ∩(B− Int D) = Γ′∩(B− Int D)

であるとき, ΓをΓ′ (あるいはΓ′をΓ)に取り替える. 単純チャートの場合はCI–変形と
呼ばれる. チャンネルチェンジ (図 4(a)), フープの生成と消去 (図 4(b)), 白頂点の対生
成と対消滅 (図4(c))などの変形が代表的な例である.
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図 4: W型変形

(2) 通過変形 : s, s′を Sの元とし, wをX ∪ X−1の元を文字とする語とする. s′と
wsw−1がGの同じ元を代表すると仮定する. Γが s型の黒頂点を含むとき, 局所的に図
5の変形を行い, ΓをΓ′ (あるいはΓ′をΓ)に変える. ただし, ラベルTのついた箱は辺
と白頂点のみを含む. 単純チャートの場合は本質的にCII–変形とCIII–変形に当たる.
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図 5: 通過変形

(3) 共役変形 : 基点 b0の周りにメリディアンに平行なフープを加える変形, およびそ
の逆の変形である (図6).

b0 b0 i b0 b0 i

図 6: 共役変形

(4) b0を止めたBのアイソトピー. �
定義 1.8　 ρ : π1(B − Δ, b0) → G, ρ′ : π1(B − Δ′, b0) → Gを 2つの G–モノド

ロミー表現とする. Gの内部自己同型 ι : G → Gと, B の向きを保つ自己微分同相
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h : (B, Δ) → (B, Δ′)が存在して, ρ′ = ι ◦ ρ ◦ h−1
# であり, hが b0を止めて idBにアイソ

トピックであるとする. このとき, ρはρ′に同値であるという. �
定理 1.9 (Kamada [Ka2], Hasegawa [Ha2])　B上の C–チャート Γ, Γ′に対し, 次の

(1), (2)は同値である:

(1) Γ, Γ′の定める準同型ρΓ, ρ′
Γが互いに同値である;

(2) ΓとΓ′がC–変形によってうつり合う. �
定理 1.6と定理 1.9により, M(B, ΔΓ, b0; C)の同値による商集合と, B上の C–チャー

トのC–変形に関する同値類の全体とが, 1対1に対応することがわかる.

２　Lefschetzファイバー空間とモノドロミー表現

ここでは, Lefschetzファイバー空間に関する基礎事項を簡単に復習しておく. [GS,

Chapter 8]に詳しい解説がある.

定義2.1　M,Bを連結で向きづけられた4, 2次元可微分閉多様体とし, gを0以上の
整数とする. 可微分写像 f : M → Bが種数 gのLefschetzファイバー空間であるとは,

fが次の条件 (1), (2), (3)をみたすことである:

(1) fの臨界値集合Δ ⊂ Bは有限であり, fのf−1(B − Δ)への制限は, 種数 gの向き
づけられた閉曲面Σgをファイバーとするファイバー束である;

(2) 各 v ∈ Δに対し, 特異ファイバーFv := f−1(v)上に唯 1つの臨界点 pが存在して,

p, vを中心とする局所複素座標 (z1, z2), wによって, f はw = f(z1, z2) = z1z2, または
z̄1z2 と表示される (このとき局所複素座標はM, Bの向きと両立するものをとる);

(3) 特異ファイバーは自己交叉数±1の球面を含まない. �
注意　定義 2.1におけるLefschetzファイバー空間は, 多くの文献の中で ‘achiral Lef-

schetz fibration’と呼ばれているものである. �
Σgの写像類群をMgと書く. Mgの積の表記を次のように約束する: ψ1, ψ2 ∈ Mg に

対してψ1ψ2はまずψ1を施してから次にψ2を施すことを意味するものとする.

f : M → Bを定義2.1のLefschetzファイバー空間とする. 基点b0 ∈ B−Δと, 向きを
保つ微分同相写像ϕ0 : Σg → F0 := f−1(b0)をとる. b0を基点とするループ� : I → B−Δ

に対し, ϕ0を拡張して ‘自明化’ ϕ : I ×Σg → �∗M → Mを構成することができる. ϕの
{1} × Σgへの制限をϕ1 : Σg → F0 と書くとき, fのϕ0に関するモノドロミー表現

ρ : π1(B − Δ, b0) → Mg : [�] 
→ [ϕ−1
0 ◦ ϕ1]

が矛盾なく定義される. 特に, v ∈ Δのメリディアンループ �vに対し, ρ([�v])はΣg上の
ある単純閉曲線 cに沿うDehnツイスト t±1

c となることが知られている (これを性質 (∗)
と呼ぶ). cを特異ファイバーFvに対する消滅サイクルという. Σg − cが連結であると
き, cや対応する特異ファイバーは非分離型であるといい, cがΣgを種数h, g − hの部分
曲面に分けるとき, cや対応する特異ファイバーは種数hの分離型であるという. また,

定義2.1(2)において, pの近傍でのfの表示がw = z1z2であるとき, pを含む特異ファイ
バーは正であるといい, w = z̄1z2であるとき, 負であるという. 正, 負の非分離型特異
ファイバーの本数をn±

0 (f)とし,正,負の種数hの分離型特異ファイバー (1 ≤ h ≤ [g/2])

の本数をn±
h (f)とする. ただし g = 1のとき, 分離型特異ファイバーは存在しない. ま

た, Mの符号数をσ(M)で表す.
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B = S2とし, Δの濃度をnとする. b0を基点とするΔの点のメリディアンループの
組 (�1, �2, . . . , �n)であって, 互いに b0のみを共有し, b0の周りを反時計回りに進むとき
添字の小さい順番に並んでいるものを考える. これらはπ1(B − Δ, b0)の生成元の集合
の完全代表系を与える. このとき, (ρ(�1), ρ(�2), . . . , ρ(�n))を fのHurwitzシステムと
いう. Hurwitzシステムを与えると, ρが1つに定まる.

定義2.2　 f : M → B, f ′ : M ′ → Bを種数 gのLefschetzファイバー空間とする. 向
きを保つ微分同相写像H : M → M ′, h : B → Bが存在して, f ′ ◦ H = h ◦ fが成り立
つとき, fはf ′に同型であるという. 特に, hが基点 b0を止めて恒等写像 idBにアイソト
ピックであるとき, fはf ′に狭義に同型であるという. �
定理2.3 (Kas [Ks], Matsumoto [Ma])　g ≥ 2のとき,種数gのLefschetzファイバー空

間f : M → Bの狭義の同型類の全体と,性質(∗)をみたす準同型写像ρ : π1(B−Δ, b0) →
Mgの (定義1.8の意味の) 同値類の全体は1対1に対応する. �

2つのLefschetzファイバー空間のファイバー和を定義する.

定義 2.4　種数 gの Lefschetzファイバー空間 f : M → B, f ′ : M ′ → B′を考える.

f, f ′の正則値 b0 ∈ B, b′0 ∈ B′をとり, F0 := f−1(b0), F ′
0 := f ′−1(b′0)とおく. f, f ′の

正則値のみを含む円板D, D′をそれぞれ b0, b
′
0の近くに選ぶ. 向きを保つ微分同相写像

Φ : F0 → F ′
0と向きを逆にする微分同相写像 ∂D → ∂D′ によって, M − f−1(Int D)と

M ′ − f ′−1(Int D′)を双方のファイバー構造を保つように接合することにより, 種数gの
Lefschetzファイバー空間f#f ′ : M#F M ′ → B#B′がえられる. これをfとf ′の (Φに
よる)ファイバー和という. Φを強調するときには, f#f ′をf#Φf ′とも書く.

向きを保つ微分同相写像ϕ0 : Σg → F0, ϕ
′
0 : Σg → F ′

0をとると, f, f ′のϕ0, ϕ′
0に関す

るモノドロミー表現 ρ, ρ′がそれぞれえられる. Φ ◦ ϕ0を考えることにより, f#f ′のモ
ノドロミー表現ρ#ρ′が構成され, ρ, ρ′との関係も具体的に書き下すことができる. �

３　Lefschetzファイバー空間へのチャートの応用

第 1節における Cを写像類群の表示に関係するように選ぶことにより, 第 1節と第 2

節の話がつながり, Lefschetzファイバー空間の同型に関する問題をチャートの変形の
問題に翻訳することが可能となる. 以下では, Lefschetzファイバー空間へのチャートの
応用に関するいくつかの研究を取り上げる.

Σg上の単純閉曲線c0, c1, . . . , c2g, c2g+1, s1, . . . , s[g/2] を図7のようにとり, ci, shに沿う
右向きDehnツイストをそれぞれ ζi, σhと書く. ただし, shは g ≥ 2のとき, c0は g ≥ 3

のときにのみ考える. Mgの元としてσh = (ζ1ζ2 · · · ζ2h)
4h+2 であることに注意する.

� 同型による分類

C = (X ,R,S)を次のようにとる.

X := {ζ1, ζ2}, R := {r1 := ζ1ζ2ζ1ζ
−1
2 ζ−1

1 ζ−1
2 , r2 := (ζ1ζ2)

6}, S := {ζ±1
1 , ζ±1

2 }

このとき, 〈X |R〉はトーラスの写像類群G = M1
∼= SL(2,Z)の有限表示である. この

Cに対し, 連結な有向閉曲面B上のC–チャートのC–変形による同型類の全体は, B上の
種数1のLefschetzファイバー空間の狭義の同型類の全体と1対1に対応する.
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c2 c2h c2h+2 c2g

sh

図 7: Σg上の単純閉曲線

次の結果は松本幸夫・松本尭生・鎌田聖一・脇慶太の4氏によるものであり, Lefschetz

ファイバー空間の研究にチャートを利用した最初のものである.

定理3.1 (Kamada–Matsumoto–Matumoto–Waki [KMMW])　種数1のLefschetzファ
イバー空間 f : M → B, f ′ : M ′ → Bがn+

0 (f) �= n−
0 (f)をみたすとき, 次の (1), (2)は

同値である:

(1) fとf ′は互いに同型である;

(2) n±
0 (f) = n±

0 (f ′). �
証明の要所は, B上の任意のC–チャートがC–変形によって基本的なC–チャートのい

くつかのコピーの非交和に分解する, という技術的な補題である. n+
0 (f) �= n−

0 (f)とい
う仮定は本質的であり, n+

0 (f) = n−
0 (f)の場合は, 特異ファイバーの本数で同型類が決

まらない例が存在する (岩瀬順一氏, 戸田正智氏の研究がある). また, Baykurと鎌田氏
[BK]や早野健太氏 [Hy]は, 同様の考察を種数1の ‘broken Lefschetz fibration’に対して
行っている.

� 同型の判定

C = (X ,R,S)を次のようにとる.

X := {ζ1, ζ2, ζ3, ζ4, ζ5},
R := {r1(i, j) := ζiζjζ

−1
i ζ−1

j (|i − j| > 1), r2(i) := ζiζi+1ζiζ
−1
i+1ζ

−1
i ζ−1

i+1(i = 1, 2, 3, 4),

r3 := (ζ1ζ2ζ3ζ4ζ5ζ5ζ4ζ3ζ2ζ1)
2, r4 := (ζ1ζ2ζ3ζ4ζ5)

6,

r5(i) := ζiζ1ζ2ζ3ζ4ζ5ζ5ζ4ζ3ζ2ζ1ζ
−1
i (ζ1ζ2ζ3ζ4ζ5ζ5ζ4ζ3ζ2ζ1)

−1(i = 1, 2, 3, 4, 5)},
S := {ζ±1

1 , ζ±1
2 , ζ±1

3 , ζ±1
4 , ζ±1

5 , (ζ1ζ2)
±6}

このとき, 〈X |R〉は種数2の閉曲面の写像類群G = M2のBirman–Hilden表示である.

このCに対し, 連結な有向閉曲面B上のC–チャートのC–変形による同型類の全体は, B

上の種数2のLefschetzファイバー空間の狭義の同型類の全体と1対1に対応する.

さて, Chakiris [Ch]および筆者 [En2]は,種数2のLefschetzファイバー空間fQ : MQ →
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S2, fPI : MPI → S2を構成した. これらのHurwitzシステム Q, PIは

Q : ((ζ1ζ2)
6, (ζ1ζ2)

−3ζ3(ζ1ζ2)
3, (ζ1ζ2)

−3ζ2(ζ1ζ2)
3, (ζ1ζ2)

−3ζ4(ζ1ζ2)
3, (ζ1ζ2)

−3ζ3(ζ1ζ2)
3,

ζ3, ζ2, ζ4, ζ3, ζ5, ζ4, ζ3, ζ2, ζ1, ζ1, ζ2, ζ3, ζ4, ζ5),

P I : (ζ1, ζ2, ζ3, ζ4, ζ5, ζ1, ζ2, ζ3, ζ4, ζ5, ζ1, ζ2, ζ3, ζ4, ζ5, (ζ1ζ2)
6, ζ−1

1 ζ−1
2 ζ3ζ2ζ1,

ζ−1
2 ζ−1

3 ζ4ζ3ζ2, ζ
−1
3 ζ−1

4 ζ5ζ4ζ3)

である. fQ, fPIとも非分離型の特異ファイバーを 18本, 分離型の特異ファイバーを 1

本もつ. 松本幸夫氏の分数符号数 [Ma]を用いると, σ(MQ) = σ(MPI) = −11となる.

Freedmanの定理からMQとMPIが同相であることはわかるが, これらが微分同相か否
か, あるいはfQとfPIが同型か否かは筆者にはわからなかった (Chakirisは知っていた
のであろう). この問題は引野貴之氏によって2009年の秋に解決された.

定理3.2 (Hikino [Hi])　fQとfPIは互いに同型である. �
定理3.2は, fQとfPIに対応するC–チャートを描き, それらがC–変形でうつりあうこ

とを具体的に示すことにより証明される.

� 不変量の構成

g ≥ 2とし, C = (X ,R,S)を次のようにとる.

X := {ζ1, ζ2, . . . , ζ2g+1},
R := {r1(i, j) := ζiζjζ

−1
i ζ−1

j (|i − j| > 1), r2(i) := ζiζi+1ζiζ
−1
i+1ζ

−1
i ζ−1

i+1 (1 ≤ i ≤ 2g),

r3 := (ζ1ζ2 · · · ζ2g+1ζ2g+1 · · · ζ2ζ1)
2, r4 := (ζ1ζ2 · · · ζ2g+1)

2g+2,

r5 := ζiζ1ζ2 · · · ζ2g+1ζ2g+1 · · · ζ2ζ1ζ
−1
i (ζ1ζ2 · · · ζ2g+1ζ2g+1 · · · ζ2ζ1)

−1 (1 ≤ i ≤ 2g+1)},
S := {ζ±1

1 , ζ±1
2 , · · · , ζ±1

2g+1, (ζ1ζ2 · · · ζ2h)
4h+2 (1 ≤ h ≤ [g/2])}

このとき, 〈X |R〉は種数 gの超楕円的写像類群G = HgのBirman–Hilden表示である.

このCに対し, S2上のC–チャートのC–変形による同型類の全体は, S2上の種数 gの超
楕円的Lefschetzファイバー空間の ‘超楕円的な意味の’狭義の同型類の全体と 1対 1に
対応する.

さて, S2上のC–チャートΓに対し, Γに含まれるラベル r±1
4 の白頂点の個数の偶奇を

w(Γ) ∈ Z/2Zとおく. 次が成り立つ.

定理3.3 (Kamada-E. [EK2])　 gが奇数のとき, w(Γ)はC–変形で不変である. �
gを 3以上の奇数とし, f : M → S2を種数 gの超楕円的Lefschetzファイバー空間と

する. fのモノドロミー表現 ρ : π1(S
2 − Δ, b0) → Hg に対し, 定理 1.6よりρΓ = ρをみ

たすS2上のC–チャートΓが存在する. このとき定理 3.3より, w(f) := w(Γ)は fの ‘超
楕円的な意味の’ 狭義の同型類に関する不変量である.

不変量wの幾何学的な意味にふれておく. Hgは2g+2点つき球面の写像類群M0,2g+2

の中心拡大である. 一方,球面上の2g+2次ブレイド群B2g+2(S
2)もM0,2g+2の中心拡大で

ある. 自然な全射B2g+2(S
2) → M0,2g+2の核の生成元がr4に対応する元であり, Diracブ

レイドと呼ばれる位数2の元である. モノドロミー表現π1(S
2−Δ, b0) → Hg → M0,2g+2

に内在するDiracブレイドを2を法として数え上げた量がwに他ならない.
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例3.4 (非分離型特異ファイバーのみをもつ例, [En1, En2, EN]参照)　 gを 3以上の
奇数とし, 次のHurwitzシステムCI, Ig+1に対応する種数gの超楕円的Lefschetzファイ
バー空間fCI

: MCI
→ S2, fIg+1 : MIg+1 → S2を考える.

CI : (ζ1, ζ2, . . . , ζ2g+1)
2g+2, Ig+1 : (ζ1, ζ2, . . . , ζ2g+1, ζ2g+1, . . . , ζ2, ζ1)

g+1

fCI
, fIg+1 とも 2(g + 1)(2g + 1)本の特異ファイバーをもち, すべてが非分離型であ

る. MCI
, MIg+1 はどちらも単連結であり, 局所符号数 [En1]の計算から, σ(MCI

) =

σ(MIg+1) = −2(g + 1)2である. 従って, Freedmanの定理より, MCI
とMIg+1は互いに

同相である. しかし, 対応するC–チャートを描くことにより, w(fIg+1) = 0, w(fCI
) = 1

であることがわかるので, fIg+1と fCI
は ‘超楕円的な意味の’狭義の同型ではない (実は

通常の意味の同型でないこともわかる).

fIg+1は fI2の (g + 1)/2個のコピーのファイバー和であるから, fIg+1と fCI
が同型で

ないことは, ファイバー和の性質に関するStipsicz–Smithの定理やUsherの定理からも
従う (全空間が互いに微分同相でないこともわかる). ただ, これらの定理はシンプレク
ティック幾何や双曲幾何を用いており, 不変量wによる判定のほうが初等的である. �
例3.5 (分離型特異ファイバーを含む例 [En2])　gを3以上の奇数とし, 次のHurwitz

システムQ, Rに対応する種数 gの超楕円的Lefschetzファイバー空間 fQ : MQ → S2,

fR : MR → S2を考える.

Q : (ζg+2ζg+3 · · · ζ2gζ2g+1ζ
−1
2g · · · ζ−1

g+3ζ
−1
g+2, . . . , ζ2ζ3 · · · ζgζg+1ζ

−1
g · · · ζ−1

3 ζ−1
2 ,

ζ1ζ2 · · · ζg−1ζgζ
−1
g−1 · · · ζ−1

2 ζ−1
1 , (ζ1, ζ2, . . . , ζg−1)

2, (ζ1ζ2 · · · ζg−1)
2g,

(ζ2g+1, . . . , ζ2, ζ1)
g+2)

R : ((ζ1, ζ2, . . . , ζ2g+1)
g+1, ζg+2ζg+3 · · · ζ2gζ2g+1ζ

−1
2g · · · ζ−1

g+3ζ
−1
g+2, . . . ,

ζ2ζ3 · · · ζgζg+1ζ
−1
g · · · ζ−1

3 ζ−1
2 , ζ1ζ2 · · · ζg−1ζgζ

−1
g−1 · · · ζ−1

2 ζ−1
1 , (ζ1, ζ2, . . . , ζg−1)

2,

(ζ1ζ2 · · · ζg−1)
2g, ζ2g+1, . . . , ζ2, ζ1)

fQ, fRとも非分離型の特異ファイバーを2(g2 + 4g + 1)本, 分離型の特異ファイバーを
1本もつ. MQ, MRはどちらも単連結であり, 局所符号数 [En1]の計算から, σ(MQ) =

σ(MR) = −(g + 1)2である. 従って, Freedmanの定理より, MQとMRは互いに同相で
ある. しかし, 対応するC–チャートを描くことにより, w(fQ) = 1, w(fR) = 0であるこ
とがわかるので, fQと fRは ‘超楕円的な意味の’狭義の同型ではない (実は通常の意味
の同型でないこともわかる). これらは従来の方法では区別できなかった例である. �

� ファイバー和による安定化

g ≥ 3とし, C = (X ,R,S)を次のようにとる.

X := {ζ0, ζ1, . . . , ζ2g},
R := {r1(i, j) | 1 ≤ i < j − 1 ≤ 2g − 1} ∪ {r1(0, j) | j = 1, 2, 3, 5, . . . , 2g}

∪ {r2(i) | i = 0, 1, . . . , 2g − 1} ∪ {r3, r4, r5},
S := {�1(i)

±1 | i = 0, 1, . . . , 2g} ∪ {�2(h)±1 |h = 1, . . . , [g/2]},
ただし, r1(i, j), r2(i), r3, r4, r5, �1(i), �2(h)は次のように定める.

r1(i, j) := ζiζjζ
−1
i ζ−1

j , r2(0) := ζ0ζ4ζ0ζ
−1
4 ζ−1

0 ζ−1
4 ,
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r2(i) := ζiζi+1ζiζ
−1
i+1ζ

−1
i ζ−1

i+1 (i = 1, . . . , 2g − 1),

r3 := (ζ3ζ2ζ1)
4ζ−1

4 ζ−1
3 ζ−1

2 ζ−2
1 ζ−1

2 ζ−1
3 ζ−1

4 ζ−1
0 ζ4ζ3ζ2ζ

2
1ζ2ζ3ζ4ζ

−1
0 ,

r4 := δ3ζ1ζ3ζ5τ1τ2ζ
−1
0 τ−1

2 τ−1
1 τ2ζ

−1
0 τ−1

2 ζ−1
0 ,

r5 := ζ2g · · · ζ3ζ2ζ
2
1ζ2ζ3 · · · ζ2gδgζ

−1
2g · · · ζ−1

3 ζ−1
2 ζ−2

1 ζ−1
2 ζ−1

3 · · · ζ−1
2g δ−1

g ,

�1(i) := ζi (i = 0, 1, . . . , 2g), �2(h) := (ζ1ζ2 · · · ζ2h)
4h+2 (h = 1, . . . , [g/2]),

τ1 := ζ2ζ3ζ1ζ2, τi := ζ2iζ2i−1ζ2i+1ζ2i,

ν1 := ζ−1
4 ζ−1

3 ζ−1
2 ζ−2

1 ζ−1
2 ζ−1

3 ζ−1
4 ζ0ζ4ζ3ζ2ζ

2
1ζ2ζ3ζ4, νi := τi−1τiνi−1τ

−1
i τ−1

i−1,

μ1 := ζ2ζ3ζ4ν1ζ
−1
1 ζ−1

2 ζ−1
3 ζ−1

4 , μi := ζ2iζ2i+1ζ2i+2νiζ
−1
2i−1ζ

−1
2i ζ−1

2i+1ζ
−1
2i+2,

δg := μ−1
g−1 · · ·μ−1

2 μ−1
1 ζ1μ1μ2 · · ·μg−1

このとき, 〈X |R〉は種数 gの有向閉曲面の写像類群G = MgのWajnryb表示である.

このCに対し, 連結な有向閉曲面B上のC–チャートのC–変形による同型類の全体は, B

上の種数 gのLefschetzファイバー空間の狭義の同型類の全体と1対1に対応する.

定義3.6　種数gのLefschetzファイバー空間f : M → S2のすべての特異ファイバー
が非分離型かつ正であり, 次の (1), (2), (3)をみたす消滅サイクルa0, a1, . . . , a2g が存在
するとき, fは普遍であるという:

(1) 任意の i ∈ {1, . . . , 2g − 1}に対し, aiとai+1は1点で横断的に交わる;

(2) a0とa4は1点で横断的に交わる;

(3) その他の組 (i, j)に対し, aiとajは交わらない. �
3以上の任意の整数gに対し, 種数gの普遍Lefschetzファイバー空間f0 : M0 → S2が

存在する. そのようなf0を1つとる.

定理 3.7 (Hasegawa–Kamada–Tanaka–E. [EHKT])　種数 gの Lefschetzファイバー
空間f : M → B, f ′ : M ′ → Bに対し, 次の (1), (2)は同値である:

(1) ある正の整数Nが存在し, f#Nf0とf ′#Nf0は互いに同型である;

(2) n±
0 (f) = n±

0 (f ′), n±
h (f) = n±

h (f ′) (1 ≤ h ≤ [g/2]), σ(M) = σ(M ′). �
定理3.7は, Aurouxや長谷川功氏 [Ha1, Ha2]による安定化定理の一般化に当たる. 永

見誠二氏と筆者による符号数の計算法 [EN]と長谷川氏の議論 [Ha2]が証明において本
質的である. 種数2の場合 [Ka3],超楕円的な場合 [EK1]にも類似の結果がえられている.

例 3.8　種数 gの Lefschetzファイバー空間 f : M → S2, f ′ : M ′ → S2を考える.

f, f ′の正則値 b0, b
′
0 ∈ S2をとり, F0 := f−1(b0), F ′

0 := f ′−1(b′0)とおく. 向きを保つ微
分同相写像 Φ, Ψ : F0 → F ′

0によって, f と f ′の 2通りのファイバー和 f1 := f#Φf ′,
f2 := f#Ψf ′が構成される. ΦとΨがアイソトピックでないとき, f1とf2は必ずしも同
型ではない. しかし, f1#f0と f2#f0は互いに同型である. 例えば, Fintushel–Sternに
より結び目手術を用いて構成された例や, Matsumoto–Cadavid–Korkmazファイバー空
間のファイバー和など, ファイバー和の ‘ひねり具合’を変えて構成されたLefschetzファ
イバー空間たちは, f0との1回のファイバー和によって互いに同型になる. �
定理3.7より, Lefschetzファイバー空間のファイバーと底空間の種数を固定するとき,

特異ファイバーの型ごとの本数と全空間の符号数は安定同型類の完全不変量を与える.

従って, ファイバー和に関して加法的な不変量は原理的にこれらの不変量で決まってし
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まう. そこで, ファイバー和に関して加法的でない不変量が重要となる. しかし, 同型の
判定に有効なものとしては, モノドロミー表現の像と野坂武史氏による不変量 [No]の
他に, そのような例は知られていないように思われる.
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