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STABLE BERNSTEIN PROBLEM AND µ-BUBBLES*

QING-MING CHENG

Abstract. In this talk, we give a survey on recent new progresses on stable Bern-
stein problem on minimal hypersurfaces in the Euclidean spaces and its general-
ization by making use of µ-bubbles. Especially, the volume bounds are discussed
in details.

1. Preliminaries

Let X : Mn → Rn+1 be a hypersurface in the Euclidean space Rn+1. X : Mn →
Rn+1 is called a minimal hypersurface if the mean curvature H = 0. On the other
hand, in view of the variation of volume functional with compact support of two-
sided hypersurface X : Mn → Rn+1, we know the first variation formula of volume
functional is given by

dVol(t)

dt

∣∣
t=0

= −
∫
Mn

Hfdv, ∀f ∈ C∞c (Mn).

Hence, X : Mn → Rn+1 is a minimal hypersurface if and only if X : Mn → Rn+1

is a critical point of the volume functional. The second variation formula is, for
minimal hypersurfaces,

d2Vol(t)

dt2
∣∣
t=0

=

∫
Mn

(
∥∇f∥2 − Sf 2

)
dv, ∀f ∈ C∞c (Mn),

where S = ∥AM∥2 and AM denotes the second fundamental form of hypersurface
X : Mn → Rn+1. A minimal hypersurface X : Mn → Rn+1 is called stable if∫

Mn

∥∇f∥2dv ≥
∫
Mn

Sf 2dv, ∀f ∈ C∞c (Mn).

2. Bernstein problem

For a graph, H = 0 if and only if

div

(
∇u√

1 + ∥∇u∥2

)
= 0.

It is well-known that Bernstein proved

Bernstein theorem. A minimal entire graph in R3 is the plane R2.

2020 Mathematics Subject Classification. Primary 53C40; Secondary 53C42.
*This work was supported by National Natural Science Foundation of China (Grant No.

12571050), Japan Society for the Promotion of Science Grant-in-Aid for Scientific Research (C)
(Grant No. 25K06992).
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Hence, for n = 2, Bernstein theorem means that u is an affine function. The
so-called the Bernstein problem is

Bernstein problem. Are n-dimensional minimal entire graphs in Rn+1 the hyper-
plane Rn?

For the Bernstein problem, Fleming [21] gave a new proof for the Bernstein the-
orem. De Giorgi [24] resolved the case n = 3, Almgren [1] resolved the case n = 4,
Simons [40] resolved all cases for n ≤ 7. Namely, they showed

Theorem 2.1. Minimal entire graphs in Rn+1 are the hyperplane Rn for n ≤ 7,
that is, u is an affine function.

Thus, one only needs to deal with the case n ≥ 8 in order to resolve the Bernstein
problem. Bombieri, De Giorgi and Giusti [5] proved

Theorem BGG. There exists a minimal entire graph in R9 which is not hyperplane.

Hence, the so-called Bernstein problem was resolved completely. In fact, Bombieri,
De Giorgi and Giusti constructed a minimal entire graph in R2n+1 for n ≥ 4.

3. Stable Bernstein Problem

Since a minimal hypersurface X : Mn → Rn+1 is a critical point of the n-volume
functional, the second variation of the n-volume functional is given by

d2Vol(t)

dt2
∣∣
t=0

=

∫
M

(
|∇φ|2 − Sφ2

)
dv, φ ∈ C∞c (M).

A minimal hypersurface X : Mn → Rn+1 is called stable if, for any φ ∈ C∞c (M),∫
M

|∇φ|2dv ≥
∫
M

Sφ2dv.

Since minimal entire graphs are stable, it is natural to ask the following:

Stable Bernstein problem. Is any complete two-sided stable minimal hypersur-
face in Rn+1 (n ≤ 7) a hyperplane Rn?

For stable Bernstein problem, Bombieri, De Giorgi and Giusti [5] proved

Theorem BGG1. There exist 7-dimensional complete two-sided stable minimal
hypersurfaces in R8, which are not hyperplane.

For 3 ≤ n ≤ 5, Schoen-Simon-Yau [33] made an important breakthrough. They
proved

Theorem SSY. The hyperplane Rn is the only complete two-sided stable minimal
hypersurfaces with Euclidean volume growth:

Vol (BR(p0)) ≤ ΛRn

in Rn+1 for 3 ≤ n ≤ 5, where BR(p0) denotes the geodesic ball with radius R in the
hypersurface.

For n = 2, do Carmo and Peng [19], Fischer-Colbrie and Schoen [20] and Pogorelov
[31] resolved the stable Bernstein problem, affirmatively, that is, they proved
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Theorem 3.1. The plane is the only complete two-sided stable minimal surfaces in
R3.

In order to resolve the stable Bernstein problem for 3 ≤ n ≤ 5, according to the
theorem of Schoen-Simon-Yau, one can consider the following problem:

Problem. Do n-dimensional complete two-sided stable minimal hypersurfaces in
Rn+1 for 3 ≤ n ≤ 5 have Euclidean volume growth?

Up until very recently, Chodosh and Li [13] have resolved the stable Bernstein
problem for n = 3, that is, they proved

Theorem CL. 3-dimensional complete two-sided stable minimal hypersurfaces in
R4 have Euclidean volume growth.

Very dramatically, Chodosh and Li [14] have found the second strategy to re-
solve the stable Bernstein problem for n = 3 and at the almost same time, Catino,
Mastrolia and Roncoroni [8] have developed a new strategy to resolved the stable
Bernstein problem for n = 3 by the technique of conformal transformations.

Ideas of the second strategy of Chodosh and Li [14]

(1) For a minimal hypersurface (M, g) in Rn+1, one considers the Gulliver-
Lawson conformal metric g̃ = r−2g, where r denotes the Euclidean distance
function from the origin.

(2) To prove that the scalar curvature R̃ is uniformly positive in the weak spectral
sense:

−∆̃ +
1

2
(R̃− 3

2
) ≥ 0.

(3) According to the theorem of Fischer-Colbrie and Schoen, there exists a pos-
itive function w such that

−∆̃w +
1

2
(R̃− 3

2
)w = 0.

(4) Consider functional A(Ω) defined by, for a special function h,

A(Ω) =

∫
∂∗Ω

wdAḡ −
∫
Ω

whdvg̃,

where ∂∗Ω is the reduced boundary of Ω. There exists a domain Ω∗ with
finite perimeter, which minimizes the functional A and ∂∗Ω∗ = Σ ̸= ∅ is
smooth, which is called a µ-bubble.

(5) Because the second variation formula is non-negative, one proves the scalar
curvature of Σ is uniformly positive in the weak spectral sense. Making use
of Gauss-Bonnet theorem, one obtains the upper bound of the area of Σ.

(6) One proves

vol {BR(p0)} ≤ ΛR3.

By making use of ideas of the second strategy of Chodosh and Li and bi-Ricci
curvature,
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Chodosh, Li, Minter and Stryker [16] have been able to resolve the stable Bernstein
problem for n = 4, that is, they proved

Theorem CLMS. 4-dimensional complete two-sided stable minimal hypersurfaces
in R5 have Euclidean volume growth.

Essentially in the frame of the second strategy of Chodosh and Li.

Main idea:
In the step (2): In place of the scalar curvature, to prove the bi-Ricci curvature

with respect to g̃ is uniformly positive in the weak spectral sense.

In the step (5): To prove the Ricci curvature of µ-bubble is uniformly positive in
the weak spectral sense and to give the upper bound of the area of µ-bubble.

Furthermore, by following the second strategy of Chodosh and Li and using the
weighted bi-Ricci curvature, Mazet [29] has been able to resolve the stable Bernstein
problem for n = 5, that is, he proved

Theorem M. 5-dimensional complete two-sided stable minimal hypersurfaces in
R6 have Euclidean volume growth.

Essentially in the frame of the second strategy of Chodosh and Li.

Main idea:
In the step (2): In place of the scalar curvature, to prove the α-bi-Ricci curvature

with respect to g̃ is uniformly positive in the weak spectral sense.

In the step (5): To prove the Ricci curvature of µ-bubble is uniformly positive
in the weak spectral sense and to give the upper bound of the area of µ-bubble by
making use of results of Antonelli and Xu [3].

Thus, the stable Bernstein problem for 2 ≤ n ≤ 5 are resolved affirmatively.

For the last case n = 6, the stable Bernstein problem is still open. Bellettini [4]
has obtained the following:

Theorem B. If X : Mn → Rn+1 (3 ≤ n ≤ 6) is complete two-sided proper, stable
minimal hypersurface with the volume growth condition

Vol (M ∩X−1(Bn+1
R (O)) ≤ ΛRn,

then X : Mn → Rn+1 is a hyperplane.

Very recently, E. Florit-Simon [22] have generalized the result due to Schoen-
Simon-Yau to n = 6. The following is proved

Theorem F-S. A 6-dimensional complete two-sided stable minimal hypersurface in
R7 with Euclidean volume growth

Vol (BR(M, p)) ≤ ΛR6

is the hyperplane R6.

Define V I
R(M, p) =

Vol (BR(M, p))

Rn
and V E

R (M,O) =
Vol (M ∩X−1(Bn+p

R (O))

Rn
.
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Main ideas for proof.

(1) To prove, for complete minimal submanifolds X : Mn → Rn+p, rM(X) =
dM(p,X), R2 > R1

V I
R2

(M, p)− V I
R1

(M, p)

=

∫
BR2

(M,p)\BR1
(M,p)

(rM(X)− |X|) +
|X|
2

∣∣ X
|X|
− ν
∣∣2

rM(X)n+1
dv

(2) To prove, for complete minimal submanifolds X : Mn → Rn+p, given ε ∈
(0, 1), there exists δ = δ(ε) such that if

V I
8R(M, p)− V I

R(M, p) ≤ δ

then,

|X| ≤ rM(X) ≤ (1 + ε)|X|.
(3) To prove

lim
R→∞

V I
R(M, p) = lim

R→∞
V E
R (M,O).

Problem. Does any 6-dimensional complete two-sided stable minimal hypersurface
in R7 have Euclidean volume growth:

Vol (BR(p0)) ≤ ΛR6

4. δ-stable minimal hypersurfaces

As a natural generalization of the concept of stability, in order to study the total
curvature of embedded minimal disks, Colding and Minicozzi [17] introduced the
concept of δ-stable as following:

Definition. An n-dimensional minimal hypersurface X : Mn → Rn+1 in Rn+1 is
called δ-stable, δ > 0 if∫

M

|∇φ|2dv ≥ δ

∫
M

Sφ2dv, φ ∈ C∞c (M)

holds.

Remark 4.1. (1) In our definition, we do not assume δ ≤ 1.
(2) It is easy to know that stable is δ-stable if δ ≤ 1 and 1-stable is stable.
(3) δ-stable minimal hypersurfaces in Rn+1 are closely related to anisotropic min-

imal hypersurfaces in Rn+1.

On δ-stable minimal hyperusfraces in Rn+1, Tam and Zhou [39] proved that n-
dimensional catenoid is n−2

n
-stable. Anderson, Fu and Li, and so on proved that an

n-dimensional complete two-sided δ-stable minimal hypersurface X : Mn → Rn+1

with finite total curvature is a hyperplane if δ > n−2
n

and is either a hyperplane or

a catenoid if δ = n−2
n

.
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Kawai [28] proved that a complete two-sided δ-stable minimal surface X : M2 → R3

is a plane if δ > 1
8
. Very recently, Hong, Li and Wang [27] have studied δ-stable

minimal hypersurfaces. They have proved

Theorem HLW. For n ≥ 3 and δ > max{n−2
n
, (n−2)2

4(n−1)
}, an n-dimensional com-

plete two-sided δ-stable minimal hypersurface in Rn+1 satisfying the volume growth
condition

vol (M ∩X−1(Bn+1
R (O)) ≤ ΛRn

is a hyperplane.

In my joint work with Wei [10], we prove

Theorem 4.1. For 3 ≤ n ≤ 5 and δ > δ1(n), an n-dimensional complete two-sided
δ-stable minimal hypersurface X : Mn → Rn+1 in Rn+1 is a hyperplane, where
δ1(3) = 3/8, δ1(4) = 2/3 and δ1(5) = 21/22.

In order to prove our theorem, we need to extend the results of Schoen-Simon-Yau
to δ-stable minimal hypersurfaces, that is, we prove the following

Theorem 4.2. For an n-dimensional complete two-sided δ-stable minimal hyper-

surface X : Mn → Rn+1 in Rn+1 with δ > n(n−2)
4(n−1)

, if

vol {BR(p0)} ≤ ΛRn,

holds for sufficient large R > 1, X : Mn → Rn+1 is a hyperplane, where BR(p0) is
a geodesic ball of radius R centered at some point p0 in Mn.

Secondly, we need to prove the following:

Theorem 4.3. For an n-dimensional complete two-sided δ-stable minimal hyper-
surface X : Mn → Rn+1 in Rn+1 with 3 ≤ n ≤ 5 and δ > δ0(n), the geodesic ball
BR(p0) of radius R > 0 centered at some point p0 in Mn satisfies

Vol {BR(p0)} ≤ ΛRn,

where Λ is constant and

δ0(3) =
1

3
, δ0(4) =

1

2
, δ0(5) =

21

22
.

In order to prove the theorem 4.3, essentially in the frame of the second strategy
of Chodoch and Li, by making use of the method of the moving frame, introducing
the Bi(α,β)Ric curvature

Bi(α,β)Ric
12

= β

n∑
i=1

R1i1i + α

n∑
j=3

R2j2j.

Main ideas

(1) For a minimal hypersurface (M, g) in Rn+1, we consider the Gulliver-Lawson
conformal metric g̃ = r−2g, where r denotes the Euclidean distance function
from the origin.

(2) To prove the B̃i(α, β)Ric curvature with respect to metric g̃ is uniformly
positive in the weak spectral sense.
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Theorem 4.4. For an n-dimensional complete two-sided δ-stable minimal
hypersurface X : Mn → Rn+1 in Rn+1, with 3 ≤ n ≤ 5 and δ > δ0(n), there
exist an ε(n) > 0 and a smooth function V such that V ≥ ε(n)− Λ̃(α, β) and

b

∫
N

|∇̃φ|2g̃dvg̃ ≥
∫
N

V φ2dvg̃, for φ ∈ C∞c (N),

where Λ̃(α, β) is the minimum of the (α, β)-bi-Ricci curvature of N = M \
X−1(O) at each point.

(3) According to the theorem of Fischer-Colbrie and Schoen, there exists a pos-
itive function w such that

−b∆̃w + V w = 0.

(4) Consider functional A(Ω) defined by, for a special function h,

A(Ω) =

∫
∂∗Ω

wqdAḡ −
∫
Ω

wqhdvg̃,

where ∂∗Ω is the reduced boundary of Ω. To prove that there exists a domain
Ω∗ with finite perimeter, which minimizes the functionalA and ∂∗Ω∗ = Σ ̸= ∅
is smooth, that is, µ-bubble Σ exists.

(5) To prove that the Ricci curvature of µ-bubble Σ is uniformly positive in the
weak spectral sense, that is, we prove.

Theorem 4.5. There exists a domain Ω∗ such that V > ε(n)
2α
− λ̄ and

4

4− q
β

α

∫
Σ

|∇̄f |2ḡdvḡ ≥
∫
Σ

V f 2dvḡ, for f ∈ C1c (Σ),

where Σ = ∂Ω∗, ḡ is the induced metric on Σ and λ̄ is the minimum of Ricci
curvature at each point in Σ and α, β and ε(n) are constant.

(6) By making use of the Gauss-Bonnet theorem for n = 3 and theorem of
Antonelli and Xu [3] for n = 4, 5, to prove

Areaḡ(Σ) ≤ (
(n− 2)α

ε(n)
)
n−1
2 Area(Sn−1).

The isoperimetric inequality for minimal hypersurfaces in Rn+1 yields

Volg(BR(p0) ≤ (
(n− 2)α

ε(n)
)
n
2 Vol(Bn)(2R exp(

3

y0
π))n.
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Manton’s exotic Vortex Equations

Takashi Ono∗

Abstract

This is a report of [17]. In [17], we study some aspects of the vortex

equations defined by Manton in [16]. In this report, we discuss the existence

of solutions and dimensional reduction.

1 Introduction

We first recall the definition of the vortex equation.

Let X be a compact Riemann surface with a Kähler form ω. Let (L, ∂̄L) be a

holomorphic line bundle over X and h be a Hermitian metric of L. Then by [22],

there exists a unique connection ∇h which is called the Chern connection such that

∇h is unitary (i.e. dh(·, ·) = h(∇h·, ·) + h(·,∇h·)) and the (0, 1)-part of ∇h is ∂̄L.

We denote by Fh the curvature of ∇h.

Let τ be a positive constant. We say that the triple ((L, ∂̄L), ϕ, h) satisfies the

τ -vortex equation if
√
−1ΛωFh +

1

2
|ϕ|2h −

τ

2
= 0. (1.1)

Here Λω is the contraction with respect to the Kähler form ω. The vortex equation

was originally introduced in physics [11], and studied mathematically in [19, 5, 10].

We note that in [5, 10], the vortex equation was considered on a higher-dimensional

manifold. The vortex equation and its suitable generalization are related to many

other mathematical concepts and are studied intensively in [3, 4, 6, 10].

In [16], Manton deformed the vortex equation. In particular, he considered the

equation

√
−1ΛωFh + C0

1

2
|ϕ|2h − C1

τ

2
= 0, (C0, C1 ∈ {−1, 0, 1}). (1.2)

We call equation (1.1) the classical vortex equation, and equation (1.2) Manton’s

exotic τ -vortex equation. In this report, we focus on the latter equation. Before

we present what we have done, we note that out of nine possibilities, only

(C0, C1) = (1, 1), (−1, 1), (−1, 0), (−1,−1), (0, 1) (1.3)

can occur. We outline why (C0, C1) = (1,−1) cannot happen, for example. Sup-

pose
√
−1ΛωFh +

1

2
|ϕ|2h +

τ

2
= 0.

∗Research Institute for Mathematical Sciences, Kyoto University, Kyoto, Japan
takashio@kurms.kyoto-u.ac.jp
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We assume that ϕ is not the zero-section and therefore degL > 0. Then∫
X

(√
−1ΛωFh +

1

2
|ϕ|2h +

τ

2

)
> 0

while this contradicts the equation.

We now go back to the five cases (1.3). The

(C0, C1) = (1, 1)

case was studied in [19, 5, 9] and the

(C0, C1) = (0, 1)

case is a Hermitian-Yang-Mills equation, and it is studied by many others (See [15]

for example). The remaining

(C0, C1) = (−1, 1), (−1, 0), (−1,−1) (1.4)

cases are what we are interested in. Although these three cases are studied in

physics, they are relatively unexplored in the math literature. The (C0, C1) =

(−1, 1) case was studied in [1, 2], the (C0, C1) = (−1, 0) case was studied in [12, 13],

and (C0, C1) = (−1,−1) case was studied in [18, 20].

Recall that the equation which we are interested in is (1,2) with (C0, C1) =

(−1, 1), (−1, 0), (−1,−1). We also recall that we assumed τ > 0. Since C1 takes

value in −1, 0, 1, the equation we are interested is in fact

√
−1ΛωFh −

1

2
|ϕ|2h −

τ

2
= 0, (τ ∈ R). (1.5)

We now introduce some part of the result of [17]. The first result is as follows.

Theorem 1.1 (Theorem 2.2). Let X be a compact Riemann surface with a Kähler

form ω. Let (L, ∂̄L) be a holomorphic line bundle over X, and let ϕ be a holo-

morphic section of (L, ∂̄L). Then, for a suitable choice of τ ∈ R, there exists

a Hermitian metric hL on L such that ((L, ∂̄L), ϕ, hL) satisfies Manton’s exotic

τ -vortex equation, namely

√
−1ΛωFh −

1

2
|ϕ|2h −

τ

2
= 0.

We prove this result by using a result of Kazdan and Warner [14].

Theorem 1.1 assures us that, after a suitable choice of the parameter τ , there

exist solutions to Manton’s exotic τ -vortex equation for a broad class of holomor-

phic data. Thus, the corresponding solution space is nonempty in a systematic

way. This makes it natural to construct the associated moduli space and to ask

what geometric structures it carries. In [17], we prove that the moduli space carries

a symplectic manifold structure on the smooth part. This can be proved by using

the Kuranishi map or using symplectic reduction. However, we do not discuss this

in this report.

Another main result presented in this report is a dimensional reduction theo-

rem, which shows that Manton’s exotic vortex equation arises from an equivariant

pseudo-Hermitian-Yang-Mills connection.
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A central theme in gauge theory is to study solutions of equations arising as

Euler-Lagrange equations of natural functionals. Dimensional reduction is the phe-

nomenon in which, by imposing suitable symmetry, solutions of a gauge-theoretic

equation on a higher-dimensional space yield solutions of a gauge-theoretic equa-

tion on a lower-dimensional base. In this way, it explains how equations arising

from apparently different natural functionals can be related. It also provides a

useful method for constructing examples via reduction and lifting.

In [10], Garćıa-Prada proved a dimensional reduction result for the classical

vortex equation. More precisely, let M be a compact Kähler manifold. He showed

that the classical vortex equation onM arises from the SU(2)-invariant Hermitian-

Yang-Mills connection on M × P1. Here P1 is the complex projective line. Using

this dimensional reduction, Garćıa-Prada gave a construction of solutions to the

classical vortex equation and discussed conditions for their existence.

In [8], Contatto and Dunajski observed a dimensional reduction phenomenon for

Manton’s exotic vortex equation. In particular, they showed, in a local-coordinate

formulation, that the exotic vortex equation arises from anti-self-dual connections

with structure group SU(1, 1), invariant under a suitable group action on a certain

four-dimensional manifold.

Motivated by their observation, we give an intrinsic formulation of this reduc-

tion. We identify the underlying equivariant holomorphic bundle and write down

explicitly the corresponding connection and invariant indefinite Hermitian form.

With these geometric data specified, we show that Manton’s exotic vortex equa-

tion is obtained as the dimensional reduction of the pseudo-Hermitian-Yang-Mills

equation.

We now introduce the notation needed to state this dimensional reduction re-

sult. Let (X,ω) and (L, ∂̄L) be as above. We denote by

(CX×P1 , ∂̄X×P1)

the trivial holomorphic line bundle on X × P1, where ∂̄X×P1 is the canonical Dol-

beault operator. Let

p : X × P1 → X, q : X × P1 → P1

be the projections. Let O(2) be the holomorphic line bundle of degree 2 on P1,

and equip p∗L⊗ q∗O(2) with the product Dolbeault operator

∂̄p∗L⊗q∗O(2) = p∗∂̄L ⊗ Id + Id⊗ q∗∂̄O(2).

Let (E, ∂̄E) be a holomorphic bundle extension of (CX×P1 , ∂̄X×P1) by (p∗L ⊗
q∗O(2), ∂̄p∗L⊗q∗O(2)). Namely, there exists a holomorphic bundle short exact se-

quence

0 −→ (p∗L⊗ q∗O(2), ∂̄p∗L⊗q∗O(2)) −→ (E, ∂̄E) −→ (CX×P1 , ∂̄X×P1) −→ 0.

Theorem 1.2 (Theorem 3.1). If (E, ∂̄E) is an SU(2)-equivariant holomorphic

bundle, then there exists a holomorphic section ϕ of (L, ∂̄L) such that

∂̄E =

(
p∗∂̄L ⊗ Id + Id⊗ q∗∂̄O(−2)

√
1
τ · p

∗ϕ⊗ q∗α
0 ∂̄X×P1

)
.
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Let hE be a non-degenerate Hermitian form of signature (1, 1) on E. If hE is

SU(2)-invariant, then there exist Hermitian metrics hL on L and hX on CX such

that

hE =

(
C0 · p∗(hXhL)⊗ q∗h(−2) 0

0 C1 · p∗hX

)
where (C0, C1) = (1,−1) or (−1, 1).

Let hE and (E, ∂̄E) be as above, and ∇hE
be the connection compatible with

hE and ∇0,1
hE

= ∂̄E. If hE is a Hermitian-Einstein form of (E, ∂̄E) with respect to

Ωτ , or equivalently, if ∇hE
is a pseudo-Hermitian-Yang-Mills connection, then the

triple ((L, ∂̄L), ϕ, hL) satisfies Manton’s exotic τ -vortex equation.

Acknowledgements

The author is grateful to Oscar Garćıa-Prada for his comments on this work and

for giving the author a print of [20].

2 Existence of Solution

Let X be a compact Riemann Surface with a Kähler form ωX . We normalize ωX

so that ∫
X

ωX = 1.

We fix this notation throughout this section.

Let (L, ∂̄L) be a holomorphic line bundle, ϕ be a holomorphic section, and

hL be a Hermitian metric of L. Let τ ∈ R. Recall that we say that the triple

((L, ∂̄L), ϕ, hL) satisfies the Manton’s exotic τ -vortex equation if

√
−1ΛωX

FhL
− 1

2
|ϕ|2hL

− τ

2
= 0. (2.1)

The question we pose and would like to answer is as follows.

Question 2.1. Let (L, ∂̄L) and ϕ be as above. When does there exist a Hermitian

metric hL on L such that, for some τ ∈ R, ((L, ∂̄L), ϕ, hL) satisfies Manton’s exotic

τ -vortex equation?

We give the answer to the question by using the result of Kazdan-Warner.

Before we proceed, we prepare some notations. Let k be a Hermitian metric of L

and ∇k be the Chern connection with respect to ∂̄L and k. We denote by Fk the

curvature of ∇k. We define a constant cL,τ as

cL,τ := 2

∫
X

(√
−1ΛωX

Fk −
τ

2

)
= 4πdegL− τ.

Let vk : X → R be a smooth function that satisfies

−∆vk =
√
−1ΛωX

Fk −
τ

2
− cL,τ

2
.

Here ∆ is the Laplacian. Such vk exists by the classical Hodge theory (See [21]).

Let w ∈ C∞(X,R). Then
hL := k · ee+2vk

is also a Hermitian metric of L. Then the following can be proved after some

calculations.
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Proposition 2.1. The triple ((L, ∂̄L), ϕ, hL) satisfies the Manton’s exotic τ -vortex

equation if and only if

−∆w + |ϕ|2ke2vk · ew − cL,τ = 0. (2.2)

The equation (2.2) is exactly the type of equation that Kazdan and Warner

studied. Now we recall the result of [14].

Theorem 2.1 ([14, Theorem 5.3, Theorem 7.2, Theorem 10.1]). Let (X,ω) be

a compact Riemann surface with
∫
X
ω = 1. Let c ∈ R be a constant and h ∈

C∞(X,R). We consider the equation

−∆w + hew − c = 0. (2.3)

The existence of solutions to equation (2.6) depends on the value of c. We therefore

distinguish several cases according to the value of c.

• c ≤ 0. If h ∈ C∞(X,R>0), then the solution does not exists.

• c > 0.

(a) A necessary condition for the existence of a solution to (2.3) is that h

be positive somewhere on X.

(b) If h is positive somewhere, there is a positive constant c(h) > 0 depend-

ing on h such that (2.3) has a solution w ∈ C∞(X,R) if 0 < c < c(h).

Moreover there exists a constant β which does not depend on h but pos-

sibly depends on X such that

β ≤ c(h).

See [14, p. 21-23] for the details of β.

We obtain

Theorem 2.2. Let (L, ∂̄L) be a holomorphic line bundle over X, and let ϕ be a

holomorphic section of (L, ∂̄L). Then, for a suitable choice of τ ∈ R, there exists

a Hermitian metric hL on L such that ((L, ∂̄L), ϕ, hL) satisfies Manton’s exotic

τ -vortex equation.

Proof. Let k be a Hermitian metric of L, and w ∈ C∞(X,R). Then, by Proposition

2.1, the triple ((L, ∂̄L), ϕ, k · e2vk+w) satisfies Manton’s exotic τ -vortex equation if

and only if w satisfies

−∆w + |ϕ|2ke2vk · ew − cL,τ = 0.

By Theorem 2.1, such a solution exists when

0 < cL,τ = 4πdegL− τ < β.

Hence, if we take τ appropriately, there exists a Hermitian metric hL on L such

that ((L, ∂̄L), ϕ, hL) satisfies Manton’s exotic τ -vortex equation.
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3 Dimensional Reduction

Let X be a compact Riemann surface with a Kähler form ωX . We normalize ωX

so that ∫
X

ωX = 1.

We fix this notation throughout this section.

Before we state the dimensional reduction, we prepare some notations and re-

view some facts.

Definition 3.1. Let F be a complex vector bundle over a manifold M , and h

be a non-degenerate Hermitian form of E. We say that h is of signature (p, q)

(p + q = rankE) if h defines a U(p, q)-reduction of GL(E). Here GL(E) is the

associated frame bundle of E.

Remark 3.1. If a non-degenerate Hermitian form h is of signature (r, 0), then h

is a Hermitian metric.

Let (F, ∂̄F ) be a holomorphic bundle over a complex manifold M and h be a

Hermitian metric of F . Then the Chern connection ∇h is the unique connection

such that 1. h is flat with respect to ∇h, 2. The (0,1)-part of ∇h is ∂̄F . Since the

construction of the Chern connection only uses the non-degeneracy of h, we have

the following.

Lemma 3.1. Let (F, ∂̄F ) be a holomorphic bundle over a complex manifold M ,

and h be a non-degenerate Hermitian form of E of signature (p, q). Then, there

exists a unique connection ∇h such that 1. h is flat with respect to ∇h, 2. The

(0,1)-part of ∇h is ∂̄F .

Definition 3.2. Let (F, ∂̄F ) be a holomorphic bundle over a complex manifold M ,

and h be a non-degenerate Hermitian form of E of signature (p, q). Let ωM be a

Kähler form of M . We say that h is a Hermitian-Einstein form on (E, ∂E) if there

exists a constant λ such that

√
−1ΛωM

Fh = λIdE .

In this case, we also call ∇h a pseudo-Hermitian-Yang-Mills connection.

We next review some properties of O(n). We denote by O(n) the unique degree
n holomorphic line bundle over P1, and ∂̄O(n) the holomorphic structure of O(n).
The special unitary group SU(2) acts on P1 holomorphically (i.e., every element of

SU(2) defines a holomorphic automorphism of P1), and we are able to lift the action

to O(n). With respect to this action, (O(n), ∂̄O(n)) becomes an SU(2)-equivariant

holomorphic line bundle. It also admits an SU(2)-invariant Hermitian metirc h(n).

We denote by A0,1(O(−2))SU(2) (resp. A1,0(O(2))SU(2)) the space of SU(2)-

equivariant O(−2)-valued (0, 1)-form (resp. SU(2)-equivariant O(2)-valued (1, 0)-

form). Then both spaces are one-dimensional, and we denote the generator of

A0,1(O(−2))SU(2) as α and A1,0(O(2))SU(2) as β.

Let (L, ∂̄L) be a holomorphic line bundle over X and (CX×P1 , ∂̄X×P1) the triv-

ial holomorphic line bundle on X × P1, where ∂̄X×P1 is the canonical Dolbeault

operator.

Let

p : X × P1 → X, q : X × P1 → P1
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be the projections. Let (E, ∂̄E) be a holomorphic bundle extension of(CX×P1 , ∂̄X×P1)

by (p∗L ⊗ q∗O(2), ∂̄p∗L⊗q∗O(2)). Namely, there exists a holomorphic bundle short

exact sequence

0 −→ (p∗L⊗ q∗O(2), ∂̄p∗L⊗q∗O(2)) −→ (E, ∂̄E) −→ (CX×P1 , ∂̄X×P1) −→ 0.

Here ∂̄p∗L⊗q∗O(2) is the product Dolbeault operator

∂̄p∗L⊗q∗O(2) = p∗∂̄L ⊗ Id + Id⊗ q∗∂̄O(2).

We assume that SU(2) acts on X × P1 trivially on X and by the standard action

on P1. Since E is a holomorphic bundle extension, the underlying smooth vector

bundle splits. Hence

E ≃ p∗L⊗ q∗O(2)⊕ CX×P1 .

as smooth bundles.

Through this identification, we endow E with the smooth SU(2)-equivariant

structure induced by the standard SU(2)-equivariant structure on O(2) and the

trivial action on p∗L and CX×P1 .

Let τ > 0. We fix a Kähler form on X × P1 given by

Ωτ =

(
τ

8π
p∗ωX

)
⊕ q∗ωFS.

Here ωFS is the Kähler form of P1 associated to the Fubini-Study Kähler form.

The dimensional reduction is then stated as follows.

Theorem 3.1. If (E, ∂̄E) is an SU(2)-equivariant holomorphic bundle, then there

exists a holomorphic section ϕ of (L, ∂̄L) such that

∂̄E =

(
p∗∂̄L ⊗ Id+ Id⊗ q∗∂̄O(−2)

√
1
τ · p

∗ϕ⊗ q∗α
0 ∂̄X×P1

)
.

Let hE be a non-degenerate Hermitian form of signature (1, 1) on E. If hE is

SU(2)-invariant, then there exist Hermitian metrics hL on L and hX on CX such

that

hE =

(
C0 · p∗(hXhL)⊗ q∗h(−2) 0

0 C1 · p∗hX

)
where (C0, C1) = (1,−1) or (−1, 1).

Let hE and (E, ∂̄E) be as above, and ∇hE
be the connection compatible with

hE and ∇0,1
hE

= ∂̄E. If hE is a Hermitian-Einstein form of (E, ∂̄E) with respect to

Ωτ , or equivalently, if ∇hE
is a pseudo-Hermitian-Yang-Mills connection, then the

triple ((L, ∂̄L), ϕ, hL) satisfies the Manton’s exotic τ -vortex equation.

Proof. We divide the proof into three steps. First, we determine the possible

SU(2)-equivariant holomorphic structures on the underlying smooth bundle. Since

E is an extension, as a smooth complex vector bundle it is identified with

p∗L⊗ q∗O(−2)⊕ CX×P1 .

With respect to this smooth splitting, the Dolbeault operator of E has an upper

triangular form. The diagonal part is fixed by the holomorphic structures of L,
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O(−2), and the trivial line bundle. The off-diagonal term is a (0, 1)-form with

values in

p∗L⊗ q∗O(−2).

Using the SU(2)-equivariance and the fact that SU(2) acts trivially on X and in

the standard way on P1, this off-diagonal term is forced to be the tensor product

of a holomorphic section of L and the SU(2)-invariant generator α on P1. Hence

there exists a holomorphic section ϕ such that

∂̄E =

(
p∗∂̄L ⊗ Id+ Id⊗ q∗∂̄O(−2)

√
1
τ · p

∗ϕ⊗ q∗α
0 ∂̄X×P1

)
.

Second, we describe the SU(2)-invariant non-degenerate Hermitian forms of

signature (1, 1) on E. By the SU(2)-invariance, the two summands

p∗L⊗ q∗O(−2) and CX×P1

are orthogonal with respect to any SU(2)-invariant Hermitian form hE . Moreover,

the restriction of hE to the first summand is the product of a Hermitian metric

on L, a Hermitian metric on the trivial line bundle over X, and the standard

SU(2)-invariant Hermitian metric h(−2) on O(−2). Therefore there exist Hermitian

metrics hL on L and hX on CX such that

hE =

(
C0 · p∗(hXhL)⊗ q∗h(−2) 0

0 C1 · p∗hX

)
,

where (C0, C1) = (1,−1) or (−1, 1), according to the choice of signature.

Finally, let ∇hE
be the connection compatible with hE and satisfying∇0,1

hE
= ∂̄E

(See Lemma 3.1). We assume that hE is a Hermitian-Einstein form. Using the

above expressions for ∂̄E and hE , we can compute the curvature of ∇hE
explicitly.

The condition that hE is a Hermitian-Einstein form, equivalently that ∇hE
is a

pseudo-Hermitian-Yang-Mills connection, reduces exactly to Manton’s exotic τ -

vortex equation for

((L, ∂̄L), ϕ, hL).

Thus the triple ((L, ∂̄L), ϕ, hL) satisfies Manton’s exotic τ -vortex equation.
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[6] S. B. Bradlow and O. Garćıa-Prada, Stable triples, equivariant bundles and

dimensional reduction, Math. Ann. 304 (1996), 225-252.

[7] R. L. Bryant, On the geometry of almost complex 6-manifolds, Asian J. Math.

10 (2006), no. 3, 561-605.

[8] F. Contatto, M. Dunajski, Manton’s five vortex equations from self-duality, J.

Phys. A: Math. Theor. 50 375201
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複素旗多様体と二つの実旗多様体の交叉について
大野　晋司 (日本大学文理学部)

概要
本講演では複素旗多様体の実形として現れる二つの実旗多様体の交叉について説明する。特
に交叉が離散的になるための必要十分条件をこれまでに知られていたよりも詳しく述べる。二
つの実旗多様体を与える対合が可換化できない場合の例について紹介する。本講演の内容は京
都工芸繊維大学の井川治氏と東京理科大学の馬場蔵人氏との共同研究に基づく。

1 導入
複素旗多様体はコンパクト半単純リー群の随伴作用の軌道として得られる多様体で、コンパクト

で単連結な等質ケーラー多様体となる。逆にコンパクト単連結等質ケーラー多様体は複素旗多様体
であることが知られている。ケーラー多様体の反正則対合的等長変換の固定点集合の連結成分は実
形と呼ばれる。複素旗多様体をあるコンパクト半単純リー群の随伴作用の軌道と見たときに、その
リー群の対合的自己同型から複素旗多様体の反正則対合的等長変換が得られ、その固定点集合とし
て実旗多様体が得られることはよく知られている。
実形は全測地的なラグランジュ部分多様体の例を与え、さまざまな視点から研究されている。[7]

では複素旗多様体の特別な場合である既約なコンパクトエルミート対称空間に対して、二つの実
形が横断的に交わる (つまり離散的に交わる)ならばその交叉はエルミート対称空間内の対蹠集合
と呼ばれる特殊な集合となることを示している。対蹠集合は、点対称で互いを動かさない関係にあ
る点たちの集まりで、その濃度は 2-numberという不変量である。2-numberはコンパクト型エル
ミート対称空間の場合 Z2 係数のホモロジーの次元と一致することが知られている。また、[4]では
この結果をラグランジアンフレアーホモロジーの計算に応用しており、交叉の情報が空間の幾何学
的な性質を引き出していることが窺える。
[3]ではより広く複素旗多様体内の互いに合同とは限らない二つの実旗多様体の交叉とその応用

について研究している。とくに、二つの実旗多様体を定める二つの対合的自己同型がしかるべき意
味で可換化にできるような場合に、交叉が離散的になるための条件を制限ルート系や重複度付き
対称三対の言葉で記述し、離散的な交叉が複素旗多様体内の対蹠集合であることを示している。さ
らに、彼らは離散的な交叉がある種のワイル群の軌道であることも示している。この結果を応用し
て、彼らは複素旗多様体内の実旗多様体が大域的にタイトであることを示している。
今回の我々の結果は二つの対合の可換化可能性の条件を外し、交叉が離散的になるための条件を

より精密に述べたことと、離散的な交叉がある種のワイル群の軌道として得られることを示したこ
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とである。その結果として離散的な交叉の元の個数が 2 つの対合から決まるある 2 以上の定数以
上となることがわかる。この結果は [2]として執筆中である。

2 簡単な例
最も簡単な複素旗多様体として CP 1 が挙げられる。これは C2 内の原点を通る複素直線の集ま
りである。C2 の複素共役を一つ決めるごとに共役の操作で固定される複素直線の集まりとして
RP 1 が得られる。これは CP 1 の実形である。CP 1 を球面とみなしたとき, RP 1 は大円となる。
球面内の 2つの大円は少なくとも 2つの点で交わる。交わりが離散的であるとき、それは {x,−x}
の形の集合として現れる。−xは xの対蹠点と呼ばれる点である。
CP 1 を球面として実現する方法の一つとして、SU(2) の随伴表現の軌道を考える方法があ

る。su(2) で SU(2) のリー代数を表すと、これはトレースが 0 の 2 次の歪エルミート行列全体
である。キリング形式に対して随伴表現 Ad は直交表現であり、X ∈ su(2), g ∈ SU(2) に対
して Ad(g)X = gXg−1 で与えられる。0 でない X についてその軌道 Ad(g)X は CP 1 と微分
同相であり標準的な複素共役に対応する CP 1 の反正則な対合的等長変換は、su(2) の複素共役
θ1(X) = X (X ∈ su(2))の −1倍を軌道 Ad(G)X への制限した写像で与えられる。これは su(2)

における θ1 の −1固有空間と軌道 Ad(SU(2))X の共通部分に一致する。θ1 に対応する SU(2)の
自己同型も同じ記号 θ1で表すことにすれば、−θ1による固定点集合はGにおける θ1の固定点のな
す群 F (θ1, SU(2))の軌道に一致する。この場合 F (θ1, SU(2))は SO(2)に一致する。g ∈ SU(2)に
対して、θ2 := Ad(g)θ1Ad(g)

−1 とおいたとき、同様にして θ2 の−1固有空間と軌道 Ad(SU(2))X

の共通部分として gSO(2)g−1 の作用の軌道が実形としてえられる。
したがって、これら 2つの実形の交叉は、随伴軌道内における 2つの部分群 SO(2)と gSO(2)g−1

の軌道の共通部分を調べることに帰着され、これは幾何学的には大円の交叉（対蹠点対）に対応
する。

3 設定
上記の例はより一般的な状況で再現できる。Gを compact連結単純 Lie群とし、その Lie環を

gと表す。Gに両側不変 Riemann計量 ⟨ , ⟩を入れておく。(G,K)を compact対称対とし、gの
標準分解を g = k⊕ pとする。x ∈ p− {0}に対し、M = Ad(G)xを複素旗多様体、L = Ad(K)x

を実旗多様体という。ただし、Ad(K) は G の随伴表現を K に制限したものである。M は等質
ケーラー多様体の構造をもち、LはM の実形になる。
(G,K1)と (G,K2)を二つの compact対称対とする。すなわち、G上に二つの対合 θi (i = 1, 2)

が存在して、F (θi, G)0 ⊂ Ki ⊂ F (θi, G)。G の Lie 環 g を θi により二通りに標準分解して、
g = ki ⊕ pi と表す。複素旗多様体内に二つの実旗多様体の交叉を考えるので、p1 ∩ p2 ̸= {0}
と仮定できる。x0 ∈ p1 ∩ p2 − {0} とし、複素旗多様体 M = Ad(G)x0 内に二つの実旗多様
体 Li := Ad(Ki)x0 ⊂ M を考える。x0 を含む p1 ∩ p2 内の極大可換部分空間を a とすると，
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dim a ≥ 1。α ∈ aに対し，gの複素化 gC の部分空間 g(a, α)を

g(a, α) = {X ∈ gC | [H,X] =
√
−1⟨α,H⟩X (H ∈ a)}

と定めると，[a, g(a, α)] ⊂ g(a, α). で gC の g に関する共役を表すと，g(a, α) = g(a,−α)。
g(a, α)は θ1 と θ2 の合成 θ1θ2 で不変である。aの部分集合 Σ̃を

Σ̃ := {α ∈ a− {0} | g(a, α) ̸= {0}}

と定める。Σ̃は aを張る既約ルート系になることが知られている。
Σ̃を gの a に関する制限ルート系と呼ぶ。Σ̃の定めるWeyl群をW (Σ̃)と表す。aを含む gの
極大可換部分環 t をとり，gの tに関するWeyl群をW (t)と表す。

4 主結果
Theorem 1. L1, L2 ⊂M を実旗多様体とする。次の条件 (1)から (4)は同値である。

(1) L1 ∩ L2 が離散的である。
(2) L1 ∩ L2 はM の対蹠集合である。すなわち、[L1 ∩ L2, L1 ∩ L2] = {0}。
(3) [p1 ∩ p2, L1 ∩ L2] = {0}
(4) p1 ∩ p2 は可換部分空間である。

このとき、
L1 ∩ L2 =M ∩ a =W (t)x0 ∩ a =W (Σ̃)x0 (∗)

が成り立つ。特に、r = dim aとおくと、#(L1 ∩ L2) ≥ r + 1 ≥ 2が成り立つ。

Remark 2. (4) ⇒ (3) ⇒ (2) ⇒ (1)は明らかである。[3]で (1)から (3)が得られることと、可
換条件 θ1θ2 = θ2θ1 が成り立つとき、(∗)が成り立つことを示した。今回、(1)から (4)を示した。
また可換条件を仮定せずに (∗)を示した。

主結果の証明の概要. [1]の結果から L1, L2 に対応するGとその 2つの対合の組 (G, θ1, θ2)が「標
準的」になるようにとり直せる。(G, θ1, θ2)が標準的に取れると、θ1, θ2 の位数が有限となり [6]の
結果から gが細かく分解できる。この結果を用いると p1 ∩ p2 が可換でなければ L1 ∩ L2 が S1 を
含むことがわかる。この結果 (4)⇒ (1)の対偶が示されたことになる。

5 例
G の単純性と松木による分類から、(G, θ1, θ2) に対して、θ1 と θ2 が可換にできなければ、合

成 θ1θ2 の位数は 3 か 4 となるようにできる。ここでは θ1θ2 の位数が 3 の場合を説明する。
G = Spin(8)とし、その Lie代数を o(8)と表す。θ1 = Ad(I3,5)とおく。ただし、I3,5 は対角成分
に −1が 3つ 1が 5つ並んだ対角行列である。θ1 と反可換になるように位数 3の外部自己同型 κ
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を取ることができる。実際、八元数の構造を用いて κを実現することができる。θ2 = κθ1κ
−1 と

おく。このとき、θ1θ2 = κの位数は 3であり、θ1θ2 で固定される部分代数は階数 2の例外型 Lie

代数 g2 と同型である。(G, θ1, θ2)は [1]の意味で標準的であることがわかる。p1 ∩ p2 の極大可換
部分空間 aは 2次元で、Σ̃は G2 型のルート系であることがわかる。
さて、a から 0 でない元 x0 を取るたびに複素旗多様体M = Ad(G)x0 ∼= Ad(G)/Ad(H) が得

られる。一般論から、次のように Ad(H) がどのような群かわかる。a を含む g の極大可換部分
代数 t についての g のルート系 ∆ を考える。∆ の単純ルートは ∆ のディンキン図形の各頂点
に対応する。x0 と直交する単純ルートの頂点を黒く、そうでない単純ルートの頂点を白く塗り
分けたとき、黒い頂点の作る図形は Ad(H) の半単純部分のディンキン図形となる。よって、H
のリー代数が確定し、Ad(H) がわかる。つまり、M のイソトロピー群 H は x0 と g = o(8) の
ルート系の情報からきまる。いま、t は 4 次元で、g は D4 のルート系を持つ。この D4 の単純
ルートを α1, α2, α3, α4 を κ(α1) = α3, κ(α2) = α2, κ(α3) = α4, κ(α4) = α1 を満たすようにとれ
る。すると、x0 を正のルートとの内積が非負になるような tのワイル領域からとったとしたとき
⟨x0, α1⟩ = ⟨x0, α3⟩ = ⟨x0, α4⟩が成り立つ。このことから、M に対応する塗り分けられたディン
キン図形とイソトロピー群 H は次の 3種類となることがわかる。(イソトロピーが Gにどのよう
に埋め込まれているかは別途議論が必要であることに注意する。)

Ad(H) ∼= U(1)4 Ad(H) ∼= U(1)× SU(2)3 Ad(H) ∼= U(1)3 × SU(2)

x0 を a からとっているので −θ1 と −θ2 で M は不変であり、Li = Ad(Ki)x0 (i = 1, 2) がそ
れらの固定点集合として得られる。K1 と K2 はリー群として同型であり、したがって L1

∼=
Ad(K1)/Ad(K1 ∩ H) と L2

∼= Ad(K2)/Ad(K2 ∩ H) は等質空間としては同型である。しかし、
Ad(G)の作用で移り合うことはない。L1とL2のうち一つをAd(G)の元Ad(g)で動かして離散的
に交叉するかどうかを考える。X ∈ aに対して g = exp(X)となる gのみ考えれば十分であること
がわかる。定理 1から、L1 と Ad(exp(X))L2 が離散的に交わるためには p1 ∩Ad(exp(X))p1 = a

となることが必要十分であるとわかる。このようなX の集まり ar は下記のようにルート系を用い
て表示できる。Σ̃の短いルートのなす集合を Σω で表す。

ar = {X ∈ a | ⟨λ,X⟩ ̸∈ πZ (λ ∈ Σ̃)} ∩ {X ∈ a | ⟨λ,X⟩ ̸∈ ±π
3
+ πZ (λ ∈ Σω)}

である。ar は下記のように平面上に描くことができる。
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O

X ∈ ar のとき L1 と Ad(exp(X))L2 は離散的に交わる。その交叉は x0 を通る Σ̃のワイル群の
軌道に等しい。その元の個数は、Σ̃が G2 型の場合、Ad(H) ∼= U(1)4(主軌道)のとき 12個、それ
以外 (特異軌道)のとき 6個となる。特に #(L1 ∩ L2) ≥ 6 > 3 = r + 1が成り立っている。
L1 と L2 が等質空間として同型であることは上で述べたが、L2 が L1 を Ad(G)の作用で動かし
た実旗多様体 L′

1 とM 内で本質的に異なる位置にあることが下記のようにしてわかる。L1 と L′
1

の交叉は [3]の結果に含まれる。この場合、Σ̃は B3 型のルート系となり、L1 と L′
1 が離散的に交

わる場合の交叉もワイル群の軌道として得られ、元の個数はそれぞれ Ad(H) ∼= U(1)4 の場合 48

個、Ad(H) ∼= U(1)× SU(2)3 の場合 12個、Ad(H) ∼= U(1)3 × SU(2)の場合 24個となる。これ
らは L1 と L2 の場合の交点数といずれも異なっている。
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Morse部分群と stable部分群
松家拓稔 ∗(Takumi MATSUKA)

沼津工業高等専門学校　教養科　助教

概要
幾何学的群論とは代数的な対象である群を幾何学的に解析する分野である．群を調べる際に，
その部分群の構造に注目することは自然なことであるが，幾何学的にみて「良い」部分群とは
なんであろうか．Morse 部分群と stable 部分群は幾何学的にある良い性質をもった部分群の
クラスである．本研究では，Abbott–Mart́ınez-Pedroza により導入された coset intersection

complex を利用して，これらの概念が一致する条件を調べた．本稿の内容は深谷友宏氏 (東京
都立大学), Eduardo Mart́ınez-Pedroza 氏 (Memorial University of Newfoundland), および
Haoyang He 氏 (Memorial University of Newfoundland) との共同研究 (arXiv:2603.29158)

に基づく.

1 導入
幾何学的群論とは代数的な対象である群を幾何学的に調べる分野である．まず, 群に対して，その

群が幾何学的に作用する距離空間（主に Cayley グラフ)を考える. その距離空間の幾何学的な性質を
調べ，そこから作用する群の代数的および組合せ的性質を引き出していく．その嚆矢は Dehnによる
語の問題の研究にさかのぼる. 語の問題とは，有限生成群 Gに対して, その生成元による語として書
かれた 2つの元が等しいかどうかを決定するアルゴリズムを与えよという問題である. Dehnは曲面
の基本群に対し, 語の問題を肯定的に解決した. その際に曲面の基本群が双曲平面に幾何学的に作用
することに注目し, 語の問題を双曲平面の幾何学的な性質を調べることに帰着させた. 語の問題は群
の純粋な組合せ的問題であるが，それは幾何学的な視点を持ち込むことによって明瞭に解決された．
これは幾何学的群論の 1つの思想的背景である. この考え方は Gromovによってより明確にされた．
Gromovは Riemann多様体とは限らない距離空間に対して「空間が負に曲がっている」という概

念を定式化し, Gromov双曲空間を導入した. そして Gromov双曲空間に幾何学的に作用する群とし
て, 双曲群を定義した. これは負曲率をもつ群とみなせるものである．この群は多くの代数的，組合
せ的応用をもち，先ほどの語の問題もこのクラスで解けることが知られている．双曲群は幾何学的群
論の中心的な対象として盛んに研究され，数多くの研究の蓄積が存在する．
幾何学的群論の進展に伴い，群の幾何学的な性質それ自身を対象とする研究もあらわれてきた．あ

る代数的な性質をもった群がどのような幾何学的性質をもつのか，というこれまでとは逆方向の考え
方も注目されている．群の構造を調べる際に，部分群の構造に注目することは自然な視点である．そ

∗ e-mail:takumi.matsuka1@gmail.com
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れでは，群において幾何学的に「良い」部分群のクラスとはいったいなんであろうか．近年，Morse

部分群と stable部分群という 2つの概念が導入され，「良い」部分群のクラスとして研究されてい
る．本研究では Abbott–Mart́ınez-Pedroza [1] により導入された coset intersection complex とい
う概念を通して，この 2つの概念が一致する条件を考察した．

2 群の幾何学化と双曲群
幾何学的群論においては，群を幾何学的な対象として扱う．その際には群の代数的な構造を反映し

た Cayley グラフというものを主に考える．

Definition 1 (Cayley グラフ). 有限生成群 Gに対し, その有限生成系を S とする. S に関する G

の Cayley グラフ Cay(G,S) とは以下のような頂点集合 V (Cay(G,S)) と辺集合 E(Cay(G,S)) を
もつグラフである．

• V (Cay(G,S)) = G

• E(Cay(G,S)) = {{g, gs} | g ∈ G, s ∈ S ∪ S−1}

なお，Cay(G,S)には 1辺の長さを 1とした距離をいれる．

Cayley グラフは群の演算構造を辺の構造に反映したグラフといえる．幾何学的群論においては，
この Cayley グラフの幾何学的な構造を通して群を調べていく．
Gromovは Riemann多様体とは限らない距離空間に対して「空間が負に曲がっている」という概

念を定式化し, Gromov双曲空間を導入した. 有限生成群 Gの Cayley グラフ Cay(G,S)が Gromov

双曲空間であるとき，群 Gを双曲群という．直観的にいえば，双曲群 Gの Cay(G,S)上において測
地三角形を考えたとき，これは双曲平面上の測地三角形のように細い．双曲群は Cay(G,S)上の幾
何学的な条件によって定義されるので，一見この概念は有限生成系 S の取り方に依存するようにみ
えるが，双曲群であることは有限生成系の取り方によらない．

3 Morse部分群と stable部分群
群の構造を考察する際，その部分群に注目することは重要な視点である．ここでは，幾何学的に

「良い」部分群のクラスを考えたい．ある性質を満たす部分群であって，なおかつ次のような条件を
みたすものを「良い」部分群と考える．

(1) その部分群の性質は全体の群の生成系の取り方によらない.

(2) その部分群は全体の群の幾何学的な性質を反映している．

双曲群においては，そのような部分群のクラスは知られている．それが擬凸部分群である．
Gを有限生成群とし, S をその有限生成系とする. また, Gの部分群 H を Cay(G,S)の部分集合

ととらえ N(H;C)で Cay(G,S)における H の C-近傍を表す.

Definition 2 (擬凸部分群). 有限生成群 Gの部分群 H が S に関して擬凸部分群であるとは, H を
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Cay(G,S)の部分集合とみたときに，次の条件を満たすことをいう．
ある定数 C が存在し, H 上の任意の 2点 h1, h2 とそれらを結ぶ Cay(G,S)上の任意の測地線分 γ

に対し,
Im(γ) ⊆ N(H;C)

が成り立つ.

部分群 H を Cay(G,S)の部分集合とみたときに，この部分集合が有限の誤差を許して凸集合であ
ることを示している．Cay(G,S)上の幾何学的な条件により定義されているため，一般にはこの概念
は有限生成系 S の取り方に依存する概念である．ただし，全体の群が双曲群の場合においては次の
ことが成り立つ.

Proposition 1. Gを双曲群とする. H を S に関する擬凸部分群とすると，以下が成立する．

(1) Gの任意の有限生成系 S′ について, H は S′ に関する擬凸部分群である．
(2) H は双曲群である．

すなわち, 群 Gが双曲群であるとき，部分群 H が擬凸部分群であることは Gの生成系の取り方に
よらない．また, 擬凸部分群 H もまた双曲群となることから，これは群 Gの幾何を良く反映してい
ることが分かる. さらに，このとき H は有限生成であり Gへの包含写像は擬等長埋め込みとなる．
しかし，より一般の群においては擬凸部分群は必ずしも「良い」部分群とは言えない．ある生成系

に関して擬凸部分群であっても，異なる生成系で擬凸部分群でない例が存在する．そのため，双曲群
より一般の群に対して，上記の 2条件をみたすような「良い」部分群のクラスを導入する試みがなさ
れた．Morse部分群と stable部分群はその例である. Morse部分群は Tran [7]，Genevois [4] によ
りそれぞれ独立に導入された．

Definition 3 (Morse部分群). 有限生成群 Gの部分群H が S に関してMorse部分群であるとは,

次の条件を満たすことをいう．
λ, k に依存するある定数 M = M(λ, k) が存在し, H 上の任意の 2 点 h1, h2 とそれらを結ぶ

Cay(G,S)上の任意の (λ, k)-擬測地線分 γ に対し,

Im(γ) ⊆ N(H;M)

が成り立つ.

Morse 部分群は擬凸部分群より強い概念である．全体の群が双曲群であるときの擬凸部分群と同
様に次のことが成立する．

Proposition 2. Gを有限生成群とする. H を S に関する GのMorse部分群とすると，以下が成
立する．

(1) Gの任意の有限生成系 S′ について, H は S′ に関するMorse部分群である．
(2) H は有限生成であり，なおかつ Gへの包含写像は擬等長埋め込みとなる．

Durhamおよび Taylor [5] は写像類群の部分群の性質を研究する中で，次の stable部分群の概念
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を導入した．

Definition 4 (Stable 部分群). 有限生成群 Gの部分群 H が stable部分群であるとは, H が有限
生成かつ Gへの包含写像が擬等長埋め込みとなり，次の条件を満たすことをいう．
S, λ, k に依存するある定数 L = L(S, λ, k)が存在し, H 上の 2点を共通の端点とする Cay(G,S)

上の 2つの (λ, k)-擬測地線分 γ,η に対し,

dH(Im(γ), Im(η)) ≤ L

が成り立つ. ただし，dH はハウスドルフ距離とする.

Remark 1. 部分群 H が stable部分群であることもまた，全体の群 Gの生成系の取り方によらな
い．ただ，H が stable部分群であるとき，全体の群 Gの幾何学的な性質によらず，つねに H は双
曲群となる．

4 主定理
双曲群においては，擬凸部分群, Morse部分群，および stable部分群の概念は一致する. ただし，

より一般の群においては，これらの概念の間には差がある．群 Z2 = Z × Z は双曲群ではない．Z2

は Z2 自身のMorse部分群であるが，stable部分群ではない．Morse部分群と stable部分群の関係
については，一般的な次の結論が Tran [7] によって示されている．

Theorem 1 ([7]). Gを有限生成群とし, Gの部分群 H を無限群とする．次は同値である.

(1) H は stable部分群である.

(2) H はMorse部分群かつ双曲群である．

stable 部分群は常に Morse 部分群である．また，群 Gの有限指数部分群は常に Morse 部分群で
あるので, 有限指数部分群を自明なMorse 部分群とよぶ．
では, どのような状況において，非自明なMorse部分群と stable部分群は一致するだろうか．す

なわち，いつ非自明なMorse部分群は stable部分群になるだろうか．この問題に関して，[2], [6], お
よび [7]のような先行研究がある．
我々 [3] はこれらの先行研究の戦略を基にし，Abbott–Mart́ınez-Pedroza [1] により導入された

coset intersection complex の概念を用いて，非自明なMorse部分群が stable部分群になる条件を
研究した. 有限生成群 Gに対して，P を Gの部分群の有限族とする．群対 (G,P)とは，群 Gと部
分群の有限族 P の組のことである．

Definition 5 (Coset intersection complex). 群対 (G,P) に関する coset intersection complex

K(G,P)とは，以下のような単体的複体である．

• 0-単体 : gP (g ∈ G, P ∈ P)

• r-単体 : {g0P0, . . . , grPr}は
r∩

i=0

giPig
−1
i が無限位数であるとき r-単体となる．
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coset intersection complex は部分群族 P が群 Gの中でどのように分布しているかを表している．
本共同研究の主定理は以下である．

Theorem 2 ([3]). 群対 (G,P)に関して，以下を仮定する.

(1) 任意の P ∈ P に関して，Gへの包含写像は擬等長埋め込みとなる．
(2) P は quasi-syllabicである．
(3) 任意の P ∈ P に対して, Q ⩽ P が P のMorse 部分群であるとき，Qは有限群もしくは P の
有限指数部分群である．

(4) 群対 (G,P) の coset intersection complex K(G,P) は連結かつ Gromov 双曲的である．ま
た，Gは K(G,P)の 1-骨格にココンパクトに作用する．

このとき，Gの無限指数部分群 H がMorse 部分群であれば，H は stable部分群である．

この定理を証明する際の副産物として，次が得られた．

Theorem 3 ([3]). 有限生成群 Gは単体的ツリーにココンパクトに作用するものとする．また，以
下を仮定する．

(1) 任意の辺に対して，その固定部分群は無限群である．
(2) 任意の頂点の固定部分群に関して，Gへの包含写像は擬等長埋め込みとなる．
(3) 任意の頂点に対して，その固定部分群は非自明なMorse部分群をもたない．

このとき，Gの無限指数部分群 H がMorse 部分群であれば，H は stable部分群である．

参考文献
[1] Carolyn Abbott and Eduardo Mart́ınez-Pedroza. The quasi-isometry invariance of the coset

intersection complex. Algebr. Geom. Topol., Vol. 26, No. 2, pp. 659–698, 2026.

[2] Sahana H Balasubramanya, Marissa Chesser, Alice Kerr, Johanna Mangahas, and Marie

Trin. Stable subgroups of graph products, 2026. arXiv:2511.11176.

[3] Tomohiro Fukaya, Haoyang He, Eduardo Martinez-Pedroza, and Takumi Matsuka. Morse

and stable subgroups via the coset intersection complex, 2026. arXiv:2603.29158.

[4] Anthony Genevois. Hyperbolicities in CAT(0) cube complexes. Enseign. Math. (2), Vol. 65,

No. 1-2, pp. 33–100, 2019.

[5] Matthew Gentry Durham and Samuel J. Taylor. Convex cocompactness and stability in

mapping class groups. Algebr. Geom. Topol., Vol. 15, No. 5, pp. 2839–2859, 2015.

[6] Heejoung Kim. Stable subgroups and Morse subgroups in mapping class groups. Int. J.

Algebra Comput., Vol. 29, No. 5, pp. 893–903, 2019.

[7] Hung Cong Tran. On strongly quasiconvex subgroups. Geom. Topol., Vol. 23, No. 3, pp.

1173–1235, 2019.

28



SIX-DIMENSIONAL PSEUDO-RIEMANNIAN FLAGS AND TOTALLY

GEODESIC SUBMANIFOLDS

MATEO ANARELLA

1. Nearly Kähler geometry

The study of nearly Kähler geometry may have its origins at Tokyo Metropolitan university.
In 1930, Schouten and van Dantzig [SvD30] introduced the concept of Kähler manifolds, which
sit at the crossroads between symplectic, complex and Riemannian geometry. That is, a smooth
manifold M with a complex structure J and a symplectic form ω that satisfy g(JX, Y ) = ω(X,Y )
for all X,Y ∈ X(M) (or equivalently ∇J ≡ 0). Prior to that, in his PhD thesis, Riemann already
studied what are known today as Riemann surfaces, which were probably the first known examples
of Kähler manifolds, albeit for trivial reasons. It was in a later work by Kähler [K3̈3] that his name
became associated with these spaces, and the term was probably coined later on by Weil [Wei58].

Knowing that the complex space forms carried such structure, a question arose quickly: which
of the other classical manifolds admitted a Kähler structure? For topological reasons, it was clear
that spheres, except for S2, do not admit a symplectic structure, and hence not a Kähler one.
However, it was not clear whether spheres carried a complex atlas or not. This question was first
posed in 1948 by Hopf [Hop48]. There he already gave a negative answer for S4 and S8. Just a year
before that, Kirchoff had already answered negatively the question for any sphere of dimension
n ̸= 8m+6 by noticing that if a sphere carries a complex structure, then the sphere one dimension
higher is parallelizable, which by Eckmann [Eck43] and Whitehead [Whi46] was known to be of
dimension 1, 3 or 8m + 7. Later on it was shown independently by several authors that the only
parallelizable spheres are S1, S3 and S7. The existence of a complex structure on S6 remains open
and is known as the Hopf problem. For more information about this problem see [ABG+18].

Kirchoff also noticed that S6 does carry an almost complex structure induced by the octonions
(also known as Cayley numbers), namely JpX = p × X, where × is the cross product of R7.
However this structure does not arise from a complex atlas, since J is not parallel. Nonetheless,
Fukami and Ishihara [FI55] noticed that ∇J is actually skew symmetric, and as a consequence the
Hermitian connection and the canonical connection coincide. The first mention of nearly Kähler
manifold as a general concept was in 1959 by Tachibana [Tac59] who introduced them as K-spaces.

Later on, Gray took interest in this concept and in a series of papers [WG68, Gra70, Gra72,
Gra76, GH80] he coined the term nearly Kähler and showed the relation between homogeneous
nearly Kähler manifolds and 3-symmetric spaces.

Definiton 1.1. An almost Hermitian manifold (M, g, J) is said to be nearly Kähler if ∇J is skew
symmetric. If moreover ∇J is non-degenerate, M is said to be strict nearly Kähler.

From a simple computation it follows that 2- and 4-dimensional nearly Kähler manifolds are
automatically Kähler. Moreover, Gray showed that any nearly Kähler manifold is the Riemannian
product of a strict nearly Kähler manifold and a Kähler manifold. As a consequence, in dimension
6 a non-Kähler nearly Kähler manifold is strict nearly Kähler. In 1968 Gray and Wolf [WG68]
mentioned the first examples of strict nearly Kähler manifolds that were not S6. Moreover, in there
we find the four standard six-dimensional homogeneous examples: S6, CP 3, S3 × S3, F (C3), the
last three with non-standard metrics. In 1972 Gray [Gra72] shows that any 3-symmetric space with
its naturally reductive metric is homogeneous nearly Kähler. The converse however, was unknown
at that moment.

Together with Hervella [GH80], Gray divided almost Hermitian manifolds in 16 different classes.
The division was made based on four different properties, W1, W2, W3, W4, that ∇ω can satisfy.
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What the properties are is outside the scope of this abstract, but we emphasize that the properties
do not have non-zero intersections and they span the space of all possible covariant derivatives ∇ω.

In Figure 1 we see how the more classical classes of almost Hermitian manifolds distribute with
respect to these properties. Here, ∇ω belonging to the intersection of two classes Wi, Wj does
not mean that it satisfies both properties, but rather that ∇ω is the sum of two tensors that each
satisfy one of the properties. The classes G1 and G2 were studied in more detail by Hervella and
Vidal [HV76, VH79].

Kähler

W1

W3 W4

W2

Nearly
Kähler

Almost
Hermitian

Almost
Kähler

Quasi
Kähler

Hermitian

Semi
Kähler

G1 G2

Special
Hermitian

Figure 1. The 16 classes of almost Hermitian manifolds.

Nearly Kähler manifolds are not just interesting because they have a neat structure. Later on
new properties were found outside of the almost Hermitian realm. In 1976 Gray [Gra76] showed
that six-dimensional nearly Kähler manifolds are Einstein with positive scalar curvature. Friedrich
and Grunewald [FG85, Gru90] realized that a six-dimensional Riemannian manifold admits a
Killing spinor if and only if it is nearly Kähler. In 1987, Bryant [Bry87] completed the list of
exceptional holonomies of Berger, finding that the cone over the nearly Kähler six-dimensional
homogeneous flag manifold has holonomy G2. Later on, Bryant and Salamon [BS89] proceeded
to construct complete examples with holonomy in G2 as the cones over the homogeneous six-
dimensional nearly Kähler manifolds. In fact, Bär [B9̈3] showed that having a Killing spinor is
equivalent to the holonomy of the cone being included in G2.

In 2002, Nagy [Nag02] showed the splitting properties of nearly Kähler manifolds: A strict nearly
Kähler manifold is a Riemannian product of six-dimensional nearly Kähler manifolds, homogeneous
nearly Kähler manifolds, and twistor spaces over positive quaternionic Kähler manifolds.

In 2005, Butruille [But05] showed the converse of Gray’s theorem: Any homogeneous nearly
Kähler manifold admits a 3-symmetric structure. Using the classification of 3-symmetric spaces,
he showed that the only (complete, simply connected) homogeneous strict nearly Kähler manifolds
in dimension six are S6, S3 × S3, CP 3 and F (C3). He also conjectured that these were the only
compact strict nearly Kähler manifolds, but this was disproven by Foscolo and Haskins [FH17] in
2017.

In the pseudo-Riemannian setting, that is, when the metric has signature, not much is known.
So far, there is no classification for homogeneous pseudo-Riemannian nearly Kähler manifolds.
Besides Gray’s classification [Gra72] for 3-symmetric spaces, Kath [Kat00] and Schäfer [Sch17]
provided lists of analogues of the homogeneous Riemannian spaces.

Note that in a pseudo-Riemannian setting (in dimension six), we have two possibilities for the
behavior of the almost Hermitian structure. On the one hand, in the same way as the Riemannian
case, g(JX, JY ) = g(X,Y ) and J2 = −Id. In this case the signature of the metric is (++++−−).
On the other hand, g(JX, JY ) = −g(X,Y ) and J2 = Id. In this case the signature of g is
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(+ + + − −−). If we assume that the covariant derivative of J is zero (or skew-symmetric), we
will call the first kind pseudo-(nearly) Kähler, and the second kind (nearly) para-Kähler.

Here we will focus on the flag manifold and its analogues, shown in Figure 2. The space F δ
ε (V )

consists of all the flags (ℓ,Π) in V , with ℓ of causal character ε and the complement of ℓ in Π with
causal character δ.

F (C3) SU(2,1)
U(1)×U(1) = F+

+ (C3
1) = F−

+ (C3
2) nearly Kähler

SU(2,1)
SO(1,1)×U(1) nearly para-Kähler

SL(3,R)
R∗×SO(2) nearly Kähler

SL(3,R)
(R+×R+)∪(R−×R−) = F (D3) nearly para-Kähler

Figure 2. The analogues of F (C3).

In particular, Kath realized the analogues as twistor and reflector spaces over pseudo-Riemannian
quaternionic Kähler spaces, as seen in Figure 3.

S2 SU(3)
U(1)×U(1) = F (C3) CP 2

S2 SU(1,2)
U(1)×U(1) = F−

+ (C3
2) CP 2

2

S22
SU(2,1)

U(1)×U(1) = F+
+ (C3

1) CP 2
1

S21
SU(2,1)

SO(1,1)×U(1) CP 2
1

S22
SL(3,R)

R∗×SO(2) DP 2

S21
SL(3,R)

(R+×R+)∪(R−×R−) = F (D3) DP 2

Figure 3. The twistor and reflector fibrations of the flag manifolds.

2. Submanifolds

An almost complex submanifold Σ of an almost Hermitian space (M, g, J) is a submanifold that
is invariant under J , that is JTΣ = TΣ.

A submanifold Σ of M is said to be totally geodesic if any geodesic of Σ is also a geodesic of M .
Equivalently, the Levi-Civita connections of M and of Σ coincide. Note that if the the submanifold
Σ is degenerate, it does not carry a canonical metric, torsion-free connection. Thus, we say that a
degenerate submanifold Σ is totally geodesic if any geodesic of M that starts in Σ, with direction
tangent to Σ, stays in Σ for short times. Equivalently, Σ is totally geodesic if TΣ is autoparallel,
that is ∇XY ∈ TΣ for all X,Y ∈ TΣ, where ∇ is the connection of M .

Cwiklinski and Vrancken [CV22] classified all non-degenerate almost complex totally geodesic
submanifolds of F (C3) and F+

+ (C3
1). Totally geodesic almost complex submanifolds of the remain-

ing nearly Kähler space of Figure 2 were classified in the following theorem.
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Theorem 2.1. [ACD+26] Let f : Σ → SL(3,R)
R×SO(2) be a totally geodesic almost complex surface.

Then, f(Σ) is homogeneous and congruent to one of the following orbits.

(1) The orbit S22( 12 ) through [Id] of a subgroup SL(2,R) ⊂ SL(3,R),
(2) The orbit S2(1) through [Id] of a subgroup SO(3) ⊂ SL(3,R),
(3) The orbit S22(1) through [Id] of a subgroup SO+(2, 1) ⊂ SL(3,R),
(4) The orbit R2

2 through [Id] of a subgroup R2 ⊂ SL(3,R),
(5) A degenerate orbit through [Id] of a subgroup R2 ⊂ SL(3,R).

Note that according to the following theorem, non-degenerate four-dimensional almost complex
submanifold do not exist.

Theorem 2.2 ([LVW20]). Any non-degenerate almost complex submanifold of a pseudo-Riemannian
nearly Kähler manifold of dimension 2n, is of dimension strictly less than 2n− 2.

Therefore, the following theorem completes the classification of almost complex totally geodesic
submanifolds of SL(3,R)/R× SO(2).

Theorem 2.3 (A. 2025). A totally geodesic almost complex 4-dimensional submanifold of SL(3,R)
SO(2)×R

is congruent to the degenerate orbit of the subgroup AN through [Id], where AN is the solvable
subgroup of SL(3,R) from its Iwasawa decomposition.

In a recent unpublished article [LNRV24], the authors classified all totally geodesic submani-
folds of the Riemannian nearly Kähler six-dimensional manifolds. All examples are either almost
complex or totally real (JTΣ ⊂ TΣ⊥). So far there is no proof for this statement in general. If any
counterexample exists, it would definitely be in the degenerate realm. The intention is to further
study the spaces of Figure 2 and find all exceptional examples within totally geodesic submanifolds
and/or isometric actions.
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Koszul-Vinberg構造と Poisson構造の対応

中村友哉 ∗(工学院大学学習支援センター)

概要

Abouqateb, Boucetta, Bourzik [3] は Hesse多様体の非退化性を落とした一般化

であるKoszul-Vinberg多様体を定義し、Koszul-Vinberg多様体 (M,∇, h) がその

接バンドルの全空間上に Poisson構造を誘導することを示した。Koszul-Vinberg構

造は左対称亜代数上に、Poisson構造は Lie亜代数上に一般化されるが、Poisson構

造は更に Jacibi構造に、Koszul-Vinberg構造は同様に Jacobi-Koszul-Vinberg構

造に一般化される [1]。本講演では、左対称亜代数上の Koszul-Vinberg構造が延長

Lie 亜代数上の Poisson 構造を誘導すること、更にそれが Jacobi-Koszul-Vinberg

構造と Jacobi構造の対応に一般化できることなどを紹介する。この研究は東京理科

大学の木村直記氏との共同研究である。

1 Koszul-Vinberg構造と Poisson構造の対応

Koszul-Vinberg多様体 (M,∇, h) は、アフィン多様体 (M,∇) と条件

(∇h♯αh)(β, γ) = (∇h♯βh)(α, γ) (α, β, γ ∈ Ω1(M))

を満たす対称 2-テンソル場 h の組であり、Hesse多様体の一般化である。アフィン多様

体 (M,∇) 上の対称 2-テンソル場 h は接バンドルの全空間 TM 上の 2-ベクトル場 Πh

を誘導する。このとき次が成り立つことが知られている:

Theorem 1.1 ([3]). アフィン多様体 (M,∇) 上の h ∈ Γ(S2TM) に対して次は同値で

ある:

(i) (M,∇, h) : Koszul-Vinberg多様体

(ii) (TM,Πh) : Poisson多様体

アフィン多様体上の Koszul-Vinberg 構造は左対称亜代数上に一般化される。多様体

∗ kt13676@ns.kogakuin.ac.jp

本研究は JSPS科研費 JP23K12977, 26K16988の助成を受けたものです。
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M 上の左対称亜代数とは、ベクトルバンドル A, Γ(A) 上の双線形な積 ·A, M 上のバンド

ル写像 ρA : A→ TM の 3つ組で、次を満たすものである: 任意の X,Y, Z ∈ Γ(A), f ∈
C∞(M) に対して、

(X,Y, Z) = (Y,X,Z), (1.1)

X ·A (fY ) = f(X ·A Y ) + (ρA(X)f)Y, (fX) ·A Y = f(X ·A Y ). (1.2)

ここで (X,Y, Z) := (X ·A Y ) ·A Z −X ·A (Y ·A Z)である。アフィン多様体 (M,∇) 上
の接バンドルは (TM)∇ := (TM,∇, idTM ) とおけば左対称亜代数である。

左対称亜代数 A = (A, ·A, ρA) 上の Koszul-Vinberg構造とは、Jh, hKA = 0 を満た

す h ∈ Γ(S2A) のことである。ここで、任意の h ∈ Γ(S2A) に対して、

Jh, hKA(α, β, γ) =ρA(h♯α)h(β, γ)− ρA(h♯β)h(α, γ) + ⟨α, h♯β ·A h♯γ⟩
− ⟨β, h♯α ·A h♯γ⟩ − ⟨γ, h♯α ·A h♯β − h♯β ·A h♯α⟩.

アフィン多様体 (M,∇) に対して h ∈ Γ(S2TM) が左対称亜代数 (TM)∇ 上の Koszul-

Vinberg 構造であることと (M,∇, h) が Koszul-Vinberg 多様体であることは同値で

ある。

一方、多様体上の Poisson 構造は Lie 亜代数上に一般化される。多様体 M 上の Lie

亜代数とは、ベクトルバンドル A, Γ(A) 上の Lie 括弧積 [·, ·]A, M 上のバンドル写像

ρA : A→ TM の 3つ組で、次を満たすものである:

[X, fY ]A = f [X,Y ]A + (ρA(X)f)Y (X,Y ∈ Γ(A), f ∈ C∞(M)).

多様体 M の接バンドルは TM = (TM, [·, ·], idTM ) とおけば Lie亜代数である。

M 上の Lie亜代数 A = (A, [·, ·]A, ρA) 上の Poisson構造とは、[π, π]A = 0 を満たす

π ∈ Γ(
∧2

A) のことである。ここで [·, ·]A : Γ(
∧k

A)× Γ(
∧l

A)→ Γ(
∧k+l−1

A) は、多

重ベクトル場全体の空間に定義されるものと同様に定義される A 上の Schouten括弧積

である。

本講演ではまず、この一般化された構造についても Theorem 1.1 と同様の対応が成り

立つということを紹介する。多様体上の Poisson 構造は、Lie 亜代数である接バンドル

上の Poisson 構造と見なすことができる。即ち、Theorem 1.1 の Poisson 多様体は Lie

亜代数 TTM 上の Poisson構造と見なせる。M 上のアフィン接続は TTM を垂直方向

V (M) と水平方向 H(M) の直和に分解するが、この分解において、V (M) と H(M) が

同ランクのバンドルであることによって h ∈ Γ(S2TM) から Πh ∈ Γ(
∧2

TTM) が構成

される。左対称亜代数 A の接バンドル TA も垂直方向と水平方向の直和に分解するが、
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一般にこれらのランクは一致しない。このことは左対称亜代数の延長 Lie亜代数を定義す

ることによって解消される。

Definition 1 ([4], [6]). pE : E → M でベクトルバンドル E の射影を表すとする。左

対称亜代数 (A, ·A, ρA) に対して、その延長とは A 上のベクトルバンドル LA で、全空間
は、接写像 TpA : TA→ TM の ρA による引き戻しの全空間、即ち、

LA := {(b, v) ∈ A× TA | ρA(b) = TpA(v)},

射影 pLA : LA → A は pLA(b, v) := pTA(v), (b, v) ∈ LA で与えられるもので
ある。また ·A は同ランクのバンドルへの分解 LA = V (LA) ⊕ H(LA) を誘導し、
Γ(V (LA)),Γ(H(LA)) は Γ(A) の元 X の持ち上げ Xv, Xh によってそれぞれ生成され

る。このとき LA 上の Lie亜代数構造 ([·, ·]LA, ρLA) は次で与えられる:

ρLA : LA→ TA, ρLA(b, v) := v,

[Xv, Y v]LA = 0, [Xh, Y v]LA = (X ·A Y )v, [Xh, Y h]LA = [X,Y ]hA. (X,Y ∈ Γ(A))

延長 Lie亜代数を用いることで、多様体の場合と同様に h ∈ Γ(S2A)は Πh ∈ Γ(
∧2 LA)

を誘導することが従い、次を得る。

Theorem 1.2 (木村-N. [2]). 左対称亜代数 (A, ·A, ρA) 上の対称 2-切断 h ∈ Γ(S2A) に

対して次は同値である:

(i) h : 左対称亜代数 (A, ·A, ρA) 上の Koszul-Vinberg構造

(ii) Πh : 延長 Lie亜代数 LA 上の Poisson構造

(M,∇, h) が Koszul-Vinberg 多様体であることと h が左対称亜代数 (TM,∇, idTM )

上の Koszul-Vinberg 構造であることは同値であり、(TM,Πh) が Poisson 多様体であ

ることと Πh が Lie 亜代数 TTM 上の Poisson 構造であることは同値である。更に

L(TM) ∼= TTM が成り立つので Theorem 1.2は Theorem 1.1の一般化である。

2 Jacobi-Koszul-Vinberg構造と Jacobi構造の対応

Lie亜代数上の Poisson構造は Jacobi亜代数上の Jacobi構造 [5]へ、左対称亜代数上

の Koszul-Vinberg 構造は Jacobi 左対称亜代数上の Jacobi-Koszul-Vinberg 構造 [1] へ

と更に一般化される。

多様体 M 上の Jacobi 亜代数 (A,ϕ0) とは Lie 亜代数 A = (A, [·, ·]A, ρA) と
⟨ϕ0, [X,Y ]A⟩ = ρA(X)⟨ϕ0, Y ⟩ − ρA(Y )⟨ϕ0, X⟩ を満たす ϕ0 ∈ Γ(A∗) の組である。
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多様体 M に対して TM ⊕ R := TM ⊕ (M × R) には自然に Lie亜代数の構造が入る。

このとき (0, 1) ∈ Γ((TM ⊕ R)∗) ∼= Ω1(M) × C∞(M) によって (TM ⊕ R, (0, 1)) は
Jacobi亜代数となる。

Jacobi 亜代数 (A,ϕ0) 上の Jacobi 構造とは、[π, π]A,ϕ0
= 0 を満たす π ∈ Γ(

∧2
A)

のことである。ここで

[π, π]A,ϕ0
:= [π, π]A + 2π♯ϕ0 ∧ π.

多様体 M 上の Jacobi 構造 (Λ, E) とは、[Λ,Λ] = 2E ∧ Λ, [E,Λ] = 0 を満たす Λ ∈
X2(M), E ∈ X(M) の組である。これは (Λ, E) ∈ Γ(

∧2
(TM ⊕ R)) ∼= X2(M) × X(M)

が Jacobi亜代数 (TM ⊕ R, (0, 1)) 上の Jacobi構造であることと同値である。

Jacobi亜代数 (A,ϕ0) は A×R 上の Lie亜代数構造を誘導し、(A,ϕ0) 上の Jacobi構

造は A× R 上の Poisson構造を誘導する。これを Jacobi構造の Poisson化と呼ぶ。

一方、M 上の Jacobi 左対称亜代数 (A,ϕ0) とは左対称亜代数 (A, ·A, ρA) と
ρA(X)⟨ϕ0, Y ⟩ − ⟨ϕ0, X ·A Y ⟩ が対称となるような ϕ0 ∈ Γ(A∗) の組である。アフィン多

様体 (M,∇) 上のベクトルバンドル TM ⊕ R 上には自然に左対称亜代数の構造が入る。
更に (TM ⊕ R, (0, 1)) は Jacobi左対称亜代数となる。

Jacobi左対称亜代数 (A,ϕ0) 上の Jacobi-Koszul-Vinberg構造とは、Jh, hKϕ0

A = 0

を満たす h ∈ Γ(S2A) のことである。ここで、

Jh, hKϕ0

A (α, β, γ) := Jh, hKA(α, β, γ) + h(ϕ0, α)h(β, γ)− h(ϕ0, β)h(α, γ).

Jacobi 左対称亜代数 (A,ϕ0) は A × R 上の左対称亜代数構造を誘導し、(A,ϕ0) 上の

Jacobi-Koszul-Vinberg 構造は A × R 上の Koszul-Vinberg 構造を誘導する。これを

Jacobi-Koszul-Vinberg構造のKoszul-Vinberg化と呼ぶ。

Theorem 1.2を Jacobi左対称亜代数上の Jacobi-Koszul-Vinberg構造に適用すること

で次を得る:

Theorem 2.1 (木村-N. [2]). Jacobi左対称亜代数 (A,ϕ0) 上の対称 2-切断 h ∈ Γ(S2A)

に対して次は同値である:

(i) h : Jacobi左対称亜代数 (A,ϕ0) 上の Jacobi-Koszul-Vinberg構造

(ii) Πh : 延長 Jacobi亜代数 (LA,ϕh0) 上の Jacobi構造

但し α ∈ Γ(A∗) に対して、αh ∈ Γ((LA)∗) は ⟨αh, Xv⟩ = 0, ⟨αh, Xh⟩ = ⟨α,X⟩ ◦ pA
(X ∈ Γ(A)) で定義される。

Koszul-Vinberg多様体が Koszul-Vinberg構造を持つ左対称亜代数 (TM)∇ と同値で
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あることを参考に、(M,∇) 上の Jacobi-Koszul-Vinberg構造を (TM ⊕R, (0, 1)) 上
の Jacobi-Koszul-Vinberg構造として定義することによって Jacobi-Koszul-Vinberg

多様体 (M,∇, h, E) の定義を得る [1]。ここで h ∈ Γ(S2TM), E ∈ X(M) である。

Theorem 2.1 を (TM ⊕ R, (0, 1)) 上の Jacobi-Koszul-Vinberg 構造に適用し、それぞ

れ多様体の言葉で書き直すことで、Theorem 1.2, Theorem 2.1, Koszul-Vinberg 化、

Poisson化の間の次のような関係を得る:

Theorem 2.2 (木村-N. [2]). Jacobi-Koszul-Vinberg 多様体 (M,∇, h, E) に対して次

の図式は可換である:

(M,∇, h, E)

Jacobi-Koszul-Vinberg多様体
Koszul-Vinberg 化//

Theorem 2.1

��

(M × R, ∇̃, (̃h,E))

Koszul-Vinberg多様体

Theorem 1.2 (Theorem 1.1)

��

(TM ⊕ R,Λ, E′)

Jacobi多様体
Poisson 化 //

(
T (M × R), (̃Λ, E′) = Π(̃h,E)

)
Poisson多様体

参考文献

[1] N. Kimura and T. Nakamura, Jacobi-Koszul-Vinberg structures on Jacobi-left-

symmetric algebroids, to appear in Tohoku Math. J.

[2] N. Kimura and T. Nakamura, Koszul-Vinberg structures on left-symmetric alge-

broids and their associated Poisson structures, preprint

[3] A. Abouqateb, M. Boucetta and C. Bourzik, Contravariant pseudo-Hessian mani-

folds and their associated Poisson structures, Differential Geom. Appl. 70 (2020),

101630, 26 pp.

[4] P. J. Higgins and K. Mackenzie, Algebraic constructions in the category of Lie

algebroids, J. Algebra 129 (1990), 194–230.

[5] D. Iglesias-Ponte and J. C. Marrero, Generalized Lie bialgebroids and Jacobi

structures, J. Geom. Phys. 40 (2001), 176–200.

[6] E. Mart́ınez, Lagrangian Mechanics on Lie Algebroids, Acta Appl. Math. 67

(2001), 295–320.

[7] H. Shima, Homogeneous Hessian manifolds, Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 30

(1980), no. 3, 91–128.

38



熱流による正則閉集合と閉球の同定∗

坂田繁洋†

概 要
Euclid空間に正則 (開集合の閉包をとって得られる) 閉集合と閉球が与えられたとき, それ

らの定義関数を初期値とする熱方程式の初期値問題の解を用いて, それらが等しいかどうか判
定する。

1 序

本稿は, 著者と若杉勇太氏 (広島大学)との共同研究 [7]の一部の解説である。主として参照す
る先行研究は, [3, Theorem 4]で示されたHot Potato Kugel定理である。potato kugelとは,

ジャガイモ・タマネギ・卵を使ったユダヤ料理である。そのレシピは [6, pp. 137–138]を参照せ
よ。Hot Potato Kugel定理の問題意識は, 「空間内に一様に温められた形不明の 2つのジャガイ
モが与えられたとき, それらから伝わる熱を用いて, それらが等しいかどうか判定できるか？」で
あり, 主張は, 「少なくとも一方が球形ならば, できる」である。当該分野の研究者のユーモアに
より, 与えられた対象を球と同定する逆問題は, しばしば (ユダヤ)料理名で参照される。他には,

matzoh ball soupがある。これについては, 例えば, [5]と [10, Section 10]を参照せよ。
Hot Potato Kugel定理を正確に述べるために, 記号と用語を準備する。

G(x, t) =
1

(4πt)n/2
exp

(
−|x|

2

4t

)
, (x, t) ∈ Rn × (0,+∞) (1.1)

とおく。f ∈ L1(Rn)とする。たたみ込み

G(·, t) ∗ f(x) =
∫
Rn

G(x− y, t)f(y) dy, (x, t) ∈ Rn × (0,+∞)

は, Rnにおける熱方程式の解である。すなわち, 任意の (x, t) ∈ Rn × (0,+∞)に対して,(
∂

∂t
−∆

)
G(·, t) ∗ f(x) = 0

が成り立つ。f が xで連続ならば,

lim
t→0+

G(·, t) ∗ f(x) = f(x)

が成り立つ。関数族 {G(·, t) ∗ f}t∈(0,+∞)を f の熱流という。
A ⊂ Rnの定義関数を χAとかく。A ⊂ Rnが正則閉集合であるとは, A = cl intAが成り立つこ

とをいう。A ⊂ Rnが体 (body)であるとは, Aが有界な正則閉集合であることをいう。A ⊂ Rnが
ソリッドであるとは, Aが体であり, かつAの補集合が連結であることをいう。Hot Potato Kugel

定理の「空間」とはRn, 「ジャガイモ」とはRnのソリッドとし, 「一様に温められたジャガイモ
K から伝わる時刻 tにおける位置 xの熱」とはG(·, t) ∗ χK(x)である。
Hot Potato Kugel定理を正確に述べる。
∗科学研究費・若手研究「凸体の双対体積の幾何不等式とそれから導かれる凸体の演算の性質」(20K14320)の援助

を受けている。
†法政大学理工学部, E-mail: sakata@hosei.ac.jp
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定理 1.1 ([3, Theorem 4]). X ⊂ Rn をソリッド, B ⊂ Rn を n次元閉球とする。ある開集合
O ⊂ Rn \ (X ∪B)が存在して, 任意の x ∈ Oに対して,

lim
t→+∞

tn/2+1 (G(·, t) ∗ χX(x)−G(·, t) ∗ χB(x)) = 0 (1.2)

が成り立つと仮定する。このとき, X = Bである。

(1.2)の意味, 特に, 係数 tn/2+1の役割を確認する。各 x ∈ Rnに対して,

(4πt)n/2G(x, t) = 1− |x|
2

4t
+O

(
1

t2

)
(t→ +∞) (1.3)

が成り立つ。K ⊂ Rnを体とする。(1.3)より, 各 x ∈ Rnに対して,

(4πt)n/2G(·, t) ∗ χK(x) = VolK − 1

4t

∫
K
|x− y|2 dy +O

(
1

t2

)
(t→ +∞) (1.4)

が成り立つ。よって, (1.2)は, 「K = X とした (1.4)とK = Bとした (1.4)の第 1項と第 2項が
それぞれ等しい」を意味する。この意味で, X とBから伝わる熱を用いている。
本稿の目的は 3つある。1つめの目的は, 定理 1.1の改良である。仮定を弱めて, 同じ結論を示

す。2つめの目的は, 定理 1.1を少し変えた定理を示すことである。熱流の値ではなく, 熱流の最大
値または積分を用いて, 形不明のジャガイモを球形のジャガイモと (平行移動の差を除いて)同定
する。3つめの目的は, 定理 1.1の解析的一般化である。p : Rn × (0,+∞)→ Rとし, G(·, t) ∗ χK
を p(·, t) ∗ χK に代えた定理 1.1の改良とそれを変えた定理が成り立つための pの十分条件を与え
る。次節以降, 3つめ, 1つめ, 2つめの順に述べる。

2 分数冪熱流とその一般化

Fourier変換による Rnにおける熱方程式の一般化として, 分数冪熱方程式が知られている。そ
れとその解について, [1]と [8]を参考に, 簡単に述べる。
α ∈ (0, 1]とする。Fourier変換を用いて, 作用素 (−∆)αを

(−∆)αϕ(x) =
1

(2π)n

∫
Rn

|ξ|2αϕ̂(ξ)e
√
−1x·ξ dξ

=
1

(2π)n

∫
Rn

|ξ|2α
∫
Rn

ϕ(y)e−
√
−1y·ξ dy e

√
−1x·ξ dξ

で定義する。

Gα(x, t) =
1

(2π)n

∫
Rn

e−t|ξ|
2α
e
√
−1x·ξ dξ, (x, t) ∈ Rn × (0,+∞) (2.1)

とおく。G1 = Gである。すなわち, α = 1とした (2.1)の右辺は計算できて, (1.1)に等しい。
f ∈ L1(Rn)とする。任意の (x, t) ∈ Rn × (0,+∞)に対して,(

∂

∂t
+ (−∆)α

)
Gα(·, t) ∗ f(x) = 0
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が成り立つ。また, f が xで連続ならば,

lim
t→0+

Gα(·, t) ∗ f(x) = f(x)

が成り立つ。関数族 {Gα(·, t) ∗ f}t∈(0,+∞)を f の分数冪熱流とよぶ。
0 < α < 1のとき, (2.1)の別の表示が知られている。[4, Section 5.4]を参考に, それについて簡

単に述べ, Hot Potato Kugel定理に使うGαの性質を抽出する。以下, 0 < α < 1とする。
ある ηα : (0,+∞)× (0,+∞)→ [0,+∞)が存在して, 次が成り立つ。

(a) 任意の t ∈ (0,+∞)に対して, ηα(·, t)は (0,+∞)で連続である。

(b) 任意の (t, λ) ∈ (0,+∞)× [0,+∞)に対して, e−tλ
α
=

∫ ∞

0
ηα(s, t)e

−λs dsが成り立つ。

この ηα の存在の証明は, 例えば, [9, pp. 259–262]をみよ。Fubiniの定理より, 任意の (x, t) ∈
Rn × (0,+∞)に対して,

Gα(x, t) =

∫ ∞

0
ηα(s, t)G(x, s) ds (2.2)

が成り立つ。
表示 (2.2)を用いると, Gαの 2つの重要な性質を見出せる。1つは, Gαの勾配の性質である。必

要に応じて, Gα = Gα,0とかく。i ∈ {0, 1}とし,

Gα,i+1(x, t) =

∫ ∞

0

ηα(s, t)

(2s)i+1
G(x, s) ds, (x, t) ∈ Rn × (0,+∞)

とおく。[2, (14)]より, 任意の (x, t) ∈ Rn × (0,+∞)に対して,

∇Gα,i(x, t) =
∫ ∞

0
ηα(s, t)∇G(x, s) ds = −Gα,i+1(x, t)x

が成り立つ。
もう 1つの重要な性質は, |∇Gα,i(x, t)|の xに関して一様な上からの評価である。

γi(t) =
1

2n+1/2+i
√
πne

∫ ∞

0

ηα(s, t)

s(n+1)/2+i
ds, t ∈ (0,+∞)

とおく。任意の (x, t) ∈ Rn × (0,+∞)に対して, |∇Gα,i(x, t)| ≤ γi(t)が成り立つ。[2, (10)]と [2,

(14)]より, t → +∞のとき, Gα,i(0, t) ∼ t−(n+2i)/(2α), γi(t) ∼ t−(n+1+2i)/(2α)が成り立つ。特に,

γ0(t) = o(Gα,1(0, t)
3/γ1(t)

2), γ1(t) = o(Gα,1(0, t)), Gα,1(0, t) = o(Gα(0, t))が成り立つ。
0 < α < 1のときに, Gαの勾配とその評価を考察した。G1 = Gにも, (1.1)から直接, 同じ性質

を確かめられる。これらを踏まえ, 次をみたす p : Rn × (0,+∞)→ Rを考える。

仮定 2.1. p : Rn × (0,+∞) → R, p1 : Rn × (0,+∞) → R, N ∈ (N ∩ [2,+∞)) ∪ {∞}, γ0 :

(0,+∞)→ (0,+∞), γ1 : (0,+∞)→ (0,+∞)とする。必要に応じて, p = p0とかく。

(i) 任意の t ∈ (0,+∞)に対して, pi(·, t)は Rnで CN−i級である。

(ii) 任意の (x, t) ∈ Rn × (0,+∞)に対して, |∇pi(x, t)| ≤ γi(t)である。
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(iii) 任意の (x, t) ∈ Rn × (0,+∞)に対して, ∇p(x, t) = −p1(x, t)xである。

(iv) Rn × (0,+∞)で p1 ≥ 0であり, (0,+∞)で p1(0, ·) > 0である。

(v) 任意の (x, t) ∈ Rn × (0,+∞)に対して, p1(x, t) ≤ p1(0, t)である。

(vi) γ0(t) = o(p1(0, t)
3/γ1(t)

2) (t→ +∞)

(vii) γ1(t) = o(p1(0, t)) (t→ +∞)

(viii) 任意の t ∈ (0,+∞)に対して, p(0, t) ̸= 0である。

(ix) p1(0, t) = o(p(0, t)) (t→ +∞)

GαとGは共にRnの変数に関して球対称である。仮定 2.1をみたす pで, Rnの変数に関して球
対称でないものが存在する。これは一般化の最も大きな利点である (が, 紙数の都合で, その詳細
を省略する)。

3 Hot Potato Kugels

定理 1.1を改良し, それを少し変えた定理を示すために, 記号を準備する。ℓ ∈ (0,+∞)とし,

L1
ℓ (Rn) =

{
f ∈ L1 (Rn)

∣∣∣∣ ∫
Rn

|y|ℓ|f(y)|dy < +∞
}

とおく。ℓ1 < ℓ2ならば, L1
ℓ1
(Rn) ⊃ L1

ℓ2
(Rn)である。特に, L1(Rn) ⊃ L1

1(Rn) ⊃ L1
2(Rn)である。

f ∈ L1
1(Rn)で,

∫
Rn

f(y) dy ̸= 0をみたすものに対して,

mf =

∫
Rn

f(y)y dy

/∫
Rn

f(y) dy

とおく。正則閉集合K ⊂ Rnで, χK ∈ L1
1(Rn)をみたすものに対して, mχK = mK と略記する。

3.1 2次モーメントによる正則閉集合と閉球の同定

漸近展開 (1.4)より, 定理 1.1は, 体積と 2次モーメント | · |2 ∗K(x) =

∫
K
|x− y|2 dyによる体

と閉球の同定と言い換えられる。そこで, 本題に入る前に, 2次モーメントの性質を準備する。

補題 3.1. k : (0,+∞)→ R, B ⊂ Rnを n次元閉球, K ⊂ Rnを正則閉集合とする。kは単調増加
であり, VolK = VolB, k(| · |) ∗ χK(mB)と k(| · |) ∗ χB(mB)は共に有限であると仮定する。この
とき, 次が成り立つ。

(1) k(| · |) ∗ χK(mB) ≥ k(| · |) ∗ χB(mB)

(2) さらに kが狭義単調増加ならば, 等号成立のための必要十分条件はK = Bである。
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証明. Bの半径をRとおく。kは単調増加だから,

k (| · |) ∗ χK (mB)− k (| · |) ∗ χB (mB) =

(∫
K\B
−
∫
B\K

)
k (|mB − y|) dy

≥ k(R) (VolK \B −VolB \K)

である。VolK = VolBより, VolK \B = VolB \K である。

命題 3.2. k, B, Kを補題 3.1のものとする。ある ξ ∈ Rnが存在して, k(| · |) ∗ χK(ξ)は有限であ
ると仮定する。このとき, 次が成り立つ。

(1) k(| · |) ∗ χK(ξ) ≥ k(| · |) ∗ χB(mB)

(2) さらに kが狭義単調増加ならば, 等号成立のための必要十分条件はK − ξ = B −mB である。

証明. K − ξ +mB に対して, 補題 3.1を用いる。

注意 3.3. f ∈ L1
2(Rn)とする。

∫
Rn

f(y) dy ̸= 0と仮定する。このとき, 任意の x ∈ Rnに対して,

| · |2 ∗ f(x) = |x−mf |2
∫
Rn

f(y) dy + | · |2 ∗ f (mf )

が成り立つ。

系 3.4. B ⊂ Rnを n次元閉球, K ⊂ Rnを正則閉集合とする。VolK = VolB, χK ∈ L1
2(Rn)と仮

定する。このとき, 次が成り立つ。

(1) 任意の x ∈ Rnに対して, | · |2 ∗ χK(x) ≥ | · |2 ∗ χB(mB)が成り立つ。

(2) ある x ∈ Rnが存在して, | · |2 ∗ χK(x) = | · |2 ∗ χB(mB)が成り立つならば, x = mK である。

(3) | · |2 ∗ χK(mK) = | · |2 ∗ χB(mB)であるための必要十分条件は, K −mK = B −mB である。

3.2 Hot Potato Kugel定理の改良

定理 1.1を改良する。まず, 元の証明を注意深く読むと, 次の 2つがわかる。

(1) X の補集合は連結でなくともよい。すなわち, 定理 1.1は体X を閉球Bと同定する。

(2) 開集合OはRn \ (X ∪B)に含まれる必要はない。すなわち, ある開集合O ⊂ Rnが存在して,

任意の x ∈ Oに対して, (1.2)が成り立つならば, X = Bである。

本稿では, さらに次の 2つの改良を加える。

(1)+ X は, 2次モーメントを定義できるならば, 有界でなくともよい。

(2)+ affine独立な n+ 1点で (1.2)が成り立てばよい。
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有界でない正則閉集合X を対象とするために, 漸近展開 (1.4)を改良する (できる)。

命題 3.5. f ∈ L1
2(Rn)とする。任意の x ∈ Rnに対して,

p(·, t) ∗ f(x) = p(0, t)

∫
Rn

f(y) dy − p1(0, t)

2
| · |2 ∗ f(x) + o (p1(0, t)) (t→ +∞)

が成り立つ。

以下の基本方針は「命題 3.5から従うことを考える」である。

補題 3.6. f , g ∈ L1
2(Rn)とする。

L(z, w, t; f, g) =
p(·, t) ∗ f(z)− p(·, t) ∗ g(w)

p1(0, t)
, (z, w, t) ∈ Rn × Rn × (0,+∞)

とおく。

(1) 次は同値である。

(a) ある (z, w) ∈ Rn × Rnが存在して, t→ +∞のとき L(z, w, t; f, g)は収束する。

(b) 任意の (z, w) ∈ Rn × Rnに対して, t→ +∞のとき L(z, w, t; f, g)は収束する。

(c)

∫
Rn

f(y) dy =

∫
Rn

g(y) dy

(2) M ∈ R \ {0}とする。
∫
Rn

f(y) dy =

∫
Rn

g(y) dy = M ならば, 任意の (z, w) ∈ Rn × Rnに対

して,

lim
t→+∞

L(z, w, t; f, g) = −
M
(
|z −mf |2 − |w −mg|2

)
+ | · |2 ∗ f (mf )− | · |2 ∗ g (mg)

2

が成り立つ。

証明. (1)は命題 3.5から, (2)は命題 3.5と注意 3.3から従う。

命題 3.7. Lを補題 3.6のものとする。B ⊂ Rn を n次元閉球, X ⊂ Rn を正則閉集合とする。
χX ∈ L1

2(Rn) と仮定する。ある (z, w) ∈ Rn × Rn が存在して, |z − mX | ≥ |w − mB| かつ
lim

t→+∞
L (z, w, t;χX , χB) = 0が成り立つならば, X −mX = B −mB である。

補題 3.8. f , g, Lを補題 3.6のものとする。次を仮定する。

(a) ある x1, . . . , xn+1 ∈ Rnが存在して, 次が成り立つ。

(a-1) x1, . . . , xn+1は affine独立である。

(a-2) ある c ∈ Rが存在して, 任意の j ∈ {1, . . . , n + 1}に対して, lim
t→+∞

L (xj , xj , t; f, g) = c

が成り立つ。

(b)

∫
Rn

f(y) dy ̸= 0かつ
∫
Rn

g(y) dy ̸= 0
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このとき, mf = mg である。

証明. t→ +∞のとき L(x1, x1, t; f, g)は収束するから, (z, w) = (x1, x1)とした補題 3.6 (1)より,∫
Rn

f(y) dy =

∫
Rn

g(y) dyである。これをM とおく。仮定より, M ̸= 0である。任意の x ∈ Rn

に対して, (z, w) = (x, x)とした補題 3.6 (2)より,

lim
t→+∞

L(x, x, t; f, g) =M (mf −mg) ·
(
x−

mf +mg

2

)
−
| · |2 ∗ f(mf )− | · |2 ∗ g(mg)

2

が成り立つ。よって,

t
(
mf −mg

)(
x1 − x2 · · · x1 − xn+1

)
=
(

0 · · · 0
)

が成り立つ。(ベクトルは縦ベクトルとして計算した。）

定理 3.9. Lを補題 3.6の, B, X を命題 3.7のものとする。次を仮定する。

(a) ある x1, . . . , xn+1 ∈ Rnが存在して, 次が成り立つ。

(a-1) x1, . . . , xn+1は affine独立である。

(a-2) ある c ∈ Rが存在して,任意の j ∈ {1, . . . , n+1}に対して, lim
t→+∞

L (xj , xj , t;χK , χB) = c

が成り立つ。

(b) ある x ∈ Rnが存在して, lim
t→+∞

L(x, x, t;χK , χB) = 0が成り立つ。

このとき, X = Bである。

証明. (f, g) = (χX , χB)とした補題 3.8より, mX = mBである。これをmとおく。(z, w) = (x, x)

とした命題 3.7より, X −m = X −mX = B −mB = B −mである。

系 3.10. B, X を命題 3.7のものとする。ある (x1, . . . , xn+1, T ) ∈ Rn × · · · ×Rn × (0,+∞)が存
在して, 次が成り立つと仮定する。

(a) x1, . . . , xn+1は affine独立である。

(b) 任意の (j, t) ∈ {1, . . . , n + 1} × [T,+∞)に対して, p(·, t) ∗ χX(xj) = p(·, t) ∗ χB(xj)が成り
立つ。

このとき, X = Bである。

3.3 最大値を用いたHot Potato Kugel定理

熱流の値ではなく, 熱流の最大値で正則閉集合を閉球と同定する。Hot Potato Kugel定理は, 各
点における熱流の漸近展開を用いて示された。同様にして, 熱流の最大値の漸近展開も得られる。
それを用いると, 2次モーメントを定義できる正則閉集合を閉球と同定できる。
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命題 3.11. f ∈ L1
2(Rn), φ : (0,+∞) → Rn, ξ ∈ Rn とする。 lim

t→+∞
φ(t) = ξ と仮定する。この

とき,

p(·, t) ∗ f (φ(t)) = p(0, t)

∫
Rn

f(y) dy − p1(0, t)

2
| · |2 ∗ f (φ(t)) + o (p1(0, t)) (t→ +∞)

が成り立つ。

補題 3.12. f , g, Lを補題 3.6のもの, φ : (0,+∞)→ Rn, ψ : (0,+∞)→ Rnとする。
∫
Rn

f(y) dy ̸=

0,

∫
Rn

g(y) dy ̸= 0, lim
t→+∞

φ(t) = mf , lim
t→+∞

ψ(t) = mg と仮定する。このとき, 次が成り立つ。

(1) t→ +∞のとき L(φ(t), ψ(t), t; f, g)が収束するための必要十分条件は,∫
Rn

f(y) dy =

∫
Rn

g(y) dy

である。

(2)

∫
Rn

f(y) dy =

∫
Rn

g(y) dyならば,

lim
t→+∞

L (φ(t), ψ(t), t; f, g) = −
| · |2 ∗ f (mf )− | · |2 ∗ g (mg)

2

である。

証明. (1)は命題 3.11から, (2)は命題 3.11と注意 3.3から従う。

命題 3.13. B, Xを命題 3.7のもの, φ : (0,+∞)→ Rn, ψ : (0,+∞)→ Rn とする。 lim
t→+∞

φ(t) =

mX , lim
t→+∞

ψ(t) = mBと仮定する。 lim
t→+∞

L (φ(t), ψ(t), t;χK , χB) = 0ならば, X−mX = B−mB

である。

証明. t→ +∞のときL(φ(t), ψ(t), t;χX , χB)は収束するから, (f, g) = (χX , χB)とした補題 3.12

(1)より, VolX = VolBである。(f, g) = (χX , χB)とした補題 3.12 (2)と, K = X とした系 3.4

(1), (3)より, 結論を得る。

定理 3.14. f ∈ L1
1(Rn)とする。

∫
Rn

f(y) dy > 0と仮定する。このとき, 次が成り立つ。

(1) ある T ∈ (0,+∞)が存在して, 任意の t ∈ (T,+∞)に対して, p(·, t) ∗ f の最大点が唯一つ存在
する。

(2) t→ +∞のとき, p(·, t) ∗ f の (唯一つの)最大点はmf に収束する。

系 3.15. B, X を命題 3.7のものとする。K ∈ {B,X}に対して, p(·, t) ∗ χK の最大点の 1つを
hK(t)とかく。このとき, 次が成り立つ。

(1) lim
t→+∞

L (hX(t), hB(t), t;χX , χB) = 0ならば, X −mX = B −mB である。

(2) ある T ∈ (0,+∞)が存在して, 任意の t ∈ (0,+∞)に対して,

t ≥ T =⇒ max p(·, t) ∗ χX = max p(·, t) ∗ χB

が成り立つと仮定する。このとき, X −mX = B −mB である。
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3.4 積分を用いたHot Potato Kugel定理

熱流の値ではなく, 熱流の積分で正則閉集合を閉球と同定する。熱流の値と熱流の最大値の漸近
展開と同様に, 熱流の積分の漸近展開も得られる。それを用いると, 2次モーメントを定義できる
正則閉集合を閉球と同定できる。

命題 3.16. f1, f2 ∈ L1
2(Rn)とする。このとき,∫

Rn

p(·, t) ∗ f1(x)f2(x) dx

= p(0, t)

∫
Rn

f1(y) dy

∫
Rn

f2(x) dx−
p1(0, t)

2

∫
Rn

| · |2 ∗ f1(x)f2(x) dx+ o (p1(0, t)) (t→ +∞)

が成り立つ。

補題 3.17. f1, f2, g1, g2 ∈ L1
2(Rn)とする。

L (t; f1, f2, g1, g2) =

∫
Rn

p(·, t) ∗ f1(x)f2(x) dx−
∫
Rn

p(·, t) ∗ g1(x)g2(x) dx

p1(0, t)
, t ∈ (0,+∞)

とおく。

(1) t→ +∞のとき L(t; f1, f2, g1, g2)が収束するための必要十分条件は,∫
Rn

f1(y) dy

∫
Rn

f2(x) dx =

∫
Rn

g1(y) dy

∫
Rn

g2(x) dx

である。

(2) M1,M2 ∈ R \ {0}とする。(∫
Rn

f1(y) dy,

∫
Rn

f2(x) dx

)
=

(∫
Rn

g1(y) dy,

∫
Rn

g2(x) dx

)
= (M1,M2)

ならば,

lim
t→+∞

L (t; f1, f2, g1, g2) = −
1

2

[
M1M2

(
|mf1 −mf2 |

2 − |mg1 −mg2 |
2
)

+M2

(
| · |2 ∗ f1 (mf1)− | · |2 ∗ g1 (mg1)

)
+M1

(
| · |2 ∗ f2 (mf2)− | · |2 ∗ g2 (mg2)

) ]
である。

証明. (1)は命題 3.16から, (2)は命題 3.16と注意 3.3から従う。

命題 3.18. B, X を命題 3.7の, Lを補題 3.17のものとする。 lim
t→+∞

L(t;χX , χX , χB, χB) = 0な

らば, X −mX = B −mB である。

証明. t → +∞のとき L(t;χX , χX , χB, χB)は収束するから, (f1, f2, g1, g2) = (χX , χX , χB, χB)

とした補題 3.17 (1)より, VolX = VolBである。(f1, f2, g1, g2) = (χX , χX , χB, χB)とした補題
3.17 (2)と, K = X とした系 3.4 (1), (3)より, 結論を得る。
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系 3.19. B, X を命題 3.7のものとする。ある T ∈ (0,+∞)が存在して, 任意の t ∈ (0,+∞)に対
して,

t ≥ T =⇒
∫
X
p(·, t) ∗ χX(x) dx =

∫
B
p(·, t) ∗ χB(x) dx

が成り立つと仮定する。このとき, X −mX = B −mB である。
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平衡計量と完備調和計量
東北大学数理科学共創社会センター 宮武夏雄

最初に Section 1から Section 3で背景となる事柄の説明をする. Section 1から Section 3に本稿執筆者のオリジナリティは一
切含まれない. その後, 研究の紹介を Section 4から Section 7で行う.

1 平衡計量
1.1 劣調和関数
Cを複素平面, D ⊆ Cをその連結開集合とする. D上の実数値もしくは −∞に値をとる関数 u : D → [−∞,∞)が劣調和関数

(cf. [15, 30])であるとは, uが上半連続関数であって, 全ての a ∈ Dと全ての r > 0に対し, aを中心とする半径 rの閉球がDに含
まれるとき常に, 以下の平均値の不等式が成り立つことをいう:

u(a) ≤ 1

2π

∫ 2π

0

u(a+ re
√
−1θ)dθ.

u : D → [−∞,∞)を劣調和関数で, 恒等的に −∞ではない (少なくとも一点 u(a) ̸= −∞なる a ∈ Dが存在する)ものとする. こ
のとき, uは局所可積分関数で, 以下の不等式を分布の意味で (弱い意味で)満たすことが知られている (cf. [15, 30]):

√
−1∂∂̄u ≥ 0. (1)

ここに, uが不等式 (1)を分布の意味で (弱い意味で)満たすとは, 全ての滑らかなコンパクト台を持つD上の非負値関数 ϕに対し,∫
D
u
√
−1∂∂̄ϕ ≥ 0が成り立つことを言う. また逆に, 不等式 (1)を満たす上半連続な局所可積分関数は劣調和関数になることが知

られている.
√
−1∂∂̄uは自然にD上の Borel測度を誘導する. すなわち, D上の Borel測度 ν であって,

∫
D
u
√
−1∂∂̄ϕ =

∫
D
ϕν が

全てのD上のコンパクトサポートを持つ滑らかな関数について成立するものが唯一つ存在することが知られている (cf. [15, 30]).

ν を規格化した測度 1
πν を µu と書き, これを uのRiesz測度と呼ぶ.

Example 1. f1, . . . , fN : D → Cを正則関数, α1, . . . , αN を正の実数とするとき, log(|f1|α1 + · · ·+ |fN |αN )は劣調和関数である.

特に, a ∈ Dに対し log |z − a|は劣調和関数であり, その Riesz測度は aにのみサポートを持つ Dirac測度 δa である.

以上の定義を Cの領域から, 任意の Riemann面に拡張することは容易である. ただし, 連結閉 Riemann面の場合には, 劣調和
関数は, 例えば劣調和関数の最大値原理を用いると, 定数関数しかないことが示される. そこで, 上述した概念の拡張を以下のよう
に用意する. X を Riemann面, L → X を X 上の正則直線束とする. 以下, L上の半正値特異 Hermite計量という概念を定義し
たいのだが, 後述するように, これは X が開 Riemann面の場合には, 上述した劣調和関数と実質的には同じものである. 従って
Riemann面は閉 Riemann面に限定しても良いのだが, 後程それらが同じであることを説明する際に便利なように, 差し当たって
Riemann面は特に閉には限定しないことにする. h∗を L上の滑らかな参照計量とし, φ : X → [−∞,∞)を上半連続な局所可積分
関数で, 局所的に劣調和関数と滑らかな関数の和で表すことができるものとする. このとき, hφ := e−φh∗を特異Hermite計量と
呼ぶ. 特異 Hermite計量は, 劣調和関数と同様に, 分布の意味 (弱い意味)でその曲率カレントを以下のように定めることができる:

Fhφ
:= Fh∗ + ∂∂̄φ.

ここに, Fh∗ は h∗の通常の意味での曲率で, 右辺第二項は劣調和関数のときと同様に, 部分積分を用いて定義するものとする. 特異
Hermite計量 hφの曲率が半正であるとは, 全ての滑らかなコンパクトサポートを持つ非負値関数 ϕに対し, 積分 ∫

X
(ϕ
√
−1Fh∗ +

φ
√
−1∂∂̄ϕ)が非負値であることとして定める. これは, 参照計量の選び方には依存しない概念であることに注意せよ. 曲率が半正

の特異 Hermite計量を半正値特異Hermite計量 (cf. [15])と呼ぶ. X が開 Riemann面の場合, 参照計量として平坦な計量を選べ
ば, hφが半正値特異 Hermite計量であることは, 関数 φが劣調和関数であることに他ならない. 劣調和関数の場合と同様に, 半正
値特異 Hermite計量の曲率カレント√−1Fhφ

はX 上の Borel測度を誘導する.
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Example 2. L→ X を閉 Riemann面上の正則直線束で, deg(L) > 0なるものとする. s ∈ H0(LN )を LN の正則切断とする. こ
のとき, L−N には sの零点において退化した Hermite計量 hs が以下のように誘導される:

hs(u, v) := ⟨sx, u⟩⟨sx, v⟩ (x ∈ X,u, v ∈ (LN )x).

ここに, ⟨·, ·⟩は自然なカップリングである. このとき, hs が Lに誘導する sの零点において発散する特異 Hermite計量 h
−1/N
s は

半正値特異 Hermite計量である. その曲率カレントのサポートは, sの零点集合に一致する.

1.2 平衡測度と平衡計量
コンパクト Riemann面上の平衡測度と平衡計量という概念の定義を紹介することが本小節の目標である. 平衡 (equilibrium)と

は熱力学の用語である. 平衡測度は, その起源はガウスが考察した最適電荷分布の問題に遡ると言われている (cf. [30, 31]). その
起源であるポテンシャル論だけでなく, 力学系や確率論や複素幾何学など多くの分野で研究がなされてきた非常に興味深い概念で
ある.

Xを閉Riemann面とする. Xの部分集合E ⊆ Xに対して以下の用語を定義することから始める. Eが (局所)極集合 (cf. [16])で
あるとは, 任意の x ∈ Eに対して, xのある開近傍U ⊆ XとU 上の劣調和関数φU : U → [−∞,∞)が存在して, E∩U ⊆ φ−1

U (−∞)

となることをいう. 明らかに, 有限部分集合は (局所)極集合である. Josefsonの定理 (cf. [16]) によって, 上述した定義は, 実は大
域的に極集合であることと同値, すなわち, (局所)極集合 E に対して常に, X 上のある半正値特異 Hermite計量 e−φh∗ であって,

φは恒等的に−∞ではなく, E ⊆ φ−1(−∞)なるものをとることができることが知られている. X の閉部分集合K ⊆ X に対して,

MK でサポートがK に含まれるような Borel確率測度全体の空間を表すことにする. 以下本小節を通して, K は極集合ではない
と仮定する. L→ X を deg(L) = 1の正則直線束, h∗を L上の滑らかな Hermite計量, その曲率形式を全体積 1に規格化したもの
を ω :=

√
−1
2π Fh∗ と定める. MK 上の汎関数 Eω を µ ∈MK に対して以下のように定める (cf. [3, 7]):

Eω(µ) :=
1

2

∫
X

dφµ ∧ dcφµ.

ここに, dc := 1
2
√
−1π

(∂ − ∂̄)であり, φµ は ddcφµ =
√
−1
2π ∂∂̄φµ = µ− ωの (弱)解である. X が複素射影直線のときには, K に含

まれない 1点を取りこれを無限遠とし, ωを無限遠にのみサポートをもつディラックカレントに選べば (厳密には, h∗ は滑らかな
Hermite計量として選んだのでそのようなものに近づければ), この汎関数はポテンシャル論における伝統的な汎関数である対数エ
ネルギー (cf. [30, 31])と (定数倍の差を無視して)一致する. この汎関数 Eω は弱 ∗-位相に関して下半連続かつ, 有限エネルギーの
Borel確率測度全体の中で厳密凸関数になることを確かめることができる (cf. [3, 7, 30, 31]). 従って ϕを連続関数としたとき, Eω

に µに関する一次の項を足した以下の汎関数

Eω(µ) +

∫
X

ϕdµ

はMK の中に唯一つミニマイザーを持ち, これを (K,ϕ)に付随する平衡測度と呼ぶ. 以上が, 平衡測度の, ポテンシャル論におけ
る古典的な定義を一般化した測度論からの定義であったが, これを平衡計量と呼ばれる特別な半正値特異 Hermite計量の曲率カレ
ントが誘導する Borel確率測度として定義することもでき, 今回紹介する研究ではむしろその定義を積極的に用いるので, 以下そ
の紹介をしたい. 上述した設定をそのまま踏襲する. X 上の φ : X → [−∞,∞)で, 局所的に滑らかな関数と劣調和関数の和で表
すことができ, e−φh∗ の曲率が半正になるものを, 劣調和関数ウェイト関数と以下呼ぶ. X 上の劣調和ウェイト関数全体の集合を
SH(X)で表す. このとき, 非極コンパクト集合K と連続関数 ϕの組 (K,ϕ)に付随する平衡ウェイト φeq(K,ϕ)を以下のように定
める:

φeq(K,ϕ) := sup{φ ∈ SH(X) | φ ≤ ϕ on K}∗. (2)

ここに, ∗ は上半連続正則化 (cf. [15, 30])を表す. K が極集合でないという事情により, 式 (2)の右辺の上限が発散せずに有限
値になる (cf. [16]). φeq(K,ϕ) も再び劣調和ウェイト関数になる. この平衡ウェイトを用いて定まる半正値特異 Hermite 計量
heq := e−φeq(K,ϕ)h∗を平衡計量 (cf. [3, 7, 15, 34])と呼ぶ. Frostmanの議論 (cf. [30])を用いると, 平衡測度 µeqに付随するポテン
シャル φµeq

として平衡ウェイトを選ぶことができる (平衡ウェイトが ddcφeq(K,ϕ) = µeq − ω の解になる)ことを示すことでき
る. 別の言い方をすれば, 平衡計量の曲率カレントから誘導される Borel確率測度が実は平衡測度になる, ということを示すことが
できる.この意味で, 上述したポテンシャルから出発する方法で平衡測度を構成することもできる. 本小節の最後に平衡測度や平衡
計量の具体例を述べて終わりたい. 以下述べる Example 4は, 具体形を明確に知ることができる数少ない具体例の内の一つである.

Example 3. K = X で, e−ϕh∗ そのものが半正値曲率を持つとき, e−ϕh∗ は平衡計量になる. 従って特に, 曲率正の Hermite計
量, 例えば複素射影直線上の Fubini-Study計量から誘導される Hermite計量はK = X に対する平衡計量である.
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Example 4. Xを複素射影直線CP1とし, Lを超平面直線束とする. s ∈ H0(L)を, s(∞) = 0なる正則切断とし, h−1
s = e− log |s|h∗h∗

を sにより誘導される L上の半正値特異 Hermite計量とする. K = S1 = {z ∈ C | |z| = 1}と定め, 連続関数 ϕを C上の定数関数
に取る. このとき, 平衡ウェイトは

φeq(S
1, ϕ) = max(0, log |z|).

hs が無限遠で発散しているので厳密には上で述べた構成と全く同じではないのだが, このウェイト関数も無限遠で発散しており,

それらがキャンセルして CP1 上の連続な平衡計量が定まる. 対応する平衡測度は, 以下のようになる:

µeq(S
1, ϕ) =

1

2π
dθ.

ここに, dθは円周上の一様弧長測度である.

1.3 平衡測度と平衡計量の近似
平衡測度や平衡計量は, 伝統的に, 非平衡測度や非平衡計量による近似が様々な文脈で研究されてきた. 例えば, 複素力学系 (cf.

[30]), ランダム行列の固有値 (から構成される測度) (cf. [1]), ランダム多項式やランダム切断の零点 (cf. [35, 36]), Bergman核近
似 (cf. [3, 4, 8, 9, 37, 38]), 直交多項式の零点 (cf. [31]), Fekete配置 (cf. [6, 30, 31])などである.

Example 5. 上述したものそれぞれを説明するだけの余裕はないが, 簡単なもので近似の雰囲気を説明する. f(z) := zd (d ≥ 2)

から定まる CP1上の正則自己写像からなる複素力学系を考える. s ∈ H0(L)を超平面直線束の正則切断で, その零点が原点でも無
限遠でもない, 例えば単位円の内部で原点からは少しずれたところにあるものとする. h := h−1

s を sの零点において発散する超平
面直線束上の半正値特異 Hermite計量とする. f で繰り返し引き戻し, 引き戻したものを正規化することにより, 超平面直線束の
半正値特異Hermite計量の列 ((fk∗h)1/d

k

)k∈Nが得られる. kが大きくなるごとに, 特異Hermite計量の発散する点, 曲率カレント
のサポートの個数は増えていき, また単位円に内側から近づいていく. k → ∞の極限で, 上述した Example 4の特異計量に収束
し, また曲率カレントから誘導される確率測度の列は単位円周上の一様測度に収束する.

2 完備調和計量
2.1 定義とLi–Mochizukiの定理
Li–Mochizuki [20]の定理の内容を説明することが本小節の目標である. Xをコンパクトとは限らない連結Riemann面, KX → X

を X の標準束とする. 標準束の二乗根 K
1/2
X → X (K

1/2
X ⊗ K1/2

X ≃ KX) を一つ固定し, X 上の階数 r ≥ 2の正則ベクトル束
Kr → X を

Kr :=
r⊕

j=1

K
(r−(2j−1))/2
X = K

(r−1)/2
X ⊕K(r−3)/2

X ⊕ · · · ⊕K−(r−3)/2
X ⊕K−(r−1)/2

X

と定める. これは, Hitchin [18]により導入されたもので, Ar−1型のWeylベクトルにその定義が由来する. この正則ベクトル束の
上に, 上述した分解に対して対角形の Hermite計量 h = (h1, . . . , hr)が与えられているとする. このとき, 隣接成分の差をとるこ
とにより, K−1

X 上に r− 1個のHermite計量がHj := h−1
j ⊗ hj+1と定まる. Hermite計量 hが完備 (cf. [20])であるということを,

これらの r − 1個の Hermite計量から誘導される Kähler計量が全て完備になることとして定義する. この完備性という概念は文
献 [20]で最初に導入されたものであるが, 厳密には, [20]では, 対角形の Hermite計量 h = (h1, . . . , hr)であって, 後程すぐに述べ
る Hitchin方程式の解になっているものについて, 完備解 (complete solution)という言い方が使われている (さらに厳密なことを
言えば, [20]では, Hermite計量そのものというよりも, 対角形の参照 Hermite計量を一つ固定したうえで, 対角形の Hermite計量
を関数の組と同一視し, それに対して完備解という用語が使われている). 元の論文よりも言葉の使い方が少し広いが, 本稿を通じ
てこのような言い方をすることにする. 対角形の Hermite計量が与えられると, 上述したように r − 1個のK−1

X 上の Hermite計
量を得ることができるが, さらに, Kr

X → X の正則切断 q ∈ H0(Kr
X)が一つ与えられているとすると, 以下のように, qの零点に

おいて退化した Hermite計量Hr = H0 が一つ定まる:

Hr = H0 := h−1
r ⊗ h1 ⊗ hq.

ここに, hq は Example 2のように qから誘導されるK−r
X 上の qの零点において退化した Hermite計量である. 以上の記号の準備

の下で, Kr 上の対角形の Hermite計量 h = (h1, . . . , hr)に対する以下の楕円型方程式を導入し, (巡回 Higgs束の) Hitchin方程
式 [17]と呼ぶ:

√
−1Fhj + vol(Hj−1)− vol(Hj) = 0 for j = 1, . . . , r − 1. (3)
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ここに, vol(Hj)は Hj の体積形式を表す. 上述した用語に関していくつかの補足をしたい. まず, Higgs束や Hitchin方程式は,

Hitchin [17]や Simpson [33]により導入されたより広い概念であり, 方程式 (3)は, 巡回 Higgs束と呼ばれる, [2, 17, 18]で導入さ
れた特別なHiggs束のHitchin方程式である. Higgs束やHitchin方程式の一般的な定義は本稿では行わない. 方程式 (3)は戸田方
程式の変種であるとも見做せることもリマークする (cf. [14, 20]). Hitchin方程式の解は一般に調和計量とも呼ばれる (cf. [10]).

方程式 (3)の完備解, すなわち完備調和計量に対して, Li–Mochizukiは以下の定理を確立した:

Theorem 6 ([20]). 正則切断 qは, X が双曲型でない場合には 0でないと仮定する. このとき, 方程式 (3)の完備解で det(h) = 1

なるものが唯一つ存在する.

上述した定理の背景については本稿では触れない ([20]を参照せよ). また, 完備でない解の分類に関する研究も Li–Mochizukiに
よりなされている [21].

2.2 Hitchin方程式の 2種類の自明解
巡回 Higgs束の Hitchin方程式 (3)には 2種類の自明解 (明示的に書くことができる解)が存在する. これは, よく知られている

事実ではあるものの, 巡回 Higgs束に関連する文献においてことさらに強調されることはほとんどないことである. しかしながら,

今回の研究の立場からは, その出発点となった重要な観察を含むものであるので, 予稿のスペースを割いてきちんと紹介をしたい.

上述したように, 対角形の Hermite計量 h = (h1, . . . , hr)からは, (r− 1)個のK−1
X 上のHermite計量H1, . . . , Hr−1が構成され

るが, このH1, . . . , Hr−1 に変数変換をすると, 方程式 (3)は以下のように書き直すことができる:

√
−1FHj + 2vol(Hj)− vol(Hj−1)− vol(Hj+1) = 0 for j = 1, . . . , r − 1. (4)

特に, r = 2かつ q = 0のときには, 方程式 (3)と (4)は負の定曲率 Kähler計量に関する以下の方程式に一致する:

√
−1FH + 2vol(H) = 0. (5)

ここに, 方程式 (5)の解H はK−1
X → X 上の Hermite計量である. このとき, 次が成り立つ:

• もし qが零点を全く持たなかったとすると, H1 = · · · = Hr−1 = h
1/r
q とおいて得られる Hermite計量は方程式 (4)の解であ

る. 特に, h
1/r
q が完備 Kähler計量を誘導するならば, 逆変数変換で得られる調和計量 h = (h1, . . . , hr)は完備である.

• 上述した場合とは全く逆に, q = 0であったとする. 以下のように実数 λ1, . . . , λr−1 を定める:

λj := 2
r−1∑
k=1

(Λ−1
r−1)jk = j(r − j). (6)

ここに, Λ−1
r−1 は Ar−1 型の Cartan 行列の逆行列である. 方程式 (5) の解 H と, (6) で定まる実数 λ1, . . . , λr−1 を用いて

Hermite 計量 H1, . . . , Hr−1 を Hj = λjH (j = 1, . . . , r − 1) と定めると, これは方程式 (4) の解である. 特に, X が双曲
Riemann面で, H が完備双曲 Kähler計量から誘導されるものであったとすると, H1, . . . , Hr−1 を逆変数変換で戻して得ら
れる調和計量 h = (h1, . . . , hr)は完備である.

上述したように, 完備調和計量は, その特別な場合として, 非正完備定曲率 Kähler計量を含むものである. 双曲計量とユークリッ
ド計量はそれぞれ, qが零点を全く持たない場合 (でかつ, h

1/r
q が完備な場合)と, qが恒等的に零の場合という, 2つの極端な場合

に対応する. Hitchin方程式 (3)は, 伝統的には, その解から, 調和写像が生じるもの, もしくは, 平坦束が生じるもの, またもしく
は, モジュライ空間を調べるときに役立つ何かを提供するもの, という見方で研究されることがほとんどであったが, 本稿執筆者は
そのどれでもなく, 方程式 (3)の完備解を, 双曲計量とユークリッド計量の中間に位置する何かを提供するもの (特に, qの零点の影
響を受けてユークリッド計量から見て曲がった何かを提供するもの)との見方を積極的にして, ポテンシャル論的・複素解析的な立
場からの新しい研究の仕方があり得るのではないかということを考えており, 今回の発表ではそれをお伝えすることが目的である.

3 カノニカル分布
3.1 カノニカル分布
平衡統計力学における, 有限準位系のカノニカル分布 (cf. [19])に関連する用語の紹介をする. Ωを (ミクロ状態をラベルする)

有限集合, E : Ω→ R ∪ {∞}を (各状態にそのエネルギーを対応させる)実数もしくは無限大に値を取る関数とする. i ∈ Ωにおけ
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る E の値を Ei と書く. (逆温度に対応する)正の実数 β を一つ取る. このとき, Ω上の以下の確率分布 (pi(β))i∈Ω をカノニカル分
布と呼ぶ:

pi(β) :=
e−βEi∑
j∈Ω e

−βEj
(i ∈ Ω).

ただし, E が恒等的に∞の場合は確率分布は一様分布であると約束する. 上述した確率分布における規格化因子を Z(β)で表し,

分配関数と呼ぶ:

Z(β) :=
∑
j∈Ω

e−βEj .

またさらに, 分配関数の対数を取り, 因子 −1/β を乗じたものを自由エネルギーと呼び, F (β)で表す:

F (β) := − 1

β
logZ(β).

さらに, エントロピーを以下のように定める:

S(β) := β(⟨E⟩can − F (β)).

ここに, ⟨E⟩can =
∑

j∈ΩEjpj(β)は関数 E のカノニカル分布に関する期待値である. このとき計算から, 上述したエントロピー
S(β)は以下の情報理論における Shannonエントロピー [32]と一致することがわかる:

S(β) = −
∑
j∈Ω

pj(β) log pj(β).

上述した説明においては逆温度に対応する実数 βは正としたが, E が無限大をとらなければ, 純数学的には βが負の場合への拡張
も可能である.

3.2 Shannonエントロピーの Schur凹性
Shannonエントロピーには Schur凹性と呼ばれる重要な性質があって, 主定理の証明においてもそれを用いるので, その点につ

いて軽く触れたい. Schur凹性とは, 厳密な定義はしないが, 少々雑に言って確率分布が一様分布に近づけば近づくほど, 値が大き
くなるという性質である. 特に, 以下の評価が成り立つ:

0 ≤ S(β) ≤ log |Ω|.

ここに, |Ω|は有限集合 Ωの点の個数である. 最小を達成するのは, pj(β) = 1がある j ∈ Ωについて成り立っていて他が全て 0の
場合, すなわち j以外の状態はすべてエネルギーが無限大で jのみ有限の場合, 最大を達成するのは pj(β) = 1/|Ω|が全ての j ∈ Ω

について成り立つ場合, 換言すれば E : Ω→ Rが定数関数の場合である.

4 完備調和計量の拡張
4.1 より一般の劣調和ウェイト関数への拡張
各正則切断 q ∈ H0(Kr

X)に対し, Hermite計量 hq は qの零点において発散する標準束上の半正値特異 Hermite計量 h
−1/r
q を誘

導する. [23, 24]において, この任意の標準束上の半正値特異 Hermite計量 e−φh∗ への拡張を導入した:

√
−1Fhj + vol(Hj−1)− vol(Hj) = 0 for j = 1, . . . , r − 1. (7)

ここに, Hitchin 方程式と同様に Kr 上の対角形の Hermite 計量 h = (h1, . . . , hr) が方程式 (7) の解であって, H1, . . . , Hr−1 は
Hitchin方程式の場合と同様にHj := h−1

j ⊗ hj+1と各 j = 1, . . . , r − 1に対して定まるものである. Hr = H0は以下のように定義
する:

Hr = H0 := h−1
r ⊗ h1 ⊗ (e−φh∗)

−r

= H−1
1 ⊗ · · · ⊗H−1

r−1 ⊗ (e−φh∗)
−r.

劣調和ウェイト関数 φが φ = ϕq = 1
r log |q|

2
h∗
で与えられるとき, 方程式 (7)は巡回 Higgs束の Hitchin方程式 (3)に他ならない.

劣調和ウェイト関数が φ = ϕqN = 1
N log |qN |2h∗

となるとき, (7)は一般に X の分岐被覆上の調和計量を与える. より一般の φは
(ϕqN )N∈N の形の元で近似できることが知られているので (cf. [15]), 方程式 (7)は被覆次数無限大極限, もしくは零点の個数を無
限大に増やして得られる極限であると見做せる.
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4.2 2種類の自明解
Hitchin方程式の場合と同様に, 方程式 (7)にも 2種類の自明解が存在する. h = (h1, . . . , hr)から H1, . . . , Hr−1 に変数変換を
することにより, 方程式 (7)は以下のように書き換えることができる:

√
−1FHj

+ 2vol(Hj)− vol(Hj−1)− vol(Hj+1) = 0 for j = 1, . . . , r − 1. (8)

次が成り立つ:

• もし e−φh∗ が平坦だったとすると, H1 = · · · = Hr−1 = (e−φh∗)
−1 は方程式 (8)の解である. 特に, eφh−1

∗ が完備ならば,

H1, . . . , Hr−1 を逆変数変換で戻して得られる方程式 (7)の解は完備である.

• 劣調和ウェイト関数が恒等的に −∞であったとする: φ = −∞. このとき, 方程式 (8)は Hitchin方程式 (4)の q = 0の場合
と同じ方程式である. 従って, 方程式 (5)の解H と定数 λj = j(r − j)に対し, Hj = λjH (j = 1, . . . , r − 1)は方程式 (8)の
解である. 特に, H が完備ならば, その解から誘導される方程式 (7)の解 h = (h1, . . . , hr)は完備である.

4.3 完備解の存在と一意性と近似について
方程式 (7)に対する, Li–Mochizukiの完備調和計量の存在と一意性の定理の拡張に関して, 本稿執筆時点で完成していることは

以下の通りである. 次の条件を考える:

(∗) eφh−1
∗ ⊗H−1

j が全ての j = 1, . . . , r − 1に対して有界になる.

Theorem 7 (完備解の存在, [27, 28]). φは X が双曲的でないならば, −∞ではないと仮定する. このとき, 方程式 (7)の完備解
h = (h1, . . . , hr)で det(h) = 1かつ条件 (∗)を満たすものが存在する.

Theorem 8 (完備解の一意性, [27, 28]). 方程式 (7)の完備解で条件 (∗)を満たすものは唯一つである. さらに, eφh−1
∗ があるコン

パクト集合の外側で連続ならば, 全ての完備解は条件 (∗)を満たすことを示すことができ, ゆえに完備解は唯一つしかない.

Theorem 9 (完備解の近似, [27, 28]). (e−φϵh∗)ϵ>0を, 各 ϵに対し円盤Dϵ := {z ∈ C | |z| < 1− ϵ}の標準束上の滑らかな半正値
Hermite計量であるか, もしくは全ての ϵに対し Cの標準束上の滑らかな半正値 Hermite計量であるかどちらかであるとする. 以
下の単調性と収束を仮定する:

• 各 ϵ > ϵ′ > 0に対し, φϵ′ ≤ φϵ が成り立ち, (φϵ)ϵ>0 は劣調和ウェイト関数 φに ϵ↘ 0で収束する.

このとき, 対応する滑らかな完備解の族 (hϵ = (h1,ϵ, . . . , hr,ϵ))ϵ>0 は, ϵ↘ 0で φに付随する完備解 h = (h1, . . . , hr)で条件 (∗)を
満たすものに収束する.

条件 (∗)を外す形で完全に一意性の定理が確立していないのは, 楕円型方程式の弱劣解に対する強 Liouville性の定理を, 方程式
(7)に対して適用できる形で本稿執筆者が十分よく定式化できていないからである.

5 エントロピーと自由エネルギー
以下, 全てH1, . . . , Hr は Section 4.3における有界性条件 (∗)を満たす方程式 (7)の唯一つの完備解から構成されるものとする.

Section 3において説明をした有限集合上のカノニカル分布をH1, . . . , Hr に適用し, 以下の二つの関数を導入する:

Definition 10 ([25]). 各 j = 0, 1, . . . , r − 1と正の実数 β に対し, 関数 pj(r, β, φ) : X → [0, 1]を以下のように定める:

pj(r, β, φ)(x) :=
vol(Hj)

β∑r−1
j=0 vol(Hj)β

(x) for each j = 0, . . . , r − 1.

ここに, vol(Hj)
β/
∑r−1

j=0 vol(Hj)
β はある参照計量H∗ (vol(Hj)/vol(H∗))

β/
∑r−1

j=0(vol(Hj)/vol(H∗))
β の値のことで, これはH∗の

取り方に依らないことは明らかである. これを用いて, 以下のエントロピーという関数を定義する:

S(r, β, φ) := −
r−1∑
j=0

pj(r, β, φ) log pj(r, β, φ).
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Section 4.2で述べた 2種類の自明解の場合はどちらも, エントロピーは定数になることに注意する. e−φh∗ が平坦で, eφh−1
∗ が

完備であるとする. このとき, H0 = · · · = Hr−1 = eφh−1
∗ となり, ゆえに, S(r, β, φ) = log rが成り立つ. 次に, X が双曲 Riemann

面で φ = −∞が成り立つとする. このとき, Section 4.2の記号を用いれば,

S(r, β,−∞) = −
r−1∑
j=1

p̂β,j log p̂β,j ,

p̂β,j :=
λβj∑r−1
k=1 λ

β
k

が各 j = 1, . . . , r − 1について成立する. Sr,β で定数 S(r, β,−∞) = −
∑r−1

j=1 p̂β,j log p̂β,j を表すことにする.

Definition 11 ([26]). β を正の実数, H∗ をK−1
X 上の参照計量とする. 以下の関数 F (r, β, φ,H∗)を自由エネルギーと呼ぶ:

F (r, β, φ,H∗) := −
1

β
log(

r−1∑
j=0

(vol(Hj)/vol(H∗))
β).

同じ参照計量を選んだ時, 自由エネルギーの差は参照計量の取り方に依らないことに注意せよ. 上述した定義では β > 0とした
が, β < 0の場合にも, φが −∞をとるところに適切に注意を払えばエントロピーと自由エネルギーをそれぞれ定義することは可
能である.

6 プローブ
様々な状況で, 平衡計量が非平衡計量により近似されるという過程を, Section 5で導入したエントロピーと自由エネルギーを用
いて新しい観点から研究をしたいのだが, エントロピーと自由エネルギーのどちらも, Riemann面の標準束上の半正値特異Hermite

計量に対して定義される関数であったので, より一般の直線束上に定義された半正値特異Hermite計量を, 何か別のRiemann面上
の標準束上の半正値特異Hermite計量に引き戻す, という作業が, 上述したことを行うにあたって必要になる. 特に, CP1上で起き
ることは, CP1 に値をとる正則関数論と組み合わせて考察する必要がある. 本節では, そのために新しい概念を導入する. L→ X

をある Riemann面X 上の正則直線束とする. Y を別の Riemann面で, KY → Y をその標準束とする.

Definition 12 (プローブ (probe), [29]). 組 (X,L)に対するプローブとは, 正則関数 f : Y → X とあるm,n > 0に対する滑らか
なバンドル同型

f∗Lm ≃ Kn
Y

であって, f∗Lm 上の全ての半正値特異 Hermite計量をKn
Y 上の半正値特異 Hermite計量に移すものとする.

Example 13. X を種数 g ≥ 2 のコンパクト Riemann 面, L → X を次数 d ≥ 1 の正則直線束とする. このとき, 恒等写像
id : X → X と滑らかなバンドル同型 L2g−2 ≃ Kd

X は (X,L)に対するプローブである.

Example 14. π : Y → X を臨界点を持たない正則全射とする. この πと, 自然な同型写像 π∗KX ≃ KY は (X,KX)に対するプ
ローブである.

Example 15. X を Riemann面, KX → X を標準束とする. s = (s1, s2)をKd
X の正則切断の組で共通零点を持たないものとす

る. このとき自然に正則写像 fs : X → CP1 が以下のように誘導される:

fs(x) := [s1(x) : s2(x)] for x ∈ X.

L→ CP1 を超平面直線束とする. fs と自然な同型 f∗sL ≃ Kd
X は (CP1, L)に対するプローブになる.

7 主定理
7.1 主定理
最初に, エントロピーと自由エネルギーに関する一般論を述べ, 次にその平衡計量への帰結を述べる. 紙数の都合から, [25, 26]

における定理を抜粋して記載する.
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Theorem 16 ([25]). e−φh∗をKX → X の半正値特異Hermite計量で, ウェイト関数 φは恒等的に−∞ではなく, また e−φh∗は
ユークリッド計量から誘導されるものでもないとする. このとき, エントロピー S(r, β, φ)に対して以下の一様評価が成り立つ:

Sr,β ≤ S(r, β, φ)(x) < log r for any x ∈ X. (9)

さらに, 下からの評価において等号が成立するのは, φ(x) = −∞かつ r = 2, 3の場合に限る.

Theorem 17 ([25]). 上述した Theorem 16の一様評価の下界と上界に関して, 以下の漸近公式が成り立つ:

lim
r→∞

(Sr,β − log r) =
2βdβ
cβ
− log(cβ),

ここに, cβ と dβ は以下のように定義される定数である:

cβ :=

∫ 1

0

sβ(1− s)β ds,

dβ :=

∫ 1

0

sβ(1− s)β log s ds.

Theorem 18 ([26]). e−φh∗ と e−φ′
h∗ をKX → X 上の半正値特異 Hermite計量とする. φと φ′ に対する以下の条件を考える:

(i) 各 x ∈ X に対し φ(x) ≥ φ′(x)が成立し, 少なくとも一点で φ(x) > φ′(x)が成り立つ.

(ii) 各 x ∈ X に対し,
√
−1∂̄∂φ(x) ≥

√
−1∂̄∂φ′(x)が成り立つ.

また, 有界性とレギュラリティについて適切な仮定を φ,φ′ は満たすとする. このとき, 次が成り立つ:

(a) φと φ′ が条件 (i)を満たし, また r = 2, 3のいずれかとする. このとき, 自由エネルギーは以下を満たす:

0 < F (r, β, φ′,H∗)(x)− F (r, β, φ,H∗)(x) for x ∈ X.

(b) φと φ′ が条件 (i), (ii)を満たすとする. このとき, 次が成り立つ:

0 < F (r, β, φ′,H∗)(x)− F (r, β, φ,H∗)(x) < r(φ(x)− φ′(x)) for x ∈ X.

Theorem 19 ([26]). r = 2, 3のいずれかとする. e−φh∗ と e−φ′
h∗ をKX → X 上の半正値特異 Hermite計量とする. φと φ′ が

以下を満たすとする:

(i) 各 x ∈ X に対し φ(x) ≥ φ′(x)が成立し, 少なくとも一点で φ(x) > φ′(x)が成り立つ.

(ii) 各 x ∈ X に対し,
√
−1∂̄∂φ(x) ≥

√
−1∂̄∂φ′(x)が成り立つ.

また, 有界性とレギュラリティについて適切な仮定を φ,φ′ は満たすとする. このとき, エントロピーは次を満たす:

S(r, β, φ)(x) > S(r, β, φ′)(x) for all x ∈ X. (10)

X を閉 Riemann面, L→ X を正の直線束とする. e−ϕh∗を L→ X 上の連続なHermite計量, K ⊆ X を非極コンパクト集合と
する. φを劣調和ウェイト関数で supK(φ− ϕ) ≤ 0なるものとする. このとき, 公式 (cf. [5])

sup
K

(φ− ϕ) = sup
X

(φ− φeq(K,ϕ)),

から, supX(φ− φeq(K,ϕ)) ≤ 0が成り立つ. φが φeq(K,ϕ)とは一致しないと仮定する. また, f : Y → X を (X,L)に対するある
プローブに付随する正則写像とする. f∗φと f∗φeq(K,ϕ)で, KY → Y 上に誘導されるウェイト関数を表すものとする.

Corollary 20 ([29]). r = 2, 3とする. このとき, 次が成り立つ:

F (r, β, f∗φ,H∗)(x) > F (r, β, f∗φeq,H∗)(x) for all x ∈ Y .

さらに, φ− φeq(K,ϕ)が定数で f∗φeq が f∗φがレギュラリティと有界性に関する適切な仮定を満たせば, 次が成り立つ:

F (r, β, f∗φ,H∗)(x) > F (r, β, f∗φeq(K,ϕ),H∗)(x) for all x ∈ Y .

Corollary 21 ([29]). r = 2, 3, φ− φeq(K,ϕ)が定数で, f∗φeqと f∗φがレギュラリティと有界性に関する適切な仮定を満たすと
する. このとき, 次が成り立つ:

S(r, β, f∗φeq(K,ϕ))(x) > S(r, β, f∗φ)(x) for all x ∈ Y.

「非平衡系に何らかの意味でエントロピーと自由エネルギーが定義されたとき, エントロピーは平衡に近づけば近づくほど大き
く, 自由エネルギーは平衡に近づくほど小さくなる」という直観と上述した系が整合していることが非常に興味深い点である. 現
在, 上述した定理と系について, 曲率カレントの差に必ずしも 0以上とは限らない誤差項を許した場合の拡張と, その Bergman核
近似への帰結を考察しており, 講演ではこのあたりのことも発表する予定である.
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7.2 主定理の証明について
主定理の証明では, Dai–Liの論文 [11, 12, 13]と Li–Mochizukiの論文 [20]で開発された最大値原理やアプリオリ評価の技術を
拡張してエントロピーと自由エネルギーに対して適用した. 例えば, 上述した Theorem 16の背景には, [11, 12, 20]で開発された
以下の評価があった:

Theorem 22 ([11, 12, 20]). qをKr
X → X の正則切断で, 恒等的に 0ではなく, h

1/r
q がユークリッド計量から定まるものと一致

することはないと仮定する. このとき, 完備調和計量から誘導される Hermite計量H1, . . . , Hr は以下の評価を満たす:

λj−1

λj
=

(j − 1)(r − j + 1)

j(r − j)
< Hj−1 ⊗H−1

j < 1 for all 2 ≤ j ≤ [r/2],

Hr ⊗H1 < 1.

この評価を劣調和ウェイト関数に拡張したうえで, Shannonエントロピーの Schur凹性と組み合わせる, というのが, Theorem

16の証明の概略である.
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群同変調和写像の構成と分類について

髙橋 正郎（久留米工業高等専門学校）

本講演では，球面から球面，球面からグラスマン多様体，および四
元数射影空間から複素グラスマン多様体への群同変調和写像の構成と
分類について報告する．
調和写像は，エネルギー汎関数の臨界点として定義され，測地線，極

小曲面，ケーラー多様体間の正則写像，極小部分多様体等の例を含む
重要な研究対象である．しかし，調和写像の方程式は非線形になるた
め, 一般的には，すべての解を分類することは非常に難しい．
そのため，群作用を持つ調和写像，群同変調和写像の構成や分類は興味

深い問題であり，研究が行われてきた．球面Smから球面へのSO(m+1)
同変調和写像の剛性については，[1]，[9] により知られている．また，
[7]では，複素射影空間P(Cm+1)から複素射影空間への SU(m + 1)同
変調和写像の剛性が証明されている．さらに，[2]には，群作用をもつ
調和写像の構成方法がいくつか述べられている．
球面 Smは，SO(m+ 1) 以外にも推移的に作用する SO(m+ 1)の部

分群があることが知られており，それらはすでに分類されている．し
かし，これらの群に関する同変調和写像の分類は未解決であった．本
研究では，グラスマン多様体への調和写像に関する理論 [5]を応用する
ことで，これらの群に関する球面から球面への同変調和写像の分類を
行うことができた [6]．さらに，特別な群作用について，球面からグラ
スマン多様体への群同変調和写像，四元数射影空間からグラスマン多
様体への群同変調和写像の分類も得られたので報告する ([3],[4])．
本研究は古賀勇氏 (九州国際大学)，長友康行氏（明治大学理工学部）

との共同研究である．
1. 準備

以下，体KはRまたはCを表す．W を内積（K = Cのときはエル
ミート内積）(·, ·)を持つK上のN 次元ベクトル空間とする．
多様体M 上のベクトル束 V → M に計量 hとその計量を保つ接

続 ∇が与えられているとき，これを (V, h,∇)と書く．必要に応じて
(V → M,h,∇)と書く．なお，V が複素ベクトル束のときは，計量と
してエルミート計量を考える．
定義 1.1. 2つのベクトル束 (V1, h1,∇1)，(V2, h2,∇2)に対して，計量と
接続を保つベクトル束としての同型写像 ϕ : V1 → V2が存在するとき，
V1と V2は同型という．
定義 1.2. Γ(V )でベクトル束 V → M の切断全体を表す．x ∈ M と
t ∈ Γ(V )に対し，写像

ev : M × Γ(V )→ V, (x, t) 7→ t(x)
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を評価写像 (evaluation map)と呼ぶ．evを Γ(V )の部分空間に制限し
たものも評価写像と呼び，evと書く．
Grp(W )をW 内の p次元部分空間からなるグラスマン多様体とし，

W → Grp(W )で，Grp(W )上の自明束Grp(W ) ×W → Grp(W )を表
す．S → Grp(W )で同語反復束を表す．さらに，Q→ Grp(W )で普遍
商束を表す．このとき，完全系列

0→ S
i−→ W

π−→ Q→ 0

が存在する．W の内積からSとQの計量 gS，gQが誘導される．また，
Grp(W )の接束 TGrp(W )は S∗ ⊗ Qと同一視されるので，Grp(W )に
は Fubini-Study型のリーマン計量 gGr が誘導される．
定義 1.3. s ∈ Γ(S)，t ∈ Γ(Q)に対して，接続∇S，∇Qを

∇Ss = i∗d(i(s)), ∇Qt = πd(π∗(t))

と定める．第二基本形式H ∈ Ω1(S∗ ⊗Q)，K ∈ Ω1(S ⊗Q∗)を
Hs = πd(i(s)), Kt = i∗d(π∗(t))

と定義する．
M をm次元リーマン多様体とし，写像 f : M → Grp(W )を考える．

引き戻し束 f ∗S，f ∗Qのそれぞれの引き戻し計量を gf∗S，gf∗Q とし，引
き戻し接続を∇f∗S，∇f∗Qとする．第二基本形式については同じ記号
H と K を用いる．
定義 1.4. M をm次元リーマン多様体とし，写像 f : M → Grp(W )に
対して，平均曲率作用素 A ∈ Γ(End(f ∗Q))を

A :=
m∑
i=1

HeiKei

と定義する．ここで，e1, · · · , emは TxM の正規直交基底である．
球面への極小等長埋め込みに関する定理 [8]をグラスマン多様体への

写像に拡張した定理 [5]を紹介する．
定理 1.5. 写像 f : M → Grp(W )に対してW ⊂ Γ(f ∗Q)とみなす．こ
のとき次の２条件は互いに同値である．

(1) f : M → Grp(W )は調和写像である．
(2) f ∗Qの自己同型 Ãが存在して，任意の t ∈ W に対して，

(∆ + Ã)t = 0

である．
このとき，Ãは平均曲率作用素 Aと一致し，エネルギー密度関数は
e(f) = −traceA (K = Rのとき)，e(f) = −2traceA (K = Cのとき)
で与えられる．
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グラスマン多様体への写像の構成法を述べる．
V → M をベクトル束とし，W ⊂ Γ(V )を V の切断のなす有限次元

部分空間とする．
ベクトル束の準同型 ev : W → V が全射であるとき，ベクトル束

V →M はW によって大域的に生成されるという．
定義 1.6. V → M がW により大域的に生成されているとする．この
とき写像 f : M → Grp(W ) (p = dimW − rankV ) を

f(x) := Ker evx = {t ∈ W | t(x) = 0}
と定義する．この写像を (V,W ) による誘導写像という．ベクトル束 V
が明らかな場合にはW による誘導写像ともいう．
任意の写像 f : M → Grp(W )は，(f ∗Q,W )による誘導写像とみなす

ことができる．
定義 1.7. ベクトル束 (V → M,h,∇)を一つ固定する．写像 f : M →
Grp(W )に対して．(f ∗Q, gf∗Q,∇f ∗Q)と (V, h,∇)が同型なとき，写像
f は (V, h,∇)に関するゲージ条件を満たすという．
グラスマン多様体 (Grp(W ), gGr)はコンパクト型対称空間であり，対

応するコンパクト対称対を (G̃, K̃)で表す．ただし，G̃は直交群または
特殊ユニタリ群とする．
定義 1.8. 写像 fi : M → Grp(W ) (i = 1, 2) に対して，ある ψ ∈ G̃ が
あって，f2 = ψ ◦ f1 を満たすとき，f1と f2は像同値であるという．
この像同値性により，f ∼= −f となるので，写像 Sm → SN を実射影

空間P(RN+1) への写像として考える．
定義 1.9. f : M → Grp(W )に対して誘導される線形写像 F : W →
Γ(f ∗Q)が単射であるとき，写像 f は充満であるという．
写像 f が充満でないとき，KerF のW における直交補空間W ′をと

ると，f は Grp−r(W
′)への写像とみなすことができる．ここで，r =

dim KerF である．そのため，この定義は終域が球面や複素射影空間の
場合には，古典的な意味での充満性と一致する．
定義 1.10. ベクトル束 (V → M,h,∇) を考える．W ⊂ Γ(V ) は切断
全体の空間の有限次元部分空間とし，W にはL2内積を与える．このと
き，(V,W ) による誘導写像 f0 : M → Grp(W ) を標準写像という．た
だし，p = dimW − rankV である．
簡約型リーマン等質空間 G/K を考える．g，k をそれぞれ G，K の

リー代数とし，g = k + m をK不変分解とする．
定義 1.11.

• 各点 g ∈ Gにおいて，mの左移動による像Lgmを水平部分空間
として定めることで，主束G→ G/Kに接続が定義される．こ
れを標準接続という．
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• Kの表現空間V0を用いて，V = G×KV0で定まる主束G→ G/K
に同伴したベクトル束を等質ベクトル束という．このとき，V
にはGが作用する．また，標準接続から誘導された等質ベクト
ル束の共変微分も標準接続と呼ぶ．
• 等質空間から等質空間への写像 f : G/K → G′/K ′に対して，G
からG′への準同型写像 φ : G → G′が存在し，任意の g ∈ G，
x ∈ G/Kに対して，φ(g)f(x) = f(gx)が成り立つとき，写像 f
をG同変写像という．
• 主束G → G/K に同伴した 2つの等質ベクトル束 (V1, g1,∇1)，

(V2, g2,∇2)を考える．任意の g ∈ Gに対して，計量と接続を保
つG同変同型写像 ϕ : V1 → V2が存在するとき，V1と V2は等
質ベクトル束として同型であるという．

S，Qは G̃に関する等質ベクトル束であり，gS，gQは G̃不変計量で，
∇S，∇Qは標準接続と一致する．

2. 球面から球面の群同変調和写像
単位球面は，次のような等質空間G/Kとしての表示を持つことが知

られている．
• Sm = SO(m+ 1)/SO(m) = Spin(m+ 1)/Spin(m)
• S2m+1 = SU(m+ 1)/SU(m) = U(m+ 1)/U(m)
• S4m+3 = Sp(m+ 1)/Sp(m) = Sp(m+ 1)× U(1)/Sp(m)× U(1)

= Sp(m+ 1)× Sp(1)/Sp(m)× Sp(1)
• S6 = G2/SU(3)
• S7 = Spin(7)/G2

• S15 = Spin(9)/Spin(7)

この節では，Gを SU(m+ 1)，U(m+ 1)，Sp(m+ 1)，Sp(m)×U(1)，
Sp(m)× Sp(1)，G2，Spin(7)，Spin(9)のいずれかとし，球面G/Kか
ら球面への群同変調和写像について得られた結果を述べる [6]．
Hkを球面 Sm上の複素数値関数に作用するラプラス作用素の固有値

k(k+m−1)の固有空間とする．HkはSO(m+1)表現空間で，SO(m+1)
不変な実部分空間Hk

Rをもつ．Hk
Rはラプラス作用素の実数値関数から

なる固有空間になる．
また，Hk

Rの L2内積により，Hk
RとHk

R
∗を同一視する．

f がエネルギー密度関数一定な調和写像ならば，f : Sm → P(RN+1)
に対して，高橋恒郎の定理 [8] から，ある kが存在して，RN+1 ⊂ Hk

R

となることがわかる．このとき，写像 f を次数 kの調和写像という．
v0を SO(m)不変なHk

Rの単位ベクトルする．このとき，Hk
Rによる

標準写像 fk : Sm → P(Hk
R)は

fk([g]) = gRv0, g ∈ SO(m+ 1)

と表される．
G同変な充満調和写像のモジュライ空間は以下のように記述できる．

定理 2.1. f : Sm = G/K → P(RN+1) を次数 kのG同変充満調和写像
とする．すると，N + 1 ≤ dimHk

Rである．
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MG
k でG/KからP(Hk

R)への次数 kのG同変な充満調和写像の像同
値によるモジュライ空間を表す．MG

k は次の集合と同一視される．{
T ∈ SymG (Hk

R)
∣∣∣T > 0, (Tv0, T v0) = 1

}
MG

k には EndHk
Rの L2内積から位相をいれる．MG

k の閉包をMG
k

とすれば，
MG

k =
{
T ∈ SymG (Hk

R)
∣∣∣T ≧ 0, (Tv0, T v0) = 1

}
となる．このとき，T に対応する f は

f([g]) = TgRv0

である．
例を挙げる．双次数 (p, q)の調和多項式の集合をHp,qと表す．G =

SU(2)とする．HkのSU(2)既約分解はHk =
⊕

p+q=kHp,qとなり，Hp,q

とHp′,q′ は p + q = p′ + q′のとき同値な表現である．対応する実表現
Hk

Rの既約分解に応じて，k = 2lのとき，

T =


a11 a12 · · · a1 2l+1

a21 a22 · · · a2 2l+1
...

...
...

...
al1 al2 · · · a2l+12l+1


と表される．ここで，aij は aij = ajiを満たす実数で，aij = aijIdHp,q

R

を表す．また，k = 2l + 1のときはHp,qは四元数構造 I, J,K を持ち，
Hp,qを実表現空間とみなすと

T =


a11 A12 · · · A1 l+1

A21 a22 · · · A2 l+1
...

...
...

...
Al1 Al2 · · · al+1 l+1


と表される．ここで，aiiは aiiIdHp,q を表し，
Aij = aijIdHp,q + bijI + cijJ + dijK, aij, bij, cij, dij ∈ R, Aji = Aij.

である．
しかし，G = U(2)の場合は既約表現Hp,qはどの異なる 2つも同値で

ない．この場合には次の系を適用できる．
系 2.2. 定理 2.1の仮定に加えて，Hk

RのG既約分解
Hk

R = ⊕li=0Wi

において i 6= jならばWiとWjはG表現空間として同値でないとする．
このとき，MG

k はつぎと同一視できる．{
(x0, x1, · · · , xl) ∈ Rl

∣∣∣ xj ≧ 0,
l∑

i=0

(dimWi)x
2
i = dimHk

R

}
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このとき，定理 2.1の T は

(2.1) T =


x0 0 · · · 0
0 x1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · xl


と表される．ここで，xiは実数で，xiIdWi

を表す．
G = SU(m + 2), U(m + 1), Sp(m + 1) × U(1)，Sp(m + 1) × Sp(1)

(m ≧ 1)，Spin(9)のときはこの系が適用可能である．
このことから，モジュライ空間の次元が求まる．

定理 2.3. (1) G = SU(2)のとき，
dimMG

2l = dimMG
2l+1 = l(2l + 3)

(2) G = SU(m+ 2), U(m+ 1), Sp(m+ 1)× Sp(1) (m ≧ 1), Spin(9)の
とき，

dimMG
2l = dimMG

2l+1 = l

(3) G = Sp(m+ 1)のとき，

dimMG
2l = dimMG

2l+1 =
l

6
(4l2 + 15l + 17)

(4) G = Sp(m+ 1)× U(1)のとき，

dimMG
2l = dimMG

2l+1 =
l

2
(l + 3)

Hk
RはSO(m+1)，Spin(m+1)既約であるので，SO(m+1)，Spin(m+1)

同変調和写像は標準写像と像同値になる ([1],[9])．G = G2，Spin(7)の
ときもHk

RはG既約であるので，同様の結果を得る．
定理 2.4. G2/SU(3), Spin(7)/G2のとき，G同変調和写像は標準写像
と像同値である．
Hkの SU(m+2)既約分解は，mによらずHk =

⊕
p+q=kHp,qとなる．

m ≧ 1のとき，T は (2.1)と表されることから，次の一致の定理を得る．
任意のC3 ⊂ Cm+1に対して，SU(m+ 2)の部分群 SU(3)がただ一つ

決まる．この SU(3)はS2m+1∩C3として得られるS2m+1の全測地的部
分多様体 S5に作用する．
定理 2.5. SU(m+ 2)同変調和写像 f : S2m+3 → SN (m ≧ 1) を上記の
S5に制限した写像 f |S5は SU(3)同変調和写像である．
また，SU(3)同変調和写像は一意的に SU(m + 2)同変調和写像 f :

S2m+3 → SN に拡張される．
さらに，充満な SU(m+ 2)同変調和写像 fi : S2m+3 → SN (i = 1, 2)

に対して，f1と f2が像同値となるための必要十分条件は，f1|S5と f2|S5

が像同値となることである．
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同様の一致の定理がG = U(m+ 1), (m ≧ 1)のときも成り立つ．
Hを四元数体とする．任意のH2 ⊂ Hm+1に対して，Sp(m+ 1)の部

分群 Sp(2)がただ一つ決まる．この Sp(2)は S4m+3 ∩H2として得られ
る S4m+3の全測地的部分多様体 S7に作用する．
定理 2.6. Sp(m + 1)同変調和写像 f : S4m+3 → SN (m ≧ 1) を上記の
S7に制限した写像 f |S7は Sp(2)同変調和写像である．
また，Sp(2)同変調和写像は一意的に Sp(m + 1)同変調和写像 f :

S4m+3 → SN に拡張される．
さらに，充満な Sp(m + 1)同変調和写像 fi : S4m+3 → SN (i = 1, 2)

に対して，f1と f2が像同値となるための必要十分条件は，f1|S7と f2|S7

が像同値となることである．
同様の一致の定理がG = Sp(m+ 1)×U(1)，Sp(m+ 1)× Sp(1)のと

きも成り立つ．
3. 球面からグラスマン多様体への群同変調和写像

この節では，(G,K)を (SO(m+1), SO(m))，(Spin(m+1), Spin(m))，
(Spin(7), G2)または (G2, SU(3))とする．このとき，前節で見たように
球面から球面への同変調和写像は標準写像に像同値である．この結果
を終域がグラスマン多様体の場合に拡張する．
評価写像 ev : Sm × Hk → Cまたは ev : Sm × Hk

R → Rが計量
を保つようにHk，Hk

Rに L2内積を定める．(R,Hk
R)による標準写像

fk : Sm → P(Hk
R)は [1]により調和写像であり，定義からG同変であ

る．同様に (C,Hk)による複素射影空間P(Hk∗)への標準写像も fkと
すると，次の定理が成り立つ．
定理 3.1. (C,Hk)による標準写像

fk : Sm → P(Hk∗)

は調和かつ全実な写像であり，G同変である．
定義 3.2. 直積ベクトル束Kr = Sm×Krを考える．GのKrへの作用

g(x, v) = (gx, v) g ∈ G, x ∈ Sm, v ∈ Kr

を直積束Krへの標準的な作用という．
W を直交直和⊕ri=1H

ki
Rまたは⊕ri=1Hkiとする．(Kr,W )から誘導さ

れる写像は

f0 = fk1 × · · · × fkr : Sm −→
r∏
i=1

P(Hki
R

∗
) ⊂ GrdimW−r(W )

または

f0 = fk1 × · · · × fkr : Sm −→
r∏
i=1

P(Hki∗) ⊂ GrdimW−r(W )

となり，定理 1.5からG同変な調和写像である．これらを，それぞれ，
⊕ri=1H

ki
Rまたは⊕ri=1Hkiによる標準写像と呼ぶことにする．
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定理 3.3. f : Sm → Grp(R
p+q)を充満なG同変調和写像とする．q < m

ならば，f は⊕qi=1H
ki
Rによる標準写像と像同値である．

定理 3.4. f : Sm → Grp(C
p+q)を充満なG同変調和写像とする．qが

以下の不等式をみたすとき，f は自明束⊕qi=1Hki による標準写像と像
同値である．

(1) G = SO(m+ 1)，Spin(7) (m = 7)または Spin(m+ 1) (m ≧ 7)
のとき，q < m．

(2) G = G2 (m = 6)のとき，q < 3．
(3) G = Spin(m+ 1)とする．m = 3, 4のとき q < 2，m = 5, 6のと
き q < 4．

定理 3.3と定理 3.4 における qの不等式を等号にすると，定理の標準
写像とは異なるG同変写像が存在する．ここで，G同変写像として異
なるとは，G同変写像の終域におけるG作用が異なることを意味する．
等質ベクトル束として同型でない等質ベクトル束とその切断の空間か
らは，異なるG同変写像が誘導される．
qの条件が最良であることは，次の定理 3.5と表 1, 2から得られる．

定理 3.5. V0 を K の表現空間とし，V = G ×K V0 とする．Γ(V )に
V → SmへのG作用から誘導されるG作用を考える．W ⊂ Γ(V )は重
複度 1の部分表現であり，かつ V を大域的に生成するとする．このと
き，(V,W )による誘導写像は調和写像である．
以下の表 1, 2の V0の同伴ベクトル束とその切断の空間W から誘導

される写像は定理 3.5よりG同変調和写像である．つまり，定理 3.3，
3.4の qに関する不等式が最良となることを示すことができる. ここで，
Sk（S±

k）は Spin(k)の（半）スピン表現を表す．表の V0の同伴ベクト
ル束の中には自明束と同型なものもあるが，そのG作用は標準的な作
用ではない．

表 1：K = Rのとき
G K V0 W

SO(m+ 1) SO(m) Rm g
Spin(m+ 1) Spin(m) Rm g

G2 SU(3) R6 g
Spin(7) G2 R7 g

表 2：K = Cのとき
G K V0 W

SO(m+ 1) SO(m) Cm gC

Spin(7) G2 C7 gC

G2 SU(3) C3 C7

Spin(4) Spin(3) S3 S+
4 ⊕ S−

4

Spin(5) Spin(4) S±
4 S5

Spin(6) Spin(5) S5 S+
5 ⊕ S−

5

Spin(7) Spin(6) S±
6 S7

Spin(m+ 1) Spin(m) Cm gC
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4. 四元数射影空間からグラスマン多様体への Sp(m+ 1)同変調和写像
この節では [4] の結果，四元数射影空間HPmからグラスマン多様体

への Sp(m+ 1)同変調和写像の分類，剛性定理を述べる．
HPmを Sp(m + 1)/Sp(1) × Sp(m)と表し，ベクトル束H → HPm

をH = Sp(m+ 1)×Sp(1)×Sp(m) C
2と定義する．ただし，C2は Sp(1)の

標準表現である．また，H→ HPmの k次対称積束をSkH→ HPmと
表す．
ϖiをリー代数 sp(m+ 1)の基本ウェイトとし，Fm+1(ϖ)を支配的整

ウェイトϖを最高ウェイトとする Sp(m+ 1)の既約ユニタリ表現とす
る．特に Fm+1(kϖ1 + lϖ2)を F (k, l)と略記する．
補題 4.1. SkH → HPmの切断の空間 Γ(SkH)の，標準接続から与え
られるラプラス作用素の固有空間による分解は

Γ(SkH) = ⊕∞
l=0F (k, l)

となる．ここでF (k, l)は固有値 2{mk+ l(k+ l+ 2m+ 1)}に対する固
有空間である．各固有空間は既約表現空間で，どの異なる 2つも互い
に同値でない．

Γ(SkH)の L2内積を F (k, l)に制限して Sp(m + 1)不変内積を与え
る．fi : HPm → Grpi(F (ki, li))を (SkiH, F (ki, li)) (i = 1, 2, · · · , r)に
よる標準写像とする．W = ⊕ri=1F (ki, li)として標準写像の直和

f0 = f1 × · · · × fr : G/K →
r∏
i=1

Grpi(F (ki, li)) ⊂ Grp(W )

を⊕ri=1

(
SkiH, F (ki, li)

)による標準写像という．
定理 4.2. V → HPmを rankV < 2mの複素ベクトル束とする．V が
等質ベクトル束ならば，

V = ⊕ri=1S
kiH

であり，不変接続は標準接続に限る．
定理 4.3. f : HPm → Grp(C

p+q) (q < 2m)を充満な Sp(m+ 1)同変調
和写像とする．このとき，fは⊕ri=1

(
SkiH, F (ki, li)

)による標準写像と
なる．
f による普遍商束の引き戻しは等質ベクトル束であり，誘導接続は

不変接続である．したがって定理 4.2より，f ∗Q = ⊕ri=1S
kiHであり，

誘導接続は標準接続である．このことと補題 4.1，定理 1.5より定理が
示される．
定理 4.4. f : HPm → Grp(C

p+k+1) を (SkH, F (k, l)
) による標準写像

とする．
kが奇数であるとき，pは偶数であり，fの像はGrp(C

p+k+1)の全測地
的部分多様体である四元数グラスマン多様体Gr p

2
(H

p+k+1
2 )に含まれる．

kが偶数であるとき，fの像はGrp(C
p+k+1)の全測地的部分多様体で

ある実グラスマン多様体Grp(R
p+k+1)に含まれる．
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そこで，Grp(Rp+q)やGrp(H
p+q)への同変調和写像を考える．

kが偶数であるとき，SkH→ HPmは実構造を持つ．実構造不変な
SkHの実部分束を SkHR → HPmと表す．Γ(SkH)にも実構造が誘導
され，F (k, l)の実構造不変な実表現空間を F (k, l)Rとする．
以下の定理では，kiは偶数を表し，k′jは奇数を表すものとする．

定理 4.5. f : HPm → Grp(R
p+q) (q < 4m)を充満な Sp(m+ 1)同変調

和写像とする．このとき，f は
⊕ri=1

(
SkiHR, F (ki, li)R

)
⊕ ⊕r′j=1

(
Sk

′
jH, F (k′j, l

′
j)
)

による標準写像となる．ただし，Sk′jH→ HPmは実ベクトル束とみな
されている．
定理 4.6. f : HPm → Grp(H

p+q) (q < m)を充満な Sp(m + 1)同変調
和写像とする．このとき，f は

⊕ri=1

(
SkiH, F (ki, li)

)⊕2 ⊕ ⊕r′j=1

(
Sk

′
jH, F (k′j, l

′
j)
)

による標準写像となる．ただし，SkiH⊕SkiH→ HPmには Sp(m+ 1)
不変四元数構造を導入し，F (ki, li)⊕ F (ki, li)を四元数ベクトル空間と
みなしている．

References

[1] M.P.do Carmo, N.R.Wallach, Minimal immersions of spheres into spheres,
Ann. of Math.(2) 93 (1971), 43–62.

[2] J.Eells, A.Ratto, Harmonic Maps and Minimal Immersions with Symmetries,
Ann. of Math. Stud. 130, Princeton University Press, Princeton, 1993.

[3] I.Koga, Y.Nagatomo, M.Takahashi, Rigidity of Equivariant Harmonic Maps
from the Sphere into Grassmannians, Differential Geom. Appl. 104 (2026),
https://doi.org/10.1016/j.difgeo.2026.102403.

[4] I.Koga, Y.Nagatomo, M.Takahashi, Equivariant harmonic maps of the quater-
nionic projective spaces into Grassmannians , to appear in Illinois J. Math.

[5] Y.Nagatomo, Harmonic maps into Grassmann manifolds. J. Math. Soc. Japan
77 (2025), no. 3, 629-707.

[6] Y.Nagatomo, I.Koga, M.Takahashi, Identity theorems for equivariant har-
monic maps between spheres, Manuscripta Math. 177 (2026), no. 1,
https://doi.org/10.1007/s00229-025-01685-0.

[7] Y.Ohnita, Homogeneous Harmonic Maps into Complex Projective Spaces,
Tokyo J. Math. 13 (1990), no.1, 87–116 .

[8] T.Takahashi, Minimal immersions of Riemanian manifolds. J. Math. Soc.
Japan 18 (1966), 380-385.

[9] G.Toth, G.D’ambra, Parameter spaces for harmonic maps of constant energy
density into spheres, Geom. Dedicata. 17 (1984), no.1, 61–67.

68



Principal twistor models and asymptotic hyperkähler metrics

幸谷 亮汰 （東京科学大学 D3）

概 要
本講演ではまず、漸近挙動を持つ代数的超ケーラー計量とツイスター空間の背景を概観し、

主ツイスターモデル（PTM）と呼ばれる複素多様体を導入する。続いて、PTM の普遍性に関
する主定理と、その系であるモジュライ空間への応用を紹介する。主定理において示される普
遍性の内容は以下の通りである。錐的シンプレクティック多様体 X がクレパント解消 Y を持
つとする。このとき、X の非特異集合上の超ケーラー錐計量 g0 に漸近する Y 上の任意の代
数的超ケーラー計量 g に対して、それと対応するツイスター空間は PTM を切り出すことに
よって一意に復元される。講演の後半では、普遍ポアソン変形の理論に基づき PTM を構成
し、その普遍性の証明について解説する。本講演は arXiv:2603.03923[1]に基づく。

1 漸近的超ケーラー計量とツイスター空間の背景
漸近的超ケーラー計量は数学や物理の様々な分野 (モジュライ空間、表現論、代数幾何学など)

を横断して自然に現れる対象である。まず、本稿で考察の対象とする多様体の設定を紹介する：

設定 1.1. (X,ωX) を錐的シンプレクティック多様体（conical symplectic variety）とする。すな
わち、X は良い C∗-作用 λX と正則シンプレクティック形式 ωX を持つアフィン多様体である。
（C∗-作用 λX はX の座標環を正に添え字づけ、ωX に正の重みで作用する。）また、X は （射影
的）クレパント解消 f : Y → X を持つと仮定する。（すなわち、f はKY = f∗KX

∼= OY を満た
す特異点解消である。）

1.1 漸近的超ケーラー計量 (Asymptotic hyperkähler metric)

次に、本稿で考察の対象とする漸近的超ケーラー計量の定義を紹介する。
定義 1.2. X の非特異集合 Xreg 上の（代数的な）超ケーラー錐計量 g0を固定する。（ここで、錐
計量とは r∗g0 = r2g0を満たす計量のことである。）このとき、Y 上の（代数的な）超ケーラー計
量 g が無限遠において g0 に漸近するとは、任意の x ∈ Xreg ⊂ Y に対して以下が成り立つときに
いう：

lim
r→∞

||g − g0||g0(r·x) = 0.

（注：超ケーラー計量が代数的であることの定義は後述の注意 1.4で紹介する。）

図 1: 漸近的超ケーラー計量の概念図：
非特異集合Xregを自然に Y の部分集
合とみなし、超ケーラー計量 g, g0を
Xreg上で比較する。超ケーラー多様体
(Y, g)の “無限遠での接錐”は (X, g0)

となる。
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具体例： (代数的な)漸近的超ケーラー計量の例を挙げる。
• ALE重力インスタントン： 無限遠において、クライン特異点を持つ商空間X = C2/Γ, (Γ <

SU(2))上の自然な平坦計量に漸近する計量である。
• QALE 超ケーラー計量 ∗： ALEの高次元版の計量であり、X = C2n/G, (G < Sp(n))で
ある。(∗計量が代数的であることを仮定する。)

• 中島箙多様体、トーリック超ケーラー多様体 ∗∗： 超ケーラー商により構成される計量であ
る。(∗∗モーメント写像に関するある仮定が必要である。)

非例： 以下の例は、本稿の意味での漸近挙動を持たない例である。
• ALF重力インスタントン： 計量が代数的でない例である。
• ALG, ALH重力インスタントン： 接錐がアフィン多様体とならない例である。

1.2 ツイスター空間 (Twistor Spaces)

(代数的な)超ケーラー計量を代数幾何的に捉える枠組みがツイスター空間である。
定義 1.3 (ツイスター空間). Z を (2n+ 1)次元複素多様体とする。以下の (T1)～(T4) を満たす
組 (Z, τ, ω, {`x}) をツイスター空間と呼ぶ。
(T1) 正則ファイブレーション π : Z → P1構造を持つ。（すなわち、πは全射正則沈め込みである。）
(T2) 実構造 τ : Z → Z（反正則対合）。これは底空間 P1 上に antipodal map σap : u 7→ −1/ū を

誘導する。
(T3) 相対正則シンプレクティック 2形式 ω ∈ Γ(Z,∧2T ∗

π ⊗ π∗O(2)). これは τ∗ω = ω を満たす。
(T4) 実 4n次元多様体 M によってパラメトライズされるツイスター直線の族 {`x}x∈M を持つ。

すなわち各 `x は実切断（τ ◦`x = `x ◦σap）であり、その法束は Nℓx/Z
∼= O(1)⊕2n を満たす。

一般に、与えられた空間に対して条件 (T4)のツイスター直線の存在を直接チェックすることは
困難である。このため、本研究では (T4)を忘却し、(T1)～(T3)のみを満たす組 (Z, τ, ω) をツイ
スターモデルと呼び、考察の対象とする。
ツイスター対応と本研究の動機
よく知られた Hitchin–Karlhede–Lindström–Roček (1987) [2]のツイスター対応定理により、超
ケーラー構造 (M, g, I, J,K) とツイスター空間 (Z, τ, ω, {`x}x∈M ) は 1対 1に対応する。（本稿で
は、この対応の組を省略して、計量 gとツイスター空間 Z が対応すると表記する。）
注意 1.4. 超ケーラー計量が代数的であるとは、対応するツイスター空間がツイスターモデルとし
て代数的であることと定義する。すなわち、Z の各データが代数的に記述されることをいう。

図 2: ツイスター空間の概念図： 超ケーラー多様体M はリーマン球面 P1で添え字づけられる自
然な複素構造の族 {Iu}u∈P1 を持つ。各複素多様体 (M, Iu)をファイバーに持つ正則ファイブレー
ションがツイスター空間である。ツイスター直線 `xとは、点 x ∈M の “変形の軌跡”である。

本研究の動機は (代数的な)漸近的超ケーラー計量と対応するツイスター空間の、「ツイスター
モデル」としての構造を完全に決定することである。
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2 主ツイスターモデル (PTM) と主定理
前述の動機に基づき、主ツイスターモデルという新しい概念を導入する。

定義 2.1 (主ツイスターモデル). P を (2n+ d+ 1)次元複素多様体 (n ≥ 1, d ≥ 0) とする。以下
の (P1)～(P3) を満たす組 (ϕ : P → C(2), ωP , τP ) を主ツイスターモデル (PTM) と呼ぶ。

(P1) 正則ファイブレーション構造 ϕ : P → C(2)を持つ。ここで、C は d次元複素ベクトル空間
であり、底空間は P1 上のベクトル束 C(2) := C ⊗ O(2) である。

(P2) 実構造 τP : P → P を持つ。これは底空間上に実構造 σ2 : C(2)→ C(2) を誘導する。
(P3) 相対正則シンプレクティック 2形式 ωP ∈ Γ(P,∧2T ∗

φ ⊗ π∗PO(2)) が存在して、τ∗PωP = ωP

を満たす。（ここで、πP は自然な射影 P → P1である。）

注: d = 0 の場合、この定義は通常のツイスターモデルの定義に一致する。
PTMの最も基本的な性質は、実切断による引き戻し操作である。

命題 2.2. PTM (ϕ : P → C(2), ωP , τP ) の底空間上の任意の実切断 s ∈ H0(P1, C(2))σ2 (すなわち
σ2 ◦ s = s ◦ σap) に対し、引き戻し πs := s∗ϕ : Zs → P1 を構成することができる。このとき、誘
導される形式 ωs := ωP |Zs および実構造 τs := τP |Zs と合わせて、組 (Zs, τs, ωs) はツイスターモ
デルとなる。(cf. 図 3)

主定理
以上の準備の下で、本研究の主結果を述べる。(X,ωX) を錐的シンプレクティック多様体、Y → X

をクレパント特異点解消、g0 を Xreg 上の超ケーラー錐計量とする。

定理 2.3. (1) (PTMの構成): 超ケーラー錐計量 g0 は、Y の普遍ポアソン変形族を経由して、
一意に自然な PTM (P → C(2), ωP , τP ) を決定する。

(2) (PTMの普遍性): 計量 g0 に無限遠で漸近する任意の（代数的）超ケーラー計量 g に対し
て、それと対応するツイスター空間 Z は、ツイスターモデルとして Z ∼= Zs を満たす。ここ
で Zs は、ある一意的な実切断 s ∈ H0(P1, C(2)) によって PTMを引き戻して得られるモデ
ルである。

この定理は、主ツイスターモデル (PTM)が、漸近的超ケーラー計量と対応するツイスター空間
の、ツイスター直線の族以外の構造を完全に決定することを意味する。
さらに、この主定理の系として、超ケーラー構造のモジュライ空間に関する結果が得られる。

系 2.4. 漸近的超ケーラー計量を持つ超ケーラー構造のモジュライ空間
M := {(Y, g, I, J,K) | g → g0 asymptotic at ∞ on Y }/(isom)

を考えると、主定理 (2)の実切断との対応により、包含写像M ↪→ R3⊗H2(Y ;R) ' H0(P1, C(2))σ2
が得られる。特に、X が孤立特異点を持つ場合は、この写像が開写像になることが示される。

主定理の証明の方針
定理 (1)の構成については、大きく 2つのステップに分かれる。まず次節 §3 にて、「good triple」
という概念を導入し、それが普遍ポアソン変形族を経由して PTM を定めることを解説する。次
に、節 §4 にて錐計量 g0が good triple を定めることを説明する。以上を合わせて、証明が完了す
る。また、定理 (2)の普遍性の証明については、§4 で概略を述べる。
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3 PTM の構成 (good triple から PTM が定まること)

定義 3.1 (good triple). (X,ωX) を錐的シンプレクティック多様体とする。X 上の C∗-作用 λX、
正則シンプレクティック 2形式 ωX、および四元数構造 jX（すなわち j2X = λX(−1) を満たす反
正則写像）の組が、以下の整合性を満たすとき、この組を good triple と呼ぶ。

(整合性): λ∗XωX = λ2ωX , j∗XωX = ωX , jX ◦ λX = λ̄X ◦ jX .

X = C2 に標準座標 (x, y) を取った場合の標準的な組 (λscal, dx ∧ dy, j(x, y) = (ȳ,−x̄)) や、
商空間 X = C2n/G (G < Sp(n)) 上に標準的な組を落として得られる triple が good triple の典
型例である。
Step 1: 普遍ポアソン変形族 (Universal Poisson Deformation)と good triple の拡張
相対正則シンプレクティック 2形式を備えた平坦な正則族 X → B をポアソン変形族と呼び、すべ
てのポアソン変形族がそこから引き戻して得られるという普遍性を持つ変形族を普遍ポアソン変
形族という。並河 (2011) [3]により、錐的シンプレクティック多様体X とそのクレパント解消 Y

に対して、それぞれの普遍ポアソン変形 X → B,Y → C が存在し、以下の可換図式を満たす。

Y

��

ν // X ′

��

// X

��
C C q // B

ここで底空間 C は周期写像を通して H2(Y ;C) と同型になり、X ′ := q∗X は有限ガロア被覆 qに
よる引き戻し、ν は Y のアフィン化写像である。
普遍性と形式的ポアソン変形に関する議論を用いることで、X 上の good triple (λX , ωX , jX)

は、普遍ポアソン変形 Y 上の “good triple” (λ, ω, j) に一意に拡張できることが示される（C∗-

作用の拡張自体は 並河 (2008) [4] による）。このとき、Y 上の C∗-作用 λ と四元数構造 j は、底
空間 C に対してそれぞれウェイト 2 のスカラー倍と複素共役を誘導する。
Step 2: C∗-gluing constructionとツイスター錐
構成の最終段階として、C∗-作用を用いた貼り合わせ（C∗-gluing）を行う。C∗-作用 λ を持つ複素
多様体 M に対し、M × C の 2つのコピーを用意し、写像 ψ : (x, u) 7→

(
u−1 · x, u−1

) を用いて
貼り合わせる。これにより正則ファイバー束 M(1)→ P1 が得られる。
さらに、M 上の反正則写像 f が同変条件 f(λ · x) = λ̄ · f(x) を満たすならば、この貼り合わせ

を通して M(1) 上の反正則写像 f̂(x, u) =
(
−ū−1 · f(x),−ū−1

) へと拡張される。このとき、f が
四元数構造であることと f̂ が実構造であることは同値となる。
以上の手順をまとめると、X 上の good triple は Y 上の triple (λ, ω, j) へと拡張され、これに

C∗-gluing を適用することで、目的とするPTM (Y(1)→ C(2), ωP , τP ) が構成される（実構造は
τP := ĵ となる）。なお、元の X 上の triple に対して直接 C∗-gluing を行って得られるツイスター
モデル (X(1), ω̂X , ĵX) をツイスター錐と呼ぶ。(cf.図 4)

4 PTM の普遍性の証明
Step 1: 超ケーラー錐計量のツイスター空間の構造

主定理 (1)の証明のため、錐計量 g0 に対応するツイスター空間 (Z → P1, ω, τ, {`x}) の構造を決
定する。すなわち、g0 から X 上の good triple が定まり、Z はツイスター錐 X(1) とツイスター
モデルとして同型になることを示す。(注：このとき、§3の内容と合わせて、主定理 (1)が従う。)
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図 3: PTMの中のツイスターモデル 図 4: PTMの 3つの面
証明の第一段階として、Z の局所自明性を確認する。底空間の被覆 P1 = C+ ∪C− に伴い、ツ

イスター空間を Z = Z+ ∪ Z− と分解する。g0 が錐計量であることから、Z にはファイバーを保
つ R+-作用が誘導される。普遍ポアソン変形 X → B の普遍性から、ある写像 s± : C± → Bが定
まり、R+-同変な同型 Z± ' (s±)∗X が取れる。したがって s± ≡ 0でなければならず、ポアソン
変形として Z± ' X × C± と自明化される。
続いて、この自明化を用いてX 上の good triple を構成する。実構造 τ を中心ファイバーに制

限することで、反正則写像 jX : X → X が得られる。一方、X 上の組 (λX , ωX , jX) に C∗-gluing

を適用して得られるファイバー束 X(1) と反正則写像 ĵX を考える。Z,X(1) 上の実構造 τ, ĵX を
X ×C± 間のポアソン写像とみなし、「形式的ポアソン変形」上で比較すると、それらが共役であ
ることが示される。したがって ĵX が実構造であることから jX が四元数構造であることが従う。
貼り合わせ写像についても同様の共役性が示され、最終的に (λX , ωX , jX) が good triple となる
こと、およびツイスターモデルとしての同型 Z ' X(1) が証明される。
Step 2: 主定理 (2) の証明
次に、無限遠で g0 に漸近する Y 上の超ケーラー計量 gに対して、C(2)の実切断 sが一意に定ま
り、ツイスターモデルとしての同型 Z ' Zs := s∗Y(1)が得られることを示す。
Step 1と同様に Z = Z+ ∪ Z− と分解する。このとき Y の普遍性により、底空間 C(2) の一意
な実切断 s が存在し、ポアソン変形としての同型 Z± ' Z±

s が得られることが容易に示される。
大域的な同型を示すために、Z および Zs の各ファイバーをアフィン化した特異モデル Z ′, Z ′

s

を考える。このとき、Z ′± ' Z ′
s
±はアフィン多様体 X ′×C± に自然に埋め込まれることに注意す

る。(ここで、X ′は普遍ポアソン変形族 Y の affinization である。)

座標 (x, u) ∈ X ′ ×C∗ を用いてツイスター錐との比較を行う。無限遠における漸近条件 g → g0

は、Z ′ の貼り合わせ写像 ψ′ と実構造 τ ′ に関する次の条件に言い換えられる：X ′ 上の自然な C∗-

作用と四元数構造 j′ を用いて、

ψ′(x, u) =

(
1

u
· x+ f(x, u),

1

u

)
,

τ ′(x, u) =

(
−1

ū
· j′(x) + g(x, u),−1

ū

)
.

ここで、 f, g は |x| → ∞ のとき f, g → 0という条件を満たすX ×C 上の正則写像である。すな
わち f, gは有界正則写像であるから、f = g ≡ 0となる。これは 写像 ψ′, τ ′ が Z ′

s の貼り合わせ写
像と実構造に一致することを意味し、特異ツイスターモデルとしての同型 Z ′ ' Z ′

s が成り立つ。
最後に、特異点解消 Z → Z ′ の例外集合が余次元 2 以上であることに注意し、ハルトークスの
拡張定理を適用することで、ツイスターモデルとしての同型 Z ' Zs が得られる。 Q.E.D.
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Rigidity of the Borell-Brascamp-Lieb inequality

Rongkai ZHANG (the University of Osaka)

In this talk we discuss some aspects regarding the rigidity of the Borell-Brascamp-
Lieb inequality on weighted Riemannian manifolds, based on the recent work [1]. As
an extension of the rigidity result of the inequality on Riemannian manifolds in [2],
we show results on the rigidity of curvature and measure of the inequality on weighted
Riemannian manifolds (M, g,m) satisfying Ricm,N ≥ K. We show that equality of the
Borell-Brascamp-Lieb inequality can be attained only if the sectional curvatures are
constantly K

N−1
and the measure admits a certain behaviour on the region between the

supports of the functions:

Main Theorem (Theorem 2). [1] On a weighted Riemannian manifold (M, g,m =
e−ψvolg), satisfying Ricm,N ≥ Kg where n ≤ N < ∞ and K ∈ R, equality of the
Borell-Brascamp-Lieb inequality implies that the N-Ricci curvature along the geodesic
of transport γ(t) := Ft(x) equals K and the sectional curvatures along the geodesic γ are
identically K

N−1
. The measure behaves as an (N − n)-th power of a linear combination

of trignometric functions along the geodesic γ(t) when K > 0; as an (N − n)-degree
polynomial of t along γ(t) when K = 0; and as an (N − n)-th power of a linear
combination of hyperbolic functions along γ(t) when K < 0.

We will explain the key idea of the proof, which is the analysis of the interpolation
inequality and the Riccati equation on weighted Riemannian manifolds. We will also
discuss some aspects regarding the Brunn-Minkowski inequality, the inequality that is
closely related to the Borell-Brascamp-Lieb inequality. We also present a few further
open problems related.

1 The Curvature-Dimension condition

Throughout the talk, we will be considering a smooth weighted Riemannian mani-
fold (M, g,m) of dimension n, where m = e−ψvolg, satisfying the condition Ricm,N(·) ≥
Kg(·, ·), N ∈ [n,∞) and K ∈ R, where the N -Ricci curvature Ricm,N is defined to be:

Ricm,N(v) :=

 Ricm(v)− (∂vψ)2

N−n for N ∈ (n,∞),

Ricm(v) for N = ∞,
Ric(v) for N = n, ψ = const.

where Ricm(v) = Ric(v) + Hessψ(v, v).

By the theorem of Brenier-McCann, given two measures on (M, g,m), µ0 = ρ0m =
ρ0e

−ψvolg and µ1 = ρ1m = ρ1e
−ψvolg in P2(M) absolutely continuous with respect to

m, there is a unique optimal transference plan from µ0 to µ1, given by Ft, µt = (Ft)#µ0,

the push-forward of µ0 by Ft(x) := expx(t∇f(x)), and f : M → R is a d2

2
-convex

function.

The weighted Jacobian Jψt (x) := eψ(x)−ψ(Ft(x))∥(DFt(x))∥ along the geodesic γ(t) :=
Ft(x). By a similar computation as in the proof of Theorem 1.7 of [4], the following
concavity condition on the weighted Jacobian can be deduced:

Jψt (x)
1
N ≥ (1− t)β1−t

K,N(d(x,F1(x)))
1
N + tβtK,N(d(x,F1(x)))

1
N Jψ1 (x)

1
N (1)
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for µ0-a.e. x such that Ft is differentiable at x and all t ∈ [0, 1], with the function βtK,N
being defined as:

βtK,N(r) =
(sK,N(tr)
tsK,N(r)

)N−1

where

sK,N(r) :=


√

N−1
K

sin
(
r
√

K
N−1

)
if K > 0,

r if K = 0,√
−N−1

K
sinh

(
r
√

−K
N−1

)
if K < 0.

2 The Borell-Brascamp-Lieb inequality

We will be focusing on the Borell-Brascamp-Lieb inequality in the talk. The Borell-
Brascamp-Lieb inequality was proved on Riemannian manifolds by Cordero-Erausquin,
McCann and Schmuckenschläger in [3], and on metric measure spaces by Bacher in [5].
On a weighted Riemannian manifold, it takes the same form as in [5]:

Theorem 1. [1] Let f0, f1, h ≥ 0 be functions on a weighted Riemannian mani-
fold (M, g,m) satisfying Ricm,N ≥ Kg. Assume that for Borel subsets A,B ⊂ M ,∫
A
f0dm =

∫
B
f1dm = 1 and

h(z)−
1
N ≤ (1− t)β1−t

K,N(d(x, y))
1
N f0(x)

− 1
N + tβtK,N(d(x, y))

1
N f1(x)

− 1
N

for all (x, y) ∈ A×B, z ∈ Zt(x, y), where

Zt(x, y) := {z ∈M |d(x, z) = td(x, y), d(z, y) = (1− t)d(x, y)}

is the set of t-intermediate points between x and y. Then
∫
M
hdm ≥ 1.

This theorem is a rather straightforward consequence of the iterpoaltion inequality
(1). By the same proof of the main result of [5], we consider the optimal transportation
problem from the measure ρ0 := f0|A to ρ1 := f1|A induced by a map Ft that satisfies
the Monge-Ampere equation

Jψt (x) · ρt ◦ Ft(x) = ρ0(x) = f0(x) for m-a.e. x ∈ A,

where ρt is the density of µt. It can be shown that h ◦ Ft ≥ ρt ◦ Ft, and the result
follows from the comparison of the integrations of h and ρt on M .

3 Equality in the Borell-Brascamp-Lieb inequality

Suppose that for some t0 ∈ (0, 1), the Borell-Brascamp-Lieb inequality on a weighted
Riemannian manifold as in Theorem 1 attains equality. We will have that on A,
h ◦ Ft0 = ρt0 ◦ Ft0 almost everywhere and the interpolation inequality attains equality
at t0:

Jψt0(x)
1
N = (1− t0)β

1−t0
K,N (d(x,F1(x)))

1
N + t0β

t0
K,N(d(x,F1(x)))

1
N Jψ1 (x)

1
N . (2)

Towards the rigidity result, we will show first a lemma:

Lemma 1. [1] If the weighted Jacobian Jψt satisfying (1) attains equality at some
t0 ∈ (0, 1), then equality of the inequality (1) holds for all t ∈ [0, 1].
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With the lemma at hand, we will show main result:

Theorem 2. [1] Rigidity of the Borell-Brascamp-Lieb inequality on weighted Rieman-
nian manifold (M, g,m) satisfying Ricm,N ≥ Kg implies, for a.e. x ∈ suppf0, letting
γ(t) := Ft(x), the following hold:

1. For all t ∈ (0, 1), the N-Ricci curvature Ricm,N(γ
′(t)) equals Kg(γ′, γ′), and the

sectional curvatures along the geodesic γ are identically K
N−1

.

2. The measure behaves as an (N − n)-th power of a linear combination of trig-
nometric functions along the geodesic γ(t) when K > 0; as an (N − n)-degree
polynomial of t along γ(t) when K = 0; and as an (N − n)-th power of a linear
combination of hyperbolic functions along γ(t) when K < 0.

The result on the sectional curvatures are deduced from the property of the Riccati
equation, and the result on the measure follows from the result on sectional curvatures
and the expression on the N -Ricci curvature. The exact form of the measure is, as
shown in [1]:

e−ψ◦Ft(x) =


[
C0 sin

(√
K
N−1

rt
)
+ C1 cos

(√
K
N−1

rt
)]N−n

when K > 0,

(C0t+ C1)
N−n when K = 0,[

C0 sinh
(√

−K
N−1

rt
)
+ C1 cosh

(√
−K
N−1

rt
)]N−n

when K < 0

where r := d(γ(0), γ(1)), C0 and C1 are constants determined by the initial values
e−ψ(x) and ∂γ′(0)e

−ψ(x)

C0 =
−∂γ′(0)ψ(x)
N − n

e
−ψ(x)
N−n , C1 = e

−ψ(x)
N−n .

We will also discuss the possibility of the existence of singularities. With the ex-
pression above, the density function e−ψ◦Ft(x) may take the value of 0 (if the range of t
can be extended beyond [0, 1]). Nonetheless, as discussed in [1], this does not lead to a
contradiction: on a smooth weighted Riemannian manifold M , the initial value e−ψ(x)

is nonzero and the point at which the density e−ψ vanishes is not on the geodesic Ft(x)
for all t ∈ [0, 1] for a.e. x ∈ suppf0, hence the ’could-be’ singularity must be outside
the support of f0, f1 and h, thus can be resolved by mollification.

4 The Brunn-Minkowski inequality

We will also discuss in the talk the Brunn-Minkowski inequality on Riemannian
manifolds with Ricm,N ≥ Kg, established in [4] is closely related to the Borell-Brascamp-
Lieb inequality. We will consider the Brunn-Minkowski for compact, convex sets with
positive and finite measures.

On weighted Riemannian manifolds, the Brunn-Minkowski inequality can be proved
from the Borell-Brascamp-Lieb inequality, by setting the functions f0, f1, h to be the
indicator functions on the respective sets.

We get the same rigidity result for the Brunn-Minkowski inequality as in [2].

Theorem 3. [1] Rigidity of the Brunn-Minkowski inequality on weighted Riemannian
manifolds such that Ricm,N ≥ 0 implies that for a.e. x ∈ A, the sectional curvatures
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along the geodesic of transport from A to B starting at x are identically 0, and the
weight behaves as a polynomial of degree N − n along the paths of transportation.

In the situation where K > 0, if compact convex sets A,B ⊂ M with finite and
positive measure satisfies equality of the Brunn-Minkowski inequality for some t0 ∈
(0, 1), then A = B = Zt(A,B) for all t ∈ [0, 1] up to a set of null measure.

Equality of the Brunn-Minkowski inequality cannot hold for compact convex sets
when K < 0.

5 Further questions

To conclude, we will discuss briefly a few further questions that arise from the main
result.

1. We will discuss, in addition to the dimension bound N being positive and finite,
the situation when N is infinite or negative.

2. We will also dicuss the possible directions towards which the rigidity result can
be generalised into.
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HIGGS PAIRのモジュライ空間について

佐々木 淳 (東京科学大学 D2)

Abstract. コンパクトRiemann面M と, その上の滑らかな複素ベクトル束Eを固
定する. Bradlow[2]によって導入された holomorphic pairのHiggs束への一般化とし
て Higgs pairが定義でき, 実数 τ に対して, Higgs pairの τ -安定性が導入できる. 本
講演では, E と τ に適当な条件を課したうえで, τ -安定 Higgs pairのモジュライ空間
が非特異な複素多様体の構造をもつことを示す. また rankE = 2の場合に, モジュラ
イ空間への S1-作用とMorse-Bott理論を用いることで, その Betti数を計算する. 本
講演は [9]に基づく.

1. Higgs pairとKobayashi-Hitchin対応
M をコンパクトRiemann面, EをM 上の滑らかな複素ベクトル束とし, gM をM

のKähler計量とする.

Definition 1.1.
Higgs pairとは, 組 (D′′, s)であって, 以下を満たすもののことをいう.
(1) (E,D′′)はHiggs束である.
(2) sはEの滑らかな切断であって, D′′s = 0を満たす.

Higgs束は正則ベクトル束の一般化である. よって, Higgs pairは Bradlow [2]によ
り導入された holomorphic pairの一般化と考えられる. holomorphic pairに対して実
数 τ に依存する安定性が定義できるのと同様に, Higgs pairに対しても同様の安定性
が定義できる.

Definition 1.2.
(D′′, s)をHiggs pairとし, τ を実数とする. (D′′, s)が τ -安定であるとは, 以下の 2

条件を満たすことをいう.
(1) 任意の (E,D′′) の Higgs 部分束 F に対して, 0 < rankF ならば, µ (F ) <

Vol (M, gM)

4π
τ を満たす.

(2) 任意の (E,D′′)の Higgs部分束 F に対して, 0 < rankF < rankE かつ s ∈

H0 (F )ならば, µ (E/F ) >
Vol (M, gM)

4π
τ を満たす.

Higgs pairは, M. Mehtaにより 2005年に導入された [7]. 彼は, τ -安定なHiggs pair
のモジュライ空間の smooth locus内に含まれる開集合が存在することを示している
が, モジュライ空間が大域的に滑らかであることは示していない. 本講演では, ベクト
ル束Eと τ ∈ Rに条件を課すことで, モジュライ空間が非特異な複素多様体の構造を
持つことを示す. また, rankE = 2の場合に, モジュライ空間のBetti数を計算する.
また, Higgs pairは, Álvarez-CónsulとGarcía-Prada [5]によって導入された quiver

束の具体例である. 上のHiggs pairに対する安定性は, quiver束に対して定義される
本研究は科研費 (課題番号: 25KJ1222)の助成を受けたものである.
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安定性をHiggs pairの場合に書き下したものである. quiver束に対して, その安定性
と, ゲージ理論的な微分方程式が対応するというKobayashi-Hitchin対応が成り立つ.
その対応をHiggs pairに対して書き下すと以下のようになる.

Theorem 1.3.
(D′′, s)をHiggs pairとし, τ ∈ Rを genericにとる. このとき, 以下は同値である.
(1) (D′′, s)は τ -安定である.
(2) Eの Hermite計量 hで, (D′′, s)が以下の方程式の解となるものが一意に存在
する.

√
−1Λ (R (∇) + [θ ∧ θ∗]) +

1

2
s ◦ s∗ =

τ

2
idE.

ただし, Λは (M, gM)のKähler形式ωMによる縮約である. また,D′′ : Ω0 (E)→
Ω1 (E)の (0, 1)-成分, (1, 0)-成分への分解D′′ = ∂̄E +θに関して, ∇は正則Her-
miteベクトル束 (E, ∂̄E, h)のChern接続である. この方程式のことを τ -vortex
方程式という.

2. モジュライ空間
τ -安定なHiggs pairのなす空間には, Eのゲージ群が以下のように右から作用する.

(D′′, s) · g :=
(
g−1 ◦D′′ ◦ g, g−1s

)
.

この作用で割って得られる商空間をM と書き, τ -安定 Higgs pairのモジュライ空間
という.
EのHermite計量 hを固定し, τ -安定なHiggs pair (D′′, s)に対して, 次の楕円型複

体を考える.

Ω0
(
End (E)

) d0 // Ω1
(
End (E)

)
⊕ Ω0 (E)

d1 // Ω2
(
End (E)

)
⊕ Ω1 (E)

d2 // Ω2 (E) .

(2.1)
ただし射 dk : Ωk

(
End (E)

)
⊕ Ωk−1 (E) → Ωk+1

(
End (E)

)
⊕ Ωk (E)は以下で与えら

れる.

dk

(
α
η

)
:=

(
D′′

End(E) 0

−ev (s) −D′′

)(
α
η

)
.

倉西理論により, 点 [D′′, s] ∈M は, この複体の 0次と 2次のコホモロジー群が消える
ときに smooth pointとなる. 実は, (D′′, s)の安定性から, 0次コホモロジー群が消え
ることがただちに従う. よって, モジュライ空間が非特異であることを示すためには,
2次のコホモロジー群が消えることを示せばよい.

GothenとKing [3]により, quiver束の変形複体のコホモロジー群の計算方法が確
立されている. 第 1節で, Higgs pairは quiver束の具体例であると述べたので, 彼らの
方法を使って 2次のコホモロジー群を計算すればよいと思われるかもしれないが, 残
念ながら彼らの方法を使うことはできない. 実は, Higgs pairは標準的な quiver束で
はなく, quiver束に関係式 θs = 0が課されているものである. この違いは極めて重要
である. なぜなら, Higgs pairの変形複体について考えるとき, この関係式を保つよう
にHiggs pairを変形しなければならないからである. そこで, 別の方法で 2次のコホ
モロジー群を計算する.
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M 上の正則ベクトル束からなる, 以下の複体を考える.

End (E)
d̃0 // End (E)⊗KM ⊕ E

d̃1 // E ⊗KM .

ただし射 d̃0, d̃1は以下で与えられる.

d̃0 (f) :=

(
D′′

End(E)f

−f (s)

)
, d̃1

(
α′

η

)
:= −α′ (s)−D′′η.

このとき, 変形複体の 2次のコホモロジー群は, 上の複体の 2次のハイパーコホモロ
ジー群H2で与えられる. また, スペクトル系列 {Ep,q

r }で, Ep,q
r ⇒ Hp+qとなるものが

存在するので, これを計算すると, H2 = E2,0
3 ⊕E

1,1
3 を得る. 定義に従ってこれらを書

き下すと,

E1,1
2 =

{
(fωM , α

′′) ∈ H1
(
End (E)

)
⊕H1 (E)

∣∣∣∣∣ ∂End(E)f = 0,

H (f (s)ωM + θ ∧ α′′) = 0

}
{(
H ([θ ∧ β′′]) ,−H

(
β′′ (s)

))∣∣∣β′′ ∈ H1
(
End (E)

)}
となる. ただしHは調和射影である. EにはHermite計量 hを固定しているので, こ
の計量に関して, fωM とH ([θ ∧ β′′]), α′′と−H (β′′ (s))の L2-内積を計算すると,

E1,1
2 =

(fωM , α
′′) ∈ H1

(
End (E)

)
⊕H1 (E)

∣∣∣∣∣∣∣
∂End(E)f = 0, [θ∗, f ] = 0,

α′′ ⊗ s∗ = 0,

H (f (s)ωM + θ ∧ α′′) = 0


となる. ここで, もしHiggs束 (E,D′′)が単純であり, また切断 sが零切断でなければ,
条件 ∂End(E)f = 0, [θ∗, f ] = 0とD′′

End(E)f
∗ = 0が同値であることから, E1,1

2 = 0が従
う. そこで, ベクトル束Eと τ ∈ Rに関して, 次の条件を課す.

Assumption 2.1.

• µ (E) <
Vol (M, gM)

4π
τ < µ+ := min

{
µ (F )

∣∣∣∣∣F はEの滑らかな部分束,
µ (F ) > µ (E)

}
.

• degEと rankEは互いに素である.

この仮定の下で, 以下の補題が成り立つ.

Lemma 2.2.
(E,D′′)は安定Higgs束であり, sは零切断でない.

この補題は, まず τ の仮定から (E,D′′)の半安定性が従い, Eの仮定から安定性が
従う. また sが零切断でないことは, Kobayashi-Hitchin対応から従う. 安定Higgs束
は単純なので, 上の議論から, E1,1

2 = 0を得る.
E2,0

3 = 0であることは, E2,0
3 がH0 (E ⊗K)の部分空間として得られることと, 複

体の射の定義からただちに従う. これらより, H2 = 0となるので, モジュライ空間M
は非特異な複素多様体となる.
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3. モジュライ空間のBetti数
Biswasと Schumacher [1]により, quiver束のモジュライ空間の smooth locusには

Kähler計量が入ることが示されている. このことから, τ -安定Higgs pairのモジュラ
イ空間M にもKähler計量が入る. モジュライ空間のBetti数を計算する際の鍵とな
るのは, 次で定義されるM への S1作用である.[

∂̄E, θ, s
]
· z :=

[
∂̄E, zθ, s

]
.

このS1作用は正則, 等長, ハミルトンであり, 対応する運動量写像 µ : M → Rは次で
与えられる.

µ
([
∂̄E, θ, s

])
= ∥θ∥2L2(M) .

ただし, θのL2ノルムを計算する際には, Kobayashi-Hitchin対応から誘導されるHer-
mite計量を用いる. τ -vortex方程式のアプリオリ評価により, µは固有, すなわち任意
の閉区間の引き戻しがM のコンパクト集合となる.
以下, rankE = 2とし, 前節のAssumption 2.1も引き続き仮定する. モジュライ空

間の Betti数は, Morse-Bott理論を用いて計算する. 計算方法は, Hitchin [4]が安定
Higgs束のモジュライ空間のBetti数を求めた際に用いた方法と本質的に同じである.
理論を適用するために, µの臨界点集合, すなわち S1-固定点集合を求める. 点[
∂̄E, θ, s

]
∈ M が θ = 0となるとき, この点は明らかに S1-固定点である. θ = 0

となるM の部分集合をN0とする. N0は, τ -安定 holomorphic pairのモジュライ空
間に対応する. (Hitchinの文脈では, N0は安定正則構造のモジュライ空間に対応す
る.)

[
∂̄E, θ, s

]
∈M を, S1-固定点であって, θ ̸= 0となる点とする. このとき, 任意の

z = e
√
−1t ∈ S1に対して, 以下を満たすEのゲージ変換 g (t)が存在する.

g (t)−1 ◦ ∂̄E ◦ g (t) = ∂̄E,

g (t)−1 ◦ θ ◦ g (t) = exp
(√
−1t

)
θ,

g (t)−1 s = s.

(3.1)

(3.2)

(3.3)

条件 (3.1)より,
(
E, ∂̄E

)の正則部分束Lで, E = L⊕ (L−1 ⊗ detE)と正則に分裂する
ものが存在する. (rankE = 2なので, Lは直線束である.) 条件 (3.2)より, θは以下の
ように与えられる.

θ =

(
0 0
φ 0

)
.

ただし φ ∈ H0
(
Hom (L,L−1 ⊗ detE)

)である. 条件 (3.3)より, sは L−1 ⊗ detEの正
則切断となる.
θ ̸= 0なので φ ̸= 0であり, また s ̸= 0なので,

degL ≤ min

{
degE, g − 1 +

1

2
degE

}
=: m

となる. ただしgはコンパクトRiemann面Mの種数である. また, L−1⊗Eは(E, ∂̄E, θ)
のHiggs部分束であり, s ∈ H0 (L−1 ⊗ detE)なので,

Vol (M, gM)

4π
τ < degL
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となる. 整数 dを Vol (M, gM)

4π
τ < d ≤ mを満たすものとし,

Nd :=

{[
E = L⊕

(
L−1 ⊗ detE

)
,

(
0 0
φ 0

)
,

(
0
s

)]∣∣∣∣degL = d

}
とする. このとき, モジュライ空間への S1-作用の固定点集合は, N0 ∪

⋃
d

Ndとなる.

あとは, N0, NdのBetti数と指数が求まれば, モジュライ空間のBetti数は計算でき
る. N0は τ -安定 holomorphic pairのモジュライ空間であり, その Betti数はMuñoz,
Ortega, Vázquez-Gallo [8]により計算されている. またN0の指数は 0である. Ndの
Betti数は, 以下の命題とMacDonald [6]の結果から計算できる.

Proposition 3.1. Ndは Sym−2d+k+2g−2M ×Symk−dMと双正則である. (k = degE.)

写像 f : Sym−2d+k+2g−2M × Symk−dM → Pick (M)を
f (D,D′) :=

[
OM (D′)

2 ⊗OM (D)−1 ⊗KM

]
と定めると, Ndと f のグラフが双正則であることが分かることから上の命題が従う.
Ndの指数は, ベクトル束 Eへの S1-作用の重みが負であるものからなる, Higgs pair
の変形複体 (2.1)の部分複体の 1次コホモロジー群の実次元に一致する. その複体は

Ω0
(
Hom (L,L−1 ⊗ detE)

) ∂̄ // Ω0,1
(
Hom (L,L−1 ⊗ detE)

)
.

で与えられるので, Ndの指数は 2 (2d+ g − k − 1)となる. これらより, rankE = 2の
場合の τ -安定Higgs pairのモジュライ空間M のBetti数は以下のように与えられる.

Theorem 3.2. M の Poincaré多項式 P (t)は, 以下の有理多項式の xk+2gyk+2gの係
数で与えられる.

x2g+1+⌊T ⌋yk+2g (1 + t)2g (1 + tx)g (1 + tx)g

(1− t2) (1− x) (1− t2x)

(
t2(k−1−⌊T ⌋)

1− t−2x
− t2(g+1−k+2⌊T ⌋)

1− t4x

)
+

m∑
d=⌊T ⌋+1

t2(2d+g−k−1)x2d+2yd−2g (1 + tx)2g (1 + ty)2g

(1− x) (1− y) (1− t2x) (1− t2y)
.

ただし T =
Vol (M, gM)

4π
τ である.

References

[1] I. Biswas and G. Schumacher, Differential geometry of moduli spaces of quiver bundles, Journal
of Geometry and Physics, vol. 118, 2017, pp. 51–66.

[2] S. B. Bradlow, Special metrics and stability for holomorphic bundles with global sections, Journal
of Differential Geometry, vol. 33, 1991, pp. 169–213.

[3] P. B. Gothen and A. D. King, Homological algebra of twisted quiver bundles, Journal of the
London Mathematical Society, vol. 71, 2005, pp. 85–99.

[4] N. J. Hitchin, The self-duality equations on a Riemann surface, Proc. London Math. Soc., vol.
s3-55, 1987, pp. 59–126.

[5] L. Álvarez-Cónsul and O. García-Prada, Hitchin-Kobayashi correspondence, quivers, and vor-
tices, Communications in Mathematical Physics, vol. 238, 2003, pp. 1–33.

[6] I.G. MacDonald, Symmetric products of an algebraic curve, Topology, vol. 1, 1962, pp. 319–343.

83



[7] M. Mehta, Birational equivalence of Higgs moduli, International Journal of Mathematics, vol. 16,
2005, pp. 365–386.

[8] V. Muñoz, D. Ortega, and M. J. Vázquez-Gallo, Hodge polynomials of the moduli spaces of pairs,
International Journal of Mathematics, vol. 18, 2007, pp. 695–721.

[9] Jun Sasaki, The moduli space of higgs pairs, 2026, arXiv:2604.24400.

〒 152-8551 東京都 目黒区 大岡山 2-12-1 東京科学大学 理学院 数学系
Email address: sasaki.j.ac@m.titech.ac.jp, sasaki.j.fb69@m.isct.ac.jp

84



ローレンツハウスドルフ測度と余面積不等式
久保田　景 (大阪大学理学研究科数学専攻D2)

1 ローレンツ弧長空間とローレンツハウスドルフ測度
曲率が上または下に有界なリーマン多様体の収束の理論および極限空間として現れる測度

距離空間の幾何学は大きな成果を上げてきた. 近年, 時間的向き付けをもつローレンツ多様
体 (以下時空)の幾何学の枠組みで同様の理論が展開されている. ローレンツ弧長空間 (以下
LpLS)は時空の距離空間論的な一般化であり, 収束する時空の列の極限として現れうる空間
である [6]. 本講演では近年の LpLSの幾何学の概要と講演者によって導入された新たな局所
構造の仮定と体積比較不等式について述べる.

定義 1.1 (ローレンツ弧長空間). (X, d)を距離空間とする. X 上の二項関係 ≤, ≪, 関数
τ : X ×X → [0,∞] は次の条件を満たすとする.

(a1) ≤は推移的かつ反射的
(a2) ≪は推移的
(a3) ≪は ≤に含まれる



(b1) τは dについて下半連続
(b2) x ̸≤ y ⇒ τ(x, y) = 0

(b3) x < y ⇔ τ(x, y) > 0

(b4) x ≤ y ≤ z ⇒ τ(x, z) ≥ τ(x, y) + τ(y, z)

このとき (X, d,≤,≪, τ)をローレンツ弧長空間 (LpLS)とよぶ. また ≤, ≪を各々因果関係
(causal relation), 時間関係 (chronological relation), τ を時間間隔 (time separation)とよぶ.

時空の幾何学で重要な概念である大域的双曲性などの因果構造が LpLS上で定義されてお
り, 一般化された特異点定理の導出をはじめとるすローレンツ幾何学の一般化が取り組まれ
ている. また距離空間の場合と同様に, 測地三角形の比較および最適輸送理論を用いて断面曲
率およびリッチ曲率が有界な LpLSが定義されており [2], Alexandrov空間, CAT空間, また
(R)CD空間のローレンツ幾何学の枠組みでの再構築が取り組まれている.

曲率が有界な LpLSにおける重要な先行研究として, 断面曲率が有界な LpLSの分裂定理
の導出やリッチ曲率が有界な LpLS上でのBishop-Gromov不等式の導出が挙げられる. また
リーマン幾何学におけるグロモフハウスドルフ収束に相当する時空と LpLSの収束概念の構
築及び, ローレンツ幾何学の枠組みでのソボレフ解析の研究が進んでいる.

距離空間上で距離構造からハウスドルフ測度が定まる. これは距離空間に対して次元の概
念を定めるほか, ハウスドルフ測度に着目することで曲率の有界性の条件から強力な構造定
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理が導出される. ハウスドルフ測度の LpLSにおける対応物としてローレンツハウスドルフ
測度が定義され, LpLSの幾何構造との関係が研究されている [8].

定義 1.2. (X, d)を LpLSとし x ∈ X とする. このとき xの時間的未来および因果的未来を
各々 I+(x) := {y ∈ X | x ≪ y}, J+(x) := {y ∈ X | x ≤ y} と定義する. 同様に xの時間
的過去 I−(x)および因果的過去 J−(x)を各々因果関係, 時間関係を反転させることで定義す
る. また J(p, q) = J+(p) ∩ J−(q) (causal diamond), I(p, q) = I+(p) ∩ I−(q) (chronological

diamond)と定める.

定義 1.3 (ローレンツハウスドルフ測度). (X, d,≤,≪, τ)をLpLS, AをXの部分集合とする.

このときN 次元のローレンツハウスドルフ測度を

VNd (A) := lim
δ→0

[
inf

{
∞∑
i=1

ρN(J(ai, bi))

∣∣∣∣∣ ai < bi, diamd(J(ai, bi)) < δ,A ⊆
∞⋃
i=1

J(ai, bi)

}]
と定める. ただし inf ∅ = ∞とする. ここで, J := {J(p, q) | p < q} ∪ {∅}とし, ρN を J 上
の関数として, ρN(J(p, q)) = ωτN(p, q) (τ(p, q) > 0) , ∞ (τ(p, q) = ∞)および ρN(∅) = 0と
する.

ローレンツハウスドルフ測度はボレル測度であり, 距離空間上のハウスドルフ測度と同様
の性質を多くもつ. 例えば LpLSおよびその開部分集合に対して次元を与え, また LpLS上の
曲線のうち特に因果的曲線とよばれるものについて時間間隔によって測られる弧長と像の 1

次元のローレンツハウスドルフ測度が一致する. また滑らかなN 次元の時空において, 体積
測度とローレンツ計量およびリーマン距離から定まるN次元のローレンツハウスドルフ測度
が一致する.

2 ローレンツ余面積不等式
ハウスドルフ測度のリプシッツ写像を用いた体積比較不等式として余面積不等式 [3]が挙げ

られる. この不等式は部分集合のハウスドルフ測度に関する体積をリプシッツ写像の等位集
合の積分値によって評価するものであり, 幾何学的測度論や距離空間の幾何学において基本
的なものである. 例えば距離空間における有界変動関数の振る舞いの解明において重要な役
割を担った. ローレンツハウスドルフ測度にに対しても同様の余面積不等式が導出された [5].

ハウスドルフ測度に関する余面積不等式の導出にはリプシッツ写像を用いた体積比較, ハ
ウスドルフ測度に関して集合の被覆を開集合への制限, 5倍被覆補題の三つが本質的に重要で
ある. ローレンツハウスドルフ測度はハウスドルフ測度に比べ体積の計算に必要な情報が多
いため, 写像を用いた体積比較を行う場合, 写像により多くの条件を課す必要がある.

定義 2.1 (Uniformlly d-controlling写像 [4], [5]). (X, dX ,≤X ,≪X , τX)と (Y, dY ,≤Y ,≪Y , τY )

を LpLSとする. このとき写像 U : X → Y が因果関係を保存することを p, q ∈ X であって
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p ≤X qを満たす任意の 2点に対して U(p) ≤Y U(q)が成立することと定める. また因果関係
を保存する写像 U : X → Y が uniformlly d-controllingであることを, ある関数 η : (0,∞)→
(0,∞)であって, η(s) → 0 (s → 0)および十分小さな s > 0に対して diamdX (J(p, q)) < s ⇒
diamdY (J(U(p), U(q))) < η(s)を満たすものが存在することと定める.

また U : X → Y が時間的リプシッツ写像であることを, ある定数 λ > 0が存在し任意の
p, q ∈ Xであって p ≤X qを満たすものに対して τY (U(p), U(q)) ≤ λτX(p, q)が成立すること
と定める. また U の時間的リプシッツ定数を次のように定める.

TLipU := inf{λ > 0 | τY (U(p), U(q)) ≤ λτX(p, q) for any p, q ∈ X with p ≤X q}

ハウスドルフ測度についてのリプシッツ写像を用いた体積比較不等式と同様に時間的リプ
シッツかつ uniformly d-controllingな写像による体積比較が得られている.

定理 2.2 (Volume comparison by timelike Lipschitz maps [4]). (X, dX ,≤X ,≪X , τX)と (Y, dY ,≤Y
,≪Y , τY )を LpLS, A ⊆ Xとする. また次を仮定する.

(1) Aϵ上でU が時間的リプシッツ写像である. ここで Aϵ := {x ∈ X| dX(x,A) ≤ ϵ}である.

(2) U が uniformly d-controllingである.

このとき, VNdY (U(A)) ≤ (TLipU)NVNdX (A)が成立する.

注釈 2.3 (Uniformly d-controlling map の例). LpLSの間の写像 U : X → Y が uniformly

d-controllingであるための十分条件として次が挙げられる.

(1) U が全射かつ一様連続であり, p, q ∈ X であって U(p) ≤ U(q)を満たすものについて
p ≤ qが成立する.

(2) U が一様連続であり, Y 上で diamY (J(p, q)) ≤ C · dY (p, q)が成立する. このようなもの
として LpLSで定まり, 空間の因果構造によって多くの振る舞いが制御されるヌル距離
[7]が挙げられる.

(3) U が一様連続であり, Y が generalized cone structure [1]をもつ.

一般のLpLSにおいて, Causal diamondの 5倍拡大に相当する操作は行えず, 従って 5倍被
覆補題は成立しない. このためCausal diamondに関する 5倍被覆補題を導出するために次に
述べる局所的な幾何構造を仮定する.

定義 2.4 (local causal enlargement property). (X, d,≤,≪, τ)を LpLSとする. x ∈ Xに対し
て開近傍 Uxが次の条件を満たすとき Uxを causal enlargement neighborhoodであるとする:
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定数Cx
1 , C

x
2 ≥ 1が存在し, 任意の J(p, q) ⊆ Uxに対してある J(p̃, q̃)であって

(1) J(p̃, q̃) ⊇
⋃
{J ∈ J | J ∩ J(p, q) ̸= ∅, diamd(J) ≤ 2diamd(J(p, q))},

(2) diamd(J(p̃, q̃)) ≤ Cx
1 diamd(J(p, q)),

(3) τ(p̃, q̃) ≤ Cx
2 τ(p, q).

を満たすものが存在する. またこのような J(p̃, q̃)を J(p, q)の causal enlargementとよぶ.

任意のx ∈ Xに対して causal enlargement neighborhoodが存在するとき, Xが local causal

enlargement propertyを満たすと定義する.

一般のLpLSにおいて, 部分集合のローレンツハウスドルフ測度を計算する際に被覆を開集
合に制限することはできない. 次に述べる局所的な幾何構造はこのような被覆の開集合への
制限を許すものである.

定義 2.5 (causal estimation property). (X, d,≤,≪, τ)を LpLSとする. x ∈ Xに対して開近
傍 Vxが次の条件を満たすとき Vxを causal estimation neighborhoodであるとする:

(1) 任意の空でない I(p, q) ⊆ Uxが diamd(I(p, q)) = diamd(J(p, q))を満たす.

(2) J(p, q) ⊆ Ux であるとき, 任意の ϵ1 > 1および ϵ2 > 0に対してある chronological

diamond, I(p̃, q̃)であって
J(p, q) ⊆ I(p̃, q̃),

diamd(I(p̃, q̃)) ≤ ϵ1 · diamd(J(p, q)),

τ(p̃, q̃) ≤ τ(p, q) + ϵ2.

を満たすものが存在する.

任意の x ∈ X に対して causal estimation neighborhoodが存在するとき, X が causal en-

largement propertyを満たすと定義する.

これらを用いてローレンツ余面積不等式を得るための条件として次に示すものが得られる.

条件 (A) (X, dX ,≤X ,≪X , τX)と (Y, dY ,≤Y ,≪Y , τY )を LpLSとし, U : X → Y とする. この
とき条件 (A)を次のように定める:

(1) U が uniformly d-controllingおよび timelike Lipschitzを満たし, また連続写像である.

(2) Y が local causal enlargement propertyを満たす.

(3) Y の任意の causal diamondが閉集合である.

(4) dX および dY が properである.

(5) VsdX が内部正則測度である.

(6) V tdY が外部正則測度かつ σ有限である.

(7) p, q ∈ Y であって p ≤ qかつ p ̸≪ qを満たす 2点に対して VsdY (J(p, q)) = 0が成立する.

(8) Xが causal estimation propertyを満たす.
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定理 2.6 (Lorentzian coarea inequality [5]). (X, dX ,≤X ,≪X , τX)と (Y, dY ,≤Y ,≪Y , τY )を
LpLSとし, 0 ≤ t ≤ s <∞, U : X → Y とする. (A)を仮定したときE ⊆ Xに対して∫

Y

Vs−tdX
(U−1(y) ∩ E)dV tdY (y) ≤ (TLipU)t

ωs−tωt
ωs
VsdX (E),

が成立し, 従って任意の VsdX -可測関数 g : X → [0,∞]に対して∫
Y

(∫
U−1(y)

gdVs−tdX

)
dV tdY (y) ≤ (TLipU)t

ωs−tωt
ωs

∫
X

gdVsdX

が成立する.

注釈 2.7. 特にXおよび Y を各々N , M 次元の strongly causal時空とし, s = N t = M とし
たとき条件 (A)のうち空間についての仮定, (2)から (8)が満たされることがわかる.
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Fano許容多様体の満渕定数と満渕ソリトン
村山 庄太郎 (東京理科大学)∗

1 導入
満渕ソリトンとは，満渕氏が [6] で導入した Fano 多様体上の標準 Kähler 計量の一
つであり，Kähler–Einstein 計量の一般化である．X を n 次元 Fano 多様体とし，G を
Aut0(X) の極大コンパクト部分群とする．また，ω を X 上の G-不変 Kähler 形式で
2πc1(X)を代表するものとする．このとき Ric(ω)を ω の Ricci形式とすると，ddc-補題
により，hω ∈ C∞(X,R)G で

Ric(ω)− ω =
1

2
ddchω,

∫
X

(1− ehω)
ωn

n!
= 0

を満たすものがただ一つ存在する．この hω を ω の Ricciポテンシャルと呼ぶ．ω が満渕
ソリトンであるとは，gradω(1−ehω)がX 上の実正則ベクトル場であることをいう．任意
の Kähler–Einstein計量は満渕ソリトンである．また，満渕ソリトンが Kähler–Einstein

計量であることと X の二木不変量が消滅することは同値である（[6, Section 1]）．
満渕ソリトンの存在に対しては満渕定数と呼ばれる障害が知られている．ω に対する

Killingポテンシャルの空間を Pω とし，C∞(X,R)G における Pω への ω に関する L2-射
影を ΠG

ω で表す．このとき
MX := max

X
ΠG
ω (1− ehω)

は ω ∈ 2πc1(X)G の選び方によらず一意に定まる（[6, Section 2]）．このMX を X の満
渕定数と呼び，X が満渕ソリトンを許容するには満渕定数が 1未満である必要がある．
本講演では，許容多様体（[1, Section 1]）と呼ばれるクラスにおける Fano多様体に対
する満渕定数の算出と満渕ソリトンの存在問題について述べる．主な結果は以下の 3つ
である．

1. 満渕定数が 1未満であれば満渕ソリトンが存在することを示す．
2. Fano許容多様体の満渕定数の明示公式を示す．
3. 複素射影空間上の Fano許容多様体で満渕ソリトンを持つものを決定する．

1.については，トーリック Fano多様体の場合に同様の結果が知られている（[11]．[9]

も参照されたい）．

2 Fano許容多様体
ここでは [1],[2]の記述に沿って Fano許容多様体に関連する概念の定義を説明する．

∗ e-mail: 1126708@ed.tus.ac.jp
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定義 2.1. 許容多様体とは射影束 PY (E0 ⊕ E∞)→ Y で次の条件を満たすものである．

• Y の普遍被覆空間は，単連結な実 2da 次元コンパクト Kähler 多様体 (Ya, ga, ωa)

の直積 Ỹ :=
∏

a∈A Ya(A ⊂ Z>0,#A <∞)であり，各 gaと ωaは Ỹ 上のテンソル
場とみて Y 上のテンソル場の引き戻しである．

• E0 および E∞ はそれぞれ Y 上の階数 d0 + 1および d∞ + 1の射影的平坦な正則
Hermiteベクトル束であり，εa ∈ {−1, 1}(a ∈ A), ωY :=

∑
a∈A εaωa に対して

c1(E∞)

d∞ + 1
− c1(E0)

d0 + 1
=
[ωY

2π

]
が成り立つ．

X = PY (E0 ⊕ E∞)を許容多様体，e0 := PY (E0 ⊕ 0), e∞ := PY (0⊕ E∞)とし，X̂ を
e0 ∪ e∞ に沿ったX のブローアップとする．また，ê0, ê∞ を各々 e0, e∞ の例外因子とし，
Â = {a ∈ A ∪ {0,∞} | da > 0}とする．

定義 2.2. X のKähler類 Ωが許容Kähler類であるとは，c ∈ R>0と 0 < εaxa < 1(a ∈
A)を満たす xa ∈ R \ {0}および x0 = 1, x∞ = −1に対して Ωの X̂ への引き戻しが

c

∑
a∈Â

[εaωa]

xa
+ Ξ̂


と表されるときをいう．但し Ξ̂は 2π[ê0 + ê∞]の Poincaré双対である．

Ω を許容多様体 X = PY (E0 ⊕ E∞) の許容 Kähler 類とする．このとき E0 上のスカ
ラー倍は X 上の S1-作用を誘導し，E0 と E∞ の Hermite計量はファイバー毎の運動量
写像 z : X → [−1, 1]を引き起こす．そこで X 上の S1-作用の無限小生成子を T と表し，
θを接続形式で dθ =

∑
a∈Â εaωa, θ(T ) = 1であるとする．

定義 2.3. X の Kähler形式 ω ∈ Ωが許容Kähler形式であるとは，X \ (e0 ∪ e∞)上で

g = c

∑
a∈Â

1 + xaz

xa
εaga +

dz2

Θ(z)
+ Θ(z)θ2

 , ω = c

∑
a∈Â

1 + xaz

xa
εaωa + dz ∧ θ


と表されるときをいう．但し Θは閉区間 [−1, 1]上の C∞ 級関数で以下を満たすもので
ある．

Θ(x) > 0 (x ∈ (−1, 1)), Θ(±1) = 0, Θ′(±1) = ∓2.

定義 2.4. X = PY (E0 ⊕ E∞)を n次元許容多様体とし，Ωを X の許容 Kähler類とす
る．このとき

pΩ(x) :=
∏
a∈Â

(λa + εax)da = (1 + x)d0(1− x)d∞
∏
a∈A

(λa + εax)da
(
λa :=

εa
xa

)
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を特性多項式という．

今，各 a ∈ A に対し ga が Ricci 正の Kähler–Einstein 計量，すなわち Ric(ωa) =

εasaωa(sa ∈ R) であるとする．このとき，X は Y 上の直線束 L により X =

PPn(O⊕(d0+1) ⊕ (L ⊗ O⊕(d∞+1))) と表される．ここで L は c1(La) = [εaωa/2π] となる
Ya 上の直線束 La により L = ⊗a∈ALa と表されるものである．このとき，X が Fano多
様体であることと，各 a ∈ Aに対して{

sa > d0 + 1 (εa = 1 のとき),

sa < −(d∞ + 1) (εa = −1 のとき)

が成り立つことは同値である（[2, Theorem 3.1]）．この条件を満たす X を Fano許容多
様体と呼ぶ．

3 主定理
ここでは [8]に基づき主な結果を述べる．第 1の結果は，Fano許容多様体においては
満渕定数によって満渕ソリトンの存在が完全に判定できることを示すものである．

定理 3.1 ([8, Theorem 1.1]). Fano 許容多様体 X に対して，次の 2 つの条件は同値で
ある．

1. X は満渕ソリトンを持つ．
2. MX < 1．

定理 3.1 により Fano 許容多様体における満渕ソリトンの存在問題を満渕定数のみ
で判定することが可能となる．そこで，次に Fano 許容多様体の満渕定数を計算する．
Ω := 2πc1(X)とする．このとき各 a ∈ Aに対し

xa =
d0 + d∞ + 2

2sa + d∞ − d0
, pΩ(x) = (1 + x)d0(1− x)d∞

∏
a∈A

(
εa
xa

+ εax

)da
である．各 i ∈ {0, 1, 2}に対し

bi :=

∫ 1

−1

xipΩ(x)dx

とすると，d0 = d∞ = 0の場合には b0, b1, b2 を用いたMX の明示公式が与えられている
（[6, Theorem 6.5]）．第 2の結果は，これを次のように一般の Fano許容多様体に拡張し
たものである．

定理 3.2 ([8, Theorem 1.2]). w :=
d0 − d∞

d0 + d∞ + 2
とする．このとき

MX =
b0|b1 − wb0| − b1(b1 − wb0)

b0b2 − b21
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が成り立つ．

第 3 の結果として，複素射影空間 Pn 上の Fano 許容多様体を考え，その上での満
渕ソリトンの存在問題について論じる．Pn 上の Fano 許容多様体 X は k ∈ Z(k ≥
1かつ n+ 1 > k(d0 + 1))を用いて X = PPn

(
O⊕(d0+1) ⊕O(k)⊕(d∞+1)

)と表される．こ
のとき定理 3.1および定理 3.2を用いて次が示される．

定理 3.3 ([8, Theorem 1.3]). X が満渕ソリトンを持つのは (k, d∞) = (1, 0) または
(n, k, d0, d∞) = (1, 1, 0, 1) の場合であり，かつその場合に限る．それ以外の場合には
MX > 1が成り立つ．

4 証明の概略
最初に定理 3.1 の同値性を説明する．まず満渕ソリトンが存在すると仮定する．この
とき [6, Theorem 3.1]より満渕定数は

MX = max
X

ΠG
ω (1− ehω) = max

X
(1− ehω) < 1

である．
逆にMX < 1であると仮定して，満渕ソリトンの存在を満渕ソリトンを一般化した v-

ソリトン（[3]を参照）の枠組みを用いて証明する．このとき，Calabiの構成法により常
微分方程式の境界値問題に帰着することができる．具体的には v ∈ C∞([−1, 1],R>0)を
v(z) = 1− ΠG

ω (1− ehω)で定めると

(vF )′(z)

(vpΩ)(z)
= −(d0 + d∞ + 2)(z − w),

F (±1) = 0

と書き下すことができ，この常微分方程式は解を持つ．すると Θ := F/pΩ は Ωに属する
許容 Kähler形式 ω を定め，これが満渕ソリトンである．
次に，定理 3.2 の満渕定数の明示公式を導く．まず d 次元 Fano 許容多様体 X :=

PPn(O⊕(d0+1) ⊕ (L ⊗O⊕(d∞+1))),Ω := 2πc1(X)に対し次が成り立つ．

命題 4.1 ([1, Proposition 6],[7, Theorem 9.1]). α, β ∈ RでX の許容Kähler形式 ω ∈ Ω

に対し
ΠG
ω (1− ehω) = αz + β

となるものが存在する．

このとき定数関数と z が X の Killingポテンシャルであることから∫
X

(1− ehω)
ωd

d!
= 0,

∫
X

(z − w)ehω
ωd

d!
= 0
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を用いると αb1 + βb0 = 0, αb2 + βb1 = b1 − wb0 となるので明示公式

MX = max
X

(αz + β) = |α|+ β =
b0|b1 − wb0| − b1(b1 − wb0)

b0b2 − b21
を得る．
最後に，定理 3.3 の具体的な Fano 許容多様体に対する満渕ソリトンの存在問題の判
定法を与える．Pn の Fubini–Study計量は Ricci正となる Kähler–Einstein計量であり，
Pn 上の許容多様体は

X := PPn(O⊕(d0+1) ⊕O(k)⊕(d∞+1)) (k ∈ Z≥1)

と表される．このとき，[2, Theorem 3.1]により次の命題が成り立つ．

命題 4.2. X が Fano多様体であるのは k(d0 + 1) < n + 1の場合であり，かつその場合
に限る．

Aは 1点集合であり，

λ :=
ε1
x1

=
2(n+ 1)/k + d∞ − d0

d0 + d∞ + 2

とすると，特性多項式は

p2πc1(X)(x) = (λ+ x)n(1 + x)d0(1− x)d∞

となる．そこで定理 3.2に従って満渕定数を計算すると，まず b1 − wb0 > 0であり，

MX =
b0|b1 − wb0| − b1(b1 − wb0)

b0b2 − b21
= 1 +

b0(b1 − wb0 + wb1 − b2)
b0b2 − b21

に対しMX < 1であることと

b1 − wb0 + wb1 − b2 =

∫ 1

−1

(λ+ x)(1 + x)d0(1− x)d∞+1(x− w)dx < 0

が同値であることから，n, k, d0, d∞ の満たすべき条件が導かれ，定理 3.3が示される．

5 安定性との関連
定理 3.3 は安定性の観点から述べることも可能である. よく知られた Yau–Tian–

Donaldson予想の類似として，Fano多様体における満渕ソリトンの存在は一様相対Ding

準安定性と呼ばれる安定性の一種と同値であることが知られている ([11],[9],[10],[5],[4])．
また，[10, Theorem 1] により相対 Ding半安定な Fano多様体の満渕定数は 1以下であ
ることも知られている．以上の事実を定理 3.3と組み合わせると以下を得る.

系 5.1. X が一様相対 Ding 準安定であるのは (k, d∞) = (1, 0) または (n, k, d0, d∞) =

(1, 1, 0, 1)の場合であり，かつその場合に限る．また，それ以外のX は相対 Ding不安定
である．
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様々な曲面のクラスへの Bloch–Ros principleの応用
笠尾俊輔 ∗　 (KASAO Shunsuke) 　

　金沢大学大学院　自然科学研究科　数物科学専攻

1 序文
Picardの小定理や Carathéodory–Montelの定理に見られるように，有理型関数の値分布論と正規

族理論の間には双対性が存在する（Picardの小定理，Carathéodory–Montel の定理の主張は本稿 3

章を参照）．Bloch [Bloch, p.84]はこれを「ある性質 P をもつ C上の有理型関数が定数関数に限られ
るとき，その性質 P をみたす領域上の有理型関数族は正規族となる」と予想した．このような原理は
Bloch (heuristic) principle と呼ばれる．しかし，Bloch principle にはいくつかの反例 ([Zal98,

p.224])が知られている．そうした中，Zalcman [Zal75]は，どのような性質に対して Bloch principle

が成り立つのか，厳密な定式化を与えた．
この定式化に基づき，Ros [Ros]は極小曲面論においても類似の定式化を与えた．これまで極小曲

面論においては，Heinzが curvature estimateを用いて Bernsteinの定理（平面 R2 を定義域とする
R3 内の極小グラフは平面に限る）を証明し，藤本 [Fuji]も同様に curvature estimateから Gauss写
像の除外値数が 5点以上である R3 内の完備極小曲面は平面に限る（つまり，平面でない完備極小曲
面の Gauss写像の除外値数の最大個数は 4である）ことを証明した．Rosは，Gauss写像のどのよ
うな性質がこれら一連の結果の鍵となる curvature estimateを導くのかを判定する主張を導き，藤本
の定理の別証明を与えた．本講演では，値分布論，正規族理論，極小曲面論の間にあるこのような三
位一体の現象を Bloch–Ros principleと呼ぶ．
一方で，藤本型の定理は極小曲面に限った話ではない．川上 [Kaw] は L3 内の極大面や R3 内の

非固有アファイン波面といったWeierstrass 型の表現公式で構成される様々な曲面のクラスに対し
て，藤本型の主張を導いた．具体的には，正則 1形式 f dz と有理型関数 g を用いて完備な共形計量
ds2 = (1+ |g|2)m |f |2 |dz|2（mは正の整数）が定義される開 Riemann面 Σに対して，g の除外値数
の最大個数がm+2になることを示した．このような 3つ組 (Σ, f dz, g)をWeierstrass m-triple

と呼ぶことにする．
本講演の目的は，[KK] に基づき，Rosによる判定法をWeierstrass m-triple へと一般化し，極小

曲面をはじめとする様々な曲面のクラスにおいて，どのような性質が m-curvature estimate をみた
すのかを判定する統一的な枠組みを提示することである．特に，有界性，除外値に関する性質に加え，
最新の成果 [Kas] として，完全分岐値に関する性質も m-curvature estimate をみたすこと，すなわ
ち，Gauss写像に関する完全分岐値の既存の結果等も，この一般化された理論体系に組み込まれるこ
とを報告する．

∗ ご質問やご意見などがございましたら，次のアドレスまでお気軽にご連絡ください．　 kasao15039@gmail.com

本研究は，JST科学技術イノベーション創出に向けた大学フェローシップ創業事業 JPMJFS2116 及び JST次世代研
究者挑戦的プログラム JPMJSP2135の支援を受けたものです．
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2 Bloch–Ros principle

2.1 Bloch principle

ここでは，複素解析における正則写像の値分布論と正規族理論の間にある双対性の理論をまとめる．
Σを連結な Riemann面，Ĉ := C ∪ {∞}を全複素平面とする．このとき，

M (Σ) := {g : Σ −→ Ĉ： 正則写像 }

と定める．M (Σ)の位相として，Σ内のコンパクト部分集合上の一様収束位相を用いる：

M (Σ)において， {gn}∞n=1が gに収束する
　⇐⇒ Ĉの球面弦距離*1に関して，Σ上 {gn}∞n=1は gに局所一様収束する．

さらに，正則写像のある性質 P に対して，

P(Σ) := {g ∈M (Σ) : gはΣ上で性質P を満たす }.

定義 2.1 [Ros, p.3] 正則写像の性質 P に対して，次の条件を考える：

(P1) 任意の 2 つの Riemann 面 Σ,Σ′，分岐点のない任意の正則写像 ϕ : Σ −→ Σ′ に対して，
g ∈P(Σ′)ならば，g ◦ ϕ ∈P(Σ)．

(P2) ΣをRiemann面，g ∈M (Σ)とする．Σ内の任意の相対コンパクト領域Ωに対し g|Ω ∈P(Ω)

ならば，g ∈P(Σ)．
(P3) 任意の Riemann面 Σに対して，P(Σ)はM (Σ)の閉部分集合である．
(P4) 任意の Riemann面 Σに対して，P(Σ)は相対コンパクト*2 である．

性質 P が条件 (P1),(P2),(P3)をみたすとき，P を closed propertyという．また，性質 P が条件
(P1),(P2),(P3),(P4)をみたすとき，P を compact propertyという．

単位円板を D := {z ∈ C : |z| < 1}と記す．P が compactのとき，次の主張が成り立つ：

命題 2.2 [Ros, Lemma3] P を compact propertyとする．このとき，次が成り立つ：
(A) P(C)は定値写像しか含まない．
(B) g ∈P(D \ {0})ならば，z = 0は g の真性特異点ではない，つまり g は Dから Ĉへの正則写

　　　像である．

Ωを C内の領域とする．立体射影 πN : Ĉ −→ S2 に対して，πN ◦ g の Ω上の Euclid gradientの
長さを |∇g|e と記す．ここで，非定値正則写像 g に対しては，

|∇g|e =
2
√
2 |g′|

1 + |g|2
，

定値写像 g に対しては |∇g|e ≡ 0となる．次の主張は Zalcmanの補題と呼ばれる結果で，property

が compactかどうかを判定する際に使われる．

*1 全複素平面 Ĉ は立体射影 πN : Ĉ −→ S2 を通して S2 と同一視される．よって，z1, z2 ∈ Ĉ の距離を
πN (z1), πN (z2) ∈ S2 の Euclid 距離の半分と定め，これを球面弦距離と呼ぶことにする．これは S2 上の Fubini–

Study計量から定まる距離と同値となる．
*2 複素解析では，このような関数族を Σ上の正規族と呼ぶ．
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定理 2.3 [Ros, Theorem 1],[KK, Theorem 2.12] P を closed propertyとする．このとき，次の (1)

または (2)が成立する：
(1) P は compact propertyである．
(2) g ∈P(C)が在って， |∇g|e(0) = 1かつ C上で |∇g|e ≤ 1をみたす．

2.2 曲面の Gauss mapの値分布論への応用
ここでは，2.1節で準備した Bloch principleの理論を，R3 内の極小曲面，L3 内の極大面，R3 内

の非固有アファイン波面などを含む様々な曲面のクラスへ応用するための定式化を行う．

定義 2.4 Σを共形計量

ds2 = (1 + |g|2)m |f |2 |dz|2

（但し，f dz を Σ上の正則 1形式，g は Σ上の有理型関数，m ∈ Z>0）が付随した開 Riemann面と
する．このとき，(Σ, f dz, g)をWeierstrass m-tripleと呼ぶ．

注意 2.5 極小曲面の正則条件の議論と同様にして，次が示される：

0 < (1 + |g|2)m |f |2 < +∞ ⇐⇒ (f dz)0 = m (g)∞,

ただし，(f dz)0 は fdz の零点の因子，(g)∞ は g の極の因子を表す．また，Weierstrass m-triple

(Σ, f dz, g)の Gauss曲率Kds2 は

Kds2 = − 2m |g′|2

(1 + |g|2)m+2 |f |2
． (1)

定義 2.6 P を compact property，m ∈ Z>0 とする．このとき，P がm-curvature estimate

をみたすとは，ある C = C(P,m) > 0が在って，g ∈ P(Σ) をみたす任意のWeierstrass m-triple

(Σ, f dz, g)に対して，以下の不等式が成り立つことである：

|Kds2 |
1
2 ≤ C

d
on Σ.

ここで，Kds2 は計量 ds2 = (1 + |g|2)m |f |2 |dz|2 に関する Gauss曲率，dは Σの境界への測地的距
離である．

注意 2.7 P が m-curvature estimate をみたし，ds2 = (1 + |g|2)m |f |2 |dz|2 が Σ上の完備計量の
とき，Kds2 ≡ 0が成り立つ．さらに，(1)と合わせると，g が Σ上の定値写像になることがわかる．

次の主張は，compact propertyがm-curvature estimateをみたすかどうかを判定する結果である．

定理 2.8 [KK, Theorem3.4] P を compact property，m ∈ Z>0 とする．このとき，次の ( i )また
は (ii)が成り立つ:

( i ) P はm-curvature estimateをみたす．
(ii) 以下の (A), (B), (C)をみたすWeierstrass m-triple (D, f dz, g)が存在する：

(A) g は非定値正則写像で，g ∈P(D)をみたす．
(B) ds2 = (1 + |g|2)m |f |2 |dz|2 は D上の完備計量．
(C) |Kds2(0)| = 1

4 および D上 |Kds2 | ≤ 1をみたす．
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Normal Family

Carathéodory–Montelの定理
Meromorphic Function on C

Picardの小定理

Minimal Surface in R3

Maxface in L3

Improper Affine Front in R3

藤本の定理の一般化

命題 2.2(A)

定理 2.3

定理 2.8

除外値の性質に関する
Bloch–Ros principle

3 Bloch–Ros principleが成り立つ propertyの例
定理 2.3と定理 2.8により以下の propertyは m-curvature estimate をみたす compact property

であることが示される：

例 3.1 [KK, Proposition 2.13] L > 0とする．任意の Riemann面 Σ及び正則写像 f : Σ −→ Ĉに
対して，性質 PL を

|f | < L on Σ or f ≡ (constant) on Σ

と定めると，PL はm-curvature estimateをみたす compact propertyである．■

例 3.2 [KK, Theorem 2.14] X ⊂ Ĉとする．任意の Riemann面 Σ及び正則写像 f : Σ −→ Ĉに対
して，性質 PX を

f(Σ) ⊂ Ĉ \X or f ≡ (constant) on Σ

と定める．このとき，

除外値集合 X の元の個数が #X > 2のとき，PX は compact propertyになり，
さらに #X > m+ 2のとき，PX はm-curvature estimateをみたす．■

例 3.3 [Kas, Theorem 3.3] q ∈ Z>0，α(q) := {α1, · · · , αq}を異なる q 個の Ĉの点，µ1, · · · , µq ∈
Z≥2 ∪ {∞}とする．任意の Riemann面 Σ及び正則写像 f : Σ −→ Ĉに対して，性質 Pα(q) を

各 αj は位数 µj 以上の g の完全分岐値 or g ≡ (constant) on Σ

と定める．このとき，

weightの総和が γ :=
∑q

j=1

(
1− 1

µj

)
> 2のとき，Pα(q) は compact propertyになり，

γ =
∑q

j=1

(
1− 1

µj

)
> m+ 2のとき，Pα(q) はm-curvature estimateをみたす．■

例えば，compact property PX (#X > 2)に対して，命題 2.2(A), (B), 定理 2.3を順に用いると，

• 3点を除外値にもつ C上全体で定義される有理型関数は定数関数に限る (Picardの小定理)．
• 正則写像 g : D \ {0} −→ Ĉ が 3 点を除外値にもつならば，z = 0 は真性特異点ではない
(Picardの大定理)．

• a, b, c ∈ Ĉを除外値にもつ関数族は正規族 (Carathéodory–Montelの定理)．
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4 様々な曲面のクラスへの応用
4.1 R3 内の極小曲面への応用
Weierstrassの表現公式から，R3 内の正則極小曲面は m = 2のクラスのWeierstrass m-tripleと

わかる．注意 2.7と PX (#X > 2 + 2)が 2-curvature estimateをみたすことから，藤本の定理が得
られる：

定理 4.1 R3 内の平面でない完備な正則極小曲面の Gauss写像の除外値数の上限は 4 (= 2 + 2) で
ある．さらに，この結果は最良である．

4.2 R3 内の非固有アファイン波面への応用
Mart́ınez は [Mar] において，非固有アファイン球面となめらかな C2 への特殊 Lagrangian はめ

込みの間の対応を見つけ，さらに非固有アファイン球面に特異点を許した非固有アファイン写像
の概念を導入した．ここで，非固有アファイン写像は波面と呼ばれる特異点を許したクラスの曲面
になることがわかるため，[KN] では非固有アファイン波面と呼んでいる．非固有アファイン波面
にも，表現公式があり，特に m = 1 のクラスのWeierstrass m-triple であることが知られている．
PX (#X > 1 + 2)が 1-curvature estimateをみたすことから，次の主張が得られる：

定理 4.2 3次元アファイン空間 R3 内の弱完備な非固有アファイン波面の Lagrangian Gauss 写像
が非定値ならば，その除外値数の上限は 3 (= 1 + 2)．さらに，この結果は最良である．
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値分布論における組み合わせ論的手法
勝田宗平 (名古屋大学大学院多元数理科学研究科)∗

1 序
本講演では値分布論 (Weyl–Ahlfors 理論)において, 組み合わせ論的な概念が出現することを紹介し, その

仕組み, 背景にある原理について, 現在講演者が考えていることをお話ししたい. Nevanlinna理論とは正則
曲線の値分布を調べる研究分野である. この分野の原点は複素関数論における次の Picardの定理である.

Theorem 1.1 (Picardの (小)定理, 1878). 非定数有理型関数 f : C → C ∪ {∞} = P1 の除外値は高々 2

点である. すなわち f は P1 の高々 2点を除き全射となる.

Picardの定理は Nevanlinna理論における第二主要定理 (SMT)から導かれる. その証明 (Gauss–Bonnet

の定理を用いる)から, 除外値の 2という数字は幾何学的には Riemann球面 P1 の Euler標数と解釈できる.

Nevanlinna 理論を展開する手法は様々知られているが, 本講演ではWeyl–Ahlfors 理論と呼ばれる古典
理論に注目する. これは Weyl 父子が見出し [20], 後に L. Ahlfors が [1] で完成させた深淵な理論である.

Ahlfors自身, この論文が “tour de force”であると述べている. 本講演における組み合わせ論的構造を観察す
るにはこのアプローチ用いることが本質的である。また, この手法の興味深い点は, Vojta [18] により見出さ
れた, Diophantus近似論との類似性にある. 特に Picardの定理には次の有名な Rothの定理が「対応」する.

Theorem 1.2 (Rothの定理, 1955). α ∈ Rを次数 2以上の代数的数とする。ε > 0に対し, 不等式∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

q2+ϵ

を満たす p ∈ Z, q ∈ Z>0, gcd(p, q) = 1は有限個である.

組み合わせ論的な構造が, Diophantus近似論の文脈ではどう出現するかについても後述する (第 6節).

2 Weyl–Ahlfors理論とは
本節では簡単にWeyl–Ahlfors 理論を説明する. これは複素射影空間 Pn 内の正則曲線の値分布論である.

このような状況を初めて扱ったのは恐らく E. Borelであり後に A. Bloch, H. Cartanらが発展させた.

x : C→ Pn, z 7→ x(z) = (x0(z) : x1(z) : · · · : xn(z))

が正則曲線であるとは, 各 xi(z)が C上の正則関数であることをいう. Nevanlinna理論では xを開円板 D(r)
に制限し, 像 x(D(r))の r →∞による極限の挙動を調べることで, xの値分布を研究する. 各 xi(z)から共通
零点を除き値域を Cn+1 \ {0}に liftした xの一つの表現 xred : C→ Cn+1 \ {0}を xの既約表現という. 既
約表現は零点を持たない整関数倍の違いを除き一意的に定まる. 以下 Cn+1 \ {0}への写像を考えるときは常
に既約表現 xred を考えることにし, 同じ記号 xを用いる. 更に, xは線形非退化である, すなわち xの像が Pn

のどの超平面にも含まれないことを仮定する. Weyl–Ahlfors理論の核となるアイデアは, 以下で定義される,

∗ 本研究は特別研究員奨励費 (課題番号:24KJ1283) の助成を受けたものである.

Email: shuhei.katsuta.e6@math.nagoya-u.ac.jp
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xに付随する複数の正則曲線の族 {X(p)}n+1
p=0 を考えることにある. 正則曲線

X(p) := [x ∧ x′ ∧ · · · ∧ x(p−1)] : C→ Gr(p, n+ 1) ↪→ P

(
p∧
Cn+1

)
' P(

n+1
p )−1

を p次の導来曲線という. 形式的に X(0) := 1と定める. この定義について, もう少し詳しく説明しよう. 各
z ∈ Cに対し, [x(z)∧x′(z)∧· · ·∧x(p−1)(z)]は p−1階までの微分で定まるベクトル x(z),x′(z), . . . ,x(p−1)(z)

で張られる部分空間と同一視できる. これは Cn+1 内の p次元部分空間全体の空間である複素 Grassmann多
様体 Gr(p, n + 1)の点を定める. よく知られているように, 複素 Grassmann多様体は Plücker埋め込みを介
して射影空間に埋め込むことができる. いまの場合, x(k)(0 ≤ k ≤ p− 1)を並べてできる n× p行列の全ての
p× p小行列式を成分とした点が射影空間 P(

n+1
p )−1 の点を定め, これが埋め込みを与える. この合成によって

定まる正則曲線がX(p) であり, これは既約表現の取り方によらず well-definedに定まる. Weyl–Ahlfors理論
の基本思想は, 高次の接触情報を用いることで xに関するより詳細な情報を引き出す試み, といえる.

Nevanlinna 理論では (いずれのアプローチにおいても) 基本となる 3 つの関数が登場する. 0 6= a =

(a0, a1, . . . , an) ∈ (Cn+1)∗を固定しw = (w0, w1, . . . , wn) ∈ Cn+1に対し, a·w := a0w0+a1w1+· · ·+anwn

と定義する. この記法の下, xの接近関数, 個数関数, 位数関数をそれぞれ次のように定義する:

m(r,a) :=

∫ 2π

0

log
|a||x(re

√
−1θ)|

|a · x(re
√
−1θ)|

dθ

2π
,

N(r,a) :=

∫ r

r0

∑
|z|<t

v(z, a)
dt

t
,

T (r) := N(r,a) +m(r,a)−m(r0,a).

ここで r0 > 0は十分小さい正数, v(z, a)は正則関数 a · xの z における零点の位数である. 接近関数, 個数関
数はそれぞれ, 超平面 {a ·w = 0}への xの平均接近度, 平均交点数を測っている. X(p) についても上記の関
数が同様に定義できる. それらをmp(r,A

(p)), Np(r,A
(p))

(
A(p) ∈ (

∧p Cn+1)∗
)
, Tp(r)と書こう. 位数関数

の重要性は次の第一主要定理 (FMT)にある.

Theorem 2.1 (第一主要定理 (FMT) [20, 1]). Tp(r)は 0 6= A(p) ∈
(∧p Cn+1

)∗ の取り方によらない.

FMTは「接近」状態を一種の交点とみなせば非コンパクトな C上でも交点理論が展開できる, と解釈でき
る. 次の幾何学的解釈も重要である (これを位数関数の定義にすることも多い).

Theorem 2.2 (清水–Ahlfors表現 [15, 1]).

Tp(r) =

∫ r

r0

dt

t

∫
D(t)

(X(p))∗ωFS =
1

π

∫ r

r0

dt

t

∫
D(t)

|X(p−1)(se
√
−1θ)|2|X(p+1)(se

√
−1θ)|2

|X(p)(se
√
−1θ)|4

sdsdθ.

ここで ωFS :=
√
−1
2π ∂∂ log |w|2 (w ∈ P(

n+1
p )−1)は P(

n+1
p )−1 における Fubini–Study計量である.

すなわち,位数関数は像X(p)(D(r))の Fubini–Study計量に関する面積の平均である. 面積の列 {Tp(r)}n+1
p=0

を組み合わせ論的な視点から調べる, というのが本研究の立場である. ここで関数 Ωp(r) を次のように定義
する:

Ωp(r) :=

∫ 2π

0

log
|X(p−1)(re

√
−1θ)||X(p+1)(re

√
−1θ)|

|X(p)(re
√
−1θ)|2

dθ

2π
.

次に述べる Ωp と Tp らの関係は, 代数曲線に対する古典的な Plücker公式 ([7]参照)のアナロジーを与える.

Theorem 2.3 (Plücker公式 [20, 1]).

Tp−1(r)− 2Tp(r) + Tp+1(r) ≤ Ωp(r)− Ωp(r0).
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また, Ωp は次の意味で「負」に寄与することが重要である.

Theorem 2.4 (Ωp は small term [20, 1]). 定数 κ > 1と C ∈ Rに対し次が成立.

Ωp(r) ≤
κ

2
log Tp(r)− log r + C //.

ここで記号 //は Rの Lebesgue測度有限の部分集合を除き不等号が成立することを意味する.

上記 2 つの定理から, Tp の二階差分は (O(log T (r)) を modulo にして) 負であることがわかり, これは
{Tp}n+1

p=0 が “concave”である, と解釈できる.

第一主要定理を特異積分を用いて平均化することで,理論の解析 partの鍵を握る対数微分の補題 (LLD)([1]

§5を参照)が得られる. Plücker公式と LLDの組み合わせにより次の SMTを得る.

Theorem 2.5 (第二主要定理 (SMT)(の特殊な場合) [1]). {A(p)
j }dj=1 を一般の位置にある分解可能な pベク

トルの有限集合とする. このとき次が成立する:(
n

p− 1

)
Nn+1(r) +

d∑
j=1

mp(r,A
(p)
j ) ≤

(
n+ 1

p

)
Tp(r) +O(log T (r)) //.

ここで Nn+1 はWronskian X(n+1) の零点を (個数関数の定義と同様に)数え上げたものである. また Tp(r)

は Tp にX(p) の各成分の共通零点に関する数え上げ関数を足したものである.

特に, p = 1, n = 1とすると

N2(r) +

d∑
j=1

m(r,aj) ≤ 2T (r) +O(log T ) //

を得, defect δ(a) := lim infr→∞
m(r,a)
T (r) を導入すると,

∑d
j=1 δ(aj) ≤ 2と書ける (defect relation). もし

点 (a0 : a1) ∈ P1 が x : C → P1, z 7→ (x0(z) : x1(z))の除外値であれば (つまり a0

a1
が有理型関数 f = x0

x1
の

除外値であれば) FMTより δ((a1 : −a0)) = 1となるので, この不等式から除外値は高々 2つしか取り得ない
ことが従い, Picardの定理が証明される. 以上がWeyl–Ahlfors理論の全体像である.

3 Weylの peculiar relation

Weyl父子の教科書 [21]には, “peculiar relation”と題されたわずか 3頁のみの謎めいた記述がある. この
不思議な関係式が組み合わせ構造への入り口となるため, まずは必要な記法を準備しよう.

いま正則曲線X(p) : C→ P(
n+1
p )−1 は線形非退化であると仮定する. このとき, X(p) の高階微分をとりその

wedge積をとることで, X(p) に対しても導来曲線が定義される. よってX(p) の位数関数や Ωも定義すること
ができるが, それぞれ Ti{X(p)}(r),Ωi{X(p)}(r) と書くことにする. 定義から明らかに Tp = T1{X(p)} であ
る. Weyl父子は「導来曲線の導来曲線」を元の導来曲線のデータで記述する試みの中で次を得た.

Theorem 3.1 (Peculiar relation [21]).

Tp−1 + Tp+1 = T2{X(p)}, max(Ωp−1,Ωp+1) ≤ Ω2{X(p)}.

Weyl はこの関係式について “a strange relation of which we are not aware whether it is known even

for rational and algebraic curves.”([21], p. 162 より引用) と述べている. また, これらの明示的関係式は
Ti{X(p)} (i ≥ 3)に対しては成立しないことが注意されている. そこで i ≥ 3の場合に Ti{X(p)}が {Tk}n+1

k=0

のデータを用いてどのように評価できるか, という問いが自然に考えられる. 講演者は, この問題に取り組む
中で peculiar relationの背景には Young図形の組み合わせ論があり, その視点が本質的であることに気が付
いた. また, 後述するように peculiar relationは SMTの逆向きの不等式を考えていることに相当すると解釈
できる. 以下 peculiar relation の一般化を述べるために, 本講演で用いる Young図形に関連するいくつかの
用語, 記法を定義しよう.
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4 Young図形と標準盤
非負整数 n の p 個の非負整数への分割 n = λ0 + λ1 + · · · + λp−1 (λi ∈ Z≥0, λ0 ≥ λ1 ≥ · · · ≥ λp−1) を

λ = [λ0, λ1, . . . , λp−1]と書こう (λi = λi+1 · · · = · · · = λi+k−1 の部分はまとめて λki とも書く). n個の箱を
準備し, 第 i行に箱を λi−1 個 (左端を揃え)並べてできる図形を Young図形といい, 同じ記号 λで表す. 空
な Young図形は ∅で表し, λの箱の数を |λ|と書く. Young図形は表現論をはじめ様々な分野に現れる組み
合わせ論的対象である. ここで集合 ([n+1]

p

)
,
(
[n+1]

p

)
(s)
を次のように定義する.(

[n+ 1]

p

)
:= {p×(n−p+1)-長方形に含まれる Young図形 },

(
[n+ 1]

p

)
(s)

:=

{
λ ∈

(
[n+ 1]

p

)∣∣∣∣|λ| = s

}
.

Young図形 λ ∈
(
[n+1]

p

)を R2 上に下図のように斜めに描いたものは露式の Young図形と呼ばれる.

x
(3, 0)

λ = [3, 22] ∈
(
[6]
3

)

ここで各箱の一辺の長さは
√
2となるようにスケーリングされている. 通常は Young図形の下端が原点に

来るように配置されるが, ここでは (p, 0) に下端を配置する. Young 図形 λ ∈
(
[n+1]

p

) に対し, 数え上げ関数
nλ : {1, 2, . . . , n} → Z≥0 を

nλ(k) := R2上で直線 x = k と交わるλの正方形の数

と定義する. 更に nλ を用いて

Tλ :=

n∑
k=1

nλ(k)(Tk−1 − 2Tk + Tk+1) + Tp

と定義する. この関数が以下の議論で重要な役割を果たす. 二階差分は「負」に寄与するため, Tλ は正にも
負にもなりうることに注意する. 上記のように露式で配置した Young図形の (上側の)境界を profileという.

profileの谷と山に対応する x座標を交互に並べた (x1 < y1 < · · · < yr−1 < xr)を洞 [8]の用語に従い山谷座
標とよぼう. ここで xi は谷, yi は山に対応する. 上記の例の場合 (0 < 2 < 4 < 5 < 6)と書ける. 次の補題は
Tλ を計算する際に便利である (T0 = Tn+1 = 0に注意せよ). この見方は岡田聡一先生に教えていただいた.

Lemma 4.1 (Tλ の別表現 [13]).

Tλ =

r∑
i=1

Txi −
r−1∑
i=1

Tyi .

ここで (x1 < y1 < · · · < yr−1 < xr)は λの山谷座標である.

量 Tλ が
(
[n+1]

p

)の上で平均的に分布していることを示すのが次の釣り合い和公式である.

Proposition 4.2 (釣り合い和公式 [9]). ∑
λ∈([n+1]

p )

Tλ = 0.

ここで「釣り合い」とは「負」に寄与する量である二階差分 Tk−1−2Tk+Tk+1(の族)と, 正に寄与する量 Tp

が ([n+1]
p

)全体では打ち消しあうことを意味している. 第 7節では {Tλ}λ∈([n+1]
p ) の分布をより詳細に調べる.

次に標準盤の概念を導入する. Young図形 λ (|λ| = n)の各箱に 1から nまでの自然数を, 右方向, 下方向
それぞれに狭義単調増加となるように書き込んだものを λを台にもつ標準盤という. fλ で λを台に持つ標準
盤の個数を表す. fλ の計算法として次がよく知られている.
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Theorem 4.3 (hook長公式 [4]).

fλ =
|λ|!

Π(i,j)∈λh(i, j)
.

ここで h(i, j)は (i, j)で添字付けられた箱の右, 下にある λの箱の総数である ((i, j)の箱も 1度だけ数える).

fλ には別の組み合わせ的解釈もある. p× (n− p+ 1)-長方形 [(n− p+ 1)p]に含まれる Young図形全体の
集合は包含関係を半順序として束をなす. これをYoung束とよび Y[(n−p+1)p] とかく. Y[(n−p+1)p] を Hasse

図として表示したとき, λ ∈
(
[n+1]

p

)に対し ∅から λへの全ての道 (飽和鎖とよぶ) cの総数は fλ に一致する.

これは Hasse図において, λの箱に書き込まれた数字順に辿った飽和鎖が λと対応することからわかる.

5 一般化Weylの peculiar relation

前節の記法を用いてWeylの peculiar relationは次のように一般化される.

Theorem 5.1 (一般化Weylの peculiar relation [9]). 1 ≤ i ≤ p(n− p+ 1)に対して次が成立する:

i−1∑
s=0

max
λ∈([n+1]

p )
(s)

Tλ ≤ Ti{X(p)}+O(1) //, max
λ∈([n+1]

p )
(i)

(
n∑

k=1

nλ(k)Ωk

)
≤

i∑
k=1

Ωk{X(p)}.

ここで, 第一式は次の意味で sharpである: ε > 0に対し, 右辺を (1− ε)Ti{X(p)}と置き換えると不等式を破
るような線形非退化正則曲線 xが存在する.

まず, この定理が Theorem 3.1の一般化と考えられる理由を位数関数の場合に確認しよう. i = 1, 2のとき,

第一式はそれぞれ

Tp ≤ T1{X(p)}+O(1) //, Tp−1 + Tp+1 = (Tp−1 − 2Tp + Tp+1) + 2Tp ≤ T2{X(p)}+O(1) //

となる. (不等式にはなっているが)確かに左辺に元々の peculiar relationに登場した量が出てきている. 第 8

節で説明するようにこれは sharpな結果であるから, 左辺に登場する Young図形ごとの箱の数え上げは本質
的である. ただ, i ≥ 3のとき上の不等式を等式に改善するのは現時点では難しいように思われる.

この定理の第一不等式の証明は, 第二不等式と stationary indexと呼ばれる正則曲線の接触次数に関する計
算を組み合わせることによってなされる. そこで, ここでは Ωk{X(p)}に関する第二不等式の証明の概略を説
明する. また以下の議論では ([n+1]

p

)を集合 {(i0, i1, . . . , ip−1) ∈ Zp | 0 ≤ i0 < i1 < · · · < ip−1 ≤ n}と同一
視する ((σ = (i0, i1, . . . , ip−1) 7→ λ(σ) := [ip−1 − p+ 1, ip−2 − p+ 2, . . . , i1 − 1, i0])が全単射を与える).

Theorem 5.1の証明の流れ.
(i)

X(p) を正則曲線 X(p) の i階微分とする. Young図形は
(i)

X(p) を次のように分解
する過程で現れる:

(i)

X
(p) =

∑
σ∈

⋃
k≥p−1 (

[k+1]
p )

(i)

fλ(σ)
(i)

X
(p)
σ .

ここで
(i)

X
(p)
σ := x(i0) ∧ x(i1) ∧ · · · ∧ x(ip−1), σ = (i0, i1, . . . , ip−1) である. 証明は Leibniz ruleによる. Young

図形に対応するMaya図形で, 微分操作に対応し, 球を 1つ右に動かす様子を想像するとわかりやすいだろう.

考える対象は「導来曲線の導来曲線」だから,

X(p)∧
(1)

X
(p) ∧ · · · ∧

(i)

X
(p)
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を評価する必要がある. そのために, Frenet座標を用い, 各点 z ∈ Cにおいて, x,x′, . . . ,x(n) を
x(z) = (x0, 0, . . . , 0)

x′(z) = (∗, x(1)1 , 0, . . . , 0)

...

x(n)(z) = (∗, ∗, . . . , ∗, x(n)n )

と表示する.
(i)

X
(p)
σ = ((

(i)

X
(p)
σ )τ )τ∈([n+1]

p ) を C(
n+1
p ) 上の

(i)

X
(p)
σ の座標表示とすると, 上記の分解を用いて次が示

せる:

|X(p)∧
(1)

X
(p) ∧ · · · ∧

(i)

X
(p)|2 ≥ |X(p)∧

(1)

X
(p) ∧ · · · ∧

(i−1)

X
(p)|2

∑
σ∈([n+1]

p )
(i)

f2λ(σ)|(
(i)

X
(p)
σ )σ|2.

ここで

S̃p :=
|X(p−1)|2|X(p+1)|2

|X(p)|4
, S̃k{X(p)} := |X

(p)∧
(1)

X(p) ∧ · · · ∧
(k−2)

X (p)|2|X(p)∧
(1)

X(p) ∧ · · · ∧
(k)

X(p)|2

|X(p)∧
(1)

X(p) ∧ · · · ∧
(k−1)

X (p)|4

とおく. このとき Ωp =
∫ 2π

0
log S̃p dθ

4π , Ωk{X(p)} =
∫ 2π

0
log S̃k{X(p)} dθ4π である. 上記不等式を繰り返し用い

i∏
k=1

S̃k{X(p)} ≥
∑

σ∈([n+1]
p )

(i)

f2λ(σ)
|(

(i)

X
(p)
σ )σ|2

|X(p)|2

を得る. 右辺を計算しよう. まず |X(p)| = |x0x(1)1 · · ·x
(p−1)
p−1 |である. ここから, 要となる表示式

|X(p−1)||X(p+1)|
|X(p)|2

=
|x(p)p |
|x(p−1)

p−1 |
(⋆)

が得られる. いま k ≤ ik ≤ nに対し, 分解

|x(ik)ik
|2

|x(k)k |2
=
|x(k+1)

k+1 |2

|x(k)k |2
|x(k+2)

k+2 |2

|x(k+1)
k+1 |2

· · ·
|x(ik)ik

|2

|x(ik−1)
ik−1 |2

= S̃k+1S̃k+2 · · · S̃ik

がある. よって, σ = (i0, i1, . . . , ip−1) ∈
(
[n+1]

p

)に対し, |(
(i)

X
(p)
σ )σ| = |x(i0)i0

x
(i1)
i1
· · ·x(ip−1)

ip−1 |に注意すると,

|(
(i)

X
(p)
σ )σ|2

|X(p)|2
=
|x(i0)i0

x
(i1)
i1
· · ·x(ip−1)

ip−1
|2

|x0x(1)1 · · ·x
(p−1)
p−1 |2

=

p−1∏
k=0

S̃k+1S̃k+2 · · · S̃ik

となる. 実は, ここで右辺は∏n
k=1(S̃

k)nλ(σ)(k) と等しいことが示される. 上記の結果をまとめて次を得る:

i∏
k=1

S̃k{X(p)} ≥
∑

σ∈([n+1]
p )

(i)

f2λ(σ)

n∏
k=1

S̃nλ(σ)(k).

両辺の logを取り積分すれば定理が得られる.

6 一階差分と二階差分をつなぐ仕組み
数列が与えられたとき, その (log-)concavity は組み合わせ論的に興味のある問題である (Alexandrov–

Fenchel不等式, matroidの特性多項式の係数など). ここで, 少し脇道に逸れ, 数列の concavityという観点か
ら, 上記の計算がうまく機能した仕組みについて考える. (一般化)Weyl の peculiar relation の証明では式変
形 (⋆)が鍵であり, 両辺の logを取ることで, 左辺は二階差分, 右辺は一階差分となった. ここで, Diophantus

近似論 (Minkowskiの数の幾何)側ではこの構造がどのように表れるか観察しよう ([19]を参考にした).
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Definition 6.1 (逐次最小). K ⊂ Rn+1 を原点対称で原点を内点として含む凸体とする. K を相似拡大 (あ
るいは縮小)して初めて 0以外の格子点 (Zn+1 の点)を含む倍率 λ1 を第 1逐次最小という. すなわち,

λ1 := inf{λ > 0 | λK ∩ (Zn+1 \ {0}) 6= ∅}.

同様に λK が初めて i個の線形独立な格子点を含む倍率 λi を第 i逐次最小という.

Rn+1 上の R上線形独立な実代数的数を係数に持つ n+ 1個の線形形式 Li(x) = ai · x =
∑n

j=0 aijxj を考
える. 正則曲線の場合と同様に wedge積を取ることでXp ∈

∧p Rn+1 の線形形式

Lσ(X
p) := (ai0 ∧ ai1 ∧ · · · ∧ aip−1) ·Xp, σ = (i0, i1, . . . , ip−1) ∈

(
[n+ 1]

p

)
が定義される.

∑n
i=0 ci = 0なる実数 ci ∈ Rと Q > 0に対し, 不等式の系

|Lσ(X
p)| ≤ Qci0+ci1+···+cip−1 , σ = (i0, i1, . . . , ip−1) ∈

(
[n+ 1]

p

)
は各 pにおいて∧p Rn+1 ' R(

n+1
p ) における平行多面体 Πp(Q)を定める. このとき, λ1λ2 · · ·λp �� µ

(p)
1 が

知られている. ここで λi = λi(Q)は Π1(Q)の第 i逐次最小, µ
(i)
1 = µ

(i)
1 (Q)は Πi(Q)の第 1逐次最小であり,

記号 f �� g は定数 C1, C2 > 0が存在し C1|g| ≤ |f | ≤ C2|g|なることを意味する. よって, 次の式を得る:

µ
(p−1)
1 µ

(p+1)
1

(µ
(p)
1 )2

�� λp+1

λp
(ここで�� は Qに依存しない).

Rothの定理の高次元への一般化である Schmidtの強部分空間定理 [14]は次のように読み替えられる:

Theorem 6.2. どのRn+1内の p次元部分空間 (p < n+1)も, Q > 0十分大で, Π1(Q)の λiに対応する格子
点 gi = gi(Q)で張られる部分空間 SpanR(g1,g2, . . . ,gp)と一致しないと仮定する. このとき数列 {µ(p)

1 }np=1

は (O(logQ)を moduloにして) log-concaveである: log µ
(p−1)
1 − 2 log µ

(p)
1 + log µ

(p+1)
1 ≤ O(logQ).

これは Plücker 公式 (Theorem 2.3, Theorem 2.4) の数論における対応物だと考えられる. Vojta [18] (の
6 章) による LLD の数論類似によれば, 逐次最小に対応する格子点は正則曲線の微分 (=新しい方向を作り
出す操作) に対応していると考えられる. 上に述べた強部分空間定理の書き換えはこの解釈と整合的であり,

Nevanlinna理論との類似の仕組みを解明する上で重要となる見方だと思われる.

7 Theorem 5.1の非自明性
Theorem 5.1の左辺がもし負であれば, これは自明な不等式となってしまう. しかし, 組み合わせ論的な手
法により実際に非自明な不等式であることがわかる. これは解析的な考察だけからはわからないことである.

Theorem 7.1 (Theorem 5.1の非自明性 [9]). 0 < ε < 1とする. このとき各 1 ≤ i ≤ p(n− p+1)に対し次
が成立する:

(1− ε)min(Tp, Tn−p+1) <
i−1∑
s=0

max
λ∈([n+1]

p )
(s)

Tλ //.

これは次の重み付き釣り合い和公式からの帰結である.

Theorem 7.2 (重み付き釣り合い和公式 [9]).

p(n−p+1)∑
s=0

∑
λ∈([n+1]

p )
(s)

fλfλ̂Tλ =
∑

λ∈([n+1]
p )

fλfλ̂Tλ = 0.

ここで λ̂は p× (n− p+ 1)-長方形内の λの補 Young図形である.
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証明には Young束上の数え上げと hook長公式 (Theorem 4.3)を用いる. 詳細は講演中に説明したい.

Remark 7.3. 第 4節の Proposition 4.2と本節の Theorem 7.2は組み合わせ論的な議論で証明されるため
Ti を単なる文字 xi に置き換えても成立する (ただし x0 = xn+1 = 0とする).

この定理を認めて Theorem 7.1を証明しよう.

Theorem 7.1の証明. {Tk}n+1
k=0 の二階差分が「負」である (Theorem 2.3, Theorem 2.4)ことから i = p(n−

p + 1) の場合が本質的である (詳細は [9] 参照). 以下 i = p(n − p + 1) の場合を考える. fλfλ̂ は Young 束
Y[(n−p+1)p] 上の ∅から [(n− p+ 1)p]への λを通る飽和鎖の本数と等しいため, Theorem 7.2の和を入れ替
えて ∑

c∈{∅→[(n−p+1)p]}

p(n−p+1)∑
s=0

Tc(s) = 0

を得る. ここで第一の和は Y[(n−p+1)p] の Hasse図において, ∅から [(n − p + 1)p]への全ての飽和鎖 cをわ
たり, c(s)は c上 s番目の頂点にある Young図形を表す. 特に, その上で Tc(s) たちの和が非負となるような
飽和鎖 c = c0 が少なくとも 1本存在し,

0 ≤
p(n−p+1)∑

s=0

Tc0(s) ≤
p(n−p+1)∑

s=0

max
λ∈([n+1]

p )
(s)

Tλ

となる. しかし,
(
[n+1]

p

)
(p(n−p+1))

= {[(n − p + 1)p]}であり Lemma 4.1により T[(n−p+1)p] = −Tn−p+1 と
なるため,

Tn−p+1 ≤
p(n−p+1)−1∑

s=0

max
λ∈([n+1]

p )
(s)

Tλ

となり証明が完了する.

8 Peculiar relationの幾何学的不等式への応用
この節では, 一般化Weylの peculiar relationにおいて, 正則曲線 xとして指数曲線を取ったときに得られ

る, 凸多角形の周長に関する初等幾何学的な不等式を紹介する. また, R2 上の良い点配置を選ぶことにより
Theorem 5.1の sharpな評価を与える例が構成できることを説明する. wi = ai −

√
−1bi (0 ≤ i ≤ n)を相異

なる複素数とする. このとき正則曲線 e(z) = (ew0z : ew1z : · · · : ewnz)を指数曲線という. これは線形非退化
である. eの p次導来曲線を E(p) と書こう. いま, R2 上の点集合 Vp :=

{∑p−1
k=0(aik , bik)

}
(i0,i1,...,ip−1)∈([n+1]

p )
の凸包の周長を Lp とかく. このとき, 次が成立する.

Proposition 8.1 (指数曲線の位数関数 [1, 21]).

Tp(r) =
Lp

2π
r +O(1).

ただし, ここで左辺は指数曲線 E(p) の位数関数である.

「導来曲線の導来曲線」に対応して, Vp 内の i個の点の和で定まる点を全て R2 上に plotする. その凸包の
周長を L

(p)
i と置こう. このとき, Weylの (オリジナルの) peculiar relationから次が従う:

Lp−1 + Lp+1 = L
(p)
2 .

これは凸体 A,B ⊂ R2 に対してよく知られた

Aの周長+B の周長 = A+B の周長.
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の特別な場合である. ここで右辺の A + B は Aと B の Minkowski 和である. 同様にして, 一般化Weyl の
peculiar relationは次の不等式を与える:

Corollary 8.2 (凸多角形の周長に関する幾何学的不等式 [9]).

Lp ≤
i−1∑
s=0

max
σ∈([n+1]

p )
(s)

(
n∑

k=1

nλ(k)(Lk−1 − 2Lk + Lk+1) + Lp

)
≤ L(p)

i .

故に, Theorem 5.1の sharpな評価を得るには第二不等式が等号となるような点配置を見つければよい. そ
してそれは実際に次の特殊な配置で達成される. この正則曲線は元々は藤本 [5]が truncated defect relation

の best-possibleな例として見出したものである.

Proposition 8.3 (Theorem 5.1 の sharpness [9]). 点配置 {(ai, bi) = (i, 0) | 0 ≤ i ≤ n} は Corollary 8.2

における第二不等式で等号を達成する. 特に, この点配置に対応する指数曲線 (を E(p) が線形非退化となるよ
うにわずかに摂動させたもの)は Theorem 5.1の sharpな評価を与える.

9 SMT再訪
Theorem 5.1の第一式は次のようにも書ける:

i−1∑
s=1

max
λ∈([n+1]

p )
(s)

(
n∑

k=1

nλ(k)(Tk−1 − 2Tk + Tk+1)

)
+ iTp ≤ Ti{X(p)}+O(1) //.

ここで左辺の第一和因子∑i−1
s=1(· · · )は「負」とみなせるような量であった. 一方, 第二和因子 iTp は正に寄与

する. そのため iTp を左辺から除くとこの不等式は自明な関係式となる. 一方, Weyl–Ahlfors理論における古
典的によく知られる観察から, 任意の ε > 0に対し,

Ti{X(p)} ≤ (i+ ε)Tp//

が得られる. そこで一般化Weylの peculiar relationは iTp と Ti{X(p)}の比較定理とみるのが自然であるよ
うに思われる. X(p) が線形非退化なとき, X(p) を (導来曲線を取る対象としての)正則曲線とみなし, ここに
通常のWeyl–Ahlfors理論を適用することで, 上記の不等式を次のように改善することができる.

Theorem 9.1 (iTp と Ti{X(p)}の比較定理 [9]). 正則曲線 x : C → Pn の導来曲線 X(p) は (正則曲線とし
て)線形非退化と仮定する. h :=

(
n+1
p

)
− 1とおく. 整数 2 ≤ i ≤

(
n+1
p

)に対し, 一般の位置にある, 0でない
分解可能 (i− 1)-ベクトルの有限集合 {B(i−1)

j }dj=1 ⊂
∧i−1 C(

n+1
p ) を考える. このとき任意の ε > 0に対し

T i{X(p)}(r)+
d∑

j=1

(
i− 1(

h
i−2

)m̃1{X(p)}(r,B(i−1)
j ) +

i−2∑
k=1

h− i+ 1(
h−k+1
i−1−k

) M (k)
1 {X(p)}(r,B(i−1)

j )

)
< (i+ ε)T p(r) //.

が成立する. ここで m̃1{X(p)}(r,B(i−1)
j )とM

(k)
1 {X(p)}(r,B(i−1)

j )は X(p) に関する (ある種の)接近関数で
ある. 特に, p = 1とすると, 2 ≤ i ≤ n+ 1に対し,

T i(r) +
d∑

j=1

(
i− 1(

n
i−2

)m̃1(r,B
(i−1)
j ) +

i−2∑
k=1

n− i+ 1(
n−k+1
i−1−k

) M (k)
1 (r,B

(i−1)
j )

)
< (i+ ε)T (r) //

が成立する. 一方, i =
(
n+1
p

)とすると, 一般の位置にある (必ずしも分解可能でない) 0でない p-ベクトルの
有限集合 {A(p)

j }dj=1 ⊂ (
∧p Cn+1)∗ に対し (B

(h)
j = ∗A(p)

j ∈
∧h C(

n+1
p ) として適用することで)次を得る:

N(n+1
p ){X

(p)}(r) +
d∑

j=1

mp(r,A
(p)
j ) <

{(
n+ 1

p

)
+ ε

}
T p(r) //.
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特別な場合として得られた最後の式は, Ahlforsによる SMT (Theorem 2.5)型不等式であり, 再び Borelの
定理 (p = 1), Picardの定理 (p = 1, n = 1)が得られる (Griffiths–Lang予想との関係は [9] (8章)を参照さ
れたい). 故に, Ti{X(p)} ≤ (i+ ε)Tp 型の不等式は SMT型の関係式を見ていることになる. 逆に言えば, (一
般化) Weylの peculiar relation は SMTの逆向きの不等式に対応すると考えられる. この方向はこれまで追
究されていなかったように思われる. ここまで見たように, その記述には Young 図形の数え上げが本質的で
あった. (本稿では触れられなかったが)Weyl–Ahlfors理論は A型の (Dynkin図形に対応する)理論と考えら
れ, この方向は幾何学的表現論の観点から追究されるべきであろう. 最後に, SMT自身も Young図形に焦点
を当てた観点から証明できるかもしれない, という示唆を与える SMTと同値の不等式を与えて本節を終える.

証明は SMT (Theorem 2.5)に釣り合い和公式 (Proposition 4.2)を適用し式変形すればよい.

p(n−p+1)∑
s=1

∑
λ∈([n+1]

p )
(s)

(
n∑

k=1

nλ(k)Ωk(r)

)
+

d∑
j=1

mp(r,A
(p)
j ) < εT p(r) //.

10 文献紹介
Weyl–Ahlfors理論の全貌は Ahlforsの論文 [1]にあるが, 難解である. Weylが一連の流れを受けてまとめ

た本 [21]は, Weylらしい含蓄のある記述にあふれた名著である (予備知識なしで読める!). 微分幾何学的な立
場からの解説はWu [22], Cowen–Griffiths [3], Kobayashi [10]等がある. 日本語で読めるものには, Chernの
訳書 [2]の第 9章と付録 6に解説がある. また, 多変数Weyl–Ahlfors理論は Stoll [16, 17]により開拓された.

Weyl–Ahlfors理論とは異なるアプローチによる多変数 Nevanlinna理論の教科書としては、小平 [11]による
レクチャーノートがある. Diophantus近似論との関係については Vojta [18]が基本的な文献であり, 日本語
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ネフかつ巨大類における小林ヒッチン対応
陣内智史 (大阪大学大学院理学研究科)
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1 導入
正則ベクトル束は複素幾何学および代数幾何学において重要な対象の一つである. 正
則ベクトル束に対して定義される重要な性質の一つにスロープ安定性がある. これ
は代数幾何的な条件であり, 正則ベクトル束に強い幾何学的制約を課す. その制約の
一つとして次のBogomolov-Gieseker不等式が良く知られている:

Theorem 1.1 ( [Bog78], [MR81], [Don85], [UY86]). コンパクトケーラー多様体
(X,ω)上の {ω}n−1-スロープ多重安定な正則ベクトル束EはBogomolov-Gieseker不
等式

BG(E) · {ω}n−2 := (2rc2(E)− (r − 1)c1(E)2) · {ω}n−2 ≥ 0

を満たす. また等号が成立することとEが射影的平坦であることは同値である.

K-安定なファノ多様体の一意化定理は Theorem 1.1 の重要な応用のひとつである
[GKP22]. このTheorem 1.1 は次の小林ヒッチン対応の直接的な帰結である:

Theorem 1.2 ( [Don85], [UY86]). コンパクトケーラー多様体 (X,ω)上の正則ベク
トル束Eが {ω}n−1-スロープ多重安定であることとEが ω-エルミート・ヤンミルズ
計量を持つことは同値である.

本稿ではケーラー類での小林ヒッチン対応 (Theorem 1.2) をネフかつ巨大類に
拡張 (Theorem 3.1)し, その帰結としてケーラー類でのBogomolov-Gieseker不等式
とその等号成立条件 (Theorem 1.1) をネフかつ巨大類に一般化する (Theorem 3.2).
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Theorem 1.1 をネフかつ巨大類に一般化する動機付けとなる例を紹介して本節を終
える.

Example 1.3 ( [Jin26]). π : X → CP 3 を一点 p ∈ CP 3でのブローアップとし, X
上のネフかつ巨大類を α := π∗c1(O(1)) で定義する. 正の定数 ε > 0 に対して X上
のケーラー類を ωε := α − ε[D] と定める. ここで D は π の例外因子である. X上
の正則ベクトル束 E を E := OX ⊕O(D) と定める. このとき次が成立する.

(1)ε 任意の ε > 0 に対して E は ω2
ε -スロープ半安定ではない.

(2)ε 任意の ε > 0 に対して E は ωε について Bogomolov-Gieseker 不等式の等号
を満たさない: BG(E) · ωε = ε ̸= 0.

(3)ε E は X 上射影的平坦ではない.

一方 ε→ 0 と極限をとると次が成立する.

(1)0 E は α2-スロープ多重安定である.

(2)0 E は α について Bogomolov-Gieseker 不等式の等号を満たす: BG(E) ·α = 0.

(3)0 E は X \D 上で射影的平坦である.

この例はネフかつ巨大類でのBogomolov-Gieseker不等式とその等号成立条件が適切
に拡張されうることを示唆している.

2 定義
ネフかつ巨大類での小林ヒッチン対応を定式化するにはネフかつ巨大類でのスロー
プ多重安定性, 適合カレント, 適合エルミート・ヤンミルズ計量を新しく定義する必
要がある. 本節ではこれらの定義と重要な性質を紹介する.

2.1 ネフかつ巨大類でのスロープ多重安定性
n 次元コンパクトケーラー多様体 X 上のネフ類とはケーラー類のなす開錐 (ケー
ラー錐)の閉包に属するコホモロジー類 αであり,さらに ∫

X
αn > 0となるときネフ

かつ巨大であるという. ネフかつ巨大類におけるスロープ多重安定性の定義がケー
ラー類に対する定義とは異なることに注意する:

Definition 2.1 ( [Jin26]). (1) X 上の正則ベクトル束 E が αn−1-スロープ (半)
安定であるとは, 任意の非自明な部分連接層 F ⊂ E に対して µα(F) < (≤
, resp.)µα(E) が成り立つことである. ここで µα(F) := c1(F) · αn−1/rkF で
ある.

(2) X 上の正則ベクトル束 E が αn−1-スロープ多重安定であるとは, X上のαn−1-
スロープ安定な反射的連接層 E1, . . . , El で µα(Ei) = µα(E) となるものであり
E|X\EnK(α) ≃ (E1 ⊕ · · · ⊕ El)|X\EnK(α) となるものが存在することである.
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ここでEnK(α) は α の非ケーラー跡と呼ばれる解析的部分集合であり, ネフかつ巨
大類の場合は次のように記述されることが知られている [CT15]:

EnK(α) =
⋃

V⊂X: 解析的部分集合, αdimV [V ]=0

V

この記述により αn−1-スロープ安定性はブローアップに沿った引き戻しに関して不
変であることが分かる [Jin26, Lemma 2.11]. したがってEnK(α)は単純正規交差因
子であると仮定できる. 以下の例はDefinition 2.1(2) の Eiたちが αの非ケーラー跡
上で任意性を持つことを示している.

Example 2.2. αをX上のネフかつ巨大類としD = EnK(α)は単純正規交差因子で
あるとする. sDをDの定義切断とする. このとき短完全列

0→ O(−D)|X\D
(sD,0)−−−→ OX ⊕OX |X\D → OX |X\D → 0

はX \D上で分裂する. さらに µα(O(−D)) = µα(OX) = µα(OX ⊕OX) = 0 である.

スロープ安定性は次の意味で開条件である:

Lemma 2.3 ( [Jin26], [IJZ25]も参照). (X,ω0)をコンパクトケーラー多様体とし α
をX上のネフかつ巨大類とする. X上の正則ベクトル束Eが αn−1-スロープ安定な
らば (α + εω0)

n−1-スロープ安定である.

一方で αn−1-スロープ多重安定性は開ではないことに注意する (Example 1.3).

2.2 適合カレント
ケーラー類は滑らかで正定値なケーラー計量で代表される. 一方でネフかつ巨大類
を代表する自然な計量は EnK(α)内で特異点を持ち正定値でもない. 一般的にこの
ような特異計量で解析をおこなうことは非常に困難である. そこで適合カレントと
呼ばれるものを導入する. これはネフかつ巨大類を代表する計量のうちケーラー計
量による良い近似を持つものである. ネフかつ巨大類の非ケーラー跡は単純正規交
差であると仮定できることに注意する (section 2.1).

Definition 2.4 ( [Jin26]). (X,ω0)をコンパクトケーラー多様体とし, α をネフかつ
巨大類とする. sDはD = EnK(α)の定義切断とする. このとき正値カレント T ∈ α
が適合カレントであるとは次の条件を満たすことである:

(1) あるm ≥ 0に対して T ≥ |sD|2mω0 となる.

(2) 各 ε > 0に対して滑らかなケーラー計量 ωε ∈ α + εω0が存在して
• ωεは T にX \D上C∞-local の意味で収束する.

• ある p > 1に対して ∫
X

(
ωn
ε

ωn
0

)p
ωn0 ≤ C となる.

この ωεを T の適合近似とよぶ.
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以下の命題が示すように, 本稿の設定であればいつでも適合カレントの存在を仮定
できる:

Proposition 2.5 ( [Jin26]). X をコンパクトケーラー多様体とし αをX 上のネフ
かつ巨大類とする. このとき α を代表する適合カレント T が存在する. 例えば複素
モンジュアンペール方程式 ⟨T n⟩ = efωn0 (f ∈ C∞(X)) の解 T ∈ α は適合カレント
である ( [BEGZ10] によりこのような T はいつでも存在する). ここで ⟨T n⟩ は正値
カレントの非多重極積 (nonpluripolar product) である.

適合カレントには特異ケーラー・アインシュタイン計量も含まれている:

Example 2.6 ( [CCHSTT25]). Y を klt特異点を持つコンパクトケーラー多様体と
し ωKEを Y 上の特異ケーラー・アインシュタイン計量とする. このとき π : X → Y
を Y の特異点解消とすると π∗ωKEは適合カレントである.

2.3 適合エルミート・ヤンミルズ計量
エルミート・ヤンミルズ方程式の解の一意性を得るためには, その解の属する関数空
間 (解に要請する regularity) を適切に定めなければならない. 多様体上のケーラー
計量が滑らかである場合 ( [Don85], [UY86], [BS94] [Chen25]) やオービフォールド特
異点を持つ場合 ( [Fu22], [CGNPPW23], [KO25]) は曲率の L2 可積分性のみで十分
である. 本稿の設定では適合カレントに関するエルミート・ヤンミルズ方程式を考
える. ケーラー計量と比較して適合カレントは非常に特異性が強い. このことによっ
て曲率のL2 可積分性のみでは不十分となる. そこで適合エルミート・ヤンミルズ計
量というものを導入する. これはエルミート・ヤンミルズ計量の特異性に条件を付
加したものであり, 小林ヒッチン対応を成立させるのに十分な枠組みを与えている.

Definition 2.7 ( [Jin26]). X をコンパクトケーラー多様体としαをネフかつ巨大類
とする. T ∈ αを適合カレントとする. sDはD = EnK(α)の定義切断とする. (E, h0)
をX上の正則エルミートベクトル束とする. このときE上の T -適合エルミート・ヤ
ンミルズ計量とは E|X\D上の滑らかなエルミート計量 h = h0Ψ

2 であり, 以下の条
件を満たすもののことである:

(1) ある定数 λ ∈ R が存在してX \D上で次の T -エルミート・ヤンミルズ方程式
を満たす: √

−1ΛTFh = λidE.

(2) hの曲率 Fhは次の意味で L2 可積分である:∫
X\D
|Fh|2h,TT n <∞.

(3) ある k > 0が存在して h, すなわちΨ, は skDの重み付きで有界となる:

sup
X\D
|skDΨ|hD⊗h0 <∞.

ここで hDはO(D)上の滑らかなエルミート計量である.
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(4) ある l > 0が存在して h, すなわちΨ, の一回微分 ∂∇h0Ψ は slDの重み付きでL2

可積分である: ∫
X\D
|slD∂∇h0Ψ|2hD⊗h0,TT

n <∞.

T -適合エルミート・ヤンミルズ計量は次の意味で自然に現れる: Eをαn−1-スロー
プ安定とする. するとEは (α + εω0)

n−1-スロープ安定となる (Lemma 2.3). 古典的
な小林ヒッチン対応 Theorem 1.2 によりEは ωε-エルミート・ヤンミルズ計量 hεを
もつ. ここで ωεは T の適合近似である (Definition 2.4). T -適合エルミート・ヤン
ミルズ計量に要請される条件は, hεの ε → 0の極限が満たす regularityにほかなら
ない.

Remark 2.8. ネフかつ巨大類の小林ヒッチン対応 Theorem 3.1 の証明のための便
宜上, Definition 2.7 (3), (4) で kと lに任意性を持たせている. 主定理 Theorem 3.1
の帰結として, k = 1, l = m+ 1とすれば十分であることがわかる. ここでm ≥ 0は
適合カレントの条件 Definition 2.4 (1) のものである.

3 主結果
3.1 主結果の主張
以上の準備の下, ネフかつ巨大類での小林ヒッチン対応は次のように述べられる.

Theorem 3.1 ( [Jin26]). Xをコンパクトケーラー多様体とし αをX上のネフかつ
巨大類とする. T ∈ αを適合カレントとする. EをX上の正則ベクトル束とする. こ
のとき次の二条件は同値である:

(1) Eは αn−1-スロープ多重安定である.

(2) Eは T -適合エルミート・ヤンミルズ計量を持つ.

さらに αn−1-スロープ安定ベクトル束の T -適合エルミート・ヤンミルズ計量は定数
倍を除いて一意的である.

Theorem 3.1 の帰結として次のBogomolov-Gieseker不等式とその等号成立条件が得
られる:

Theorem 3.2 ( [Jin26]). Xをコンパクトケーラー多様体とし αをX上のネフかつ
巨大類とする. EをX 上の αn−1-スロープ多重安定正則ベクトル束とする. このと
き, Eは αに関してBogomolov-Gieseker不等式

BG(E) · αn−2 := (2rc2(E)− (r − 1)c1(E)2) · αn−2 ≥ 0

をみたす. さらに等号を満たすときEはX \ EnK(α)上で射影的平坦となる.
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Remark 3.3. Eが αn−1-スロープ半安定の時も Theorem 3.2 と類似の等号成立条
件が成立する [Jin26]. またXが射影代数多様体と双有理同値な時, (ネフとは限らな
い)巨大類αに関してBogomolov-Gieseker不等式が成立する [IJZ25]. このときは交
点積 αkを動的交点積 ⟨αk⟩に置き換える必要がある. さらに巨大類 αが双有理ザリ
スキ分解を持つときはTheorem 3.2 と同様の等号成立条件が得られる [Jin26]. その
応用として反標準因子が巨大な射影代数多様体の準一意化定理が成立する:

Theorem 3.4 ( [Jin26], [IJZ25]も参照). X を反標準因子−KX が巨大で滑らかな
射影代数多様体とする. (X,−KX)を一様K-安定とする. このとき次の宮岡ヤウ不
等式が成立する:

(2(n+ 1)c2(X)− nc1(X)2) · ⟨c1(−KX)n−2⟩ ≥ 0.

さらに等号が成立するとき, (X,−KX)の反標準モデル (Y,−KY )は複素射影空間
CP nの離散群 Γによる商である: Y ≃ CP n/Γ (この状況であれば [Xu23]によって
(X,−KX)の反標準モデル (Y,−KY )は存在する).

3.2 証明の概略
本稿の残りで小林ヒッチン対応 Theorem 3.1 の証明の概略を述べる.
(1) ⇒ (2): D = EnK(α)を単純正規交差因子とする. Eを αn−1-スロープ安定とす
る. するとEは (α + εω0)

n−1-スロープ安定である. 適合カレント T ∈ αの適合近似
列 ωεをとると, Eは ωε-エルミート・ヤンミルズ計量 hε = h0Ψ

2
εで det Ψε = 1とな

るものがただ一つ存在する.
Step 1: まず hε のC0 ノルムを L1 ノルムによって上から評価する.

Lemma 3.5. ある定数C > 0が存在して, 任意の εに対して次が成立する.

sup
X

log |sDΨε|hD⊗h0 ≤ C

(
1 +

∫
X

| log |sDΨε|hD⊗h0 |ωnε
)
.

証明の概略. det Ψε = 1であるので {log |sDΨε| = −∞} = Dである. よって a > 0
を大きくとると Ωa := {log |sDΨε| + a > 0} はX \Dの空ではない相対コンパクト
な開集合である. よってΩa上で ωεは T に滑らかに収束し, T はΩa上正定値である.
よって a > 0に依存した正の定数Ca > 0が存在して次が成り立つ:

∆ωε log |sDΨε|2 ≥ −Ca.

すると [GPS24, Lemma 2] の平均値型不等式によって Lemma 3.5 が得られる.

Step 2: つぎにL1ノルムの一様有界性を証明する. 証明は背理法による. Lemma 3.5
の右辺の L1ノルムを δ−1

ε とおき, ε → 0で δ−1
ε → ∞となるとしよう. すると各 hε

がドナルドソン汎関数の臨界点であることを用いると, [Sim88] の議論により, ある
u∞ ∈ L2

1(X \D,T ) が存在して δε log Ψεは u∞に任意のコンパクト集合K ⊂ X \D
上 L2

1-localに収束する. この u∞ ∈ L2
1(X \ D,End(E))は E|X\Dの弱正則部分束を

さだめる:

u∞ ◦ u∞ = u∞, (1− u∞) ◦ ∂̄Eu∞ = 0.
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Uhlenbeck-Yau [UY86]によってu∞は部分連接層 F ⊂ E|X\Dを定める. するとFは
Eの連接部分層 F̃ ⊂ Eへの拡張を持ち, Eの不安定化部分層を定めることが分かる:
µα(F̃) ≥ µα(E). (これは, この状況へのChern-Weil公式の拡張 [Jin26, Proposition
3.11] の帰結である.) したがって Lemma 3.5 の右辺は一様有界である:

sup
X\D

log |sDΨε| ≤ C. (3.1)

Step 3: hε = h0Ψ
2
εは T -適合エルミート・ヤンミルズ計量 h∞ = h0Ψ

2
∞に収束する

ことを示す. 各 hεはωε-エルミート・ヤンミルズ方程式の解であり, ωεは T にX \D
上 C∞ localに収束する. また (3.1) より hεはX \ Dの各コンパクト集合上一様有
界である. よってある滑らかな計量 h∞ = h0Ψ

2
∞がE|X\D上に存在してΨεはΨ∞に

C1,γ(X \D)-localに収束する. 一様評価 (3.1) によって h∞がE上の T -適合カレン
トであることが分かる.
(2) ⇒ (1): hE を Eの T -適合エルミート・ヤンミルズ計量とする. このとき Eは
αn−1-スロープ多重安定であることの証明の概略を述べる. F ⊂ Eを αn−1-スロープ
安定部分層で µα(F ) ≥ µα(E)となるものとする. 簡単のため F は局所自由としよ
う. (1) ⇒ (2) によってF は T -適合エルミート・ヤンミルズ計量 hF をもつ. 次を証
明すればよい:

Proposition 3.6 ( [Jin26]). 包含 F
ι−→ E は ∇h∗F⊗hE ι = 0をみたし µα(F ) = µα(E)

となる.

Proposition 3.6 によってEは hEに関する直交分解 E|X\D = (F ⊕ E/F )|X\D をも
ち µα(E/F ) = µα(E)となる. さらに hE と hF は E/F に T -適合エルミート・ヤン
ミルズ計量をひきおこす. よって, 同じことをE/F に繰り返せばEの αn−1-スロー
プ多重安定性が得られる. さて, D = EnK(α)とし, hDをO(D)の T -適合エルミー
ト・ヤンミルズ計量としよう. λE, λF とEおよび F の T -エルミート・ヤンミルズ
定数とする.

Proposition 3.6 の証明の概要. hEと hF は T -エルミート・ヤンミルズで ι : F → E
は正則なので ∆T |ι|2h∗F⊗hE = |∇h∗F⊗hE ι|2h∗F⊗hE − (λE − λF )|ι|2h∗F⊗hE となる. 両辺を T n

で積分すると左辺が 0になることが期待され,それによって∇h∗F⊗hE ι = 0とλE = λF
が得られると期待できる. これは直ちには正しくない. というのも計量 hE, hF , T が
Dに沿って特異点を持つため両辺が可積分とは言えないからである. (技術的にはや
や込み入ってはいるものの)アイデアは単純である. すなわち ιのかわりに, 十分大き
い l > 0にたいして, 次の合成射を考えて, 上記のストーリーを正当化するのである.

slD ◦ ι : F
ι−→ E

slD−→ E ⊗O(lD).

適合カレント T や T -適合エルミート・ヤンミルズ計量 hE, hF のDに沿った特異性
を slDを掛けることで潰しているので, 何とかなりそうである.
Step 1: まず正則ベクトル束Gに対して, その T -エルミート・ヤンミルズ定数 λG
は次で記述されることを示す:

λG =
µα(G)∫
X
αn−1

.

117



とくに λD = 0となる. これは次の Proposition 3.7 の帰結である (計量の一意性は
まだ得られない). 実際, G上の T -適合エルミート・ヤンミルズ計量 hGが誘導する
det(G)上の計量 det(hG)と, (1) ⇒ (2)により存在する det(G)上の T -適合エルミー
ト・ヤンミルズ計量 hdet(G)それぞれのT -エルミート・ヤンミルズ定数をProposition
3.7を用いて比較すればよい.

Proposition 3.7 ( [Jin26]). h1と h2をGの T -適合エルミート・ヤンミルズ計量と
すると, そのチャーン接続は一致する: ∇h1 = ∇h2 .

Step 1により λE − λF ≤ 0となり, さらに slD ◦ ιは次を満たすことがわかる:

∆T |slDι|2h∗F⊗hE⊗hlD
= |∇h∗F⊗hE⊗hlD

slDι|2h∗F⊗hE⊗hlD
− (λE − λF )|slDι|2h∗F⊗hE⊗hlD

. (3.2)

Step 2:
∫
X\D ∆T |slDι|2h∗F⊗hE⊗hlD

T n = 0 を示す. これは, 適合カレントや適合エル
ミート・ヤンミルズ計量が高々Dに沿った極しか持たないことと, それに slDを掛け
ていることを考慮すれば証明できる. Step 1と Step 2によって (3.2) の両辺を T nで
積分すれば

(1) 0 = ∇h∗F⊗hE⊗hlD
slDι = slD(∇h∗F⊗hE ι) + (∇hlD

slD)ι,

(2) µα(E) = αnλE = αnλF = µα(F )

が得られる. よって次を示せば証明が終わる. すなわち
Step 3: ∇hDsD = 0を示す. O(D)のT -適合エルミート・ヤンミルズ計量 hD = h0Ψ

2
D

に対して次の正則な射を考える:

OX
sD−→ (O(D), ∂̄D)

ΨD−−→ (O(D), ∂̄∇D),

ここで∇D = ΨD ◦∇hD ◦Ψ−1
D である. すると上記と類似の議論をΨDsDに適用して

∇hD⊗h∗trivsD = 0 が得られる. ここで htrivはOX の自明な計量である.
一意性: h1と h2を αn−1-スロープ安定ベクトル束E上の二つの T -適合エルミート・
ヤンミルズ計量とする. このとき h1 = ah2, a ∈ R>0 となることの証明の概略を述べ
る. 次の定理が重要となる. これはケーラー類に関するスロープ安定ベクトル束が
単純である (つまり自己同型が定数しかない)ことの一般化である:

Proposition 3.8 ( [Jin26]). Eがαn−1-スロープ安定とする. D = EnK(α)は単純正
規交差因子とする. このとき, 正則切断 g ∈ H0(X \D,End(E)) が ある k > 0に対
して supX\D |skDg|h0 <∞を満たすとき, g = aid, a ∈ C となる. ここで h0はEの滑
らかなエルミート計量である.

h1 = h2gとかく. するとhiがT -適合なので supX\D |skDg|h0 <∞となる. Proposition

3.8 より ∂̄E⊗E∗
g = 0 を示せばよい. Proposition 3.7 より

0 = ∇h1 −∇h2 = g−1∂
∇h1⊗h∗1g,

よって ∂
∇h1⊗h∗1g = 0である. hDをO(D)の T -適合エルミート・ヤンミルズ計量と

すると sD : OX → O(D)について ∇hD⊗h∗trivs
l
D = 0が得られる ((2) ⇒ (1) Step 3).

これらを用いると (3.2)と同様にして次を得る.

∆T |slDg|2h1⊗h∗1⊗hD = |∂̄E⊗E∗⊗O(lD)slDg|2h1⊗h∗1⊗hD .

l > 0を大きくとっておけば両辺が T nについて可積分となり左辺の積分が 0となる
ことが分かる. よって ∂̄E⊗E∗

g = 0が分かる.
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2変数 1未知関数の 2階偏微分方程式に付随する微分式系の
表示

広島大学 竹内宏一
takeuchi-k@hiroshima-u.ac.jp

本講演は [4]に基づく.

1 導入
微分式系 (M,D) とは, 滑らかな多様体 M とその接ベクトル束 TM の部分束 D の組である. m :=

dimM, r := rankD のとき, 局所的には, 各点で 1次独立な 1-form ω1, . . . , ωm−r を用いて, 部分束 D を次
のように定義することができる: D =

{
ω1 = · · · = ωm−r = 0

}
. また, 2 つの微分式系 (M1, D1) , (M2, D2)

に対して, 微分同相 φ : M1 → M2 が (M1, D1)から (M2, D2)への同型写像であるとは, φ∗(D1) = D2 が成
り立つことである (本講演ではこの同型写像を接触変換と呼ぶ).
J2

(
R2,R

)
= {(x, y, z, p, q, r, s, t)} を 2 変数 1 未知関数の 2-jet 空間とし, J2

(
R2,R

)
上の 1-form

$0, $1, $2 を次のように定める: $0 := dz − pdx− qdy, $1 := dp− rdx− sdy, $2 := dq − sdy − tdy.
次のような一般的な形の 2変数 1未知関数の 2階偏微分方程式について考える:

F (x, y, z, p, q, r, s, t) = 0. (1.1)

ただし, F は J2
(
R2,R

)
上の滑らかな関数である. さらに, F は次の regular条件を満たすとする:

∀q0 ∈ M, (Fr(q0), Fs(q0), Ft(q0)) 6= 0 (1.2)

ここで, M は次で定義される J2
(
R2,R

)
の 7 次元部分多様体である: M := {F (x, y, z, p, q, r, s, t) = 0} ⊂

J2
(
R2,R

)
. さらに, ι : M → J2

(
R2,R

)
を包含写像とし, D :=

{
ι∗$0 = ι∗$1 = ι∗$2 = 0

}
とおく. このと

き, (M,D)は微分式系となる. この (M,D)は微分方程式 (1.1)に付随する微分式系と呼ばれる.

定義 1.1. 滑らかな関数 F の判別式 ∆を次のように定める: ∆ := FrFt −
F 2
s

4
. このとき, p0 ∈ M に対して,

∆(p0) < 0のとき, p0 を F の hyperbolic point, ∆(p0) = 0のとき, p0 を F の parabolic point, ∆(p0) > 0

のとき, F の elliptic pointという.

微分方程式 (1.1) に付随する微分式系 (M,D) の構造方程式の標準形に関して, 次の定理が知られている:
([1], [2], [3])

定理 1.2. p0 ∈ M とし, U を p0 の十分に小さな開近傍とする.

• 任意の q0 ∈ U に対して, q0 は F の hyperbolic point であるとする. このとき, U 上の coframe
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(
θ0, θ1, θ2, ω1, ω2,Π1,Π2

)
が存在して, 次が成り立つ: D =

{
θ0 = θ1 = θ2 = 0

}
であり,

dθ0 =−θ1 ∧ ω1 − θ2 ∧ ω2

dθ1 ≡ Π1 ∧ ω1 mod θ0, θ1, θ2

dθ2 ≡ Π2 ∧ ω2 mod θ0, θ1, θ2.

• 任意の q0 ∈ U に対して, q0 は F の parabolic point であるとする. このとき, U 上の coframe(
θ0, θ1, θ2, ω1, ω2,Π1,Π2

)
が存在して, 次が成り立つ: D =

{
θ0 = θ1 = θ2 = 0

}
であり,

dθ0 =−θ1 ∧ ω1 − θ2 ∧ ω2

dθ1 ≡ Π1 ∧ ω2 mod θ0, θ1, θ2

dθ2 ≡ Π1 ∧ ω1 +Π2 ∧ ω2 mod θ0, θ1, θ2.

• 任意の q0 ∈ U に対して, q0 は F の elliptic point であるとする. このとき, U 上の coframe(
θ0, θ1, θ2, ω1, ω2,Π1,Π2

)
が存在して, 次が成り立つ: D =

{
θ0 = θ1 = θ2 = 0

}
であり,

dθ0 =−θ1 ∧ ω1 − θ2 ∧ ω2

dθ1 ≡ Π1 ∧ ω1 +Π2 ∧ ω2 mod θ0, θ1, θ2

dθ2 ≡ Π2 ∧ ω1 −Π1 ∧ ω2 mod θ0, θ1, θ2.

(1.3)

注意 1.3. hyperbolicity と ellipticity は open condition である. よって, p0 ∈ M が hyperbolic point また
は elliptic pointであるときも, p0 の十分に小さい近傍に対して, 定理 1.2が成り立つ. 一方, parabolicityは
open conditionではないので, そうとは限らない.

本講演では, 定理 1.2 で述べた構造方程式の標準形を実現する局所 coframe
(
θ0, θ1, θ2, ω1, ω2,Π1,Π2

)
を

明示する. さらに, p0 ∈ M が parabolic pointとなる場合に関しては, 定理 1.2の拡張にあたる標準形を紹介
する.

2 主結果
U を p0 の十分に小さな開近傍とし, D =

{
$0 = $1 = $2 = 0

}
に関して, 次のような変換を考える:

θ0 := $0,
(
θ1 θ2

)
:=

(
$1 $2

)
A, A :=

(
f1 f2
g1 g2

)
. (2.1)

ただし, 任意の q0 ∈ U に対して, detA(q0) = f1(q0)g2(q0)− f2(q0)g1(q0) 6= 0. このとき,

A−1 =


g2

f1g2 − f2g1
− f2
f1g2 − f2g1

− g1
f1g2 − f2g1

f1
f1g2 − f2g1


より, (

ω1 ω2
)
:=

(
g2

f1g2 − f2g1
dx− f2

f1g2 − f2g1
dy − g1

f1g2 − f2g1
dx+

f1
f1g2 − f2g1

dy

)
とおくと, dθ0 = −θ1 ∧ ω1 − θ2 ∧ ω2.
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p0 ∈ M とする. このとき, regular条件 (1.2)より, Fr(p0) 6= 0または Fs(p0) 6= 0または Ft(p0) 6= 0. ただ
し, Ft(p0) 6= 0の場合は, 次で定義される接触変換を用いることで Fr(p0) 6= 0の場合に帰着できる:

(x, y, z, p, q, r, s, t) 7→ (x̄ := y, ȳ := x, z̄ := z, p̄ := q, q̄ := p, r̄ := t, s̄ := s, t̄ := r) .

よって, Fr(p0) 6= 0の場合と Fr(p0) = 0, Fs(p0) 6= 0の場合を考えればよい.さらに, Fr(p0) = 0, Fs(p0) 6= 0

のとき, ∆(p0) = −Fs(p0)
2

4
< 0となるので, p0 は hyperbolic pointである. よって, Fr(p0) = 0, Fs(p0) 6= 0

の場合を考えるため, より広いクラスである Fs(p0) 6= 0かつ p0 が hyperbolic pointの場合を考える. ただし,
本稿ではページ数の都合上, 次の 2つの場合についてのみ述べる (その他の場合は [4]参照):

• Fr(p0) 6= 0かつ p0 が parabolic pointの場合 (§2.1)
• Fs(p0) < 0かつ p0 が hyperbolic pointの場合 (§2.2)

2.1 Fr(p0) 6= 0かつ p0 が parabolic pointの場合

Fr(p0) 6= 0とする. このとき, 次の補題が成り立つ:

補題 2.1. f , g を滑らかな関数とし, θ := f$1 + g$2 とおく. さらに, q0 ∈ U とする. このとき, 次の (1)か
ら (3)は互いに同値である:

(1) (dθ)q0 ∧ (dθ)q0 ≡ 0 mod θ0q0 , θ
1
q0 , θ

2
q0 .

(2) Ft(q0)f(q0)
2 − Fs(q0)f(q0)g(q0) + Fr(q0)g(q0)

2 = 0.
(3) 2次方程式 Fr(q0)h

2 − Fs(q0)h+ Ft(q0) = 0の解 hが存在して, g(q0) = hf(q0).

そこで, p0 は parabolic pointであるとし, h :=
Fs

2Fr
とおく. このとき, ∆(p0) = 0より, h(p0)は 2次方程式

Fr(p0)h
2 − Fs(p0)h+ Ft(p0) = 0の重解となる. そこで, 滑らかな関数 f1, f2, g2 が

∀q0 ∈ U, f1(q0) 6= 0, h(q0)f2(q0) 6= g2(q0)

を満たすとし, θ1 := f1$
1 + hf1$

2, θ2 := f2$
1 + g2$

2 とおくことで, 次の定理が得られる:

定理 2.2.

θ0 := $0, θ1 := f1$
1 + hf1$

2, θ2 := f2$
1 + g2$

2,

ω1 := − g2
f1 (hf2 − g2)

dx+
f2

f1 (hf2 − g2)
dy, ω2 :=

h

hf2 − g2
dx− 1

hf2 − g2
dy,

Π1 :=
f2
1 (hf2 − g2)

Fr

dF

dy
ω1 + f1 (hf2 − g2) ds+ f1

(
Ftf2
Fr

− hg2

)
dt,

Π2 :=
f1f2 (hf2 − g2)

Fr

dF

dy
ω1 + 2f2 (hf2 − g2) ds+

(
Ftf

2
2

Fr
− g22

)
dt

とおく. このとき,
(
θ0, θ1, θ2, ω1, ω2,Π1,Π2

)
は U 上の coframeであり, 次が成り立つ:

dθ0 = −θ1 ∧ ω1 − θ2 ∧ ω2

dθ1 ≡∆ · f2
1

F 2
r

dt ∧ ω1 +Π1 ∧ ω2 mod θ0, θ1, θ2

dθ2 ≡ Π1 ∧ ω1 +Π2 ∧ ω2 mod θ0, θ1, θ2.
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特に, ∆(q0) = 0を満たす q0 ∈ U に対して,
(
dθ0

)
q0

=−θ1q0 ∧ ω1
q0 − θ2q0 ∧ ω2

q0(
dθ1

)
q0

≡ Π1
q0 ∧ ω2

q0 mod θ0q0 , θ
1
q0 , θ

2
q0(

dθ2
)
q0

≡ Π1
q0 ∧ ω1

q0 +Π2
q0 ∧ ω2

q0 mod θ0q0 , θ
1
q0 , θ

2
q0 .

2.2 Fs(p0) < 0かつ p0 が hyperbolic pointの場合

Fs(p0) < 0かつ p0 が hyperbolic pointであるとする. このとき, Fr(p0) 6= 0の場合と同様に次の補題が成
り立つ:

補題 2.3. f , g を滑らかな関数とし, θ := f$1 + g$2 とおく. さらに, q0 ∈ U とする. このとき, 次の (1)と
(2)は同値である:

(1) (dθ)q0 ∧ (dθ)q0 ≡ 0 mod θ0q0 , θ
1
q0 , θ

2
q0 .

(2) Ft(q0)f(q0)
2 − Fs(q0)f(q0)g(q0) + Fr(q0)g(q0)

2 = 0.

さらに, 次の 3つの補題が成り立つ:

補題 2.4. θ を補題 2.3と同様に定め, q0 ∈ U は Fr(q0) 6= 0を満たすとする. このとき, 次の (1)と (2)は同
値である:

(1) Ft(q0)f(q0)
2 − Fs(q0)f(q0)g(q0) + Fr(q0)g(q0)

2 = 0.
(2) 2次方程式 Fr(q0)h

2 − Fs(q0)h+ Ft(q0) = 0の解 hが存在して, g(q0) = hf(q0).

補題 2.5. θ を補題 2.3と同様に定め, q0 ∈ U は Ft(q0) 6= 0を満たすとする. このとき, 次の (1)と (2)は同
値である:

(1) Ft(q0)f(q0)
2 − Fs(q0)f(q0)g(q0) + Fr(q0)g(q0)

2 = 0.
(2) 2次方程式 Ft(q0)h

2 − Fs(q0)h+ Fr(q0) = 0の解 hが存在して, f(q0) = hg(q0).

補題 2.6. θ を補題 2.3と同様に定め, q0 ∈ U は Fr(q0) = Ft(q0) = 0を満たすとする. このとき, 次の (1)と
(2)は同値である:

(1) Ft(q0)f(q0)
2 − Fs(q0)f(q0)g(q0) + Fr(q0)g(q0)

2 = 0.
(2) f(q0) = 0または g(q0) = 0.

ここで, p0 は hyperbolic point であるとし, h′
+ := Fs + 2

√
−∆, h′

− := Fs − 2
√
−∆ とおく. このとき,

Fr(q0) 6= 0ならば,
h′
+(q0)

2Fr(q0)
と

h′
−(q0)

2Fr(q0)
は 2次方程式 Fr(q0)h

2 − Fs(q0)h + Ft(q0) = 0の相異なる実数解,

Ft(q0) 6= 0ならば,
h′
+(q0)

2Ft(q0)
と

h′
−(q0)

2Ft(q0)
は 2次方程式 Ft(q0)h

2 − Fs(q0)h+ Fr(q0) = 0の相異なる実数解と

なる. さらに, Fr(q0) 6= 0, Ft(q0) 6= 0ならば,

h′
+(q0)

2Fr(q0)
·
h′
−(q0)

2Ft(q0)
=

h′
−(q0)

2Fr(q0)
·
h′
+(q0)

2Ft(q0)
= 1.

そこで, Fs(p0) < 0とし, 滑らかな関数 f0, g0 が

∀q0 ∈ U, f0(q0) 6= 0, g0(q0) 6= 0

123



を満たすとする. このとき, θ1 := 2Frf0$
1 + h′

−f0$
2, θ2 := h′

−g0$
1 + 2Ftg0$

2 とおくことで, 次の定理が
得られる:

定理 2.7.

θ0 := $0, θ1 := 2Frf0$
1 + h′

−f0$
2, θ2 := h′

−g0$
1 + 2Ftg0$

2,

ω1 :=
2Ft

4h′
−f0

√
−∆

dx− 1

4f0
√
−∆

dy, ω2 := − 1

4g0
√
−∆

dx+
2Fr

4h′
−g0

√
−∆

dy,

Π1 := −
4h′

−f
2
0 g0

√
−∆

Fs

(
2Fr

dF

dx
− h′

−
dF

dy

)
ω2 − 8F 2

r f
2
0

√
−∆

Fs
dr +

2
(
h′
−
)2

f2
0

√
−∆

Fs
dt,

Π2 :=
4h′

−f0g
2
0

√
−∆

Fs

(
h′
−
dF

dx
− 2Ft

dF

dy

)
ω1 +

2
(
h′
−
)2

g20
√
−∆

Fs
dr − 8F 2

t g
2
0

√
−∆

Fs
dt,

とおく. このとき,
(
θ0, θ1, θ2, ω1, ω2,Π1,Π2

)
は U 上の coframeであり, 次が成り立つ:

dθ0 =−θ1 ∧ ω1 − θ2 ∧ ω2

dθ1 ≡ Π1 ∧ ω1 mod θ0, θ1, θ2

dθ2 ≡ Π2 ∧ ω2 mod θ0, θ1, θ2.

3 今後の展望
今回の主結果で得られた U 上の coframe

(
θ0, θ1, θ2, ω1, ω2,Π1,Π2

)
の表示より, 微分方程式 (1.1) に付

随する微分式系の様々な不変量を考察することができる. 例えば, 微分方程式 (1.1) が hyperbolic 型または
parabolic型であるときの D のMonge系の構造を調べることができる.
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等積アファインはめ込みの絶対全曲率の最小性と凸性の関
係について

横浜国立大学　大学院理工学府　数物・電子情報系理工学専攻
山内優太 (Yuta YAMAUCHI) ∗

概要
本稿では，非退化とは限らないアファインはめ込みに対する絶対全曲率の最小性と凸性の
関係について述べる．Koike [4, 5] により，一般余次元の等積アファインはめ込みについての
Chern–Lashof 型不等式が得られている．本稿では，絶対全曲率が最小値 2をとるとき像が必ず
(n + 1) 次元アファイン部分空間に含まれることを示し，さらに凸超曲面であることと同値にな
るという結果について紹介する．

1 序論
n, r を正の整数とし，f : (M,∇, θ) −→ (Rn+r, ∇̃, ω̃) を等積構造を備えた n次元多様体から等積

構造を備えた (n+ r)次元アファイン空間へのアファインはめ込みとする．もし横断束 N と，N 上
の体積要素 θ⊥ が存在して，M 上の等積構造 (∇, θ) が (N, θ⊥) から誘導されるならば，f を等積ア
ファインはめ込み と呼ぶ．等積アファインはめ込みに対して，Koike [4]は Lipschitz–Killing 曲率
と絶対全曲率を導入した．絶対全曲率は，はめ込みがその空間の中で大域的にどれだけ曲がるかを測
る量であり，凹凸や位相的複雑さの増大に伴って大きくなる．Chern と Lashof は [1, 2] において，
ユークリッド空間へのコンパクト多様体のはめ込みの絶対全曲率がベッチ数の総和以上であること，
また絶対全曲率が 2 に等しいことと，像が En+r のある (n+ 1)次元アファイン部分空間に埋め込
まれた凸超曲面であることが同値であることを示した．Koike [4] は等積アファインはめ込みに対し
ても Chern–Lashof 型の定理が成り立つことを示している．なお，等積アファインはめ込みの場合，
絶対全曲率は一般に単位楕円面 S の取り方に依存するため，以下ではその依存性を明示して τS(f)

と表す (詳しくは注意 2.3を参照)．

事実 1.1 ([4]). M を向き付けられた n次元コンパクト多様体とし，f : M → Rn+r を (n + r)次
元アファイン空間への等積アファインはめ込みとする．また，S を任意の単位楕円面とする．

(1) 単位楕円面 S に関する f の絶対全曲率 τS(f) は

τS(f) ≥
n∑

k=0

bk(M,F )

∗ E-mail:yamauchi-yuta-hj@ynu.jp
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を満たす．ただし bk(M,F ) は，任意の係数体 F に関するM の k 次の Betti 数を表す．
(2) もし τS(f) < 3 ならば，M は n次元球面と同相である．

しかし，[4, 5] においては，絶対全曲率の最小性による特徴づけ，とくに凸性との関係は明らかで
はなかった．本稿では，絶対全曲率の最小性と凸性の関係が等積アファインにおいても成り立つこと
を紹介する．

2 主定理
本節では最初に [4, 5] に従い，一般余次元の場合の等積アファインはめ込みと，それに付随する

Lipschitz–Killing 曲率等の概念について紹介する．一般余次元の等積アファインはめ込みのいくつ
かの性質は，[6] の Notes 1, 2 にも述べられている．
本稿では，全てのアファイン接続は捩れのないものと仮定する．f : M → (Rn+r, ∇̃, ω̃) を，等積

構造 (∇̃, ω̃) を備えたアファイン空間 Rn+r への，n次元多様体M からのアファインはめ込みとす
る．(N, θ⊥) を f の横断束と N 上の体積要素とする．このとき，M 上のアファイン接続 ∇ と体積
要素 θ を次で定める：

∇̃Xdf(Y ) = df(∇XY ) + α(X,Y ),

θ(X1, · · · , Xn) =
ω̃(df(X1), · · · , df(Xn), ξ1, · · · , ξr)

θ⊥(ξ1, · · · , ξr)
(X1, · · · , Xn ∈ TM)

ここで X,Y は M の接ベクトル場であり，(ξ1, · · · , ξr) は N のフレームである．また，一つ目の
式は接成分と N 成分に分解したものであり，α は N に値をもつ対称テンソル場である．∇ を誘導
された接続，θ を (N, θ⊥) により誘導された体積要素 と呼ぶ．(∇, θ) を M の等積構造（すなわち
∇θ = 0）とする．もしはめ込み f : (M,∇, θ) → (Rn+r, ∇̃, ω̃) が (∇, θ) を誘導する (N, θ⊥) を持
つならば，f を 等積アファインはめ込み と呼ぶ．以後そのような (N, θ⊥) を固定する．N に値をも
つ対称テンソル場

α(X,Y ) := ∇̃Xdf(Y )− df(∇XY ) (X,Y ∈ TM)

を (f,N) のアファイン基本形式と呼ぶ．超曲面の場合 (r = 1) では，θ⊥(ξ) = 1 として対称 (0, 2)

型テンソル場 αξ を

αξ(X,Y )ξ = ∇̃Xdf(Y )− df(∇XY ) (X,Y ∈ TM) (2.1)

で定める．この αξ を (f, ξ) のアファイン基本形式と呼ぶ．
各 ϕ( ̸= 0) ∈

∧n+r−1
Rn+r に対し，ϕ = v1 ∧ · · · ∧ vn+r−1 と表し，ω̃(v1, · · · , vn+r) = 1 を満た

す vn+r ∈ Rn+r を取る．このとき ϕ の高さ関数 h̃ϕ を

prvn+r
(v) = h̃ϕ(v) · vn+r (v ∈ Rn+r)

で定める．ここで prvn+r
は

Span{v1, · · · , vn+r−1} ⊕ Span{vn+r} = Rn+r
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という分解に関して Span{vn+r} への射影を表す．この定義が ϕ の表し方に依らないことは容易に
分かる．∧n+r−1

Rn+r の単位楕円面 S を一つ固定する．これはアファイン座標系 (x1, · · · , xn+r)

に関して∑n+r
i=1 x

2
i = 1 と表され，かつ ω̃′( ∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xn+r
) = 1 を満たす集合とする．ここで ω̃′ は

ω̃(v1, · · · , vn+r) = 1 の下で

ω̃′(v̂1 ∧ · · · ∧ vn+r, · · · , v1 ∧ · · · ∧ v̂n+r) = (−1)(n+r)(n+r−1)/2

により定める ∧n+r−1
Rn+r 上の体積要素である．ν̃N :

∧r−1
N →

∧n+r−1
Rn+r を

ν̃N (η) := df(e1) ∧ · · · ∧ df(en) ∧ η

で定める．ここで (e1, · · · , en) は θ(e1, · · · , en) = 1 を満たす TM のフレームとする．f の横断楕
円面束 を

B := ν̃−1
N (S) ⊂

r−1∧
N

で定める．制限 ν := ν̃N |B : B → S を (f,N, θ⊥, S) の Gauss 写像 と呼ぶ．
定義 2.1 ([4]). η ∈ B に対し，G : B → R を

G(η) := (−1)n det
θ
(h̃η ◦ α)

で定める．ここで detθ(h̃η ◦α) は θ(e1, · · · , en) = 1 を満たす Tπ(η)M のフレーム (e1, · · · , en) に対
して行列 [(h̃η ◦ α)(ei, ej)]1≤i,j≤n の行列式を表す．G を (f,N, θ⊥, S) の Lipschitz–Killing 曲率と
呼ぶ．
B と S 上の体積要素をそれぞれ ωB と ω̃S とする（[4] 参照）．このとき，ωB と ω̃S の間には次

が成り立つ [4, Proposition 2.2]：

(ν∗ω̃S)η = G(η) · (ωB)η (η ∈ B). (2.2)

等積アファインはめ込みの絶対全曲率は次で定義される．
定義 2.2 ([4]). M を向き付けられたコンパクトな n 次元多様体とする．等積アファインはめ込み
f : (M,∇, θ)→ (Rn+r, ∇̃, ω̃) の単位楕円面 S に関する絶対全曲率 τS(f) を

τS(f) :=
1

vol(Sn+r−1(1))

∫
B

|G|ωB

で定める．ここで vol(Sn+r−1(1)) は単位球面 Sn+r−1(1) の体積を表す．
注意 2.3. 絶対全曲率 τS(f) は，横断束とその体積要素の組 (N, θ⊥) の取り方には依存しない [5,

Theorem A]．一方で，単位楕円面 S の取り方には依存する．ただし，τS(f) がある単位楕円面 S

に対してM の Betti 数の総和に等しいならば，その等式は任意の単位楕円面に対して成り立つ．し
たがって，絶対全曲率の最小性は単位楕円面の選択に依存しない．
C ⊂ B を Gauss 写像 ν : B → S の臨界点の集合とする．Sard の定理より，像 ν(C) は測度 0

である．さらに，f の高さ関数 hϕ = h̃ϕ ◦ f : M → R がMorseでないことと ϕ ∈ ν(C) は同値で
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ある．従って (2.2) より，絶対全曲率 τS(f) は，高さ関数 hϕ = h̃ϕ ◦ f の臨界点の個数の平均に等
しい：

τS(f) =
1

vol(Sn+r−1(1))

∫
S\ν(C)

#crit(hϕ) ω̃S . (2.3)

ここで #crit(hϕ) は M 上の hϕ の臨界点の個数を表す．M はコンパクトであるから，ϕ に対して
M 上に少なくとも二つの臨界点が存在する．従って τS(f) = 2 は，任意の ϕ ∈ S \ ν(C) に対して
高さ関数 hϕ がちょうど二つの臨界点をもつことと同値である．

定理 2.4 ([7]). M を向き付けられたコンパクトな n次元多様体とし，f : (M,∇, θ)→ (Rn+r, ∇̃, ω̃)
を等積アファインはめ込みとする．もし f の絶対全曲率が 2 に等しいならば，像 f(M) は Rn+r

のある (n+ 1)次元アファイン部分空間に埋め込まれた凸超曲面である．また，逆も成り立つ．

本定理は，Rn+1 に埋め込まれた凸超曲面であることが，一般の余次元における大域的な曲率条件
によって特徴づけられることを示す．

3 例
本節では，絶対全曲率が最小であるアファインはめ込みの例を与える．この例は，アファイン基本

形式が退化する特異点をもつ凸曲面である．さらに，この曲面が良い性質をもつ退化計量を備えるこ
とを示す．
例 3.1. Σ をアファイン空間 R3 における閉曲面とし，

Σ := {(x, y, z) ∈ R3 | (z −
√
x2 + y2)4 + (z +

√
x2 + y2)4 = 16}

で定める．このとき Σ はアファイン空間における凸曲面である．アファイン基本形式の特異点集合
Sing(Σ) は

Sing(Σ) = {(cos v, sin v,±1) ∈ Σ | v ∈ [−π, π]}

で与えられる．
Σ の局所座標表示は f± : [−( 12 )

1/4, ( 12 )
1/4]× [−π, π]→ R3 として

f±(u, v) :=
(
(u− (1− u4)1/4) cos v, (u− (1− u4)1/4) sin v,±(u+ (1− u4)1/4)

)
で与えられる．以後 f+ を考える．関数 E(u) と F (u) を

E(u) := u− (1− u4)1/4, F (u) := u+ (1− u4)1/4

で定め，
δ(u) :=

√
(E′(u))2 + (F ′(u))2

とおく．ここで ′ は u による微分を表す．ベクトル場 ξ を

ξ(u, v) :=
1

δ(u)

(
F ′(u) cos v, F ′(u) sin v, −E′(u)

)
.
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で定める．このとき ξ は等積な横断的ベクトル場である．アファイン基本形式 αξ の行列式は（cf.

(2.1)）

detαξ =
6u2

δ(u)2(1− u4)13/4
·
(
−u+ (1−u4)1/4

)(
−1 + u4 + u(1− u4)3/4

)
·
(
−1 + u3(1− u4)1/4 + u(1− u4)3/4

)
で与えられる．さらに C∞ 級関数 λ : [−( 12 )

1/4, ( 12 )
1/4] → R が存在して detαξ = λ2 が成り立つ．

従って λ(u) = 0 は u = 0 と同値である．言い換えると，detαξ が 0 になるのは u = 0 のときに限
る．よって像 f(0, v) は Sing(Σ) と一致する．また λ′(0) は 0 ではない．このとき αξ は Kossowski

metric の条件を満たす（[3] 参照）．
この例は，アファイン計量が退化する場合でも意味のある幾何構造が存在し得ることを示し，非退

化性を超えたアファイン微分幾何の新たな方向性を示唆する．

図 1 例 3.1 における凸曲面 Σ および特異点集合 Sing(Σ)（青い曲線）．Σ の アファイン基本形
式は半正定値である．
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Comparison theorems in

centro-affine differential geometry

藤谷恭明 ∗

Milman [9] は中心 affine微分幾何を用いて凸幾何学における問題を研究した. このアプローチでは, Levi–

Civita 接続とは異なるいくつかの affine 接続が導入される. 一方, 重み付き多様体の比較幾何の文脈では,

Wylie–Yeroshkin [13]が, その Ricci曲率が 1-重み付き Ricci曲率と一致する affine接続を考察した. 本発表
ではMilmanにより導入された affine接続の一つが, Wylie–Yeroshkin接続と一致することを確認し, 比較定
理の一つである Chengの最大直径定理についてMilman [9]の設定において議論する. 本発表は preprint [4]

に基づく. 本稿を通じて, n ≥ 2と仮定する.

1 比較幾何
Chengの最大直径定理は以下の通りである (Cheng [2, Theorem 3.1]):

定理 1.1 ([2]). (M, g)を n次元完備 Riemann多様体とする. κ > 0に対して,

Ricg ≥ (n− 1)κg, diam(M, g) =
π√
κ

を仮定する. このとき, (M, g)は半径 1/
√
κの球面と等長である.

上述の Chengの最大直径定理は重みなしの多様体におけるものであるが, この定理は重み付き多様体の場合
へ拡張されている. 以下ではまず, 重み付き多様体の比較幾何について紹介する. (M, g) を n 次元 Riemann

多様体とし, f ∈ C∞(M) とする. また, vg を Riemann 体積測度とする. 三つ組 (M, g, e−fvg) を重み付き
Riemann多様体という. N ∈ (−∞, 1] ∪ (n,∞]に対して, N -重み付き Ricci曲率を以下のように定義する:

RicNg,f := Ricg +Hess f − df ⊗ df

N − n
.

ただし, N = +∞ のとき, 最後の項は 0 とする. N = +∞ の場合は, Lichnerowicz [7] および Bakry–

Émery [1] により導入され, N ∈ (n,+∞) の場合は Qian [11] により導入された. N ∈ (n,∞) に対して,

RicNg,f ≥ (n − 1)κ g を満たす重み付き Riemann 多様体の比較幾何学的な性質は, Ricg ≥ (n − 1)κ g かつ
dim(M) ≤ N を満たす Riemann 多様体の性質と類似している. N1 ∈ (−∞, 1) および N2 ∈ (n,+∞) に対
して,

RicN2

g,f ≤ Ric∞g,f ≤ RicN1

g,f ≤ Ric1g,f

が成立する. 従って, Ric1g,f の下限条件は RicN2

g,f の下限条件よりも弱い条件である. 近年, N ∈ (−∞, 1]の場
合は盛んに研究されてきた. とくに, Ohta [10] および Kolesnikov–Milman [5]は N ∈ (−∞, 0)の場合を研究
した. さらに, Wylie [12]は N = 1の場合に Cheeger–Gromoll型の分裂定理を得た. その後, φ ∈ C∞(M)に
対して, Wylie–Yeroshkin [13]は次の affine接続を考察した:

∇g,φ
X Y := ∇g

XY − dφ(X)Y − dφ(Y )X.

∗ 東京大学大学院数理科学研究科 yasuakifujitani@g.ecc.u-tokyo.ac.jp
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ここで, ∇g は g の Levi–Civita接続である. Affine接続Dに対して, 曲率テンソルと Ricci曲率を以下のよう
に定義する:

RD(X,Y )Z := DXDY Z −DYDXZ −D[X,Y ]Z, RicDg (Y, Z) :=
n∑

i=1

g(RD(Ei, Y )Z,Ei).

ここで, {Ei}ni=1 は g-正規直交枠である. RicDg の代わりに RicD と書くこともある. Wylie–Yeroshkin [13]は
φ := (n− 1)−1f のとき,

Ric1g,f = Ric∇
g,φ

(1)

が成り立つことを示した. ∇g,φ は ∇g と射影同値であると言われ, 射影同値な接続は古くから研究されている.

Wylie–Yeroshkin [13] は, ∇g と ∇g,φ の測地線がパラメータを除けば曲線として一致するというWeyl の古
典的な結果 (例えば Eastwood [3]参照)を用いた. [13]においては, affine接続 ∇g,φ の測地線を考えることに
より,

Ric1g,f ≥ (n− 1)κ e−
4f

n−1 g (2)

を満たす重み付き多様体に対する Bishop–Gromov 体積比較定理, Bonnet–Myers 定理, および Cheng 型の
最大直径定理を得た. これらの定理については Lu–Minguzzi–Ohta [8] および Kuwae–Sakurai [6] も参照さ
れたい. ここで, N = 1の場合の Chengの最大直径定理を述べるために, Lu–Minguzzi–Ohta [8] や Kuwae–

Sakurai [6]に沿って記法を準備する. θ ∈ UpM := {θ ∈ TpM | |θ|g = 1}に対して, γp,θ を γp,θ(0) = pかつ
γ′p,θ(0) = θ を満たす単位速度測地線とする. さらに t ≥ 0および θ ∈ UpM に対して,

sf,p,θ(t) :=

∫ t

0

e−
2f(γp,θ(ξ))

n−1 dξ (3)

と定義する. N = 1 の場合における Bonnet–Myers 型および Cheng の最大直径定理は以下の通りであ
る (Wylie–Yeroshkin [13, Theorem 2.2 and Theorem 4.16], Lu–Minguzzi–Ohta [8, Theorem 3.6] および
Kuwae–Sakurai [6, Theorem 3.3 and Corollary 3.4]).

定理 1.2 ([6, 13]). (M, g, e−fvg)を n次元完備重み付き Riemann多様体とする. κ > 0に対して,

Ric1g,f ≥ (n− 1)κ e−
4f

n−1 g

と仮定する. ĝ := e−
4f

n−1 g とおく. このとき,

diam(M, ĝ) ≤ π√
κ

が成り立つ. さらに f(p) = 0かつ

dĝ(p, q) =
π√
κ

を満たす p, q ∈M が存在すると仮定する. このとき, M は Sn と同相であり, f は pに関して radialであり,

g = dt2 + e
2f(γp,θ(t))

n−1
sin2(

√
κ sf,p,θ(t))

κ
gSn−1 (4)

が 0 < t < dg(p, q)で成り立つ. ここで, (t, θ)は pの周りの測地極座標である.

131



2 凸体の中心 affine微分幾何
x : M → Rn+1 を embeddingとする. ここでM は C∞ 多様体である. また, Rn+1 上の標準平坦接続を D

で表す. xに沿ったなめらかなベクトル場 ξ が横断的であるとは任意の p ∈M に対して,

ξp /∈ x∗(TpM)

が成り立つことをいう. 横断ベクトル場 ξ に対して, Sξ ∈ Γ(T ∗M ⊗ TM), τ ξ ∈ Ω1(M), TM 上の対称双線
形形式 gξ, および torsion freeな affine接続 ∇ξ が存在して, 次の Gauss–Weingarten型の方程式を満たす:

DX(x∗Y ) = x∗(∇ξ
XY )− gξ(X,Y )ξ, (5)

DXξ = −x∗(SξX) + τ ξ(X)ξ.

位置ベクトル場 ξx(p) := x(p)が横断ベクトル場であるとき, ∇ξx を中心 affine接続という. gξ が非退化であ
るとき, gξ-双対接続 (∇ξ)∗ を次の関係により定義する:

X(gξ(Y, Z)) = gξ(∇ξ
XY, Z) + gξ(Y, (∇ξ)∗XZ).

中心 affine接続は中心 affine変換のもとで不変である. 実際, 次が成立する:

命題 2.1. x :M → Rn+1 を embeddingとする. ここで, M は n次元 C∞ 多様体である. ξx := xが横断ベク
トル場であると仮定する. A ∈ GL(Rn+1)に対して, x̃ := A ◦ xとおく. このとき,

∇ξx = ∇ξx̃ , gξx = gξx̃

が成り立つ.

以下では, [9]に従って, 用語を導入する. E を R上の (n+1)次元ベクトル空間とする. 本稿では E を Rn+1

と同一視する. また, E∗ をその双対空間とする. 標準 Euclidean内積を固定し, しばしば E∗ も E と同一視す
る. E および E∗ における単位球面をそれぞれ Sおよび S∗ で表す. K を原点を内部に含む凸体全体の集合と
し, K∞

+ を K に属し, C∞ 級滑らかな境界と正の曲率をもつ凸体全体の集合とする. K ∈ K に対して, 支持関
数を次で定義する:

hK(x∗) := max
x∈K
⟨x∗, x⟩.

ただし, x∗ ∈ E∗ であり, ⟨·, ·⟩ は E と E∗ の間の自然なペアリングを表す. e ∈ S∗ に対して, e⊥ := {x ∈
E | ⟨e, x⟩ = 0}とおき, Pe⊥ : E → E を部分空間 e⊥ への射影とする. 制限することにより, hK は S∗ 上の関
数とみなせることに注意する. K ∈ K∞

+ に対して, 位置ベクトルを

xK∂K(p) := p

で表す. ここで, p ∈ ∂K である. また, 対応する中心 affine 接続と双線形形式を ∇∂K
K および g∂KK で表す.

K∗ := {x∗ ∈ E∗ | hK(x∗) ≤ 1}とおく. M ∈MK := {S, S∗, ∂K, ∂K∗}に対して, Milman [9, Section 4]は
Mi,Mj ∈MK に対する微分同相写像 T

Mi→Mj

K :Mi →Mj を構成し, xMK := TM→∂K
K と置いた. T ∂K→S∗

K は
Gauss写像と一致することに注意する. ここで, 以下の通り記号を定義する:

gMK := (xMK )∗g∂KK , ∇M
K := (xMK )∗∇∂K

K .

注意 2.2. M1,M2 ∈MK に対して,

gM1

K = (TM1→M2

K )∗gM2

K , ∇M1

K = (TM1→M2

K )∗∇M2

K

が成立する.
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凸体は次の意味で正の定数中心 affine Ricci曲率をもつ (例えば [9, Subsection 3.10]参照):

命題 2.3. K ∈ K∞
+ とする. M ∈MK について,

Ric∇
M
K = Ric(∇

M
K )∗ = (n− 1)gMK (6)

が成り立つ. ここで, (∇M
K )∗ は gMK -双対接続である.

以下では, hK の D に関する Hessianを D
2
hK で表し, D

2
hK の TS∗ への制限を D2hK で表す. 計量と接

続は次のように明示的に書ける ([9, Proposition 4.2]):

命題 2.4 ([9]). K ∈ K∞
+ とする. このとき,

gS
∗

K =
D2hK
hK

=
Hess gS∗hK

hK
+ gS∗ ,

(∇S∗
K )∗XY = ∇gS∗

X Y − (X log hK)Y − (Y log hK)X

が成立する. ここで gS∗ は S∗ の標準 Riemann計量であり, (∇S∗
K )∗ は ∇S∗

K の gS
∗

K -双対接続である.

3 主結果
凸体上の重み付き構造を導入する. K ∈ K∞

+ とし, n : ∂K → S∗ を Gauss写像とする. 標準 Riemann計量
gS∗ および nに付随する記法を次のように導入する：

g∂K := n∗gS∗ , h∂K := hK ◦ n, fK := (n− 1) log hK , f∂K := (n− 1) log h∂K .

さらに,

ĝS
∗

K := e−
4fK
n−1 gS∗ , ĝ∂K := e−

4f∂K
n−1 g∂K

とおく. 次が成り立つ ([4, Proposition 4.1]):

命題 3.1. K ∈ K∞
+ とする. このとき,

(∇∂K
K )∗ = ∇g∂K ,

f∂K
n−1 (7)

が成り立つ. ここで, (∇∂K
K )∗ は ∇∂K

K の g∂KK -双対接続である. さらに,

Ric1g∂K ,f∂K
= Ric(∇

∂K
K )∗ = Ric∇

∂K
K = (n− 1)g∂KK (8)

が成立する.

従って, 中心 affine Ricci曲率は 1-重み付き Ricci曲率として解釈できる. 本発表における主結果は以下の通
りである ([4, Theorem 4.5]):

定理 3.2. K ∈ K∞
+ とする. κ > 0に対して,

Ric1g∂K ,f∂K
≥ (n− 1)κ e−

4f∂K
n−1 g∂K

を仮定し, さらに,

dĝ∂K
(x, y) =

π√
κ

を満たす x, y ∈ ∂K が存在すると仮定する. このとき, K は回転対称な楕円体である. 特に, e := n(x)および
θ ∈ S∗ に対して,

hK(θ)2 = hK(e)2⟨θ, e⟩2 + κhK(e)−2|Pe⊥θ|2

が成り立つ.
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[5] A. V. Kolesnikov and E. Milman, Poincaré and Brunn-Minkowski inequalities on the boundary of weighted Riemannian

manifolds, Amer. J. Math. 140 (2018), no. 5, 1147–1185.

[6] K. Kuwae and Y. Sakurai, Rigidity phenomena on lower N-weighted Ricci curvature bounds with ε-range for nonsym-

metric Laplacian, Illinois J. Math. 65 (2021), no. 4, 847–868.
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3 次元 isotropic 空間内の特異点付き零平均曲率曲面

岸田 陸玖 (Riku Kishida)*

東京科学大学 情報理工学院

概要

符号が (0 + +) の退化した内積が付随した 3 次元実ベクトル空間を，3 次元 isotropic 空間という．本講演

では，3 次元 isotropic 空間内の零平均曲率曲面にある種の特異点を許容したクラスについて紹介する．この応用

として，導入したクラスに対し，完備性および有限全曲率に関するある条件の下で，Osserman 型不等式が複数得

られることについて述べる．これらの不等式の等号成立条件は，エンドの漸近挙動に密接に関係する．また，等号

成立条件を満たす例をいくつか紹介する．なお，本講演の内容は [12] に基づく．

1 準備

3 次元の実ベクトル空間 R3 に退化した内積

⟨(t1, x1, y1), (t2, x2, y2)⟩ := x1x2 + y1y2
(
(t1, x1, y1), (t2, x2, y2) ∈ R3

)
が付随した空間を 3 次元 isotropic 空間 (isotropic 3-space) といい I3 と表す．この空間は Cayley-Klein 幾何

学の一例として，Strubecker らにより古くから数多くの研究がなされた [18]．また，この空間は，符号が (−+++)

の 4 次元 Lorentz-Minkowski 空間 L4 内の光的超平面と，次のように同一視できる．

I3 ∋ (t, x, y) ←→ (t, x, y, t) ∈
{
(t, x, y, z) ∈ L4 ; t− z = 0

}
.

以後，この同一視を断りなく用いる．また，同一の記号 ⟨·, ·⟩ を用いて，L4 上の標準的な Lorentz 内積を表す．Σ2

を Riemann 面とし，f : Σ2 → I3 を空間的はめ込みで，第一基本形式 ds2 := f∗ ⟨·, ·⟩ に関して共形的とする．定ベ
クトル p := (1, 0, 0) ∈ I3 を用いて，L4 の部分集合

P := {v ∈ L4 ; ⟨v,v⟩ = 0, ⟨v, p⟩ = 1}

を考える．このとき，滑らかな写像 ν : Σ2 → P で，⟨ν, df⟩ = 0 を満たすものが一意的に存在し，f の光的 Gauss

写像という．また，h := −⟨df, dν⟩ を f の第二基本形式といい，ds2 に関する h のトレースの 1/2 倍を H とおい

て，f の平均曲率関数という．特に H が恒等的に零である場合，f を I3 内の零平均曲率曲面という．I3 内の零平
均曲率曲面に関して，Weierstrass 型表現公式が知られている．実際，Σ2 上の正則関数 g と正則 1-形式 ω が正則

条件と周期条件を満たしているとき，

f(z) := Re

∫ (
g, 1,−i

)
ω (z ∈ Σ2)

によって定まる写像 f : Σ2 → I3 は零平均曲率曲面である．組 (g, ω) を f の Weierstrass data といい，g

を f の Gauss 写像という．この表現公式を元に，I3 内の零平均曲率曲面に関する研究が数多くなされている
[2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 11, 15, 17]．次の例は，I3 内の零平均曲率曲面の典型例である．

例 1 (カテノイド). Σ2 := C \ {0}, (g, ω) := (1/z, dz) の場合，対応する零平均曲率曲面は，図 1 (a) のように表さ

れる．この曲面を I3 内のカテノイド (catenoid)という．

* kishida.r.1632@m.isct.ac.jp
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2 ZMC-面の定義

先行研究では，I3 内の零平均曲率曲面は特異点を持つことが示唆されている [15, 11]．例えば，C上のWeierstrass

data (g, ω) := (1/z, zdz) から得られる零平均曲率曲面は z = 0 で交叉帽子特異点を持つ（図 1 (b)）．

(a) (b)

図 1 (a) I3 内のカテノイド （上側は拡大エンド，下側は縮小エンド）．(b) 交叉帽子特異点を持つ零平均曲率曲面．

本講演では，ある種の特異点を許容した零平均曲率曲面のクラスとして，ZMC-面を導入する．なお，このクラ

スは極大面（梅原-山田 [21]），CMC-1 面（藤森 [9]），極小面（高橋 [20]・赤嶺 [1]）の類似である．

定義 2 ([12]). Σ2 を Riemann面とし，π : Σ̃2 → Σ2 を普遍被覆写像とする．正則はめ込み F = (F 0, F 1, F 2) : Σ̃2 →
C3 が，(dF 1)2 + (dF 2)2 = 0 を満たし，F 1 （または F 2）が定値でないとき，F は (0 + +)-type null という．

（はめ込みとは限らない）滑らかな写像 f : Σ2 → I3 に対して，(0 ++)-type null な正則はめ込み F : Σ̃2 → C3 で，

f ◦ π = Re(F ) を満たすものが存在するとき，f は ZMC-面 (ZMC-face)という．特に，F は f の正則リフト

(holomorphic lift) という．

注意 3. 一般に，正則はめ込み F = (F 0, F 1, F 2) : Σ̃2 → C3 が，(dF 0)2 + (dF 1)2 + (dF 2)2 = 0 を満たすとき，F

は Euclidean null という．一方で，−(dF 0)2 + (dF 1)2 + (dF 2)2 = 0 を満たすとき，F は Lorentzian null と

いう．そのため，(0 + +)-type null は，これらの中間物とみなせる．

注意 4. (dF 1)2 + (dF 2)2 = 0 は，dF 1 − i dF 2 = 0 または dF 1 + i dF 2 = 0 と同値である．後者の等式を満た

す場合，F 2 を −1 倍することで，前者の等式を満たす場合に帰着できる．この操作は，f := Re(F ) において，

tx-平面での鏡映に対応する．今後の議論を簡単にするため，特に指定しない限り，ZMC-面 f の正則リフト F は

dF 1 − i dF 2 = 0 を満たしている場合を考える．

次の命題は，ZMC-面に対する Weierstrass 型表現公式である．

命題 5 (ZMC-面の Weierstrass 型表現公式，[12]). g と ω をそれぞれ Σ2 上の有理型関数と正則 1-形式とする．

ただし，gω は正則で，ω と gω は共通の零点を持たず，Σ2 上の任意の閉曲線 γ に対し，Re
∮
γ

gω = 0 と
∮
γ

ω = 0

を満たしているとする．このとき，f := Re

∫
(g, 1,−i)ω によって定まる写像 f : Σ2 → I3 は ZMC-面である．逆

に，任意の ZMC-面はこのような方法で表される．

I3 内の空間的曲面は，ある種の双対性を持つ [19]．特に，I3 内の零平均曲率曲面は，その双対曲面も零平均曲率
を持つ．f = (f0, f1, f2) : Σ2 → I3 を ZMC-面とし，(g, ω) を f の Weierstrass data とする．Sf ⊆ Σ2 を f の特

異点全体の集合とする．Σ2 上の正則関数 g∗ := f1 + if2 =

∫
ω と，有理型 1-形式 ω∗ := dg を考える．このとき，

写像 f∗ : Σ
2 \ Sf → I3 を，

f∗ := Re

∫
(g∗, 1, i)ω∗

によって定めると，f∗ は正則点上で零平均曲率曲面である．
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定義 6 ([12]). ZMC-面 f : Σ2 → I3 に対し，上記のような方法で得られる写像 f∗ : Σ
2 \ Sf → I3 を f の双対写

像とよぶ．組 (g∗, ω∗) を f の双対 Weierstrass dataといい，g∗ を f の双対 Gauss 写像とよぶ．

注意 7. 一般に，ZMC-面の双対写像は ZMC-面とは限らない．実際，Σ2 = C 上で定義された Weierstrass data

(g, ω) = (z2, dz) から得られる ZMC-面の双対写像は ZMC-面でない．

ZMC-面 f : C → I3 が，ある調和関数 φ(x, y) を用いて，f(x + iy) := (φ(x, y), x, y) のようにグラフとし

て表される場合を考える．f の Weierstrass data は (g, ω) = (2φz, dz) であるため，双対 Weierstrass data は

(g∗, ω∗) = (z, 2φzzdz) と表される．よって，双対写像は，f∗ =
(
xφx + yφy − φ,φx, φy

)
と計算でき，この式は

[19] で与えられている双対曲面の式に一致する．

3 ZMC-面の弱完備性と有限全曲率性

極大面 [21] と同様に，ZMC-面の弱完備性と有限全曲率性を次のように定める．

定義 8 ([12]). f : Σ2 → I3 を ZMC-面とし，F = (F 0, F 1, F 2) を f の正則リフト，(g, ω) を f の Weierstrass

data とする．Σ2 上の正定値計量 ds2# を，

ds2# := (2 + |g|2)|ω|2 = |dF 0|2 + |dF 1|2 + |dF 2|2

と定め，f に関するリフト計量 (lift-metric) という．リフト計量 ds2# が完備であるとき，f は弱完備という．ま

た，リフト計量 ds2# が有限全曲率を持つとき，f は有限型 (finite-type)という．

弱完備かつ有限型である ZMC-面に関して，次のような命題が成立する．

命題 9 ([12]). ZMC-面 f : Σ2 → I3 は弱完備かつ有限型とする．このとき，あるコンパクトな Riemann 面 Σ
2
と

有限個の点 p1, . . . , pn ∈ Σ
2
が存在し，Σ2 は Σ

2 \ {p1, . . . , pn} と双正則同値となる．また，f の Weierstrass data

(g, ω) は Σ
2
上の有理型関数と有理型 1-形式に拡張できる．

点 p1, . . . , pn を f のエンド (end)という．カテノイドは異なる振る舞いをする 2 つのエンドを持つ（図 1 (a)）．

そこで，次のような定義を導入する．

定義 10 ([12]). f : Σ2 → I3 を弱完備かつ有限型の ZMC-面とし，p を f のエンドとする．第一基本形式 ds2 が p

で完備であるとき，p は拡大エンド (expanding end) といい，そうでないとき縮小エンド (shrinking end)と

いう．

f のエンド p に対して，p の開近傍 U ⊆ Σ
2
が存在して，f の U \ {p} 上の制限が埋め込みであるとき，p は埋

め込まれたエンド (embedded end) という．このようなエンドよりも，よい振る舞いをするものとして，次のよ

うな定義を導入する．

定義 11 ([12]). f : Σ2 → I3 を弱完備かつ有限型の ZMC-面とし，p を f の埋め込まれたエンドとする．p を中心

とする複素座標系 z と，写像 f̃ : {z ∈ C ; 0 < |z| < 1} → I3 が存在し，f̃ は平面（resp. カテノイド）の一部に，

等長変換・相似変換・t-軸に関する拡大縮小を合成したもので，limz→0

(
f(z) − f̃(z)

)
= 0 を満たしているとする．

このとき，エンド p は平面型 (planar)（resp. カテノイド型 (catenoidal)）という．特に，カテノイド型エンド

に関しては，拡大カテノイド型と縮小カテノイド型の 2 種類に分けられる．

縮小エンドに関しては，3 次元 Euclid 空間 E3 内の極小曲面や，3 次元 Lorentz-Minkowski 空間 L3 内の極大曲

面とは異なる現象が生じる．実際，Weierstrass data (g, ω) = (1/z2, zdz) から得られる ZMC-面を考えると，z = 0

でカテノイドの縮小エンドに漸近するが，埋め込みでない．このような事実から，次のような定義を導入する．

定義 12 ([12]). f : Σ2 → I3 を弱完備かつ有限型の ZMC-面とする．f のエンド p が，定義 11 における縮小カテ

ノイド型の条件を，p が埋め込みであることを除いて満たすとき，p は多重縮小カテノイド型 (layered shrinking
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catenoidal) という．

4 ZMC-面の Osserman 型不等式

本節では，ZMC-面の応用として，弱完備かつ有限型であるとき，Osserman 型不等式が複数得られることについ

て述べる．極小曲面に対する Osserman 不等式は以下のとおりである．

事実 13 (Osserman の不等式，[14]). f : Σ2 → E3 を完備かつ有限全曲率を持つ極小曲面とする．このとき，f の

Gauss 写像 g は，
2 deg(g) ≥ n− χ(Σ2)

を満たす．ただし，deg(·) は写像度，n はエンドの数，χ(·) は Euler 標数を表す．この不等式の等号成立条件は，f

の各エンドが埋め込まれていることである．

極小曲面においては，エンドが埋め込みであることと，エンドが平面型またはカテノイド型に該当することは同値

であることが知られている [10, 16]．

f : Σ2 → I3 を弱完備かつ有限型の ZMC-面とする．(g, ω) を f の Weierstrass data とし，g∗ を f の双対

Gauss 写像とする．また，n をエンドの数で，p1, . . . , pn を f のエンドとする．さらに，k を拡大エンドの数とし，

p1, . . . , pk は拡大エンド，pk+1, . . . , pn は縮小エンドと仮定する．埋め込まれたエンドに着目した場合，次のような

Osserman 型不等式が得られる．

定理 14 (第一 Osserman 型不等式，[12]). 上記の設定の下で，次のような不等式が成立する．

−
k∑

j=1

ordpj
(ω) +

n∑
j=k+1

ordpj
(ω) ≥ 2k.

この不等式の等号成立条件は，f の各エンドが埋め込まれていることである．

一方，平面型・拡大カテノイド型・縮小カテノイド型エンドに着目した場合，3 次元双曲空間内の平坦波面に対す

る Osserman 型不等式 [13] に類似する，次のような定理が得られる．

定理 15 (第二 Osserman 型不等式，[12]). 上記の設定に加え，Sf = {q1, . . . , qm} を f の特異点全体の集合とし，

dj := ordqj (ω) (j = 1, . . . ,m) とおく．このとき，Gauss 写像 g と双対 Gauss 写像 g∗ は，

deg(g) + deg(g∗) ≥ n+ d1 + · · ·+ dm

を満たす．この不等式の等号成立条件は，f の各エンドが埋め込みで，平面型・拡大カテノイド型・縮小カテノイド

型のいずれかに該当することである．

一方で，極小曲面に対する Osserman 不等式のように，Gauss 写像 g の写像度のみを用いた不等式も得られる．

定理 16 (第三 Osserman 型不等式，[12]). 上記の設定の下で，Gauss 写像 g は，

deg(g) ≥ k − χ(Σ2)

を満たす．この不等式の等号成立条件は，f の各エンドが平面型・拡大カテノイド型・多重縮小カテノイド型のいず

れかに該当することである．

5 等号成立条件を満たす例

最後に，Osserman 型不等式の等号成立条件を満たす ZMC-面の例をいくつか紹介する．
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例 17 ([12]). Σ2 := C \ {0, 1} 上の Weierstrass data

(g, ω) :=

(
z2

(z2 + 1)(z − 1)
,
z2 + 1

z2
dz

)
から得られる弱完備かつ有限型の ZMC-面 f は，z = 0 で平面型エンド，z =∞ で拡大カテノイド型エンド，z = 1

で縮小カテノイド型エンドを持つ．よって，この例は第一・第二・第三 Osserman 型不等式の等号成立条件を満た

す（図 2 (a)）．

例 18 ([12]). Σ2 := C \ {0, 1} 上の Weierstrass data

(g, ω) :=

(
z2

(z2 − 1)(z − 1)
,
z2 − 1

z2
dz

)
から得られる弱完備かつ有限型の ZMC-面 f は，z = 0 で平面型エンド，z =∞ で拡大カテノイド型エンド，z = 1

で多重縮小カテノイド型エンドを持つ．特に，f は z = 1 で埋め込みでないエンドを持つ．よって，この例は第三

Osserman 型不等式のみ等号成立条件を満たす（図 2 (b)）．

例 19 ([12]). T := C/(Z+ Zi) を正方トーラスとし，℘(z) を T 上の Weierstrass ℘ 関数とする．また，c ∈ C を
定数とし，

ω := d

(
℘′

℘

)
=
℘′′℘− (℘′)2

℘2
dz, g :=

dz

ω

℘′

℘− c
,

とおいて，Σ2 := T \ {the poles of ω or gω} と定める．
c = 0 の場合，この Weierstrass data から得られる ZMC-面 f : T \ {0, (1 + i)/2} → I3 は，z = 0, (1 + i)/2 で

拡大カテノイド型エンドを持つ（図 2 (c)）．

一方，c = ℘(1/4) の場合，この Weierstrass data から得られる ZMC-面 f : T \ {0, (1 + i)/2,−1/4, 1/4} → I3

は，z = 0 で拡大カテノイド型エンド，z = (1 + i)/2 で平面型エンド，z = −1/4, 1/4 で縮小カテノイド型エンド
を持つ（図 2 (d)）．

加藤 [11] では，拡大カテノイド型エンドのみを持つ例に対して，Weierstrass data の一般形を与えている．例 19

の c = 0 の例は，その一般形に含まれている．例 17 と 例 19 の c = 0 および c = ℘(1/4) の例は，遠方に自己交差

を持たない．

(a) (b)

(c) (d)

図 2 (a) 例 17．(b) 例 18．(c) 例 19 の c = 0 の場合．(d) 例 19 の c = ℘(1/4) の場合．
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Gromov-Hausdorff空間と等距離埋め込みについて
百野　巧真 (関西大学大学院　理工学研究科)∗

1 Gromov-Hausdorff空間
集合 X,Y の間の全射な多価写像全体を便宜的に GHC(X,Y )と書くことにする。距離
空間 (X, d)の空でない部分集合 A,B に対して次の値が考えられる。

Hd(A,B) = max

{
sup
a∈A

inf
b∈B

d(a, b), sup
b∈B

inf
a∈A

d(a, b)

}
= inf

R∈GHC(A,B)
sup
a∈A
b∈R(a)

d(a, b)

こうして定められる関数 Hd は Hausdorff 距離と呼ばれ、X の空でない有界閉集合全
体の集まりを距離空間にする。上式において R は A と B がどう似ているかを表現し、
sup d(a, b)の部分でその似具合を数値化したものとなっている。

A Bsup
a∈A

inf
b∈B

d(a, b) sup
b∈B

inf
a∈A

d(a, b)

図 1 Hausdorff距離の定義

これを用いて距離空間 X,Y の間に次のような値が与えられる。

dGH(X,Y ) = inf
(Z,d),φ,ψ

Hd(φ[X], ψ[Y ])

ここで inf の変数 (Z, d)は任意の距離空間、φ, ψ はそれぞれ X から Z, Y から Z への等
距離写像となっている。多価写像を用いると次のように書き直せる。

dGH(X,Y ) =
1

2
inf
R

dis(R), dis(R) = sup
x∈X,y∈R(x)
ξ∈X,η∈R(ξ)

|dX(x, ξ)− dY (y, η)|

Hd(A,B)は Aと B がどう似ているかを、形状以外にも位置や向きも考慮した似具合を
考えているのに対して、dGH(X,Y )はX と Y を重ね合わせることで、形状についてのみ
の似具合を数値化したものとなっている。

∗ e-mail: k241344@kansai-u.ac.jp

本研究は 2026年度関西大学大学院理工学研究科高度化推進研究費によって行った。
2020 Mathematics Subject Classification: 30L05, 54E35, 53C23

キーワード：Gromov-Hausdorff 空間, 距離空間の埋め込み
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X
x×

ξ×

dX(x, ξ)

Y

y×

η×
dY (y, η)

R

R

図 2 Gromov-Hausdorff距離の定義

Gromov-Hausdorff距離は下記の不等式を満たす。

| diam(X)− diam(Y )|
2

≤ dGH(X,Y ) ≤ max{diam(X), diam(Y )}

そして定義より明らかに正に値をとり、多価写像の逆写像によって対称性があり、多価写
像の合成によって三角不等式を満たす。Hdが空でない有界閉集合全体の集まりに対して
距離を定めるように、dGH も特別な集合で距離を定め、Gromov-Hausdorff 距離と呼
ばれる。

Gromov-Hausdorff空間とは、その特別な距離空間 (M, dGH)をいう。このMはコ
ンパクト距離空間全体の集まりを等距離同型で割った集合を指す。厳密には次の 2条件
を満たす集合である。

(1) Mの元は全て (空でない)コンパクト距離空間である。
(2) 任意のコンパクト距離空間X に対して、等距離同型な Y ∈Mが唯 1つ存在する。

例えば、全ての可分距離空間は数列空間 ℓ∞ に等距離埋め込みできるので、ℓ∞ の適当な
部分集合系からMを構成することができる。

2 Gromov-Hausdorff空間の性質
コンパクト距離空間 (X, d)の直径を diamX とおく：

diam(X) = sup
x0,x1∈X

d(x0, x1)

またコンパクト距離空間 X を正数 tで t倍した距離空間を tX とする：

tX = X , (td)(x0, x1) = t d(x0, x1)

コンパクト距離空間 X,Y に対して Gromov-Hausdorff距離は次のような等式を満たす。

(1) 1点集合 1に対して dGH(1, X) = 2−1 diam(X)

(2) dGH(sX, tX) = 2−1|s− t| diam(X)
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(3) dGH(tX, tY ) = tdGH(X,Y )

これらの等式とMの部分集合

Bs = {X ∈M|diam(X) = s} , B≤s = {X ∈M|diam(X) ≤ s}

に注目すると、[5] では Gromov-Hausdorff 空間は図 3 錐の形状をしていると考えられ
ている。同じく [5] では Gromv-Hausdorff 空間の等長群が自明であることが示されて

1 Bs Bt

B≤s

diam

図 3 Gromov-Hausdorff空間の形状

いる。また [6] では測地線の構成が示され、[3] では測地線が連続体濃度本あることが
示されている。特に Gromov-Hausdorff 空間は弧状連結となっている。他にも、M に
属する有限距離空間全体の集合が可算稠密集合 (したがってM は可分) であることや
Gromov-Hausdorff空間が完備であることが知られている。

3 Gromov-Hausdorff空間と等距離埋め込み
[4]では、任意の有限距離空間がGromov-Hausdorff空間に等距離埋め込みできることが
示された。特にその証明から、ℓ∞距離 (max距離)を導入した Rnの有界集合もGromov-

Hausdorff空間に等距離埋め込みできることも示せる。同論文では Gromov-Hausdorff空
間の未解決問題として次が掲載されている。

問題 1. 任意のコンパクト距離空間は Gromov-Hausdorff空間に等距離埋め込み可能か

この問に対して、[1],[2]で次の定理を証明した。

定理 1. 正整数 nと正数 r に対して、ℓ∞ 直積距離空間 (B≤r)n は B≤5rn に等距離埋め込
みできる：写像Sr,n : (B≤r)n → B≤5rn が存在し、

dGH(Sr,n(Xk)
n
k=1,Sr,n(Yk)

n
k=1) = max

k=1,2,...,n
dGH(Xk, Yk)

定理 2. 収束正項級数 c =
∞∑
n=1

rn (r = (rn)∞n=1)に対して ℓ∞ 直積距離空間 B≤r =
∞∏
n=1

rn
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は B≤36c−3r1 に等距離埋め込みできる：写像Sr : B≤r → B≤36c−3r1 が存在し、

dGH(Sr(Xn)∞n=1,Sr(Yk)
∞
n=1) = sup

n=1,2,...
dGH(Xn, Yn)

定理 2から、収束正項級数 c =
∞∑
n=1

rn に対して {(xn)∞n=1|0 ≤ xn ≤ rn}の形をした数

列空間 ℓ∞ の部分空間も Gromov-Hausdorff空間に埋め込めることがわかる。

定理 1, 2は図 4, 5のような見た目の写像を構成し、背理法を多重に用いながら計算で
示した。

×

×

3r 5r
X1

5r
X2

5r 5r· · ·
Xn

図 4 証明に用いた Sr,n の定義の略図

X0

×
3r′0 = 6c

X1

6c− 3r1

3r′1

X2

3r′2 · · · ×
3r′ω = 24c

×

図 5 証明に用いた Sr の定義の略図

この発表では、この証明の解説のために、距離空間 (Z, dZ)を添え字に持つ非交和の距
離空間 X =

⊔
z∈Z Xz, Y =

⊔
z∈Z Yz の Gromov-Hausdorff距離を計算する。ただしこの

距離空間 (X, dX)の距離は dX |Xz×Xζ
≡ dZ(z, ζ) (z ̸= ζ)を満たすものである。

このとき、Z が適切な条件を満たしていれば、

dGH(X,Y ) = inf
σ∈Isom(Z)

max
z∈Z

dGH(Xz, Yz)

が成り立つ。ここで、Isom(Z)は Z の等長群を指す。特に Z としては辺の重み φ : E →
Rが定義されたグラフ G = (V,E)を距離空間と見做したものを用いて計算を行う：

dZ(v, w) = inf

{ ∑
0≤k<n

φ(vkvk+1)

∣∣∣∣∣(vk)nk=0は v と wを結ぶ道
}
, v, w ∈ V (v ̸= w)
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特異点の変形とその幾何
神戸大学大学院理学研究科
島田 瑠奈 (Runa Shimada)∗

概要
写像の特異点はあらわれやすい順 (余次元) に分類がなされており, 一番あらわれやすい特異点
の次にあらわれやすい特異点は特異点の出現や消滅に対応するような, 写像の 1パラメーター変
形にあらわれるものである. したがって, 特異点を調べる際は変形まで含めて考えるのが自然で
ある. 本講演では, 定義域に 1 パラメータを追加した特異点の変形に対して像域の等長写像のみ
を用いた表示式を与え, その微分幾何学的な性質や変形にあらわれる特異点について述べる.

1 導入
近年, 特異点をもつ曲線や曲面の微分幾何的研究が盛んに行われている. 正則曲面の代表的な微分

幾何的不変量にガウス曲率と平均曲率等があり, 曲面の微分幾何的性質はこれらの曲率の性質をもと
に多く研究されてきた. 曲面が特異点をもつ場合, これらの不変量は通常発散し, 定義できない. した
がって, 特異点を持つ曲面の微分幾何的性質を述べるための言語がない状態になる. これの対処法の
一つに像域の等長写像のみを用いた表示式 (SO(3)-normal form) を使う方法がある. 代表的な特異
点に対してはこの表示式が与えられており, 様々な微分幾何的性質が研究されている. ただし, これ
らの表示式は固定された特異点に対するものである. 特異点はあらわれやすい順に分類がなされてお
り, 一番あらわれやすい特異点の次にあらわれやすい特異点は特異点の出現や消滅に対応するような,

写像の 1パラメーター変形にあらわれることから, 本講演では, 変形まで含めた特異点の像域の等長
写像のみを用いた表示式を与える. これを用いて, 特異点の変形の微分幾何学的性質を考察する.

本講演では, 写像の局所的な振る舞いのみに注目するため, 写像は断りのない限りすべて写像芽と
して述べる. 詳しい定義は [4, 3章] [6, 8章]等を参照.

定義 1.1. 2つの写像芽 f, g : (Rm, 0) → (Rn, 0)が A同値または右左同値であるとは, 定義域の座
標変換 φと像域の座標変換 ψ が存在して g = ψ ◦ f ◦ φ−1 が成り立つときをいう.

この同値関係は写像芽の定義域と像域の座標変換, つまり微分同相写像で移り合うものはすべて等
しいとみなすものであり, 写像の幾何的な性質を扱う立場から自然なものである. この同値関係で考
えると, 微分の階数が最大となっている点の写像芽はすべて同値になる. したがって, 注目するのは次
で定義する特異点である.

∗ E-mail:231s010s@stu.kobe-u.ac.jp
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定義 1.2. 多様体間の写像 f :M → N が p ∈M において特異点であるとは, rank dfp < min{m,n}
となるときをいう. ただし, dimM = m, dimN = n である. さらに, S(f) で f の特異点集合を
表す.

定義 1.3. 写像芽 f : (R2, 0)→ (R3, 0)において, 定義域のベクトル場 η が退化ベクトル場であると
は, p ∈ S(f)ならば, η が ker dfp の生成元であるときをいう.

曲面に最もよくあらわれるのはホイットニーの傘と呼ばれる特異点で, (u, v) 7→ (u, uv, v2)と原点
で A-同値になる写像芽のことをいう.

特異点においては通常単位法線ベクトルが定義されず, このために曲面の性質を表している幾何
学的量が意味を失う. そのような場合の有効な方法の一つが normal form (正確には SO(3)-normal

form) と呼ばれるものである.

定理 1.4. [1] 写像芽 f : (R2, 0)→ (R3, 0)がホイットニーの傘とする. このとき, 向きを保つ微分
同相写像芽 φ : (R2, 0)→ (R2, 0)と T ∈ SO(3)が存在して

T ◦ f ◦ φ−1(u, v) =

(
u, uv +O(3),

1

2

(
a20u

2 + 2a11uv + a02v
2
)
+O(3)

)
(1.1)

と書ける. ただし, a20, a11, a02 ∈ Rである.

2 特異点の変形
本講演で注目するのは, 特異点の変形である. したがって, この節では, 変形について詳しく述べる.

定義 2.1. 写像芽 f : (R2×R, 0)→ (R3, 0)が g : (R2, 0)→ (R3, 0)の変形であるとは, f(u, v, 0) =

g(u, v)と f(0, 0, s) = (0, 0, 0)を満たすことである.

この定義において, 定義域に追加した s ∈ Rが写像の変形を表すパラメーターであり変形パラメー
ターという. 写像芽の変形に対しては変形パラメーターを保つ右左同値を考えるのが適切である. ま
た, 以下は変形の例である.

fs : (R
2 ×R, 0) 3 (u, v, s) 7→ (u, v2, v(u2 + v2) + sv) ∈ (R3, 0)

左:f−1, 中:f0, 右:f1
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定義 2.2. 2つの写像芽 f1, f2 : (R2 ×R, 0) → (R3, 0)を g : (R2, 0) → (R3, 0)の変形とする. こ
のとき f1 と f2 が変形として同値であるとは, ψ ◦ f1 ◦ φ−1(u, v, s) = f2(u, v, s) となる微分同相写
像芽 φ : (R2 × R, 0) → (R2 × R, 0) と ψ : (R3, 0) → (R3, 0) が存在することをいう. ただし,

φ(u, v, s) = (φ1(u, v, s), φ2(u, v, s), φ3(s))の形である.

ここで定義域の第 3成分が変形パラメーターであり, φ3 が sにしか依存しないように定義されて
いるのは, 変形パラメーター自体の変化は許すが, 変形パラメーターに他のパラメーターが影響を与
えないようにするためである. ゆえにこの定義は変形パラメーターを保つような A-同値である.

注意 2.3. [5] 写像芽 f : (R2, 0) → (R3, 0)において, rank df0 = 1となる写像芽の 2-ジェットは,

(u, v2, 0), (u, v2, uv), (u, uv, 0), (u, 0, 0)の 4種類のいずれかと A-同値になる.

本講演では 2-ジェットが (u, v2, 0)または (u, v2, uv)と A-同値となるものにのみ注目する. また,

写像の幾何学的性質を調べたいため, 次の変形まで含めた SO(3)-標準形を導入する.

定理 2.4. 写像芽 f : (R2 × R, 0) → (R3, 0) を g : (R2, 0) → (R3, 0) の変形とする. ただし,

j2g は (u, v2, 0) または (u, v2, uv) と A-同値である. このとき, 定義 2.2 の向きを保つ微分同相写
像芽 φ : (R2 × R, 0) → (R2 × R, 0) と T ∈ SO(3) と関数 f21, f31 ∈ C∞(1, 1), f24, f33, f34 ∈
C∞(2, 1), f32 ∈ C∞(3, 1)が存在して,

fn
s := T ◦ f ◦ φ−1(u, v, s)

= (u, u2f21(u) + v2 + usf24(u, s), (2.1)

u2f31(u) + v2f32(u, v, s) + vf33(u, s) + usf34(u, s))

が成り立つ. ただし, f32(0, 0, 0) = f33(0, 0) = 0 である. j2g が (u, v2, 0) と A-同値ならば,

(f33)u(0, 0) = 0であり, (u, v2, uv)と A-同値ならば, (f33)u(0, 0) 6= 0である. また, 原点で S±
1 特

異点 ((u, v2, v3±u2v)にA-同値なもの)をもつ必要十分条件は (f32)v(0, 0, 0) 6= 0, (f33)uu(0, 0) 6= 0

である.

この写像 fn
s の特異点集合 S(fn

s)は, S(fn
s) = {(u, v) | v = 0, f33(u, s) = 0}である. この定理

において与えられた f と fn
s は変形として同値であり, さらに像域の微分同相写像は, SO(3)の元で

あるため f と fn
s は同じ幾何学的な性質をもつ. さらに, この式の係数 fij はすべて定義域の微分同

相写像と像域の SO(3)の作用で不変であり, 写像の幾何学的な性質を表現できる. これを用いて変形
まで含めた特異点の性質を述べる.

3 特異点の変形の幾何学的性質
ここでは S±

1 特異点の変形に焦点をあてる. さらに, SO(3)-normal form を用いることで, いくつ
かの幾何学的性質を述べる. S±

1 特異点の変形の条件を考慮すると, (2.1)内の f32 と f33 は,

f32(u, v, s) = uf321(u, v, s) + vf322(u, v, s) + sf323(u, v, s),

f33(u, s) = s+ usf331(s) + u2f332(s) + u3f333(s) + u4f334(u, s),
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と書きかえられる. さらに, f332(0) > 0 を仮定し, f332(0) = f23320 とおく. f332(0) < 0 の場合は
f332(0) = −f23320 とおくことで同様に計算できる. さらに, S(fn

s) 6= ∅ であることと s ≤ 0 は同値
であるため s = −s̃2 とおく.

3.1 特異点の座標
定理 3.1. (u, v) ∈ S(fns)ならば v = 0であり, さらに, uは s̃に依存する. この uを u(s̃)と書く
と特異点の座標は,

u(s̃) =
1

f3320
s̃+

1

2f43320

(
f331(0)f

2
3320 − f333(0)

)
s̃2

+
1

8f73320

(
f43320(f331(0)

2 + 4f ′332(0)) (3.1)

− 2f23320(3f331(0)f333(0) + 2f334(0, 0)) + 5f333(0)
2
)
s̃3 +Os̃(4)

となる.

s̃ 6= 0ならば fn
s は点 (u(±s̃), 0)でホイットニー傘である.

3.2 2次の不変量と focal set

また, ホイットニーの傘の幾何学的不変量として以下が知られている.

定理 3.2. [3] 写像芽 f : (R2, 0)→ (R3, 0)がホイットニーの傘であるとする. ker df0 = 〈∂v〉であ
る (u, v)に対して, |fu, fuv, fvv| > 0ならば (1.1)内の不変量は以下のように書ける.

a20 =
|fu × fvv|

4|fu|3|fu, fuv, fvv|2
(|fu, fuu, fvv|2 + 4|fu, fuv, fvv||fu, fuv, fuu|)

a11 =
1

2|fu||fu, fuv, fvv|2
(
2|fu, fuv, fvv|

∣∣∣∣∣ fu · fu fu · fuv
fvv · fu fvv · fuv

∣∣∣∣∣− |fu × fvv|2|fu, fuu, fvv|)
a02 =

|fu||fu × fvv|3

|fu, fuv, fvv|2

点 (u(s̃), 0) における a20, a11, a02 を考えると, これらは s̃ の関数とみなすことができる. これを
a20(s̃), a11(s̃), a02(s̃)と書く. ここで, lims̃→0 |fu, fuv, fvv|(u(s̃), 0) = 0となることに注意すると, こ
れらの関数は一般には S±

1 特異点において発散する. したがって, 以下の定理を得る.

定理 3.3. (2.1)の変形にあらわれるホイットニーの傘の (3.1)における不変量 a20, a11, a02 は以下で
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与えられる.

a20(s̃) =
1

s̃2

(f231(0)
2f23320

−
2f31(0)

(
f31(0)f333(0)− f23320((f31)′(0)− f321(0, 0, 0)f21(0))

)
f53320

s̃+Os̃(2)
)

a11(s̃) =
1

s̃2

(f31(0)
2f23320

− 2f333(0)f31(0)− f23320(3(f31)u(0)− f321(0, 0, 0)f21(0))
2f53320

s̃+Os̃(2)
)

a02(s̃) =
1

s̃2

( 1

2f23320
+Os̃(1)

)
定義 3.4. 写像芽 f : (R2, (u0, v0))→ R3 は rank df(u0,v0) = 1とする. f の (u0, v0)における focal

setとは, 距離 2乗関数 Dx(u, v) = 1
2 |x− f |

2 に対して,

{x ∈ R3|Dx
u(u0, v0) = Dx

v (u0, v0) = 0, Dx
uu(u0, v0)D

x
vv(u0, v0)−Dx

uv(u0, v0)
2 = 0}

のことである.

命題 3.5. [2] 写像芽 f : (R2, 0) → (R3, 0) がホイットニーの傘であるとする. これに対し f の
focal conicは, 以下のようになる.

(1)a02a20 < 0⇔ 楕円
(2)a02a20 > 0⇔ 双曲線
(3)a20 = 0⇔ 放物線

S±
1 特異点の変形にあらわれる focal setについて, 以下の系を得る.

系 3.6. f31(0) 6= 0である S1
± 特異点の変形において s̃→ 0のとき focal setは全て双曲線である.

3.3 曲率線と 3次の不変量
ここで, s = 0のときを考える. すなわち, (2.1)において

fn
0 = (u, u2f21(u) + v2, u2f31(u) + v2f32(u, v) + vf33(u)) (3.2)

と書ける. f33(0) = 0より, f33(u) = uf331(u)とおく. [2]によって, (u, v) = (r cos θ, r sin θ)とする
と, (r, θ)の関数として特異点を越えて法線ベクトルが定義できることが知られているため, 以下のよ
うに曲率線を考えることができる. E,F,Gを第一基本量, L,M,N を第二基本量とし,

ωlc = (LF − EM)du2 + (GL− EN)/2dudv + (MG− FN)dv2,

を考える. X = x∂u + y∂v とし ωlc(X,X) = 0のとき X を ωlc の解という. ωlc(X,X) = 0と X が
主方向であることは必要十分である. さらに, a = LF − EM = a0 + a1r +Or(2)とおくと,

a0 = − cos θ sin θ((f ′331(0)− 3(f32)v(0, 0)) cos 2θ + f ′331(0) + 3(f32)v(0, 0) + 2(f32)u(0, 0) sin 2θ)

と計算できる. このとき, a0 = 0となる θ 上で r → 0のとき, 主方向は (∂r, ∂θ)であり, a0 6= 0とな
る θ 上で r → 0のとき, 主方向は (∂r,−4 cos θf331(0)∂r + a0∂θ)である. ゆえに, 収束方向は a0 が
0が否かに依存する. また, a0 6= 0のとき, fn

0 の 3次の量が意味をもつ.
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ここでは, 以下のように adapted, strongly adapted, most strongly adaptedベクトル場を取るの
が便利である. 写像芽 f が ξf × ηηf を満たすとする. このとき, (R2, 0)上のベクトル場の組 (ξ, η)

が adaptd とは, 原点で以下の (a), (b) を満たすことをいい, strongly adapetd とは, 原点で以下の
(a), (b), (c)を満たすことをいい, most strongly adapted とは, 原点で以下の (a), (b), (c), (d)を満
たすことをいう.

(a)η が退化ベクトル場である
(b)ξ は η と横断的である
(c)ξf · ηηf = 0である
(d)ηξf = ξηf である
このとき,

f̃32η =
2

1
2

3|fξ||fηη|
5
2

(
|fξ, fηη, fηηη| −

3|fξ, fηη, fξη|(fξ · fηη)
|fξ|2

)
は adaptedベクトル場の取り方に依らない.

f̃32ξ =
|fξ, fηη, fξη|
|fηη|2|fξ|

8
3

(
|fξ|

2
3 |fξ, fηη, fξηη|
|fξ, fηη, fξη|

− 2fξ · fξη
|fξ|

4
3

+
|fξ|

2
3 |fξ, fξη, fηηη|

3|fξ, fηη, fξη|
− 2|fξ|

2
3 |fξ, fηη, fξξ||fξ, fηη, fηηη|

3|fξ, fηη, fξη|2

+
2|fξ, fηη, fηηη|

3|fξ|
4
3 |fηη|2|fξ, fηη, fξη|2

X

)
は strongly adaptedベクトル場の取り方に依らない.

f̃331ξ =
2

3
2 |fξ, fηη, fξη|
|fηη|

3
2 |fξ|3

(
|fξ, fηη, fξξη|
|fξ, fηη, fξη|

− |fξ, fηη, fξξ||fξ, fξη, fηηη|
2|fξ, fηη, fξη|2

− 3‖fξ, fηη, fξξ||fξ, fηη, fξηη|
2|fξ, fηη, fξη|2

+
(fξ · fξη)|fξ, fηη, fξξ|
|fξ|2|fξ, fηη, fξη|

+
|fξ, fηη, fηηη||fξ, fηη, fξξ|2

2|fξ, fηη, fξη|3
+
|fξ, fξη, fξηη|
|fξ, fηη, fξη|

− fξ · fξξ
|fξ|2

− |fξ, fηη, fηηη|
2|fξ|4|fηη|4|fξ, fηη, fξη|3

X2

+
3

|fξ|
8
3 |fηη|2|fξ, fηη, fξη|

X
( |fξ| 23 |fξ, fηη, fξηη|
|fξ, fηη, fξη|

− 2fξ · fξη
|fξ|

4
3

+
|fξ|

2
3 |fξ, fξη, fηηη|

3|fξ, fηη, fξη|
− 2|fξ|

2
3 |fξ, fηη, fξξ||fξ, fηη, fηηη|

3|fξ, fηη, fξη|2

+
2|fξ, fηη, fηηη|

3|fξ|
4
3 |fηη|2||fξ, fηη, fξη|2

X
))

は most strongly adaptedベクトル場の取り方に依らない.

ただし,

X = 2|fξ, fξη, fηη|
∣∣∣∣ |fξ|2 fξ · fξη
fηη · fξ fηη · fξη

∣∣∣∣− |fξ × fηη|2|fξ, fξξ, fηη|
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である.

写像芽 f が (3.2) の形で書かれていると,

f̃32η = (f32)η(0, 0), f̃32ξ = (f32)ξ(0, 0), f̃331ξ = (f331)ξ(0)

が成り立つ.
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Gromovのピラミッドの直和と分解
宮本俊明（東北大学大学院理学研究科）∗

概要
Gromovは，測度の集中現象をもとに測度距離空間（以下，mm空間）の列のある種の仮想
的な極限としてピラミッドを導入した．ピラミッドは，次元が無限大に発散するようなmm空
間列の漸近的な挙動を研究する上で重要な概念である．本講演では，ピラミッドの新しい構成
方法である直和について紹介する．mm空間の不変量として，測度の集中の度合いを表すオブ
ザーバブル直径が知られているが，ピラミッドの直和はオブザーバブル直径が無限大に発散す
るmm空間列の極限を記述するために必要な概念である．主結果として，任意のピラミッドが
最大ピラミッド X と有限なオブザーバブル直径をもつピラミッドたちの直和に分解されるこ
とを紹介する．本講演の内容はプレプリント [5]に基づく．

1 測度の集中現象
測度の集中現象は，標語的には「1-Lipschitz 関数の値がその中央値に集中していく」現象であ

る．ここで，1-Lipschitz関数とは，Lipschitz定数が 1以下の実数値関数である．まず，Lévyに
よる球面に対する測度の集中現象を紹介する（詳しくは，[2, 4]を参照）．Sn(1)は n次元単位球面
で，標準的な Riemann計量から定まる距離と，正規化された Riemann体積測度 σn を備えている
ものとする．このとき，任意の 1-Lipschitz関数 f : Sn(1)→ Rと任意の r > 0に対して，

σn({|f −mf | ≥ r}) ≤ 2e−(n−1)r2/2 (1.1)

が成り立つ（例えば，[2, 3 1
2
.19] を参照）．ここで，mf は σn({f ≥ mf}) ≥ 1/2 かつ σn({f ≤

mf}) ≥ 1/2をみたす実数で，f の中央値と呼ばれる．Gromov はこの測度の集中現象をもとに，
測度距離空間の新たな収束理論を展開した．

2 測度距離空間，ピラミッド
本節で mm空間やピラミッドの基本的な事実をまとめる．主な参考文献は [2, 8, 10]である．
完備かつ可分な距離空間（resp. 拡張距離空間）(X, dX)と，その上の Borel確率測度 µX の組

(X, dX , µX)をmm空間（resp. 拡張mm空間）という．ここで，拡張距離空間とは，その距離
関数が [0,+∞]に値をとるもののことを言う．

∗ miyamoto.toshiaki.s2@dc.tohoku.ac.jp
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例 2.1. (i) 閉 Riemann 多様体 M に対して，その Riemann 距離関数 dM と正規化された
Riemann体積測度 µM := vol(M)−1volの組 (M,dM , µM )は mm空間である．

(ii) R上の 1次元標準正規分布 γ に対して，Γ := (R, | · |, γ)は 1次元Gauss空間と呼ばれる
mm空間である．ここで，| · |は R上の Euclidノルムである．

(iii) mm空間X,Y に対して，X × Y 上の `2 距離 dX×Y と，µX と µY の直積測度 µX ⊗ µY の
組 (X × Y, dX×Y , µX ⊗ µY )はmm空間である．以下，単にX × Y で表す．さらに，mm

空間 X に対して，Xn := X ×Xn−1, n ≥ 2, で Xn を定めると，これも mm空間である．
(iv) 総和が 1 の正の有限または無限数列全体を A1 で表す．(an)

N
n=1 ∈ A1, N ∈ N := N ∪

{+∞}，と mm空間列 {Xn}Nn=1 に対して，
⊔N

n=1Xn 上の距離 dと測度 µを，

d(x, x′) :=

{
dXn

(x, x′) if x, x′ ∈ Xn, n ∈ [N ]

+∞ otherwise
, µ :=

N∑
n=1

an(ιn)∗µXn

で定める．ここで，ιn : Xn ↪→
⊔N

n=1Xn は包含写像で，[N ] は 1 以上 N 以下の整数全体
（N = +∞の場合は 1以上の整数全体）を表す．このとき，∑N

n=1X
an
n := (

⊔N
n=1, d, µ)は

拡張 mm空間であり，(an)
N
n=1 を重みとする {Xn}Nn=1 の直和と呼ぶ．

2つの mm空間 X,Y に対して，等長同型写像 f : suppµX → suppµY であって，f∗µX = µY

を満たすものが存在するとき，X と Y はmm同型であるという．ここで，suppµX は µX の台，
f∗µX は f による µX の押し出し測度である．mm同型は mm空間全体の集合上の同値関係であ
り，mm同型類全体の集合を X で表す．mm空間 X と mm空間 (suppµX , dX , µX)は mm同型
であることに注意する．以下，mm空間 X に対して X = suppµX を仮定する．
Gromovは，mm空間に対して次の不変量を導入した ([2]): mm空間X と 0 < κ < 1に対して，

ObsDiam(X ;−κ) := sup
f∈Lip1(X)

inf{diam (I) | I ⊂ Rwith f∗µX(I) ≥ 1− κ}

を X の κ-オブザーバブル直径という．ここで，Lip1(X)は X から Rへの 1-Lipschitz関数全体
の集合である．オブザーバブル直径は，κについて単調非増加である．
球面に対する測度の集中現象 (1.1)から，次が従う: 任意の 0 < κ < 1に対して，

ObsDiam(Sn(1) ;−κ) ≤ 2

√
2

n− 1
log

(
2

κ

)
.

特に，Sn(1)の κ-オブザーバブル直径は，n→∞の極限で 0に収束する．このように，すべての
0 < κ < 1で limn→∞ ObsDiam(Xn ;−κ) = 0となる mm空間列 {Xn}∞n=1 を Lévy族という．
Gromovは，2つのmm空間X,Y の間のオブザーバブル距離 dconc(X,Y )を導入して，mm空
間の収束理論を展開した ([2])．ここでは Nakajima [6]による同値な定式化を紹介する:

dconc(X,Y ) = inf
π∈Π(µX , µY )

(dπKF)H(p
∗
1Lip1(X), p∗2Lip1(Y )).

ここで，Π(µX , µY )は µX と µY の間のカップリング全体の集合，dπKF は測度 πに関する Ky Fan

距離，(dπKF)Hは dπKFに関するHausdorff距離，p1 : X×Y → X, p2 : X×Y → Y は射影，そして
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p∗1Lip1(X), p∗2Lip1(Y )はそれぞれ p1, p2 による Lip1(X),Lip1(Y )の元の引き戻し全体を表して
いる．詳しくは [10]も参照してほしい．簡単に言うと，この dconc(X,Y )は Lip1(X)と Lip1(Y )

の近さを測っている．dconc が X 上に誘導する位相を集中位相といい，集中位相での mm空間列
の収束を集中という．mm 空間列 {Xn}∞n=1 が 1 点 mm 空間 ∗ に集中することと，{Xn}∞n=1 が
Lévy族であることは同値である（[2]）．
さらに Gromovは，集中位相のコンパクト化を得るためにピラミッドを導入した ([2])．ここで
必要な概念を紹介する．2 つの mm 空間 X,Y に対して，1-Lipschitz 写像 f : Y → X であって
f∗µY = µX をみたすものが存在するとき，X ≺ Y と表し，Y は X を支配するという．

定義 2.2. 集合族 P ⊂ X が以下を満たすとき，P をピラミッドという:

(i) P は空でないボックス閉集合;

(ii) X ≺ Y , Y ∈ P ならば X ∈ P ;
(iii) 任意の X,Y ∈ P に対して，ある Z ∈ P が存在して，X ≺ Z, Y ≺ Z.

ここで，ボックス閉集合とは，Gromov [2]により X 上に導入されたボックス位相に関する閉集
合という意味である．この条件は，ピラミッド全体の空間に距離を入れるために必要な条件である
（ボックス位相について，詳しくは [2, 10]を参照してほしい）．

例 2.3. (i) X はピラミッド
(ii) ([2, 7]) 拡張 mm空間 X に対して，PX := {Y ∈ X | Y ≺ X}はピラミッドで，X に付随
したピラミッド，または，X を頂点とするピラミッドと呼ぶ．

(iii) ([1, 3]) 総和が 1 以下で単調非増加な正の有限または無限数列全体を A で表す．A =

(an)
N
n=1 ∈ A, N ∈ N，に対して，

PA :=

{
X ∈ X

∣∣∣∣∣写像 f : [N ]→ X で，µX ≥
N∑

n=1

anδf(n)をみたすものが存在する．
}

はピラミッドで，アトム Aが生成するピラミッドと呼ばれている．ここで，アトムとは，正
の測度をもつ点のことである．

ピラミッドと集中の関係について，次の定理が重要である．

定理 2.4 ([8]). ピラミッド全体の集合 Π上の距離 ρで，次の (i), (ii)を満たすものが存在する:

(i) (Π, ρ)はコンパクト距離空間;

(ii) 写像 ι : (X , dconc) 3 X 7→ PX ∈ (Π, ρ)は位相的埋め込みで，ι(X )は (Π, ρ)で稠密である.

すなわち，(Π, ρ)は集中位相のコンパクト化を与えている．ピラミッドの列が ρに関して収束し
ているとき，弱収束するという．以下，特に断らない限り，写像 ιによりX と PX を同一視する．

例 2.5 ([2, 8]). mm空間X に対して，{Xn}∞n=1 は弱収束列である．その極限をX∞ と書く．例
えば，Γ∞ は無限次元仮想標準 Gauss 空間と呼ばれるピラミッドで，Γ∞ /∈ ι(X )，つまり，Γ∞
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は頂点に mm 空間を持たないことが知られている（[8, Proposition 7.37]，他に [10, 系 6.41] も
参照）．

次に，測度の集中現象と正反対の現象を紹介する．mm 空間列 {Xn}∞n=1 が X に弱収束すると
き，{Xn}∞n=1 は無限消散するという．例えば，閉 Riemann 多様体 M と無限大に発散する正数
列 {tn}∞n=1 に対して，{tnM}∞n=1 は無限消散列である（例えば，[10, 例 7.44 (1)]を参照）．無限
消散は Gromov [2]により導入された概念で，本来セパレーション距離を使って定義されるが，上
の定式化と同値であることが知られている（[2, 8]）．{Xn}∞n=1 が無限消散することと，すべての
0 < κ < 1 に対して，limn→∞ ObsDiam(Xn ;−κ) = +∞ となることは同値である（[10, 定理
7.53]）．

3 ピラミッドの直和とピラミッドの直和分解
ある κについて，κ-オブザーバブル直径が無限大に発散するような mm空間列の弱収束極限を
記述するには，次のピラミッドの直和が必要である．

定義 3.1 ([5]). (an)
N
n=1 ∈ A1 とピラミッドの列 {Pn}Nn=1 に対して，(an)

N
n=1 を重みにもつ

{Pn}Nn=1 の直和を次で定義する:

N∑
n=1

Pan
n :=

X ∈ X
∣∣∣∣∣∣∣
すべての nに対して，ある Xn ∈ Pnとある 1-Lipschitz写像

fn : Xn → X が存在して，µX =
N∑

n=1

an(fn)∗µXn
が成り立つ．


命題 3.2 ([5, Theorem 1.1]). (an)

N
n=1 ∈ A1 とピラミッドの列 {Pn}Nn=1 に対して，

∑N
n=1 Pan

n は
ピラミッドである．

例 3.3. (i) (an)
N
n=1 ∈ A1 と mm空間列 {Xn}Nn=1 に対して，P∑N

n=1 Xan
n

=
∑N

n=1 P
an

Xn
.

(ii) A = (an)
N
n=1 ∈ Aに対して，PA = X 1−∥A∥1 +

∑N
n=1 Pan

∗ が成り立つ. この関係から，ピ
ラミッドの直和はアトムが生成するピラミッドの一般化といえる．

(iii) ([5, Corollary 4.5]) 二つの n-トーラス Tn := S1(1) × S1(1) × · · · × S1(1) を 1 点で貼り
合わせた空間を Tn ∨ Tn とし，ι : (Tn)1 t (Tn)2 → Tn ∨ Tn を商写像とする．ただし，
(Tn)i は Tn の二つのコピーである．Tn ∨ Tn は，確率測度 ι∗(1/2µ(Tn)1 + 1/2µ(Tn)2)を
入れることで mm 空間になり，n → ∞ の極限で直和 (T∞)1/2 + (T∞)1/2 に弱収束する．
{Tn ∨ Tn}∞n=1 の κ-オブザーバブル直径は，0 < κ < 1/2のとき無限大に発散する．

直和分解を紹介する前に，Ozawa–Shioya [7]により導入されたピラミッドのオブザーバブル直
径について説明する．0 < κ < 1とピラミッド P に対して，

ObsDiam(P ;−κ) := sup
X∈P

ObsDiam(X ;−κ)

を P の κ-オブザーバブル直径という．オブザーバブル直径は ≺ に関して単調増加であるため，
mm 空間 X に対して ObsDiam(X ;−κ) = ObsDiam(PX ;−κ) が成り立つ．従って，ピラミッ
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ドのオブザーバブル直径は mm 空間の場合の拡張になっている．すべての 0 < κ < 1 に対して，
ObsDiam(P ;−κ) < +∞が成り立つとき，P のオブザーバブル直径は有限と呼ぶことにする．

例 3.4. (i) mm空間 X のオブザーバブル直径は有限である．
(ii) ([7, Example 3.13]) ObsDiam(Γ∞ ;−κ) = ObsDiam(Γ ;−κ) がすべての 0 < κ < 1 で成
り立つ．特に，Γ∞ のオブザーバブル直径は有限である．

(iii) 0 < α < 1に対して，ピラミッドの直和 Pα +Q1−α のオブザーバブル直径は有限ではない．
(iv) X のオブザーバブル直径は有限ではない．特に，すべての 0 < κ < 1 に対して，

ObsDiam(X ;−κ) = +∞．

ピラミッドのオブザーバブル直径については，次の極限公式が知られている．

定理 3.5 ([7, 9]). ピラミッドの列 {Pn}∞n=1 がピラミッド P に弱収束しているとする．このとき，
すべての 0 < κ < 1に対して，次が成り立つ:

ObsDiam(P ;−κ) = lim
δ→0+

lim sup
n→∞

ObsDiam(Pn ;−(κ+ δ))

= lim
δ→0+

lim inf
n→∞

ObsDiam(Pn ;−(κ+ δ))

弱収束する mm空間列 {Xn}∞n=1 の κ-オブザーバブル直径がある 0 < κ < 1で無限大に発散し
ているとすると，オブザーバブル直径の極限公式からその弱収束極限のオブザーバブル直径が有限
でないと分かる．そのようなピラミッドについては，次の直和分解によりその構造が理解される．

定理 3.6 ([5, Theorem 1.2, Theorem 1.3]). 任意のピラミッドP に対して，あるA = (an)
N
n=1 ∈ A

と有限なオブザーバブル直径をもつピラミッドの列 {Pn}Nn=1 が存在して，次が成り立つ:

P = X 1−∥A∥1 +

N∑
n=1

Pan
n .

さらに，この直和分解には適切な意味で一意性がある．

この直和分解は，オブザーバブル直径がある 0 < κ0 < 1を境に無限大から有限に変わるような
ピラミッドに対して本質的に意味があることに注意する．
最後に，定理 3.6 の証明の概略を紹介する．任意にピラミッド P をとる．t > 0 に対して，

tP := {(X, tdX , µX) | X ∈ P}により P のスケール変換を定義すると，t→ 0+のとき tP はある
スケール不変なピラミッド Qに弱収束する（[5, Lemma 5.3]）．ここで，Qがスケール不変である
とは，すべての t > 0に対して tQ = Qが成り立つときをいう（[1, 3]）．スケール不変なピラミッ
ドの構造については次が知られている:

定理 3.7 ([3, Theorem 1.7]). ピラミッド P がスケール不変である必要十分条件は，ある A ∈ A
が存在して P = PA となることである．

よって，ある A ∈ Aが存在して，Q = PA．ここで次の事実（[5, Lemma 5.6]）が重要である:

ピラミッド Rについて，オブザーバブル直径が有限であることと，tRが t→ 0+のとき P∗ に弱
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収束することは同値である．このことから，tP の t→ 0+での極限 Qに現れるアトムは，P のオ
ブザーバブル直径が有限な部分が 1点空間 ∗に潰れたものと考えられる．この 1点に潰れた部分
を復元することで，P の直和分解が得られる．直和分解の一意性については [5]を参照してほしい．
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5次元 SNCリー環の分類

須貝　遥 (東京理科大学)

1. 序文
すべての連結負曲率等質リーマン多様体は, ある左不変計量を持つ連結可解リー群と等長的にな
ることが知られている. そこで, 負曲率内積を持つ連結可解リー群のリー環を SNCリー環 と定義
する. 3次元 SNCリー環についてはよく知られており, 4 次元 SNCリー環については [1]で分類し
た. 最近, 5 次元 SNC リー環の分類結果を得た [5]. また, Heintze [2] による, SNCリー環が対称空
間になるための条件を用いて, 4 次元及び 5 次元 SNC リー環の中で対称空間となるものを決定し
た. 更に, 4次元 SNCリー環の中で対称空間となるもののリーマン曲率テンソルを計算し, リー環
として同型ではないがリーマン多様体として等長的になる 4次元 SNCリー環の組を発見した.

2. 負曲率等質リーマン多様体
連結負曲率等質リーマン多様体については, Wolf[6]及びHeintze[2]から次の事実が知られている.

Proposition 2.1 ([6],[2]). Mを連結負曲率等質リーマン多様体とする. このとき, ある可解リー群
Gとその上の左不変計量があって, M とGは等長的になる.

この命題から, 連結負曲率等質リーマン多様体の分類を考えるとき, 左不変計量を持つ可解リー
群を考えれば十分であることが分かる. リー群G上の左不変計量はそのリー環 g上の内積によって
定まるので, 左不変計量を持つGが負曲率であるとき,対応するリー環 gが負曲率内積を持つと言
う. そこで, 次のように定義する.

Definition 2.2 (SNCリー環). リー環 gが負曲率内積を持つとき, SNCリー環
(a Lie algebra of strictly negative curvature type)という.

注意としてリー環 gが負曲率内積を持つとき, gは可解となることが知られている.ここでHeintze
の結果を SNCリー環を用いて述べる.

Theorem 2.3 (cf.[2]). 可解リー環 gについて, 次の (1), (2)は同値.

(1) gは SNCリー環である.
(2) g′を gの導来環とすると次が成立する.

(2.1) dim g′ = dim g− 1.
(2.2) adA0|g′ : g′ → g′の固有値の実部がすべて正となるA0 ∈ gがある.

3. 4次元 SNCリー環の分類
この節では 4次元 SNCリー環の分類結果 [1]を紹介する.

Theorem 3.1 ([1]). gを 4次元 SNCリー環で, n = [g, g]が可換と仮定する. e1, e2, e3を nの任意に
固定した正規直交基底とする. このとき, e1, e2, e3, e4が gの正規直交基底となる e4 ∈ g \ nを,以下
のいずれかひとつを満たすように定めることができる.

(1) [e4, e1] = xe1, [e4, e2] = ye2, [e4, e3] = e3, 0 < x ≤ y ≤ 1.
(2) [e4, e1] = ze1, [e4, e2] = e2, [e4, e3] = e2 + e3, 0 < z.

2020 Mathematics Subject Classification. 53C30.
Key words and phrases. Homogeneous manifold, Lie algebra, negative curvature, Ricci curvature.

159



(3) [e4, e1] = e1, [e4, e2] = e1 + e2, [e4, e3] = e2 + e3.
(4) [e4, e1] = αe1 + βe2, [e4, e2] = −βe1 + αe2, [e4, e3] = e3, 0 < α, β.

e4が, (1)～(4)のうち異なる条件を満たす場合は非同型であり, (1)において異なる x, y, (2)におい
て異なる z, (4)において異なる α, βに対応する場合も非同型である.

Theorem 3.2 ([1]). gを 4次元 SNCリー環で, n = [g, g]の正規直交基底 e1, e2, e3 が [e1, e2] =
e3, [e2, e3] = [e3, e1] = 0を満たすと仮定する. このとき, e1, e2, e3, e4が gの正規直交基底となる
e4 ∈ g \ nを,以下のいずれかひとつを満たすように定めることができる.

(1) [e4, e1] = xe1, [e4, e2] = (1− x)e2, [e4, e3] = e3, 0 < x ≤ 1
2
.

(2) [e4, e1] = 1
2
e1, [e4, e2] = e1 + 1

2
e2, [e4, e3] = e3.

(3) [e4, e1] = 1
2
e1 + αe2, [e4, e2] = −αe1 + 1

2
e2, [e4, e3] = e3 , 0 < α.

e4が, (1)～(3)のうち異なる条件を満たす場合は非同型であり, (1)において異なる x, (3)において
異なる αに対応する場合も非同型である.

4. 5次元 SNCリー環の分類
gが 5次元 SNCリー環の場合, [g, g] = nは 4次元冪零リー環であり, 同型を除いて 3種類に限る
ことが知られている. これより以下の結果を得た.

Theorem 4.1 ([5]). gを 5次元 SNCリー環で, n = [g, g]が可換と仮定する. e1, e2, e3, e4を nの任
意に固定した正規直交基底とする. このとき, e1, e2, e3, e4, e5が gの正規直交基底となる e5 ∈ g \ n
を,以下のいずれかひとつを満たすように定めることができる.

(1) [e5, e1] = x1e1, [e5, e2] = x2e2, [e5, e3] = x3e3, [e5, e4] = e4, 0 < x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ 1.
(2) [e5, e1] = y1e1, [e5, e2] = y2e2, [e5, e3] = e3, [e5, e4] = e3 + e4, 0 < y1 ≤ y2.
(3) [e5, e1] = y1e1, [e5, e2] = y2e2, [e5, e3] = e3 + βe4, [e5, e4] = −βe3 + e4, 0 < y1 ≤ y2, 0 < β.
(4) [e5, e1] = ze1, [e5, e2] = e2, [e5, e3] = e2 + e3, [e5, e4] = e3 + e4, 0 < z.
(5) [e5, e1] = ze1, [e5, e2] = e1 + ze2, [e5, e3] = e3, [e5, e4] = e3 + e4, 0 < z.
(6) [e5, e1] = ze1, [e5, e2] = e1 + ze2, [e5, e3] = e3 + βe4, [e5, e4] = −βe3 + e4, 0 < z, 0 < β.
(7) [e5, e1] = αe1 + βe2, [e5, e2] = −βe1 + αe2, [e5, e3] = e3 + β′e4, [e5, e4] = −β′e3 + e4, 0 <

α, β, β ′.
(8) [e5, e1] = e1, [e5, e2] = e1 + e2, [e5, e3] = e2 + e3, [e5, e4] = e3 + e4.
(9) [e5, e1] = e1 +βe2, [e5, e2] = −βe1 +e2, [e5, e3] = e1 +e3 +β′e4, [e5, e4] = e2−β′e3 +e4, 0 <

β, β′.

Theorem 4.2 ([5]). gを 5次元 SNCリー環で, n = [g, g]の正規直交基底 e1, e2, e3, e4が [e1, e2] =
e3, [e1, e3] = e4, 他が 0を満たすと仮定する. このとき, e1, e2, e3, e4, e5が gの正規直交基底となる
e5 ∈ g \ nを,以下のいずれかひとつを満たすように定めることができる.

(1) [e5, e1] = e1, [e5, e2] = xe2, [e5, e3] = (1 + x)e3, [e5, e4] = (2 + x)e4, 0 < x.
(2) [e5, e1] = e1, [e5, e2] = e1 + e2, [e5, e3] = 2e3, [e5, e4] = 3e4.
(3) [e5, e1] = e1 + βe2, [e5, e2] = −βe1 + e2, [e5, e3] = 2e3, [e5, e4] = 3e4, 0 < β.

Theorem 4.3 ([5]). gを 5次元 SNCリー環で, n = [g, g]の正規直交基底 e1, e2, e3, e4が [e1, e2] =
e4, 他が 0を満たすと仮定する. このとき, e1, e2, e3, e4, e5が gの正規直交基底となる e5 ∈ g \ nを,
以下のいずれかひとつを満たすように定めることができる.

(1) [e5, e1] = e1, [e5, e2] = x1e2, [e5, e3] = x2e3, [e5, e4] = (1 + x1)e4, 0 < x1, x2.
(2) [e5, e1] = e1, [e5, e2] = e1 + e2, [e5, e3] = xe3, [e5, e4] = 2e4, 0 < x.
(3) [e5, e1] = e1 + αe2, [e5, e2] = −αe1 + e2, [e5, e3] = xe3, [e5, e4] = 2e4, 0 < x, α.
(4) [e5, e1] = e1 + e3, [e5, e2] = xe2, [e5, e3] = e3, [e5, e4] = (1 + x)e4, 1 ≤ x.
(5) [e5, e1] = e1 + αe2 + e3, [e5, e2] = −αe1 + e2, [e5, e3] = e3, [e5, e4] = 2e4, 0 < α.
(6) [e5, e1] = xe1, [e5, e2] = e2 + e3, [e5, e3] = e3, [e5, e4] = (1 + x)e4, 0 < x ≤ 1.
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(7) [e5, e1] = e1 + αe2, [e5, e2] = −αe1 + e2 + e3, [e5, e3] = e3, [e5, e4] = 2e4, 0 < α.
(8) [e5, e1] = e1 + e3, [e5, e2] = e1 + e2, [e5, e3] = e3, [e5, e4] = 2e4.
(9) [e5, e1] = e1, [e5, e2] = e1 + e2 + e3, [e5, e3] = e3, [e5, e4] = 2e4.

(10) [e5, e1] = e1 + e3, [e5, e2] = e1 + e2 + e3, [e5, e3] = e3, [e5, e4] = 2e4.
(11) [e5, e1] = xe1, [e5, e2] = e2, [e5, e3] = (x+ 1)e3 + e4, [e5, e4] = (x+ 1)e4, 0 < x.
(12) [e5, e1] = 1

2
e1, [e5, e2] = e1 + 1

2
e2, [e5, e3] = e3 + e4, [e5, e4] = e4.

(13) [e5, e1] = 1
2
e1 + αe2, [e5, e2] = −αe1 + 1

2
e2, [e5, e3] = e3 + e4, [e5, e4] = e4.

5. SNCリー環と対称空間
Heintze[2]によって次の定理が示された.

Theorem 5.1 ([2] Proposition 3). gを SNCリー環とし, A0 ∈ gを Theorem 2.3 (2.2)のA0とす
る. このとき次の (1), (2)は同値.

(1) ∇R = 0
(2) a) g = RA0 + a1 + a2 は直交直和分解で, g′ = a1 + a2, [g′, g′] = a2 及び [g′, a2] = 0 を満

たす.
b) adA0|g′ = D0+S0を対称部分と歪対称部分への分解とするとき,D0|ai = i·λ·id (i = 1, 2)
で S0 は g′の歪対称微分である.

c) Z1, ..., Zt を a2 の正規直交基底とし, 歪対称写像 Ji : a1 → a1, i = 1, ..., t,が
[X,Y ] = 2λ

t∑
i=1

⟨X, JiY ⟩Zi (X,Y ∈ a1)

で定義されるとする.このとき,
α) Ji

2 = −id,
β) JiJk = −JkJi (i ̸= k),
γ) JiJkX ∈ {J1X, ..., JtX} (X ∈ a1, i ̸= k),

が成り立つ.

特に, SNCリー環の場合, 対称空間であること及び Theorem 5.1 (1)の条件を満たすことは同値
であるので, 3節で分類した 4次元 SNCリー環の中で対称空間となるものを調べることができる.

4次元 SNCリー環で導来環が可換の場合, 仮定から, A0 = e4, a1 = {e1, e2, e3}, a2 = 0, g′ =
{e1, e2, e3}であり, Theorem 5.1 (2) a)を満たす. また, a2 = 0であるので c)を満たすことは自明で
ある. よって, b)を満たすかを調べれば十分である. b)を満たすものは以下の 2通り存在する.
・Theorem 3.1 (1)で以下を満たす場合

(i) [e4, e1] = e1, [e4, e2] = e2, [e4, e3] = e3.

・Theorem 3.1 (4)で以下を満たす場合
(ii) [e4, e1] = e1 + βe2, [e4, e2] = −βe1 + e2, [e4, e3] = e3, 0 < β.

(i)の場合, ade4|g′ = D0|a1 = D0|g′ = idなので, λ = 1に対して b)を満たす.
(ii)の場合, ade4|g′ = D0 + S0は, D0|a1 = D0|g′ = idなので, λ = 1に対して b)を満たす.
次に 4次元 SNCリー環で導来環が非可換の場合,仮定から, A0 = e4, a1 = {e1, e2}, a2 = e3, g

′ =
a1 + a2, [g′, a2] = 0であり, Theorem 5.1 (2) a)を満たす. b)を満たすものは以下の 2通り存在する.
・Theorem 3.2 (1)で以下を満たす場合

(iii) [e4, e1] =
1

2
e1, [e4, e2] =

1

2
e2, [e4, e3] = e3.

・Theorem 3.2 (3)で以下を満たす場合

(iv) [e4, e1] =
1

2
e1 + βe2, [e4, e2] = −βe1 +

1

2
e2, [e4, e3] = e3, 0 < β.
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(iii)の場合, ade4|g′ = D0であり, D0|a1 = 1
2
id, D0|a2 = 2 · 1

2
idなので, λ = 1

2
に対して b)を満たす.

(iv)の場合, ade4|g′ = D0 + S0であり, D0|a1 = 1
2
id, D0|a2 = 2 · 1

2
idなので, λ = 1

2
に対して b)を

満たす.
最後に c)を満たすことを確認する.
a1 = {e1, e2}, a2 = e3であるので, 歪対称写像 J : a1 → a1を e1, e2に関する表現行列が以下を満た
すように定める. (

0 1
−1 0

)
.

t = 1なので β)及び γ)を満たすことは自明であり, J2 = −idであるので α)を満たす. よって (iii),
(iv)は対称空間である.
以上により次の定理を得る.

Theorem 5.2 ([5]). 4次元 SNCリー環の正規直交基底 e1, e2, e3, e4を以下のいずれかを満たすよ
うに定めたとき対称空間となる.

(1) [e4, e1] = e1, [e4, e2] = e2, [e4, e3] = e3, 他が 0.
(2) [e4, e1] = e1 + βe2, [e4, e2] = −βe1 + e2, [e4, e3] = e3, 0 < β,他が 0.
(3) [e4, e1] = 1

2
e1, [e4, e2] = 1

2
e2, [e4, e3] = e3, [e1, e2] = e3,他が 0.

(4) [e4, e1] = 1
2
e1 + βe2, [e4, e2] = −βe1 + 1

2
e2, [e4, e3] = e3, 0 < β,他が 0.

特に, Heintze[2]のProposition 4からTheorem 5.2の (1)と (2)で与えられる対称空間はRH4で
あり, Theorem 5.2の (3)と (4)で与えられる対称空間はCH2である.
また, 5次元 SNCリー環の場合, Theorem 4.2に分類される SNCリー環は条件 a)を満たさず,

Theorem 4.3に分類される SNCリー環は条件 c)を満たさないことから, Theorem 5.1(2)の条件を
満たすものは導来環が可換の場合に限るので以下が成り立つ.

Theorem 5.3 ([5]). 5次元 SNCリー環の正規直交基底 e1, e2, e3, e4, e5を以下のいずれかを満たす
ように定めたとき対称空間となる.

(1) [e5, e1] = e1, [e5, e2] = e2, [e5, e3] = e3, [e5, e4] = e4, 他が 0.
(2) [e5, e1] = e1, [e5, e2] = e2, [e5, e3] = e3 + βe4, [e5, e4] = −βe3 + e4, 0 < β, 他が 0.
(3) [e5, e1] = e1 +βe2, [e5, e2] = −βe1 + e2, [e5, e3] = e3 +β′e4, [e5, e4] = −β′e3 + e4, 0 < β, β′,
他が 0.

特に, Heintze[2]の Proposition 4からTheorem 5.3で与えられる対称空間はRH5である.
次に, Theorem 5.2 で与えられる対称空間のリーマン曲率テンソルについて考察する. Milnor[4]
からTheorem 5.2 (1)で与えられる対称空間は曲率−1の定曲率となることが知られている. また,
Theorem 5.2 (2)で与えられる対称空間の正規直交基底 e1, e2, e3, e4に関して次が成り立つ.

R(e1, e2)e3 = R(e2, e3)e1 = R(e3, e1)e2 = R(e1, e2)e4 = 0,

R(e2, e4)e1 = R(e4, e1)e2 = R(e1, e4)e3 = R(e4, e3)e1 = 0,

R(e3, e1)e4 = R(e4, e2)e3 = R(e2, e3)e4 = R(e3, e4)e2 = 0,

R(e1, e2)e1 = e2, R(e1, e3)e1 = e3, R(e1, e4)e1 = e4, R(e2, e1)e2 = e1,

R(e2, e3)e2 = e3, R(e2, e4)e2 = e4, R(e3, e1)e3 = e1, R(e3, e2)e3 = e2,

R(e3, e4)e3 = e4, R(e4, e1)e4 = e1, R(e4, e2)e4 = e2, R(e4, e3)e4 = e3.

特に, R(X,Y )Z = −{⟨Y, Z⟩X − ⟨X,Z⟩Y }を満たすので曲率−1の定曲率対称空間となる. また,
Cartan-Ambrose-Hicks theorem [3]より, Theorem 5.2 (1)及び (2)の対称空間はリーマン多様体と
して等長的である.
次にTheorem 5.2 (3)及び (4)で与えられる対称空間について考察する.
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Theorem 5.2 (3)で与えられる対称空間の正規直交基底 e1, e2, e3, e4に関して次が成り立つ.

R(e1, e2)e1 = e2, R(e1, e3)e1 =
1

4
e3, R(e1, e4)e1 =

1

4
e4, R(e2, e1)e2 = e1,

R(e2, e3)e2 =
1

4
e3, R(e2, e4)e2 =

1

4
e4, R(e3, e1)e3 =

1

4
e1, R(e3, e2)e3 =

1

4
e2,

R(e3, e4)e3 = e4, R(e4, e1)e4 =
1

4
e1, R(e4, e2)e4 =

1

4
e2, R(e4, e3)e4 = e4,

R(e1, e2)e3 = −1

2
e4, R(e2, e3)e1 =

1

4
e4, R(e3, e1)e2 =

1

4
e4, R(e1, e2)e4 =

1

2
e3,

R(e2, e4)e1 = −1

4
e3, R(e4, e1)e2 = −1

4
e3, R(e1, e3)e4 =

1

4
e2, R(e3, e4)e1 = −1

2
e2,

R(e4, e1)e3 = −1

4
e2, R(e2, e3)e4 = −1

4
e1, R(e3, e4)e2 =

1

2
e1, R(e4, e2)e3 = −1

4
e1.

Theorem 5.2 (4)で与えられる対称空間の正規直交基底 e1, e2, e3, e4に関して次が成り立つ.

R(e1, e2)e1 = e2, R(e1, e3)e1 =
1

4
e3, R(e1, e4)e1 =

1

4
e4, R(e2, e1)e2 = e1,

R(e2, e3)e2 =
1

4
e3, R(e2, e4)e2 =

1

4
e4, R(e3, e1)e3 =

1

4
e1, R(e3, e2)e3 =

1

4
e2,

R(e3, e4)e3 = e4, R(e4, e1)e4 =
1

4
e1, R(e4, e2)e4 =

1

4
e2, R(e4, e3)e4 = e4,

R(e1, e2)e3 = −1

2
e4, R(e2, e3)e1 =

1

4
e4, R(e3, e1)e2 =

1

4
e4, R(e1, e2)e4 =

1

2
e3,

R(e2, e4)e1 = −1

4
e3, R(e4, e1)e2 = −1

4
e3, R(e1, e3)e4 =

1

4
e2, R(e3, e4)e1 = −1

2
e2,

R(e4, e1)e3 = −1

4
e2, R(e2, e3)e4 = −1

4
e1, R(e3, e4)e2 =

1

2
e1, R(e4, e2)e3 = −1

4
e1.

このことから,Theorem 5.2 (3)及び (4)で与えられる対称空間は定曲率ではない.また各基底にお
けるリーマン曲率テンソルが等しいことから, Cartan-Ambrose-Hicks theorem [3]より, Theorem
5.2 (3)及び (4)の対称空間はリーマン多様体として等長的である.
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Almost splitting and quantitative stratification for
super Ricci flow

櫻井 陽平 (埼玉大学理工学研究科)∗

本講演ではRicci流の優解である優Ricci流（super Ricci flow）の幾何解析について
お話しする．特に國川慶太氏（徳島大学）との共同研究 [30]で得られた，優Ricci流に
対するBamler [4]型の概剛性定理を紹介する．本予稿では，優Ricci流の幾何解析の進
展および主結果の設定（Buzano [10]により導入されたD-条件）の解説に重点を置く．

1. 導入
時間発展するRiemann計量を備えた滑らかな多様体 (M, (gt)t∈I)に対し，Hamilton [23]

はRicci流（Ricci flow）と呼ばれる計量に対する発展方程式
∂tg = −2 Ric

を導入した．この幾何学流はPerelman [40], [41], [42]による 3次元Poincaré予想の解
決において中心的な役割を果たしたことで名高い．以降もBrendle-Schoen [8]による可
微分球面定理やBamler-Kleiner [5], [7]による一般化Smale予想といった，幾何学にお
ける種々の問題の解決に貢献しており，現在もなお発展を続けている．

Riemann計量がRicci流方程式の優解であるとき，すなわち不等式
∂tg ≥ −2 Ric

を満たすとき (M, (gt)t∈I)は優Ricci流（super Ricci flow）と呼ばれる．非負Ricci曲
率の（時間に依存しない）Riemann多様体は優Ricci流であり，特に優Ricci流はその
ようなRiemann多様体の時間発展版としての側面を持つ. 優Ricci流の概念はMcCann-

Topping [37]により導入された．彼らは Ricci流理論と最適輸送理論の関係性に着目
し，共役熱方程式に沿ったL2-輸送評価により優Ricci流を特徴付けた．この結果はvon

Renesse-Sturm [43]によるRicci曲率の非負性の特徴付けの時間依存版と見做せる．彼
らの研究を契機として，優Ricci流は測度距離幾何，特にSturm [44], [45], Lott-Villani

[36], Ambrosio-Gigli-Savaré [1]らにより発展したRicci曲率の下からの有界性の概念を
持つ測度付き距離空間（以下，測度距離空間）の理論における対象となっていった．
一方，優Ricci流はBamler [2], [3], [4]により確立されたRicci流に対する新たな収束
理論においても重要な役割を果たす．高次元Ricci流の特異点モデルを記述するという
動機から，Bamler [3]はRicci流をより広い観点から研究する枠組みとして距離流，さ
らにその列に対するF-収束という概念を導入し，[4]において非崩壊Ricci流の列のF-

極限の正則性を明らかにした．これはCheeger-Colding [14], [15], [16]の研究に端を発
するRicci極限空間（Ricci曲率が下に有界なRiemann多様体の列のGromov-Hausdorff

極限空間）の構造理論の時間依存版としての側面を持っている．

2. 優Ricci流
本節では前節で述べた優Ricci流の幾何解析について，前半では測度距離幾何の観点か
ら，後半では収束理論の観点から詳細を述べる．

∗〒 338-8570 埼玉県さいたま市桜区下大久保 255
e-mail: ysakurai@rimath.saitama-u.ac.jp
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2.1. 測度距離幾何の観点
まず従来の（空間が時間依存でない場合の）測度距離幾何について簡潔に振り返る．
Cheeger-Colding [14], [15], [16]によるRicci極限空間の理論の確立以来，弱い意味での
Ricci曲率の下からの有界性の定式化は幾何解析における中心的話題の一つであった．
Sturm [44], [45], Lott-Villani [36]は独立に最適輸送理論と呼ばれる手法を用いて，測
度距離空間に対する曲率次元条件CD(K,N)という性質を導入した．この性質は滑ら
かなRiemann多様体上で通常の意味でのRicci曲率の下からの有界性と同値であり，ま
た測度付きGromov-Hausdorff収束下で安定という意味で適切な定式化を与えている．
さらにAmbrosio-Gigli-Savaré [1]は，Finsler空間を除外するという意味で，曲率次元
条件にSobolev空間に対する無限小Hilbert的と呼ばれる性質を加味したRiemann的
曲率条件RCD(K,N)という性質を導入した．現在ではRCD空間はRicci曲率の下から
の有界性の概念を持つ測度距離空間としての適切な設定として広く認知されている．
前述の通り，McCann-Topping [37]は共役熱方程式に沿った L2-輸送評価により優

Ricci流の特徴付けを与えた．その後，非負Ricci曲率に対して知られている種々の特
徴付けが時間依存の場合に拡張され，時間発展する測度距離空間に対する優Ricci流の
定式化の研究へと繋がっていった．ここで優Ricci流の特徴付けを述べるため，記号を
導入する．時間発展するRiemann計量を備えたコンパクト多様体 (M, (gt)t∈I)に対し，

h := −1

2
∂tg, H := trh

とおく．もし (M, (gt)t∈I)がRicci流ならば，hとHはそれぞれRicciテンソルとスカ
ラー曲率である．またdt,mt,∆tをそれぞれ gtに関するRiemann距離関数，体積測度，
ラプラシアンとする（添字 tは適宜省略する）．熱作用素および共役熱作用素が

□ := ∂t −∆, □∗ := −∂s −∆ +H

により定まる．時空の二点 (x, t), (y, s) ∈ M × I (s < t)に対し，G(x, t; y, s)により熱
核，すなわち第二変数 (y, s) ∈M × Iを固定したとき

□G(·, ·; y, s) = 0, lim
t↘s

G(·, t; y, s) = δy

により決まるものを表す．ここで第一変数 (x, t) ∈ M × Iを固定した場合，G(x, t; ·, ·)
は共役熱方程式の基本解であることに注意する：

□∗G(x, t; ·, ·) = 0, lim
s↗t

G(x, t; ·, s) = δx.

また時空の点 (x, t) ∈M × Iに対し，共役熱核測度 (ν(x,t);s)s∈(−∞,t]∩Iは

ν(x,t);s := G(x, t; ·, s)ms (s < t), ν(x,t);t := δx

により定まるBorel確率測度（の族）である．さらに関数u ∈ C0(M)に作用する熱流
Pt,sおよびBorel確率測度µ ∈ P(M)に作用する共役熱流 P̂t,sが

Pt,su :=

∫
M

u dν(·,t);s,

∫
M

Pt,su dµ =

∫
M

u d(P̂t,sµ)
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により定まる．最適輸送理論における概念として，p ∈ [1,∞)に対しP(M)上の（時刻
tにおける）Lp-Wasserstein距離が

Wp,t(µ, ν) := inf
π

(∫
M×M

dpt (x, y) dπ(x, y)

)1/p

により定まる．ここで下限はµとνの間のカップリングπ全体に渡ってとる．Borel確
率測度µ ∈ P(M)に対し，Boltzmannエントロピーが以下で定まる：

Entt(µ) :=


∫
{ρ>0}

ρ log ρ dmt if µ = ρmt;

+∞ otherwise.

優Ricci流の特徴付けの一部を以下に纏める：
定理 1 ([37], [46]). 以下は同値である：

(SRF 1) (M, (gt)t∈I)は優Ricci流；
(SRF 2) 勾配評価：任意の s, t ∈ I (s ≤ t)およびu ∈ C∞(M)に対し，

|∇Pt,su|2 ≤ Pt,s|∇u|2;

(SRF 3) 輸送評価：任意の s, t ∈ I (s ≤ t)およびµ, ν ∈ P(M)に対し，

W2,s(P̂t,sµ, P̂t,sν) ≤ W2,t(µ, ν);

(SRF 4) エントロピーの凸性：任意の t ∈ IおよびW2,t-測地線 (µη)η∈[0,1]に対し，

∂+η Entt(µ1−)− ∂−η Entt(µ0+) ≥ −1

2
∂−t W

2
2,t−(µ0, µ1).

特徴付け (SRF3)はMcCann-Topping [37]による．Sturm [46]はP(M)上のエントロ
ピーの動的凸性による特徴付け (SRF4)を得ている．これはvon Renesse-Sturm [43]に
よるRicci曲率の非負性のエントロピーの凸性による特徴付けの時間依存版と見做せる．
またHaslhofer-Naber [24], Li-Li [34]は勾配評価による特徴付け (SRF2)や log-Sobolev

不等式，Poincaré不等式といった関数不等式による特徴付けを与えている．
特徴付け(SRF4)に基づき，Sturm [46]は時間発展する測度距離空間(X, (dt)t∈I , (mt)t∈I)

に対して優Ricci流の概念を定義した．ここでXはPolish空間，(dt)t∈IはX上の時間発展
する測地的距離関数でXの位相を生成するもの，(mt)t∈IはX上の時間発展するBorel測
度で互いに絶対連続であるものを表す．さらにKopfer-Sturm [28]は (X, (dt)t∈I , (mt)t∈I)

に対し，以下の正則性に関する仮定のもとで，熱流Pt,sおよび共役熱流 P̂t,sの存在性と
一意性を証明し，上記の定理1を測度距離空間の枠組みにまで拡張している：

• (dt)t∈Iおよび (mt)t∈Iが“一様 log-Lipschitz評価”を満たす；
• 各時刻スライス (X, dt,mt)がRCD(K,N)条件を満たす．
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同様の設定のもと [29], [27]では，log-Sobolev不等式，Poincaré不等式，Harnack不等
式，後ろ向きBrown運動の収縮評価による特徴付けも与えられている．また特徴付けに
関する研究のほか，Li [33]により時間発展する測度距離空間において，Perelman [40],

Ni [39]型のW-エントロピー公式が得られている．
最近では上述の優Ricci流の研究を基に，時間発展する測度距離空間に対してRicci流

の概念を定式化する試みが為されている（サーベイ [19]を参照）．まずHaslhofer-Naber

[24]は時間発展するRiemann多様体に対し，確率解析におけるWiener測度を備えた道
の空間上の関数不等式によりRicci流の特徴付けを与えている．Erbar-Li-Schultz [18]

は時間発展する測度距離空間に対し，弱Ricci流を優Ricci流かつ劣Ricci流という条
件により定めている．ここで劣Ricci流はRicci流の劣解を意味し，時間発展する測度
距離空間においてはエントロピーの動的概凹性により定義される．彼らは時間発展す
るRiemann多様体において，弱Ricci流と通常のRicci流の同値性を示している．一方，
Flaim-Hupp-Sturm [21]は同じく時間発展する測度距離空間に対し，極小優Ricci流と
いう異なる定式化を与えている．優Ricci流が極小であるとは，とあるGaussian積分
量の初期スロープが非正といった条件である．これは閉Riemann多様体上でRicci平坦
性が非負Ricci曲率かつスカラー曲率積分の非正性と同値であり，スカラー曲率積分は
Gaussian積分量の初期スロープで表されるという考察に基づく．彼らは同じく時間発
展するRiemann多様体において，極小優Ricci流と通常のRicci流の同値性を示し，ま
た球面懸垂上で極小優Ricci流の例を構成している．優Ricci流の定義が若干異なるが，
Lakzian [31]も同様にRicci流の定式化の一つを与えている．

Kleiner-Lott [26], Bamler-Kleiner [6]は3次元の場合にPerelmanの手術付きRicci流の
ある種の改良版と見做せる特異Ricci流（singular Ricci flow through singularity）
を構成し（例えば初期計量に対する一意性や連続性が成立），前節の冒頭で挙げた一般
化Smale予想の解決等に応用している．特異空間に対するRicci流の概念の定式化を試
みることで，高次元Ricci流を用いた位相幾何的結果の導出等への還元が期待される．
2.2. 収束理論の観点
次にBamler [2], [3], [4]による収束理論を概観する．まず I ⊂ R上の距離流（metric

flow）とは四つ組 (X , t, (dt)t∈I , (νx;s)x∈X ,s∈(−∞,t(x)]∩I)で，以下を満たすものである：
• X は集合，t : X → I は写像であり時刻関数と呼ばれる．また各 t ∈ I に対し
Xt := t−1(t)は時刻スライスと呼ばれる；

• 各 t ∈ Iに対し (Xt, dt)は完備可分距離空間である；
• 任意のx ∈ X および s ∈ (−∞, t(x)] ∩ Iに対して νx;s ∈ P(Xs)かつ νx;t(x) = δxで
あり共役熱核測度と呼ばれる；

• 任意の t1, t2, t3 ∈ I (t1 ≤ t2 ≤ t3), x ∈ Xt3に対し，次の再生公式が成り立つ：

νx;t1 =

∫
Xt2

ν·;t1dνx;t2 ;

• 勾配評価：任意の s, t ∈ I (s < t), T > 0および us : Xs → (0, 1)である T−1/2-

Lipschitz関数ϕs : Xs → Rによりus = Φ ◦ ϕsと表せるものに対し，次が成立：

ut : Xt −→ R, x 7−→
∫
Xs

us dνx;s
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はある (t− s+ T )−1/2-Lipschitz関数ϕt : Xt → Rによりut = Φ ◦ ϕtと表せる．こ
こでΦ : R→ (0, 1)はGaussianの分布関数である．

さらにH ≥ 0に対し，距離流X は任意の s, t ∈ I (s ≤ t)およびx,y ∈ Xtに対し

Var(νx;s, νy;s) ≤ d2t (x,y) +H(t− s)

を満たすときH-集中であるという．左辺は確率測度 νx;sと νy;sの間の分散を表す．こ
のH-集中性により，例えば任意のx ∈ Xtに対し過去の時刻 sにおける共役熱核測度の
H-中心点の存在が保証される．

Bamler [3]は優Ricci流について次を示した：
定理 2 ([3]). n次元コンパクト優Ricci流 (M, (gt)t∈I)はHn-集中距離流と見做せる．た
だしHn := ((n− 1)π2)/2 + 4である．
注意 1. 定理2では，次のようにおくことで (M, (gt)t∈I)を距離流と見做している：

X := M × I, t := projI , dt := dt, ν(x,t);s := G(x, t; ·, s)ms.

また [2]ではn次元コンパクト優Ricci流に対し，距離流の定義における熱方程式の解
に対する勾配評価とHn-集中性が示されており，定理2はそれらより直ちに従う．
次にF-収束について述べる．区間 I ⊂ Rで最大値 t0 := max Iを持つものに対し，組

(X , (µt)t∈J)は以下の条件を満たすとき I上の距離流ペアという：
• J ⊂ Iは |I \ J | = 0を満たす；
• X はJ上の距離流である；
• (µt ∈ P(Xt))t∈Jは共役熱流，すなわち任意の s, t ∈ J (s ≤ t)に対し次を満たす：

µs =

∫
Xt

νx;s dµt(x).

共役熱流(µt ∈ P(Xt))t∈JはF-収束において“基点”としての役割を果たす．区間I上の距
離流ペアの“等長”類全体からなる集合をFIで表す（最終時刻 t0では一様に定義されて
いるとする）．Bamler [3]はFI上にF-距離dFを導入し，(FI , dF)が完備距離空間となる
ことを示した（dFは無限大も許容する）．距離dFの詳細は割愛するが，この距離に関す
る収束がほとんど全ての時刻の時刻スライス (Xt, dt, µt)のL1-Gromov-Wasserstein

収束を導くように定式化される（測度距離幾何の文脈で “L2”-Wasserstein距離が用い
られるのとは対照的である）．さらに [3]では (FI , dF)内の適切なコンパクト集合が導入
された．実数H, V ≥ 0, r > 0および b : (0, 1] → (0, 1]に対し，以下を満たす距離流ペ
ア (X , (µt)t∈J)に代表される“等長”類全体からなる集合をFI(H, V, b, r) ⊂ FIで表す：

• X はH-集中である；
• (Xt0 , dt0 , µt0) ∈Mr(V, b) (i.e., Var(µt0) ≤ V r2かつ b

(Xt0 ,dt0 ,µt0 )
r ≥ b).

ここで b
(Xt0 ,dt0 ,µt0 )
r : (0, 1] → (0, 1]は測度距離空間 (Xt0 , dt0 , µt0)のスケール r > 0の測

度分布関数と呼ばれるものであり，Mr(V, b)はL1-Gromov-Hausdorff距離を備えた（確
率）測度距離空間の等長類全体からなる集合内のコンパクト集合である．

Bamler [3]は次のコンパクト性定理を証明した：
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定理 3 ([3]). FI(H, V, b, r)は (FI , dF)のコンパクト部分集合である．
定理 2と3を組み合わせることで，優Ricci流に対するプレコンパクト性が得られる．
プレコンパクト性に基づき，Bamler [4]は非崩壊Ricci流の列のF-極限の正則性を明

らかにした．非崩壊性はNashエントロピーの言葉で定式化される．時間発展する計量
を備えたn-次元コンパクト多様体 (M, (gt)t∈I)に対し，時空の点 (x0, t0) ∈ M × Iを固
定する．正の数 τ > 0で [t0 − τ, t0] ⊂ Iを満たすものに対し，Nashエントロピーが

N(x0,t0)(τ) :=

∫
M

f dν(x0,t0);t0−τ −
n

2

で定まる．ここでf ∈ C∞(M × ((−∞, t0)∩ I))は熱核の密度関数として以下で定まる：

G(x0, t0; ·, t) = (4π(t0 − t))−n/2e−f(·,t).

基点付き n次元コンパクトRicci流の列 (M i, (git)t∈(−T i,0], (x
i
0, 0)) (T i → T∞)を考え

る．さらにあるθ > 0およびκ > 0に対し，非崩壊条件N(xi0,0)
(θ) ≥ −κを仮定する．定

理 3より部分列をとることで，あるHn-集中距離流X に対し(
M i, (git)t∈(−T i,0], (ν(xi0,0);t)t∈(−T i,0]

)
F−−−−→

i→+∞

(
X , (νx0;t)t∈(−T∞,0]

)
としてよい．極限X の構造定理の一部を以下に纏める：
定理 4 ([4]). 上記の設定のもと，X に対し正則集合Rおよび特異集合 Sによる分解
X = Rt Sが存在し，以下が成り立つ：

• RはRicci流時空の構造を持ち，またX 上の自然な位相に関して稠密である；
• 任意の接流は距離ソリトンである；
• dimH S ≤ (n− 4) + 2；
• Sに対し階層構造が存在する：S0 ⊂ S1 ⊂ · · · ⊂ Sn−2 = S, dimH Sk ≤ k．

注意 2. 定理 4はRicci極限空間に対する諸性質のアナロジーと見做せる．第一項目に
ついて，Ricci流時空（Ricci flow spacetime）はKleiner-Lott [26], Bamler-Kleiner

[6]により導入された概念で，先述の特異Ricci流のベースとなる．第二項目について，
接流（tangent flow）は放物型リスケーリングに関するブローアップF-極限を意味し，
距離ソリトン（metric soliton）は距離流の枠組みにおける縮小Ricciソリトンの一般
化概念である．第三項目について, dimHは放物版Hausdorff次元を表す．

3. 優Ricci流のとあるクラス
本節ではBuzano [10]により導入された優Ricci流のとあるクラスを紹介する．
3.1. D-条件
時間発展する計量を備えたコンパクト多様体 (M, (gt)t∈I)に対し，Buzano [10]は微分量

D(V ) := ∂tH−∆H− 2|h|2 + 4 div h(V )− 2〈∇H, V 〉+ 2 Ric(V, V )− 2h(V, V )
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を導入し，条件D ≥ 0を満たす幾何学流の性質を調べた．例えばRicci流に対し，スカ
ラー曲率の発展方程式と縮約版第二Bianchi恒等式よりDは消える．また条件D ≥ 0

を満たすならば優Ricci流である．実際λ > 0に対し，Dの非斉次性に注意すると

0 ≤ λ−2D(λV ) = λ−2
(
∂tH−∆H− 2|h|2

)
+ λ−1 (4 div h(V )− 2〈∇H, V 〉) + 2 Ric(V, V )− 2h(V, V )

であり，λ→∞とすると優Ricci流の不等式が得られる．纏めると包含関係

{{Ricci流} ∪ {（時間依存でない）Ric ≥ 0}} ⊂ {D ≥ 0} ⊂ {優Ricci流}

が得られる．条件D ≥ 0を満たす幾何学流の例として，非負Ricci曲率のRiemann多
様体およびRicci流以外では以下が知られている：

• Ricci流と熱方程式の混合流（List [32]）；
• Ricci流と調和写像流の混合流（Buzano [11]）；
• 非負断面曲率のLorentz多様体内の空間的超曲面に対する平均曲率流；
• 捩れKähler-Ricci流．

Perelman [40]はRicci流に沿ったW-汎函数および簡約体積に対する単調性やHarnack

評価を開発したが，[10], [23], [22], [13]等において条件D ≥ 0を満たす幾何学流に拡張
された．またTopping [47], Lott [35]はPerelman [40]のL-距離をコストとするL-最適
輸送を導入した．Ricci流に対し [47]ではL-Wasserstein距離の単調性，[35]ではエント
ロピーの凸性が示されている．これらも [23]でより一般の幾何学流に拡張された．
最近Flaim-Hupp [20]は条件D ≥ 0に関する包括的研究を行い，この条件の幾何学的

解釈と定理1に類する種々の特徴付けを与えている．本小節の残りでそれらを紹介して
いくが，（例えばPerelman [40]のL-幾何と同様に）ここでは逆向き時間パラメーター τ

を採用する．時間発展する計量を備えたn次元コンパクト多様体 (M, (gτ )τ∈(τ1,τ2)⊂[0,∞))

に対し，Perelman [40]は次の (n+ 1 + L)-次元Riemannian多様体 (M̃, g̃)を導入した：

M̃ := M × (τ1, τ2)× SL, g̃ := (gτ )ij dx
idxj +

(
H +

L

2τ

)
dτ 2 + τ(gSL)αβ dy

αdyβ.

さらに (M, (gτ )τ∈(τ1,τ2))が逆向きRicci流の場合，L→∞として (M̃, g̃)は漸近的にRicci

平坦であることを指摘している．この考察および (M̃, g̃)上のBishop-Gromovの単調性
を念頭に，Perelman [40]は簡約体積の単調性を導出している．
条件D ≥ 0について，[20]では “無限次元”Riemann多様体 (M̃, g̃)上のRicci曲率の
漸近的非負性という解釈が与えられている：
命題 5 ([20]). 以下は同値である：

• (M, (gτ )τ∈(τ1,τ2))はD ≥ 0を満たす；

• (M̃, g̃)はRic ≥ O(L−1)を満たす（L→∞）．
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注意 3. “無限次元”Riemann多様体 (M̃, g̃)については，近年いくつかの興味深い研究が
行われている．Cavezas-Rivas-Haslhofer [12]は (M̃, g̃)に対してNaber [38]によるRicci

曲率の両側有界性の特徴付けを適用することにより，先述のHaslhofer-Naber [24]によ
るRicci流の特徴付けを導出している．またBustamante-Reiris [9]は (M̃, g̃)に対して，
非負Ricci曲率のRiemann多様体上のGreen関数に対するColding [17]の単調性を適用
することにより，W-汎函数の単調性を導出している．
特徴付けであるが，先述のL-最適輸送の言葉で与えられる．L-最適輸送に関する用語

を手短に振り返る．時間発展する計量を備えたn次元コンパクト多様体(M, (gτ )τ∈J⊂[0,∞))

を考える．曲線γ : [τ, σ]→Mに対し，L-弧長は次で与えられる：

L(γ) :=

∫ σ

τ

√
η
(
|γ̇|2 +H

)
dη.

時空の二点 (x, τ), (y, σ) ∈M × J (τ < σ)に対し，そのL-距離が
Lτ,σ(x, y) := inf

γ
L(γ)

により定義される．ただし下限は曲線γ : [τ, σ]→ Mでγτ = xおよびγσ = yをみたす
もの全体に渡ってとる．さらに確率測度µ, ν ∈ P(M)に対し，L-Wasserstein距離が

WLτ,σ(µ, ν) := inf
π

∫
M×M

Lτ,σ(x, y) dπ(x, y)

により定義される．ここで下限はµとνの間のカップリングπ全体に渡ってとる．
定理 1に対応する形で，Flaim-Hupp [20]は条件D ≥ 0に対し次の特徴付けを示した：

定理 6 ([20]). 以下は同値である：
(D1) (M, (gτ )τ∈J)はD ≥ 0を満たす；
(D2) 勾配評価：任意の τ, σ ∈ J (τ ≤ σ)およびu ∈ C∞(M)に対し，

|∇Pτ,σu|2 − 2τ∆Pτ,σu− τ 2H ≤ Pτ,σ
(
|∇u|2 − 2σ∆u− σ2H

)
+
n

2
(σ − τ);

(D3) 輸送評価：任意の τ, σ ∈ J (τ < σ), µ, ν ∈ P(M)およびα > 1に対し，
√
αWLατ,ασ(P̂τ,ατµ, P̂σ,ασν) ≤ WLτ,σ(µ, ν) + n(α− 1)(

√
σ −
√
τ);

(D4) エントロピーの凸性：任意の τ, σ ∈ J (τ < σ), µτ , µσ ∈ P(M)およびWLτ,σ-測
地線 (µη)η∈[τ,σ]に対し，以下は変数η−1/2について凸である：

η 7→ Entη(µη)− Entτ (µτ ) +
1

2
√
η
WLτ,η(µτ , µη) +

n

2
log
(η
τ

)
.

3.2. 主結果の概要
Bamler [4]による非崩壊Ricci流の列のF-極限の正則性の証明の要点の一つは，Nashエ
ントロピーの単調性に関する概剛性を調べることである．國川氏との共同研究 [30]で
は，それらの概剛性定理を条件D ≥ 0を満たす幾何学流に対して拡張した．また [4]に
おける議論を精査する中で，Ricci流に対しても新しい知見として，スカラー曲率に纏
わるとある積分量の概恒等定理を得た．これは [4]においてアプリオリに得られるか不
明と言及されていた主張である．講演ではこれらの詳細を述べる予定である．
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On the Classification of Vaisman Manifolds with
Vanishing First Basic Chern Class

Lucas H. S. Gomes

大阪大学理学研究科

1 導入
(M,J, ω)をコンパクトかつ連結なエルミート多様体とし、dimC M ≥ 2を仮定する.ある

1次閉微分形式 θ(Lee形式という)で dω = θ ∧ ωをみたすものが存在するときは、(J, ω, θ)が
LCK(locally conformally Kählerの略)構造と呼ばれる。
非完全 Lee形式付きのコンパクトな LCK多様体はケーラー計量を持たないことが知ら

れている。したがって非ケーラー幾何学の一部である。∇gθ = 0であるとき、LCK構造は
Vaisman構造と呼ばれる。この場合はMが自然な foliation構造をもつ。U := θ#と V = JU
をとると、U と V は正則リーマン foliationΣを定めることが分かる。この foliationは基本形
式 ωを横断成分と接成分に分解する。その横断成分は横断的なケーラー形式であることが
知られているので、foliation版を考えることでケーラー幾何学より様々な手段がVaisman多
様体に応用できる。Vaisman多様体の典型的な例としては Hopfと小平-Thurston多様体が
ある。
ケーラー多様体上では、Calabi-Yau条件が 1次Chern類 c1(M)の消滅として表現できる。

この条件よりBeauvilleとBogomolov([1, 2])は分解定理を得た。その定理によると、Calabi-
Yau多様体に関して、複素トーラスと単連結な多様体の積である有限正則な被覆空間が存在
する。特に、十分大きな 1次Betti数 b1に対して、Calabi-Yau多様体は複素トーラスに双正則
であることが示せる。非ケーラー多様体において、c1(M) = 0の条件はそのような分解結果を
得るのに、十分ではない。Vaisman多様体において、Istrati([4])は多様体の 1次Bott-Chern
　Chern類が消滅することを考えて、同様の分解結果を示した。特に、b1が十分大きいとき、
Vaisman多様体は小平-Thurston多様体と双正則である。
この講演では横断的な 1次Chern類 c1,B(M)(basic 1次Chern類という)が消滅するVais-

man多様体を考えることにする。Istratiと異なる手法を用いて、次の結果を得た ([3])。

Theorem 1. (M,J, ω, θ)を dimR M = 2n + 2であり、b1(M) = 2n + 1かつ c1,B(M) = 0
を満たすVaisman多様体とする. このとき、M は小平-Thurston多様体と微分同相であり、
J は左不変である。さらに、標準 foliation Σはレギュラーであり、次のようにM はM の
Albaneseトーラス上のファイバー束であることが分かる。

T 2 −→M
αx0−−→ Alb(M)

このとき、ファイバーがΣの葉（複素トーラスと双正則）である写像 αx0はAlbanese写像で
ある。
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c1,B(M)　 = 0の条件の下で、foliationのコホモロジー上のある制約によって、1次Betti
数が 2n+ 1で抑えられる。
次の三つの段階に分けて、主定理を証明する。
まずは、一般的なVaisman多様体のAlbaneseトーラスとAlbanese写像を考える。Albanese

写像が任意の点に対して最大ランクをもつとき、標準 foliation Σはレギュラーであり、Mは
上記のようなファイバー束となることが示せる。
次に、Mと小平-Thurston多様体との微分同相写像を得るために、b1 = 2n+1かつMの

すべての 1次 basic調和形式が一定の長さをもつ場合を考える。1次 basic調和空間の双対空
間を考えて、その空間の特別な基底をとれば、仮定から生じる foliation構造への強い制約に
より、ベクトル場の流れを用いて、その小平-Thurston多様体との同相写像が得られる。そ
の仮定の下で、Albanese写像は任意の点に対して最大ランクをもつことが示せる。
最後に、横断的なCalabi-Yau定理と c1,B(M) = 0の条件を用いて、すべての 1次 basic調

和形式が一定の長さをもつVaisman構造になるように、最初の構造を変形する。そこで、[5]
でOrneaと Slesarが紹介したVaisman変形理論を応用する。

2 標準 foliationから誘導されるbasicコホモロジー
この節では、本稿を通して用いる basicコホモロジーについて説明する。このコホモロ

ジー論はVaisman多様体の標準 foliation Σによって誘導されるコホモロジーで、この設定
に最も適切なコホモロジーである。次に、basic微分形式空間を定義する。

A∗
B(M) := {ω ∈ A∗(M) | ιXω = 0 and LXω = 0 ∀X ∈ TΣ}

dB := d|A∗
B
を定義すれば、(A∗

B(M), dB)がコチェイン複体となることが分かる。そのコチェ
イン複体のコホモロジーH∗

B(M) := ker dB
Im dB

が basicコホモロジーと呼ばれる。
リーマン多様体のHodge理論のように basic　Laplacian ∆Bが定義できる。その場合は、

H∗
B(M) := ker∆Bを basic 調和微分形式空間という。同様に、basic　Dolbeault微分形式空
間なども定まる。Vaisman多様体上で、H∗

B(M) = H∗
B(M)が成立し、basicなHodge分解定

理も成り立つことが知られている。特に、H1
B(M) = H1,0

B (M)⊕H0,1
B (M)が成立する。

MのChern接続より、MのChern-Ricci形式ρを考える。そのとき、ωとρは次の横断成分
と接成分に分かれることが分かる。ω = ω0+θ∧Jθ, ρ = ρ0+ρΣ。このとき、ρ0, ω0　 ∈ A2

B(M)
となり、ρ0は横断的なケーラー形式ω0に関する横断的なChern-Ricci形式と呼ばれる。ρ0は
閉形式なので、次の定義ができる。

Definition 2. M をVaisman多様体とする。c1,B(M) := [ρ0]B ∈ H2
B(M)をM の 1次 basic

Chern類と呼ぶ。

3 Vaisman多様体のAlbaneseトーラス
M を Vaisman多様体とする。Ωp(M)をM 上の p次正則形式空間とし、群準同型 ϕ :

H1(M)→ (Ω1(M))∗を次のように定義する。

ϕ([γ]) =

∫
γ

∣∣∣∣
Ω1(M)

.
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Definition 3. 位相空間Alb(M) := (Ω1(M))∗�ϕ(H1(M))をMのAlbaneseトーラスという。

Alb(M)が複素トーラスを定めることは定義から明らかではない。実ベクトル空間として
の (Ω1(M))∗にϕ(H1(M))が格子を定めることを示せばよい。Mがコンパクトなケーラー多様
体の場合、Alb(M)は実次元が b1(M)の複素トーラスであることが知られている。Vaisman多
様体に対しても、同様な結果が得られる。柏田とVaismanがVaisman多様体上で、H1(M) =
H1

B(M)⊕R[θ]が成り立つことを証明した。さらに、塚田がすべての 1次正則形式が basic調
和形式であることを示した。これにより、次の結果が得られる。

Theorem 4. M をVaisman多様体とする。そのとき、Alb(M)は dimR Alb(M) = b1 − 1を
満たす複素トーラスである。

その−1の部分は上記の柏田-Vaismanの 1次コホモロジー群の分解より、Lee形式由来の
ものである。

Alb(M)が複素トーラスであることを用いて、Albanese写像が定義できる。

Definition 5. x0 ∈ M を固定する。以下のように定義される写像 αx0 : M → Alb(M)は
well-definedでM のAlbanese写像と呼ばれる。

αx0(x) :=

[∫ x

x0

]
ケーラー多様体のAlbanese写像と同様に、他の点 x1 ∈M をとると, Alb(M)上のある左

移動 Lで、αx1　 = L ◦ αx0が成り立つ。

Theorem 6. MをVaisman多様体とする。　 b1(M) = dimR M−1が成立するかつAlbanese
写像 αx0が任意の点に対して最大ランクをもつことを仮定する。そのとき、標準 foliation　
Σはレギュラーであり、次のようにM はAlbaneseトーラス上のファイバー束である。

T 2 −→M
αx0−−→ Alb(M)

このとき、αx0のファイバーがΣの葉（複素トーラスと双正則）である。

4 長さが一定の1次basic調和形式をもつVaisman多様体
まずは、小平-Thurston多様体の定義とスタンダード Vaisman構造を思い出しておく。

2n+ 1次元のHeisenbergリー群H2n+1を次の行列のリー群として定義する。

H2n+1 :=


1 x z

Idn yT

1

 ∣∣∣∣∣∣ x,y ∈ Rn, z ∈ R


これは格子が存在するような 2-ステップ冪零リー群である。可解多様体M = Γ\Gとは連結
かつ単連結な可解リー群の格子 Γによるコンパクトな商多様体のことである。Gが冪零であ
る場合、M を冪零多様体と呼ぶ。G = R × H2n+1のときは、M を小平-Thurston多様体と
いう。
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小平-Thurston多様体M = Γ\(R×H2n+1)を考える。gをR×H2n+1のリー代数とする。
このとき、[Xi, Yi] = Zかつ T と Zが中心の元となるようなベクトルXi, Yi, T, Zが存在し、
g = RT ⊕ spanR {Xi, Yi, Z}iが成り立つ。JXi := Yi、JZ = −T とすると、M 上で、左不変
な複素構造 J が定義できる。さて、次のようにM 上で定義される左不変形式を考える。

ω :=
∑
i

X∗
i ∧ Y ∗

i − T ∗ ∧ Z∗ θ := T ∗.

(J, ω, θ)の組はM のスタンダードVaisman構造と呼ばれるVaisman構造を定める。

Definition 7. 任意の basic形式 α は |α|g が定数関数のとき、長さが一定であるという。
(M,Σ, g)はすべての α ∈ H1

B(M)に対し、長さが一定であるとき、長さ一定の 1次 basic
調和形式をもつという。

あるVaisman多様体が長さ一定の 1次 basic調和形式をもつと仮定すれば、極化恒等式に
よって、任意の二つの 1次 basic調和形式の各点内積が一定である。したがって、H1

B(M)の
正規直交基底を考えて、その基底の双対をとると、ノーマル束N = (TΣ)⊥の各点で線形独
立な大域切断の集合となる。H1(M) = H1

B(M)⊕R[θ]であるから、b1 > dimRM − 1が成り
立つとき、dimRH1

B(M) = dimR H
1
B(M) > dimR M − 2となるが、dimR N ≤ 2nより、それ

はあり得ない。b1 = dimR M − 1となるときは、その大域切断の集合がN の基底であること
が分かる。その集合のベクトル場と U と V の流れを用いて、次の結果が得られる。

Theorem 8 ([3]). (M,J, ω, θ)を長さ一定の1次basic調和形式をもつ実次元2n+2のVaisman
多様体とする。b1(M) = 2n+ 1と仮定する。そのとき、M は小平-Thurston多様体と微分同
相であり、J はスタンダード左不変な複素構造となる。

5 Vaisman変形
横断的なCalabi-Yau定理を思い出しておく。　

Theorem 9. (M,F , ω0)を 横断的なケーラー foliated多様体とする。そのとき, 任意の ρ ∈
c1,B(M)に対して、一意に横断的なケーラー形式 ω1 ∈ [ω0]B が存在し、ρは ω1の横断的な
Chern-Ricci形式となる。

この研究の設定では、c1,B(M) = 0なので横断的なRicciフラットな横断的なケーラー形
式が見つけられる。Bochner手法の foliation版を用いて、次の結果が示せる。

Proposition 10. (M,F , g)を横断的なRicciフラットなリーマン foliated多様体とする。そ
のとき、すべての 1次 basic調和形式は横断平行である。特に、長さは一定である。

定理 9を用いてとった ω1がM 上のあるVaisman構造の横断的なケーラー形式となるこ
とを確認する必要がある。そのために、Ornea-Slesar([5])のVaisman構造変形を紹介する。

(M,J, ω, θ)をVaisman多様体として、以下のベクトル束の完全列を考える。

0→ TΣ→ TM −→ Q :=
TM

TΣ
→ 0
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J はQ上の複素構造 J̄ に射影される。　次の集合を定義する。

V(J, ω, θ) := {Vaisman構造 (J ′, ω′, θ′) | θ′ = θ, U ′ = U, V ′ = V and J̄ ′ = J̄}
C(M,J, ω0) := {ζ ∈ A1

B(M) |　ω0(X, JX)− dζ(X, JX) > 0 for all X ∈ N}.

V(J, ω, θ)の元をVaisman変形と呼ぶ。その二つの集合の元は 1対 1に対応することが示せる。
Theorem 11 ([3]). 以下のようにC(M,J, ω0)と V(J, ω, θ)の間の全単射が定義できる。

C(M,J, ω0)←→ V(J, ω, θ)

ζ 7→

{
J ′ := J − ζ ⊗ U − (ζ ◦ J)⊗ V

ω′ := −dJ ′θ + θ ∧ J ′θ　
ζ := J ′θ − Jθ ←[ (J ′, ω′, θ)

特に、上の対応を用いて、任意の ω1 ∈ [ω0]BがほかのVaisman構造の基本形式の横断成
分となることが示せる。さらに、次の結果が証明できる。
Theorem 12 ([3]).

(1) Vaisman構造 (J0, g, θ)のVaisman変形より得られた複素構造 J は J0の複素構造の大
域変形である。

(2) M を小平-Thurston多様体とし、(J, ω, θ)をM 上における左不変な JをもつVaisman
構造とする。そのとき、(J, ω, θ)のVaisman変形より得られた複素構造は左不変である。

上の結果と横断的なCalabi-Yau定理を用いて、主定理が証明できる。横断的なRicciフ
ラットな計量を得たあと、上のようにVaisman構造を変形すると、長さが一定の 1次 basic
調和形式をもつVaisman構造を得る。定理 8によって、その構造より小平-Thurston多様体
との微分同相ができて、定理 12より、最初の J が左不変となる。最後に、Albanese写像が
各点に最大ランクをもつことを示す必要がある。左不変な複素構造をもつ小平-Thurston多
様体で、Dolbeaultコホモロジー版の野水定理が使える。そうすると、各点に対して、M 上
の 1次正則形式の基底を得て、その基底の双対を用いて、αx0の微分を直接計算すると、す
べての点に対して最大ランクをもつことが示せる。
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甘中–東條によって一般化された Hurwitz–Radon数の
幾何学的な意味付け

宮地 宗人 (広島大学大学院先進理工系科学研究科)∗

1 研究の背景
Hurwitz–Radon 数は, 二次形式の合成問題に起源を持つ整数であり, 正の整数 N を

N = 24a+b(2c+ 1) (a, c ∈ Z≥0, 0 ≤ b ≤ 3)

と表すとき，
ρ(N) = 8a+ 2b

で定義される. Adams は，球面 SN−1 上の各点で一次独立なベクトル場の最大本数が
ρ(N)− 1 であることを示すことで Hurwitz–Radon数を幾何学的に特徴付けた [1].

近年，甘中–東條 は Hurwitz–Radon 数を，実簡約リー代数とその忠実表現の枠組みで
一般化した [3]. 以下, (g, ι)を実簡約リー代数 gとその忠実表現 ι : g→ gl(N,C) の組と
する. ι(g)は, ある CN 上の正定値エルミート形式に関する随伴で閉じていると仮定する.

このとき, 対合自己同型 θ : g→ g であって

〈ι(X)v, w〉 = −〈v, ι(θ(X))w〉 (X ∈ g, v, w ∈ CN)

を満たすものが存在する. θ の固有空間分解を g = k⊕ p と書く. ここで, kと pはそれぞ
れ固有値 1と −1に対応する固有空間である. gが半単純ならば, gとその任意の忠実表
現は上記の仮定を満たし, θはカルタン対合である.

定義 1 (甘中–東條 [3]). 上記の設定のもとで, 整数 ρ(i)(g, ι) (i = 1, 2)を, 次を満たす R-

線形写像 f : Rn → pが存在するような最大の nとして定義する.

• ρ(1)(g, ι): 任意の v ∈ Rn に対して, ι(f(v))2 = ‖v‖2IN が成り立つ.

• ρ(2)(g, ι): 任意の v ∈ Rn\{0}に対して ι(f(v)) が可逆である.

明らかに
ρ(1)(g, ι) ≤ ρ(2)(g, ι)

が成り立つ.

例 2. ι : so(N,N)→ gl(2N,C)を標準表現とする. このとき,

ρ(1)(so(N,N), ι) = ρ(2)(so(N,N), ι) = ρ(N)
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が成り立つ.

したがって, ρ(1)(g, ι) および ρ(2)(g, ι) は Hurwitz–Radon 数の一般化とみなすことが
できる. 甘中–東條は古典型リー代数 gとその標準表現 ιに対してこれらの値を決定して
おり, g 6= sl(2N + 1,D) (D = R,C,H, N ≥ 1)ならば,

ρ(1)(g, ι) = ρ(2)(g, ι)

が成り立つ.

さらに, 甘中–東條は, 特定の対称空間 G/H と表現 ι : g → gl(N,C) に対して,

Spin(n, 1) が G/H に proper に作用できるような最大の n が ρ(1)(g, ι) であることを
示した.

Hurwitz–Radon数は球面上のベクトル場によって特徴付けられた. さらに, 甘中–東條
は表現論の枠組みで Hurwitz–Radon数を一般化した. そこで自然な問題として, より幾
何学的な枠組みで ρ(1)(g, ι)と ρ(2)(g, ι)を再定式化できないかという問題が考えられる.

本講演では, この問題を G-多様体の枠組みで考える. まず, G-多様体上の各点で一次独
立な基本ベクトル場の最大本数を表す不変量 ρG,s(M,σ) を導入し, ρ(2)(g, ι) がこの不変
量の特別な場合であることを紹介する. これにより, ρ(2)(g, ι)は各点で一次独立な基本ベ
クトル場の最大本数として意味付けられる.

次に, アフィン接続を備えた G-多様体に対して, 不変量 ρ±G,s(M,σ,∇) を導入し,

ρ(1)(g, ι)が ρ−G,s(M,σ,∇)の特殊な場合であることを紹介する. さらに，ρ+G,s(M,σ,∇)と
複素構造や四元数構造の一般化として知られているリーマン多様体上のクリフォード構
造との関係について説明する.

2 ρ(2)(g, ι)の幾何学的な意味付け
この節では, G-多様体に対して整数 ρG,s(M,σ) を定義し, ρG,s(M,σ) が甘中–東條に

よって定義された ρ(2)(g, ι)の拡張であることを紹介する. これにより, ρ(2)(g, ι)の幾何学
的な意味付けが与えられる.

Gをリー群, M を G-多様体, σをその群作用とする. また, s ⊂ g = Lie(G)を部分ベク
トル空間とする.

定義 3. A ∈ gに対して, ベクトル場 XA ∈ X(M)を

XA : M → TM, p 7→ (dσp)e(A)

で定義し, Aに対応する基本ベクトル場と呼ぶ. ここで, σp : G → M, g 7→ σ(g, p)であ
る. 特に, A ∈ sのときは, XA を (G, s)-基本ベクトル場と呼ぶ.

G-多様体に対して次の整数を定義する.
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定義 4.

ρG,s(M,σ) := max

{
n ∈ N

∣∣∣∣ M 上の各点で一次独立な n 本の
(G, s)-基本ベクトル場が存在する

}
.

以下, N ≥ 2とし, φ : SL(N,R)→ GL(N,R)を標準表現とする.

例 5.
ρSL(N,R),sl(N,R)(RN\{0}, φ) = ρ(N).

このように, ρG,s(M,σ)は Hurwitz–Radon数を特殊な場合として含む. 他にもいくつ
かの例を紹介する.

例 6. sl(N,R) = k⊕ pをカルタン分解とする. このとき,

ρSL(N,R),p(RN\{0}, φ) = ρ

(
N

2

)
+ 1.

ここで, N が奇数のときは ρ
(
N
2

)
= 0としている.

例 7.
ρSL(N,R),sl(N,R)(RPN−1, φ) = ρ(N)− 1.

例 8. sl(N,R) = k⊕ pをカルタン分解とする. このとき,

ρSL(N,R),p(RPN−1, φ) = 0.

主結果の一つとして以下を得る.

定理 9. Gを実簡約リー群, φ : G→ GL(N,C) をリー群準同型とし, ι = (dφ)e が単射で
あるとする. また，g = k⊕ pを ιから定まる固有空間分解とする. このとき,

ρG,p(CN\{0}, φ) = ρ(2)(g, ι)

が成り立つ.

系 10. 上の定理の仮定のもとで，n ∈ N に対し，次は同値である.

(1) n ≤ ρ(2)(g, ι).

(2) CN \ {0} 上の各点で一次独立な n 本の (G, p)-基本ベクトル場が存在する.

したがって, ρ(2)(g, ι)は各点で一次独立な基本ベクトル場の枠組みによって意味付けら
れる.

3 ρ(1)(g, ι)の幾何学的な意味付け
この節では, G-多様体とそのアフィン接続に対して整数 ρ±G,s(M,σ,∇)を定義し, ρ− が

甘中–東條によって定義された ρ(1)(g, ι)の拡張であることを紹介する.
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Gをリー群, s ⊂ gを部分ベクトル空間,M を G-多様体, σ をその群作用とする. また,

∇ : X(M)× X(M)→ X(M)をM 上のアフィン接続とする. さらに,

∇Ms := {∇XA | A ∈ s} ⊂ EndC∞(M)(X(M))

とおく.

G-多様体とそのアフィン接続に対して次のように整数を定義する.

定義 11. ϵ ∈ {±1} に対し，ρϵG,s(M,σ,∇) を，次を満たす R-代数準同型 f : Clϵn →
EndC∞(M)(X(M)) が存在するような最大の n として定義する.

• f(ei) ∈ ∇Ms (i = 1, . . . , n).

ここで, Cl+n = Cln，Cl−n = Cl0,n とする.

主結果の一つとして以下を得る.

定理 12. Gを実簡約リー群, φ : G → GL(N,C)をリー群準同型とし, ι = (dφ)e が単射
であるとする. また, ∇ : X(CN\{0})× X(CN\{0}) → X(CN\{0})を CN\{0}上の標準
平坦アフィン接続とし, g = k⊕ pを ιから定まる固有空間分解とする. このとき,

ρ−G,p(C
N\{0}, φ,∇) = ρ(1)(g, ι)

が成り立つ.

系 13. 上の定理の仮定のもとで，n ∈ N に対し，次は同値である.

(1) n ≤ ρ(1)(g, ι).

(2) ある R-代数準同型 f : Cl0,n → EndC∞(CN\{0})(X(CN\{0})) が存在して, 各 i ∈
{1, ..., n}に対して, f(ei) ∈ ∇CN\{0}pが成り立つ.

したがって, ρ(1)(g, ι) は G-多様体とそのアフィン接続の枠組みによって意味付けら
れる.

4 クリフォード構造との関係
この節では, 前節で定義した ρ+G,s(M,σ,∇)とクリフォード構造との関係を紹介する.

(M, g)をリーマン多様体とする. A ∈ End(TM)は, 任意の p ∈ M , v, w ∈ TpM に対
して,

gp(Av,w) = −gp(v, Aw)

を満たすときに歪対称であると呼ぶ. End(TM)の歪対称な元全体を End−(TM)とかく.

定義 14 ([5]). (M, g)上のランク r のクリフォード構造 (E, h, φ)とは, M 上の向き付け
られたランク r のユークリッドベクトル束 (E, h)とクリフォード写像と呼ばれるゼロ写
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像でない代数束準同型 φ : Cl(E, h) → End(TM)の組であって, φ(E) ⊂ End−(TM)を
満たすものを言う.

Gをリー群, M を G-多様体とし, その群作用を σ とする. また, g をM 上の G-不変な
リーマン計量とし, ∇を g の Levi–Civita接続とする.

主結果の一つとして以下を得る.

定理 15. n ∈ Nに対して, 以下は同値である.

(1) n ≤ ρ+G,s(M,σ,∇).

(2) あるランク nのクリフォード構造 (E, h, φ)が存在して, 次を満たす.

• E は自明束である.

• ある h-正規直交枠 s1, . . . , sn ∈ Γ(E)が存在して, 各 i ∈ {1, ..., n}に対して,

φ ◦ si ∈ ∇Msを満たす.

したがって, ρ+G,s(M,σ,∇)はある種のクリフォード構造の存在を決定する.
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The Iwasawa factorization with rotationally
symmetric parts and the Lamé equation

Tadashi Udagawa
Department of Applied Mathemtics, Waseda University

1 Introduction

The Iwasawa factorization of loop groups has been applied in the DPW
method for obtaining a harmonic map into symmetric spaces. The DPW
method was introduced by J. Dorfmeister, F. Pedit and H. Wu (1998 [4]).
For a certain (ΛslnC)σ-valued 1-form ξ on C, the Iwasawa factorization of a
solution ϕ to dϕ = ϕξ leads to a lift of a harmonic map into the symmetric
space, and also provides a method for constructing constant mean curvature
(CMC) surfaces and a solution to the sinh-Gordon equation

wzz = e2w − e−2w.

A fundamental difficulty in this theory is that the Iwasawa factorization is
generally not globally defined. In the compact case, the factorization exists
globally [4], whereas in the noncompact case it is defined only locally near
the identity. For n = 2, J. Dorfmeister, M. Guest, and W. Rossman showed
that a global radial solution of the sinh-Gordon equation is obtained from
a Smyth-type DPW potential [3]. In [2], D. Brander, W. Rossman, and N.
Schmitt [2] studied the Delaunay-type DPW potential

ξ =

(
c λ−1a+ λb

−λ−1b− λa −c

)
dz, a, b, c ∈ R, λ ∈ S1. (1)

and showed that the corresponding solution admits a local Iwasawa factoriza-
tion near z=0. Moreover, the associated CMC surface in R2,1has rotational
symmetry.
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In this talk, we discuss translationally invariant solutions of the sinh ‒
Gordon equation obtained in [11]. Since the solution depends only on the
real part x of z = x + iy, it cannot be defined smoothly on all of C. Conse-
quently, there is no smooth Iwasawa factorization on all of C. Nevertheless,
the solution admits a meromorphic extension, and the Iwasawa factorization
exists on C away from countably many lines. The main result is as follows.

Theorem 1 Let ℘, ζ, σ be the Weierstrass functions with the periods ω1, ω2 ∈
C satisfying

(℘′)2 = 4℘3 − 64

3
(4E2 − 3)a2b2℘− 512

27
(9− 8E2)Ea3b3, (2)

℘
(ω1

2

)
=

8

3
abE =: e1, ℘

(ω2

2

)
=

4ab

k
+

8

3
abE =: e2,

℘

(
ω1 + ω2

2

)
= −(e1 + e2) =: e3, E =

1

2

(
c2

ab
− a

b
− b

a

)
,

k2 + 2Ek + 1 = 0, |k| ≤ 1,

and z0 ∈ C a solution to ℘(z0) = 4a2 + 8
3
abE. Then, ϕ admits the Iwasawa

factorization

ϕ = exp

(
z

(
c λ−1a+ λb

−λ−1b− λa −c

))
= FB,

on C\
{
z = x+ iy | x, y ∈ R, x+ z0 ∈ ω1

2
Z + ω2Z

}
, where F ∈ (ΛSU1,1)σ and

B ∈ (Λ+SL2C)σ is given by

B =

 √
2a

(℘(x+z0)−e1)
1
4

0

0 (℘(x+z0)−e1)
1
4√

2a

 B̂,

B̂ =

(
L(x, λ) 2λbL̃(x, λ)

λ−1

2
b−1
(
L′(x, λ)− ℘′(x+z0)L(x,λ)

2(℘(x+z0)−e1)

)
L̃′(x, λ)− ℘′(x+z0)L̃(x,λ)

2(℘(x+z0)−e1)

)
,

L(x, λ) =
σ(z0)

2σ(x+ z0)

{
σ(x+ z0 − µλ)

σ(z0 − µλ)
eζ(µλ)x +

σ(x+ z0 + µλ)

σ(z0 + µλ)
e−ζ(µλ)x

}
+

16λ2abc

℘′(µλ)

σ(z0)

2σ(x+ z0)

{
σ(x+ z0 − µλ)

σ(z0 − µλ)
eζ(µλ)x − σ(x+ z0 + µλ)

σ(z0 + µλ)
e−ζ(µλ)x

}
,

L̃(x, λ) =
℘(z0)− ℘(µλ)

℘′(µλ)

σ(z0)

σ(x+ z0)

{
σ(x+ z0 − µλ)

σ(z0 − µλ)
eζ(µλ)x − σ(x+ z0 + µλ)

σ(z0 + µλ)
e−ζ(µλ)x

}
,

and ℘(µλ) = 8
3
abE − 4λ2ab.
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The B-factor in the Iwasawa factorization ϕ = FB is governed by the
Lamé equation. The fundamental solutions of the Lamé equation are explic-
itly described in terms of the Weierstrass functions ℘, ζ, and σ [5]. Since these
functions are meromorphic on C, it follows that the Iwasawa factorization
exists on C away from the set

{
z = x+ iy | x, y ∈ R, x+ z0 ∈ ω1

2
Z + ω2Z

}
which is a union of countably many isolated lines.

By substituting the F -factor in the Iwasawa factorization ϕ = FB, we
obtain an explicit parametrization Ψ(F ) = (x1, x2, x3) of the resulting CMC
surfaces associated with the Delaunay potential. From this parametrization,
we see that the surface (x1, x2, x3) can be described in terms of a family of
isometries Rt of R2,1. The function R(x) has singularities along the lines
z = ω1

2
m+ ω2n+ iy (y ∈ R,m, n ∈ Z).

Corollary 1 For any t ∈ R, we have

Ψ(F )(x, y + t)− R(x)

2H
(a+ b, 0, c) =

(
Ψ(F )(x, y)− R(x)

2H
(a+ b, 0, c)

)
Rt,

where Rt ∈ SO(2, 1) is given by

Rt =
1

κ21

 c2 cos t− (a+ b)2 c sin t (a+ b)c(cos t− 1)
−c sin t cos t −(a+ b) sin t

−(a+ b)c(cos t− 1) −(a+ b) sin t c2 − (a+ b)2 cos t

 .

We can compute that Ψ(F ) = (x1, x2, x3) satisfies(
x1 −

(a+ b)

2H
R(x)

)2

+ x22 −
(
x3 −

c

2H
R(x)

)2
=

L(x)2

4H2κ21
. (H)

Hence, for any fixed (x), the resulting surface Ψ(F ) lies in the plane

passing through the point R(x)
2H

(a + b, 0, c) with normal vector n = (a +
b, 0,−c), and the corresponding curve Ψ(F ) in this plane is an ellipse or a
hyperbola. We illustrate this below.

If time permits, we will also discuss a higher-rank generalization corre-
sponding to the n = 3 Delaunay-type potential [11]. In this case, the Gauss
‒ Codazzi equation reduces to the Tzitzeica equation, whose solutions can
be described explicitly in terms of Weierstrass elliptic functions. As an ap-
plication, we obtain translationally invariant hyperbolic affine spheres and
classify them according to their slice curves.

186



a+b
2H
R

c
2H
R

vn

x1

x3

|L|
2|H|κ1

√
c2+(a+b)2

c2−(a+b)2

|L|
2|H|κ1

v

x2

Figure 1: The intersection of the plane and Ψ(F ) (c2 > (a + b)2), where
v = (a+ b, 0, c).
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R
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2|H|κ1

· c2+(a+b)2
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v
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Figure 2: The intersection of the plane and Ψ(F ) (c2 < (a + b)2), where
v = (a+ b, 0, c).
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parts and the Lamé equation , Tohoku Math. J. , to appear .

[11] T. Udagawa, Noncompact Iwasawa factorization and translationally
invariant hyperbolic affine spheres, in preparation –.

[12] E. Whittaker and G. Watson, A course of modern analysis. Reprint
of the fourth (1927) edition, Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1996.

188



コンパクト等質空間の組合せ論的一般化と調和解析

中田 彬文（広島大学）

1 導入

有限等質空間やその一般化であるコンパクト等質空間では調和解析が展開でき，Peter–Weyl の
定理や Plancherel の定理，畳み込み定理といった重要な命題が成り立つ [3]．また，有限等質空
間の別の一般化である有限アソシエーションスキームでも同様に調和解析が展開できる [1, 2]．
本講演では，これらの良く知られた事実について振り返った後，これら 2 方向の一般化を統一的
に扱える枠組みとしてコンパクトアソシエーションスキームを定める．さらに，可換なコンパク
トアソシエーションスキームの上で Peter–Weyl の定理や Plancherel の定理，畳み込み定理が成
り立つことなどを紹介する．本稿ではコンパクトアソシエーションスキームの定義と，対応する
Bose–Mesner 代数の構成および基本的な性質までを述べる．なお，本講演の内容は小川健翔氏
（広島大学），奥田隆幸氏（広島大学）との共同研究に基づくものである．

2 振り返り

2.1 コンパクト等質空間上の調和解析

この小節ではコンパクト等質空間上の調和解析における基礎的な事実を紹介する．
G をコンパクト Hausdorff 位相群とする．本稿を通して，空でないコンパクト Hausdorff 空間
であって連続かつ推移的なG作用を備えるものをコンパクト等質G空間と呼ぶ．

X をコンパクト等質 G空間とする．このとき，X 上の G不変確率 Radon測度 µX が一意に存
在し，G上の確率 Haar測度の標準的な押し出しと一致する．さらに，X 上の µX に関する複素数
値 L2 関数全体の成す Hilbert空間 L2(X)は Gのユニタリ正則表現となる．ここで，X の Hecke
代数（正則表現の自己絡作用素全体の成す代数）の L2(X)への作用を既約分解することを考える．
以下 Hecke 代数が可換な場合のみ考える．また本稿では，Hecke 代数が可換なとき，コンパク
ト等質空間X は可換であると言う．可換コンパクト等質G空間X に対して，次の Peter–Weylの
定理と Plancherel 型の定理が成り立つ．Hecke 代数が可換なので，L2(X) への作用の既約分解と
同時固有空間分解は同じであることに注意する．J を同時固有値の集合とする．すなわち，Hecke

本研究は JSPS科研費 23KJ1641の助成を受けたものである．
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代数 Aからの代数準同型 j : A → Cに対して，

L2
j (X) :=

{︂
v ∈ L2(X)

⃓⃓⃓
∀T ∈ A, T v = j(T ) · v

}︂
と定め，J :=

{︂
j : A → C

⃓⃓⃓
j : 代数準同型, L2

j (X) ≠ 0
}︂
と定める．

事実 2.1（Peter–Weylの定理） 可換コンパクト等質空間X に対して，次が成り立つ．
1. j ≠ j′なる j, j′ ∈ J に対して，L2

j (X)と L2
j′(X)は L2(X)の部分空間として互いに直交する．

2. 任意の j ∈ J に対して dim L2
j (X) < ∞と L2

j (X) ⊂ C(X)が成り立つ．
3.

∑︁
j∈J L2

j (X) ⊂ C(X)は一様ノルムに関して稠密である．

X2 への対角 G 作用を考え，その軌道空間 X2/diag G を I と書き，商写像を R : X2 → I
と書く．このとき，I はコンパクト Hausdorff 空間であり，I 上の測度 µI を積測度 µX ⊗ µX

の R による押し出しを用いて µI := R∗(µX ⊗ µX)/µX(X) と定める．また，J 上の測度 µJ

を µJ ({j}) := mj := dim L2
j (X) で定める．さらに，各 j ∈ J に対して，L2

j (X) の再生核
Kj ∈ C(X2)が定まる．以上を用いて Plancherel型の定理を述べる．

事実 2.2（Plancherel型の定理） 可換コンパクト等質空間X に対して，次が成り立つ．
1. 各 j ∈ J に対して，Qj ◦ R = Kj なるQj ∈ C(I)が一意に存在する．
2.

{︂
Qj/

√
mj

}︂
j∈J
は L2(I)の完全正規直交系を成す．

3. 各 f ∈ L2(I)に対して，J 上の関数 ˆ︁f を
ˆ︁f : J → C, j ↦→ 1

mj
⟨Qj |f⟩L2(I)

と定める．このとき， ˆ︁f ∈ L2(J )である．
4.（Plancherel型の定理）Fourier変換 L2(I) → L2(J ), f ↦→ ˆ︁f は等長同型写像である．

2.2 有限なアソシエーションスキーム

この小節ではアソシエーションスキームの定義と基礎的な事実を紹介する．アソシエーションス
キームとは「有限等質空間から群作用を忘れつつ，対称性は憶えている空間」であり，具体的な定
義は次で与えられる．

定義 2.3 X, I を有限集合とし，R : X2 → I を商写像とする．ここで次の 3つが成り立つとき，
Rをアソシエーションスキーム（AS）と呼ぶ．

(AS1) R−1(i0) =
{︁
(x, x) ∈ X2 ⃓⃓

x ∈ X
}︁
なる i0 ∈ I が存在する．

(AS2) 任意の i1, i2, k ∈ I に対して，ある pk
i1,i2 ∈ Z≥0 が存在して，任意の (x, z) ∈ R−1(k)に

対して
pk

i1,i2 = # {y ∈ X | R(x, y) = i1, R(y, z) = i2}

が成り立つ．この pk
i1,i2 を交差数と呼ぶ．
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(AS3) 任意の i ∈ I に対して，R−1(i⊤) = R−1(i)⊤ :=
{︁
(y, x) ∈ X2 ⃓⃓

(x, y) ∈ R−1(i)
}︁
なる

i⊤ ∈ I が存在する．
さらに，次の (AS4)（resp. (AS5)）が成り立つとき，Rは可換（resp. 対称）であると言う．

(AS4) 任意の i1, i2, k ∈ I に対して pk
i1,i2 = pk

i2,i1 が成り立つ．
(AS5) 任意の i ∈ I に対して，i⊤ = iが成り立つ．

注意 2.4 対称な ASは可換である．

例 2.5 ASの例を図にしたものを 3つ挙げる．それぞれ，I を色の集合とみなし，R : X2 → I を
用いてX2 を分割・彩色した図である．

図 1 対称な AS 図 2 対称でない可換な AS 図 3 可換でない AS

続いて，AS R : X2 → I にとっての Hecke代数である Bose–Mesner代数を定義する．X2 上の
複素数値関数全体の成す空間を Mat(X) と書く．この空間の元は X で添え字付けられた正方行列
とみなせる．各 i ∈ I に対して，R−1(i) ⊂ X2 の指示関数を Ai ∈ Mat(X)と書く．このとき，
{Ai}i∈I は一次独立である．そこで，{Ai}i∈I が張るMat(X)の部分空間を AS Rの Bose–Mesner
代数 (BMA)と呼び，Aと書く．Bose–Mesner代数 Aは次の性質を満たす．
1. (a) Ai0 は単位行列 I に等しい．

(b)
∑︁

i∈I Ai はすべての成分が 1の行列 J に等しい．
2. Aは行列積で閉じる．
3. Aは転置で閉じる．
さらに，AS Rが可換（resp. 対称）なら，次の 4（resp. 5）が成り立つ．
4. A上の行列積は可換である．
5. 任意の A ∈ Aに対して A⊤ = Aが成り立つ．
さらに AS Rが可換な場合，Aには行列積に関する原始冪等元から成る基底 {Ej}j∈J が一意に
存在し，次が成り立つ．
1. #XEj0 = J なる j0 ∈ J が存在する．
2.

∑︁
j∈J Ej = I である．

3. 任意の j ∈ J に対して，Ej = Ej なる j ∈ J が存在する．
4. 任意の j ∈ J に対して，E∗

j = Ej が成り立つ．
また，Peter–Weyl型の定理と Plancherel型の定理が成り立つ．
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定理 2.6（Peter–Weyl 型の定理） X 上の複素数値関数全体の成す空間を Vec(X) と書く．ま
た，各 j ∈ J に対して，Vecj(X)とmj を Vecj(X) := {Ejv | v ∈ Vec(X)}とmj := dim Vecj(X)
で定める．このとき，相異なる j, j′ ∈ J に対して，Vecj(X)と Vecj′(X)は標準内積について互
いに直交する．

定理 2.7（Plancherel型の定理） {Ej}j∈J から {Ai}i∈I への基底変換行列を指標表と呼び，P

と書く．つまり Ai =
∑︁

j∈J P (j, i)Ej が成り立つように指標表 P を定める．このように定義する
と，第一直交関係と第二直交関係

∑︂
i∈I

1
ki

P (j1, i)P (j2, i) = #X

mj1

δj1,j2 ,
∑︂
j∈J

mjP (j, i1)P (j, i2) = #Xki1δi1,i2

が成り立つ．

3 コンパクトアソシエーションスキーム

この節ではコンパクトアソシエーションスキームとその Bose–Mesner 代数を定め，それらの重
要な性質や例を紹介する．まず，コンパクトアソシエーションスキームを定義する．基本的なアイ
デアは交差数を p : k ↦→ ((i1, i2) ↦→ pk

i1,i2)という I2 上の分布を与える写像とみなし，I2 上の測度
を与える写像 p : I → Meas(I2)に一般化することである．

定義 3.1 X, I をコンパクト Hausdorff空間とし，R : X2 → I を商写像とする．ここで次の 3つ
が成り立つとき，Rをコンパクトアソシエーションスキームと呼ぶ．
(CAS1) R−1(i0) =

{︁
(x, x) ∈ X2 ⃓⃓

x ∈ X
}︁
なる i0 ∈ I が存在する．

(CAS2) あるX 上の狭義正 Radon測度 µX が存在して，任意の Borel集合W1, W2 ⊂ I と任意
の k ∈ I に対して，ある pk

W1,W2
∈ R≥0が存在して，任意の (x, z) ∈ R−1(k)に対して

pk
W1,W2 = µX({y ∈ X | R(x, y) ∈ W1, R(y, z) ∈ W2})

が成り立つ．
(CAS3) 任意の i ∈ I に対して，R−1(i⊤) = R−1(i)⊤ なる i⊤ ∈ I が存在する．
さらに，次の (CAS4)（resp. (CAS5)）が成り立つとき，Rは可換（resp. 対称）であると言う．
(CAS4) 任意の Borel集合W1, W2 ⊂ I と任意の k ∈ I に対して，pk

W1,W2
= pk

W2,W1
が成り立つ．

(CAS5) 任意の i ∈ I に対して，i⊤ = iが成り立つ．

注意 3.2 各コンパクト ASにおいて，(CAS2)を満たす µX は正の定数倍を除いて一意である．

注意 3.3 対称なコンパクト ASは可換である．

次に，コンパクト AS R : X2 → I の Bose–Mesner代数を定める．X2 上の複素数値連続関数全
体が成す空間Mat(X)も行列代数と同様に，行列積 ∗や各点積 ◦，転置−⊤，複素共役−の演算を
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備えている．ただし，行列積 ∗は

A ∗ B(x, z) :=
∫︂

y
A(x, y) · B(y, z) dµX

と定めている．ここで，C(I)の Rによる引き戻し A := R∗(C(I))を Rの Bose–Mesner代数と呼
ぶ．Aは (Mat(X), ◦, −, ∥−∥∞)の単位的 C*部分代数であり，次の性質を満たす．
(BMA1) (a) あるネット (IN )N ⊂ Aが存在して，(IN )N は Banach代数 (Mat(X), ∗, ∥−∥∞)の

近似単位元である．
(b) A ∗ J ⊂ CJ である．ただし，J は値 1の定数関数である．

(BMA2) Aは行列積で閉じる．
(BMA3) Aは転置で閉じる．
さらに，コンパクト AS Rが可換（resp. 対称）なら，次の (BMA4)（resp. (BMA5)）が成り立つ．
(BMA4) A上の行列積は可換である．
(BMA5) 任意の A ∈ Aに対して，A⊤ = Aが成り立つ．
ここではコンパクト ASに対して BMAを定めたが，実はコンパクト ASを与えることと BMA

を与えることは等価である．さらに，コンパクト ASの可換性（resp. 対称性）と，対応する BMA
の可換性（resp. 対称性）は同値である．これは有限 ASの場合と同様の結果である．
以上の定義により，コンパクト ASは有限 ASとコンパクト等質空間の共通の一般化となる．

例 3.4（有限なアソシエーションスキーム） 有限 ASはコンパクト ASである．より正確に述べ
ると，有限 ASはコンパクト AS R : X2 → I であって，X と I が有限集合であるものにちょうど
対応する．また，可換性や対称性も整合的に定義されている．

例 3.5（コンパクト等質空間） X をコンパクト等質 G 空間とする．このとき，軌道分解
R : X2 → X2/diag Gはコンパクト ASである．また，BMAは Hecke代数と同型である．
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波面の D4 特異点の幾何
佐治健太郎 ∗

1 波面の D±4 特異点と SO(3) 標準形
定義 1.1. 微分可能写像芽 f : (R2, 0)→ (R3, 0) がフロンタルであるとは写像 ν : (R2, 0)→ R3

が存在して
|ν| = 1, dfp(X) · ν(p) = 0

が任意の p ∈ (R2, 0), X ∈ TpR
2 に対して成り立つときをいう. ここで ν を f の単位法線

ベクトルという. フロンタル f : (R2, 0) → (R3, 0) が波面 (フロント) であるとは単位法線
ベクトル ν に対して写像 (f, ν) : (R2, 0) → R3 × S2 がはめこみであるときをいう. ここで
S2 = {x ∈ R3 | |x| = 1} である.

はめこみ f : (R2, 0) → (R3, 0) は単位法線ベクトル ν をとれば波面であることがわかる. はめ
こみでなくても単位法線ベクトル ν がとれる場合があるので, フロンタル・波面は一般に特異点を
もつ.

定義 1.2. 式 (u, v) 7→ (u, v2, v3) で定義される写像の原点における写像芽に定義域の微分同相写
像芽・像域の微分同相写像芽でうつりあう (A-同値という) ものをカスプ辺 (cuspidal edge) と
いい, (u, v) 7→ (u, 4v3 + 2uv, 3v4 + uv2) に A-同値なものをものをツバメの尾 (swallowtail)と
いう.

これらの特異点の集合はそれぞれ {(u, v) | v = 0}, {(u, v) | 6v2 + u = 0} であり, 原点で
rank df0 = 1 である (余階数 1 という). Cuspidal edge は関数 h : t 7→ t3 に対してその 3 変数の
Morse 関数族

H(t, x, y, z) = t3 + x+ ty

の判別集合
DH = {(x, y, z) |ある tが存在して H(t, x, y, z) = Ht(t, x, y, z) = 0}

のパラメーター表示である. Swallowtail は関数 h(t) = t4 の Morse 関数族
H(t, x, y, z) = t4 + x+ ty + t2z

本研究にあたり, 科研費 22KK0034, 25K07001の支援を受けた.
∗ 神戸大学・大学院理学研究科, saji@math.kobe-u.ac.jp
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の判別集合 DH のパラメーター表示である. 波面に対してジェネリックな特異点 (その特異点のみ
をもつ波面は波面全体の中で稠密・開である)は cuspidal edge と swallowtail であり, 1-パラメー
ターで変形する波面に対してジェネリックな特異点はこれらと他のいくつかの余階数 1 の特異点
と以下で述べる D±

4 特異点である.

定義 1.3. 式

(u, v) 7→ (u2 − v2, u2 + v2, u3 + v3) (+のとき),

(u, v) 7→ (u2 − v2, uv, u3 − 3uv2) (−のとき)

に A-同値であるものを D±
4 特異点という.

これらは変数 (u, v) の D±
4 関数

u3

6
± uv2

2

の Morse 関数族
H(u, v, x, y, z) =

u3

6
± uv2

2
+ xu+ yv + z

の判別集合 DH のパラメーター表示である (図 1). 近年, 特異点をもつ曲線・曲面の幾何学の研究

図 1 D+
4 特異点 (左)と D−

4 特異点 (右)

が盛んに行われているが, 余階数 1 の場合が中心である. 式をみればわかるように D±
4 特異点は余

階数 2 である. 余階数 2 の特異点に対してはどの方向から入射する曲線も正則曲線にならず, 曲面
論や余階数 1 の場合に有効であった手法が使いにくい. このような特異点周辺の微分幾何的性質を
調べたい場合, A-同値は微分幾何的性質を保存しないため, 次のような SO(3) 標準形と呼ばれる
表示を用いて研究する方法がある.

定義 1.4. 写像芽 f, g : (R2, 0) → (R3, 0) が Diff+(2) × SO(3)-同値であるとは向きを保つ微分
同相写像芽 s : (R2, 0)→ (R2, 0), A ∈ SO(3) が存在して

A ◦ f ◦ s−1 = g

が成り立つときをいう.
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定義から Diff+(2)× SO(3)-同値な写像芽は微分幾何的に同じである. ある写像芽の Diff+(2)×
SO(3)-同値に関する代表元で性質の良いものをその写像芽の SO(3) 標準形 (または標準形) と
いう.

2 D±4 特異点の SO(3) 標準形
次が成り立つ.

補題 2.1. (1) D+
4 特異点 f : (R2, 0)→ (R3, 0) に対して座標 (u, v) と φ1(0, 0) と φ2(0, 0) が一

次独立であるような φ1, φ2 : (R2, 0)→ R3 が存在して

fu = uφ1(u, v), fv = vφ2(u, v)

が成り立つ.

(2) D−
4 特異点 f : (R2, 0) → (R3, 0) に対して座標 (u, v) と φ1(0, 0) と φ2(0, 0) が一次独立

であるような φ1, φ2 : (R2, 0)→ R3 が存在して

fu = uφ1(u, v) + vφ2(u, v), fv = −vφ1(u, v) + uφ2(u, v)

が成り立つ.

これらを用いると次が示せる.

定理 2.2 ([4, 5]). (1) 補題 2.1 の (1) の結論をみたすようなフロンタル芽 f : (R2, 0) → (R3, 0)

に対して a ∈ R, b1, b3, c1, c3 ∈ C∞(1, 1), b2, c2 ∈ C∞(2, 1), s ∈ Diff+(2), A ∈ SO(3) が存在
して

A ◦ f(s−1(u, v)) =
(
u2 − v2, a(u2 + v2) + u3b1(u) + u2v2b2(u, v) + v3b3(v), (2.1)

u3c1(u) + u2v2c2(u, v) + v3c3(v)
)

が成り立つ. ただし a > 0, c1(0) ≥ 0, c3(0) ≥ 0 である.

(2)補題 2.1 の (2)の結論をみたすようなフロンタル芽 f : (R2, 0)→ (R3, 0) に対して a ∈ R,

a, b, c ∈ C∞(2, 1), s ∈ Diff+(2), A ∈ SO(3) が存在して

f(u, v) =
(
(u2 − v2)/2 + a(u, v), auv + b(u, v), c(u, v)

)
, (2.2)

j2a(0) = j2b(0) = j2c(0) = 0

が成り立つ. ただし

a(u, v) = a1(u
2, v2) + ua2(u

2, v2) + va3(u
2, v2) + uva4(u

2, v2),

b(u, v) = b1(u
2, v2) + ub2(u

2, v2) + vb3(u
2, v2) + uvb4(u

2, v2),

c(u, v) = c1(u
2, v2) + uc2(u

2, v2) + vc3(u
2, v2) + uvc4(u

2, v2)
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とおくと,

(d1)u + (d1)v

∣∣∣
(u,v)=(t,−t)

= 0, (2.3)

d2 − 2v((d2)u + (d2)v)
∣∣∣
(u,v)=(t,−t)

= 0, (2.4)

d3 + 2v((d3)u + (d3)v)
∣∣∣
(u,v)=(t,−t)

= 0, (2.5)

(d4)u + (d4)v

∣∣∣
(u,v)=(t,−t)

= 0 (2.6)

をみたす. ただし, d = a, b, c.

これらは一意性をみたさないが 3-jet までの標準形で一意性をみたすものが作れる.

定理 2.3 ([4, 5]). 写像芽 f : (R2, 0)→ (R3, 0) は D±
4 特異点とする. このとき, 局所座標 (u, v)

と A ∈ SO(3), a > 0, b30, b03, c30, c03 ∈ R c30 > 0, c03 > 0 が存在して

j3(A ◦ f)(0, 0) =


(
u2 − v2, a(u2 + v2) + b30u

3 + b03v
3, c30u

3 + c03v
3
)

(+)(
u2 − v2, auv + b30u

3 − b03u2v − b30uv2 + b03v
3,

c30u
3 − c03u2v − c30uv2 + c03v

3
)

(−)

となる.

この式の右辺を f(a,b30,b03,c30,c03) と書くことにするとさらに次が成り立つ. D±
4 特異点

f(a,b30,b03,c30,c03), f(a′,b′30,b
′
03,c

′
30,c

′
03)
が定義域の座標変換と像域の SO(3) による変換で 3-jet まで

が一致するようにできるならば
(a, b30, b03, c30, c03) = (a′, b′30, b

′
03, c

′
30, c

′
03)

となる. ここに現れた係数はすべて微分幾何的不変量であり, 与えられた写像芽に対して一意的に
定まるので, 写像の性質を言い表すための言葉として用いることができる.

3 D±4 特異点の幾何学
ここでは定理 2.3 により分かる D±

4 特異点の性質を述べる.

3.1 D+
4 特異点

写像芽 f を D+
4 特異点とし, そのパラメーター表示を定理 2.3 のものとする. このとき f の特

異点集合は {uv = 0} であり, ガウス曲率 K は

K =
1

uv

(c03c30
16a2

+O(1)
)

となり, 自己交差曲線 i(t) は

i(t) =

(
1,−

(
c03
c30

)1/3
)
t+O(2)
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となる. ゆえに, 自己交差のある領域はガウス曲率が常に負である. さらに {v = 0} 上の特異曲率
κs(u) (測地曲率に符号を適切につけたもの)は

κs(u) =
1

u

(
b30

2(1 + a2)3/2
+O(u)

)
となる. 特異曲率の幾何学的意味 [7, Theorem 1.17] から, b30b03 の符号により特異点の近辺での
cuspidal edge の曲がり方は図 2 のようになることがわかる.

図 2 b30b03 > 0 のとき b30b03 < 0 のとき

ベクトル ν を f の単位法線ベクトルとする. 原点を通る平面 ν⊥ を接平面という. また,

γ̂1(v) = f(0, v), γ̂2(u) = f(u, 0) とおくとこれらは特異点集合のパラメーター表示であり, γ̂′′i (0)

(i = 1, 2) は一次独立であることがわかる. これらで生成される直線を特異曲線の接線といい (図
4), 曲面のある部分のこれらの二等分線を中心線という. 中心線の法平面で原点を通るものを法平
面という. 中心線と ν(0) で生成される平面を主平面という (図 3). 次がわかる.

図 3 接平面, 法平面, 主平面

定理 3.1. 写像芽 f : (R2, 0) → (R3, 0) は D+
4 特異点とする. 直交行列 T ∈ O(2) が存在して

0 ∈ R3 の集合芽として T ◦ f(U) = f(U) をみたし, T が恒等写像でないとき, T は
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図 4 中心線 (点線)と特異曲線の接線 (実線)

(1) 接平面に関する折り返し,

(2) 主平面に関する折り返し,

(3) 中心線に関する π 回転

のどれかである. さらに f が定理 2.3 の形であり, 解析的であれば,

(4) 上記の (1) の必要十分条件は b(u, v) = b(−u,−v), c(u, v) = −c(−u,−v) である.

(5) 上記の (2) の必要十分条件は b(u, v) = b(v, u), c(u, v) = c(v, u) である.

(6) 上記の (3) の必要十分条件は b(u, v) = b(−v,−u), c(u, v) = −c(−v,−u) である.

他の特異点の対称性については [2] を参照.

3.2 D−
4 特異点

写像芽 f を D−
4 特異点とし, そのパラメーター表示を定理 2.3 のものとする. このとき f の特

異点集合は原点のみであり, ガウス曲率 K と平均曲率 H は

K =
1

u2 + v2

(
− c230 + c203

4α2
+O(1)

)
,

H =
1

u2 + v2

(a2 − 1

2a
(c30u+ c03v) +O(2)

)
である. また, この式から特異点付近でガウス曲率は負の無限大に発散することがわかる. さらに
平均曲率が発散しないためには a = 1 である必要があることから, Weierstrass 型表現公式

k = Re

∫  (1− g2)h
i(1 + g2)h

2gh

dz.
で与えられた極小曲面 k は gzhz 6= 0 のとき D−

4 特異点をもつことが知られている [3]が, この極
小曲面の定理 2.3にあらわれる不変量 a の値は a = 1 であることがわかる. 一方 k の式の 2-jet

を変形して直接 a = 1 を示すこともできる. 特異点付近でガウス曲率が常に負であることから,
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D−
4 特異点付近には漸近線が存在する. 単位法線ベクトルを ν とし, ν から定まる第二基本形式の
係数を

L = fuu · ν, M = fuv · ν, N = fvv · ν

とし, (0, 2) 対称形式
was = Ldu2 + 2M dudv +N dv2

を考える. ベクトル場 X ∈ X(R2, 0) が was = 0 の解であるとは was(X,X) = 0 のときと定義し,

was = 0 が定める模様とは was = 0 の解の積分曲線のこととする. 次がわかる.

定理 3.2. 写像芽 f は D−
4 特異点とする. このとき座標 (u, v) が存在して was は

j1(Φ∗was) = −v du2 − 2u dudv + v dv2.

をみたす.

ここに現れた (0, 2) 対称形式に対して −v du2− 2u dudv+ v dv2 = 0 が定める模様は [1] によっ
て与えられており, 図 5 のようになる. ここで, was は X の方向に関する二次方程式となってお

図 5 D−
4 特異点付近の漸近線, 定義域 (左)と像 (右)

り, その判別式が原点以外では正であるため, 原点以外では一次独立な 2つの方向が was = 0 の解
となる. その 2つの方向の線種を分けて描いてある.

補題 2.1 の性質を取り出して抽象的な設定下で D±
4 特異点を調べることができる.

4 大域的な公式
M を向き付けられた閉曲面とする.

定義 4.1. 写像 f :M → R3 が余向き付可能な波面であるとは

ν :M → S2 (S2 = {x ∈ R3 | |x| = 1})
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が存在して任意の p ∈M , X ∈ TpM に対して

dfp(X) · ν(p) = 0 かつ (f, ν) : はめこみ

が成り立つときをいう.

波面とは局所的に単位法線ベクトルが特異点を越えて拡張可能なものをいう. 余向き付可能
な波面とはその単位法線ベクトルが M 全体に拡張可能なものである. 余向き付可能な波面
f :M → R3 に対して p ∈M \ S(f) が + の正則点であるとは ν が M の向き付けに対して正の
方向であるときをいい − の正則点であるとは ν が M の向き付けに対して負の方向であるときを
いう. M± を ± の正則点の集合とする.

定理 4.2. 余向き付け可能波面 f :M → R3 は特異点として rank = 1 であり, 高々 peak である
ものと D±

4 特異点のみを持つとする. このとき

2πχ(M) =

∫
M

K dA+ 2

∫
S(f)

κs ds

+
∑

Pi∈S
D

+
4
(f)

(4∠D+
4
(Pi)− 2π) + 2π♯(SD−

4
(f))

2 deg (ν) = χ(M+)− χ(M−) + ♯(P+)− ♯(P−) + ♯((D−
4 )+)− ♯((D

−
4 )−)

が成り立つ. ここで, SD±
4
(f) は f の D±

4 特異点の集合, (D−
4 )± は周囲が ± の正則点であるよう

な D−
4 特異点を表す. また, ∠D+

4
(p) は D+

4 特異点 p に対して, 特異曲線の接線のなす角を表す.

これは D4± 特異点がない場合の同様の公式 [6,7] に D±
4 特異点の寄与が加わった形をしている

([5]). ここで rank df = 1 である特異点についての記号は κs は特異曲率であり, P± は ± の peak

を表す. ただし peak の定義を含めた詳細は [6, 7] を参照されたい.
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