
Riemann-Wirtinger積分とその応用

　眞野　智行　（琉球大理)

指標付きテータ関数を a, b ∈ R に対して

θa,b(u) = θa,b(u, τ) := −
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と定義する. また ρa,b(u) := θ′a,b(u)/θa,b(u) とする. Riemann-Wirtinger 積分とは, 次の積分表
示によって定義される t1, . . . , tn, τ を変数とする関数である:

fi =

∫
γ

e2π
√
−1c0θ(u− t1)
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ここで θ(u) = θ0,0(u, τ) であり,

s(u;λ) =
θ(u− λ)θ′

θ(u)θ(−λ)

は, 擬周期性
s(u+ 1;λ) = s(u;λ), s(u+ τ ;λ) = e2π

√
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を持つ. また c0, c∞ ∈ C, c1, . . . , cn ∈ C \ Z に対し関係式

c1 + · · ·+ cn = 0,(1)

λ+ c0τ + c1t1 + · · ·+ cntn + c∞ = 0(2)

が成り立っていると仮定する. 積分路は被積分関数の特異点を結ぶ pathを取るのだが正確なこと
は省略する ([4]を参照). この仮定の下で fi (i = 1, . . . , n) は次の線形偏微分方程式をみたす:
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この対象は,楕円曲線上のフックス型微分方程式のモノドロミー保存変形の特殊解として [1], [2]に
おいて発見されたものである. なお, テータ関数の冪積の積分によって定義される関数は Riemann
の遺稿の中に現われる ([5])ようであるが Riemannがこの対象についてどのような研究を行おう
としていたかについてはよく分からない.
さて, Riemann-Wirtinger積分の定義において, 関係式 (2)を保ちつつ変数を特殊化すること

によりいくつかの興味深い対象が得られることがある. 一例として 2 以上の自然数 N に対し
て, t1, . . . , tn を トーラス上の N 等分点に制限し λ = 0 としたものを考える: N を固定して
θm/N,n/N (u) (m,n ∈ Z) のことをあらためて θm,n(u) と書くことにし,

∑N−1
m,n=0 cm,n = 0 をみた

す cm,n ∈ C \ Zに対して

(3)
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γ

N−1∏
m,n=0

θm,n(u)
cm,ndu

とおくと,これは τ を変数とする N2階の線形常微分方程式をみたす. このような対象はWirtinger
が [8],[9] においてすでに考察している. 特に N = 2 の時はガウスの超幾何関数を楕円モジュラー
関数 λ(τ) = θ40,1/θ

4
1,1 を用いて上半平面上で一意化したものに一致する:
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この公式自体は超幾何関数のオイラーの積分表示をリーマン球面上 4点で分岐する 2重被覆を用
いてトーラス上で書き直すことにより比較的容易に得られる. N ≥ 3の場合についても同様に,
(3)はレベル N のモジュラー曲線上定義された, あるフックス型方程式のモジュラー関数による
一意化に一致すると期待するのは自然である. これは従来顧みられなかった (Wirtingerは [9]で
考察を試みているのだが, その後忘れ去られた)方法によるガウスの超幾何関数の自然な一般化を
与えるものと考えられる. その一方で, N が大きくなるにつれてモジュラー曲線の種数も大きく
なっていくことから一般にはこの方法で得られるフックス型方程式は非 rigidであることが予想
され, ガウスの超幾何関数 (これは rigidなフックス型方程式の典型例である)とはかなり異なる
側面を持つ. それにもかかわらず積分表示 (3) を用いてテータ関数のモジュラー変換公式から接
続行列等の大域的データが計算可能であり ([6],[7]は超幾何関数の古典的な接続公式を (3)の表示
を用いて計算したものである), 極めて興味深い対象である. ただし現時点ではその性質について
一般的にはほとんど何も分かっていない.

[3]では, N = 3の場合にパラメータ cm,nの値を制限したときにどのようなフックス型方程式
が現れるかについて述べている (N = 3の時, 一般には 9階の微分方程式が現れるのだが, パラ
メータを特殊化することにより可約なものから低階の部分を取り出していることに対応する). 例
えば最も簡単な場合として

c0,0 + c1,0 = 0, c0,1 = c0,2 = c2,0 = c1,1 = c2,2 = c1,2 = c2,1 = 0

としたとき, ガウスの超幾何関数とレベル 3のWirtinger積分との間の次のような関係式が得ら
れる:
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ここで

a = a(τ) = 1−
√
3i
θ30,1
θ31,0

, κ = κ(τ) =
ω

3

θ21,0θ
′

θ0,1θ1,1θ1,2
, ω = e2πi/3

であり, これは (4)に比べてはるかに非自明な公式であるように思われる.
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