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1　問題

本講演では完全非線形楕円型偏微分方程式

F (x, u,Du,D2u) = 0 in Ω ⊂ Rn(1)

および完全非線形放物型偏微分方程式

ut + F (t, x, u,Du,D
2u) = 0 in O ⊂ Rt × Rnx(2)

に対して次の問題を考える．

問題．　関数 u が，領域全体から u の 0-等高面 u−1(0) = {x ∈ Ω | u(x) = 0} or
{(t, x) ∈ O | u(t, x) = 0} を除いた集合上で (1) または (2) の解であるならば，実は

u は領域全体で (1) または (2) の解となっているか？

即ち，「解の等高面は常に除去可能であるか？」という問題を考察する．

2　歴史

複素解析学においては，Radó による次の定理 [7] が知られている：領域 Ω ⊂ C 上で連続

な複素数値関数 f が Ω \ f−1(0) で正則ならば，f は Ω 全体で正則である．

即ち「正則関数のクラスにおいては（関数が連続ならば）等高面は除去可能である」ことを意

味する．この種の「等高面の除去可能性」に関する問題については，Laplace方程式に対しては

古くより研究がなされている ([1, 2, 4])．一般の線形楕円型偏微分方程式に対しては Šabat [8]，

p-Laplace 方程式や一般の準線形方程式に対しては Kilpeläinen, Juutinen-Lindqvist [3, 5, 6]

による結果がある．しかしながら，完全非線形方程式に対する結果は知られていなかった．

3　主結果

ここでは，楕円型方程式 (1) に対する結果について述べる．Ω ⊂ Rn を領域とし，F に次

の仮定を課す．以下，Sn×n で n 次実対称行列全体を表す．

(A1) F : Ω× R× Rn × Sn×n → R は連続関数．

(A2) F は退化楕円型，即ち任意の x ∈ Ω, r ∈ R, q ∈ Rn, X,Y ∈ Sn×n に対し，

X ≥ Y ならば F (x, r, q,X) ≤ F (x, r, q, Y ).
(A3) 任意の x ∈ Ω に対して F (x, 0, 0, O) = 0.

(A4) α > 2 が存在し，任意のコンパクト集合 K b Ω に対して，ある ε > 0, C > 0,

ωK(0) = 0 かつ非減少な関数 ωK ∈ C([0,∞)) があって次を満たす：
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x, y ∈ K, r, s ∈ (−ε, ε), j ≥ C, X,Y ∈ Sn×n が

−3j(α− 1)|x− y|α−2I2n ≤
Ã
X O

O −Y

!
≤ 3j(α− 1)|x− y|α−2

Ã
In −In
−In In

!
(3)

を満たすならば

F
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y, s, j|x− y|α−2(x− y), Y

¢
− F

¡
x, r, j|x− y|α−2(x− y), X

¢
≤ ωK

¡
|r − s|+ j|x− y|α−1 + |x− y|

¢
.(4)

このとき，次が成立する．

定理 1. [9]　(A1), (A2), (A3), (A4) を仮定する．このとき，u ∈ C1(Ω) が Ω \ u−1(0) で
(1) の粘性解ならば，u は Ω 全体で (1) の粘性解である．

4　注意

(i) 定理 1 において，条件 u ∈ C1(Ω) は optimal なものであり，u ∈ C0,1(Ω) に弱めると定

理が成立しないような反例が存在する．例えば

u(x) = |x1|, x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω = B1 = {|x| < 1}(5)

は Ω \ u−1(0) = B1 \ {x1 = 0} において −∆u = 0 の古典解であるが（従って粘性解でもあ

る），Ω = B1 全体では −∆u = 0 の粘性解とはなっていない．

(ii) F (x, r, q,X) = F̃ (q,X) または F (x, r, q,X) = F̃ (q,X) + f(r) の場合は，(A1), (A2)

の下で (A4) は自動的に成立する．即ち次の結果を得る．

系 2. [9]　 F (x, r, q,X) = F̃ (q,X) + f(r) と書けたとする．いま，

　(B1) F̃ は連続かつ退化楕円型　　　(B2) f は連続

　(B3) F̃ (0, O) + f(0) = 0

を仮定する．このとき，u ∈ C1(Ω) が Ω \ u−1(0) で (1) の粘性解ならば，u は Ω 全体で (1)

の粘性解である．

この結果により初めて完全非線形方程式に対しても等高面の除去可能性定理が得られただ

けでなく，これまでの研究結果の多くを包括するものとなっている．証明および放物型方程

式 (2) に対する結果・その他の拡張については講演中に述べる．
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