
Feynman 経路積分、時間分割近似法による経路空間上の解析として1

熊ノ郷 直人（工学院大学）

1948年、Feynman は Schrödinger 方程式の基本解の積分核 K(T, x, x0) を経路積分を用いて

K(T, x, x0) =
∫

e
i
h̄

S[γ]D[γ] , (1)

と表現した。ここで 0 < h̄ < 1 はプランクパラメータ、γ : [0, T ] → Rd は γ(0) = x0, γ(T ) = x

となる経路、S[γ] =
∫ T

0

1

2

∣∣∣∣∣dγ

dt

∣∣∣∣∣
2

− V (t, γ(t))dt は作用であり、経路積分
∫

∼ D[γ] はすべての

経路に関する新しい和である。Feynman は経路積分 (1) を有限次元積分の極限として説明し
た。この方法は時間分割近似法と呼ばれる。さらに、Feynman は一般の汎関数 F [γ] を振幅と

してもつ汎関数積分
∫

F [γ]e
i
h̄

S[γ]D[γ] と汎関数微分 (DF )[γ][η] からなる経路空間上の新しい

解析学を提案した。しかし、1960 年、Cameron は経路積分の測度 e
i
h̄

S[γ]D[γ] が数学的に存在
しないことを証明した。ゆえに、この講演では時間分割近似法を用いて、なめらかな汎関数微
分 (DF )[γ][η] をもつ経路積分 ∫

e
i
h̄

S[γ]F [γ]D[γ] , (2)

の存在とその性質について述べる。正確に言えば、経路積分 (2) の時間分割近似法が始点 x0

と終点 x の空間 R2d で広義一様収束するような汎関数 F [γ] のかなり一般的なクラス F を与
える。

Assumption 1 (ポテンシャル) 実数値関数 V (t, x)は、任意の多重指数 αに対して、∂α
x V (t, x)

が R × Rd 上連続で、定数 Aα が存在し、|∂α
x V (t, x)| ≤ Aα(1 + |x|)max(2−|α|,0).

区間 [0, T ] の任意の分割 ∆T,0 : T = TJ+1 > TJ > · · · > T1 > T0 = 0 に対し、tj = Tj − Tj−1 と
おき、分割の幅を |∆T,0| = max1≤j≤J+1 tj とする。さらに、xJ+1 = xとおき、xj, j = 1, 2, . . . , J

を Rd の任意の点とし、γ∆T,0
= γ∆T,0

(t, xJ+1, xJ , . . . , x1, x0) を (Tj, xj) と (Tj−1, xj−1) を結ぶ
折れ線経路とする。このとき、S[γ∆T,0

], F [γ∆T,0
] は xJ+1, xJ , . . . , x1, x0 の関数となる。i.e.,

S[γ∆T,0
] = S∆T,0

(xJ+1, xJ , . . . , x1, x0) , F [γ∆T,0
] = F∆T,0

(xJ+1, xJ , . . . , x1, x0) . (3)

Feynman の経路積分 (1) の時間分割近似法（F [γ] ≡ 1）にならって、我々は経路積分 (2) を∫
e

i
h̄

S[γ]F [γ]D[γ] = lim
|∆T,0|→0

J+1∏
j=1

Ã
1

2πih̄tj

)d/2 ∫
RdJ

e
i
h̄

S[γ∆T,0
]F [γ∆T,0

]
J∏

j=1

dxj , (4)

で定義する。右辺の積分は F [γ] ≡ 1 でも絶対収束しない。右辺の積分は振動積分として扱う。

Definition 1 (汎関数微分) 折れ線経路 γ : [0, T ] → Rd と折れ線経路 ηl : [0, T ] → Rd, l =

1, 2, . . . , L に対して、高階の汎関数微分 (DLF )[γ]
∏L

l=1[ηl] を

(DLF )[γ]
L∏

l=1

[ηl] = (
L∏

l=1

∂

∂θl

)F [γ +
L∑

l=1

θlηl]
∣∣∣
θ1=θ2=···=θL=0

, (5)

で定義する。
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Assumption 2 (汎関数 F [γ] のクラス F) F [γ] が以下を満たすとき、F [γ] ∈ F とする。：
m は非負整数、ρ(t) は [0, T ] 上の有界変動関数とする。任意の非負整数 M に対して、正定
数 CM が存在して、以下を満たす。

∣∣∣(D∑J+1

j=0
LjF )[γ]

J+1∏
j=0

Lj∏
lj=1

[ηj,lj ]
∣∣∣ ≤ (CM)J+2 (1 + ||γ||)m

J+1∏
j=0

Lj∏
lj=1

||ηj,lj || , (6)

∣∣∣(D1+
∑J+1

j=0
LjF )[γ][η]

J+1∏
j=0

Lj∏
lj=1

[ηj,lj ]
∣∣∣ ≤ (CM)J+2 (1 + ||γ||)m

∫ T

0
|η(t)|d|ρ|(t)

J+1∏
j=0

Lj∏
lj=1

||ηj,lj || . (7)

ここで、∆T,0 は任意の分割、Lj = 0, 1, . . . ,M、γ : [0, T ] → Rd と η : [0, T ] → Rd は任意の折
れ線経路、ηj,lj : [0, T ] → Rd, lj = 1, 2, . . . , Lj は台を [Tj−1, Tj+1] 内にもつ任意の折れ線経路、
0 = T−1 = T0, TJ+1 = TJ+2 = T、||γ|| = max0≤t≤T |γ(t)|、|ρ|(t) は ρ(t) の全変動とする。
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Theorem 1 (Smooth algebra) 任意の F [γ], G[γ] ∈ F , 任意の折れ線経路 ζ : [0, T ] → Rd

と任意の d × d 型実行列 P に対して、
(1) F [γ] + G[γ], F [γ]G[γ] ∈ F . (2) F [γ + ζ], F [Pγ] ∈ F . (3) (DF )[γ][ζ] ∈ F .

Theorem 2 (経路積分の存在) T は十分小さいとする。このとき、任意の F [γ] ∈ F に対し、
(4) の右辺は (x, x0) ∈ R2d に関して広義一様に収束する。

応用として、Riemann-Stiletjes 積分や limit との順序交換定理、h̄ → 0 としたときの準古典近
似、平行移動や直交変換に対する不変性、汎関数微分に関する部分積分やTaylor 展開、微分積
分学の基本定理が経路積分において成立することを述べる。時間が許せば、準古典近似の第２
項についての Fujiwara の結果 [3]や、相空間上の経路積分についても述べたい。
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