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本講演では，Twistor理論の立場から，monodromy保存変形と Schlesinger系およびその退化
した系を扱う．

G = GL(N + 1) とし，G の自分自身への随伴作用Adg : G → G, a 7→ Adg(a) = gag−1 によ

る a ∈ G の軌道を O(a), 固定化部分群を ZG(a) とする．a ∈ G が正則元であるとは，dimO(a)
が最大になることである．a が Jordan標準形の正則元のとき，Jordan細胞のサイズを指定する
N +1 の分割を λ = (n1, . . . , n`)とすると，その固定化部分群 ZG(a) として G の極大可換部分群

Hλ = J(n1) × · · · × J(n`)

が定まる．ここで n次の shift行列 Λ = (±i+1,j)を用いて

J(n) = {h =
n−1∑
k=0

hkΛk | h0 6= 0} ⊂ GL(n).

複素射影空間 PN の斉次座標を x = (x0, . . . , xN )，それに対応する PN の点を [x] と表わす．
群 Hλの PN への右から作用を PN ×Hλ 3 ([x], h) 7→ [xh] ∈ PN で定義すると，これは概均質的，

すなわち open denseな軌道を持つ作用である．分割 λ に応じて x = (x(1), . . . , x(`)), x(k) =
(x(k)

0 , . . . , x
(k)
nk−1) と表わすと，作用は [x] 7→ [xh] = [x(1)h(1), . . . , x(`)h(`)] と書かれる．

y = (y0, y1, . . . , ) の関数 θm(y) を

log(y0 + y1T + y2T
2 + · · · ) =

∞∑
m=0

θm(y)Tm

で定めると θ0 = log y0 で，m ≥ 1 のときは y0 = 0 に m位の極をもつ有理関数となる．

定理 1 開集合 U ⊂ PN と rankが rの正則ベクトル束 ¼ : E → U で次の性質をみたすものがあ

るとする．

1) U はHλ の作用で不変 (x ∈ U, g ∈ H → xg ∈ U) である．
2) Hλ の U への無限小作用は E に持ち上げることができる.
このときHλの E への無限小作用は E における平坦な接続 ∇を定める．局所的に ∇ は次の

ように表わせる．

∇ = d −

∑̀
k=1

nk−1∑
j=0

Ã
(k)
j (x)dθj(x(k))

∧ (1)

ここで Ã
(k)
j (x) は局所自明化において正則である．

次に，この平坦接続とmonodromy保存変形と結び付けることを考える．
分割 λに応じて z ∈ M(2, N + 1)を

z = (z(1), . . . , z(`)), z(k) = (z(k)
0 , . . . , z

(k)
nk−1) ∈ M(2, nk)

と表す．M(2, N + 1) の開集合 Zλ を

Zλ =
{

z ∈ M(2, N + 1) | det(z(k)
0 , z

(k)
1 ) 6= 0, det(z(k)

0 , z
(l)
0 ) 6= 0 (1 ≤ k, l ≤ `)

}
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と定める．さらに，ζ = (ζ0, ζ1) を P1 の斉次座標とし，正則写像 Φ : P1 × Zλ → PN を

([ζ], z) 7→ [ζz] = [ζz(1), . . . , ζz(`)]

でよって定義する．

定理 2 U ∈ PN はある line を含む Hλ 不変な開集合とし，¼ : E → U を U 上の rank r の正則

ベクトル束で，定理 1の仮定に加えて条件

E は U に含まれる line上自明である．

を満たすとする．このとき，E の無限小作用から得られるE の平坦接続 ∇ は、写像Φ : P1×Zλ →
PN によって得られる Φ∗E 上の平坦接続 Φ∗∇によって次の形の微分方程式のmonodromy 保存
変形を与える．~ζ = (1, ζ)とすると

dy

dζ
=

∑̀
k=1

nk−1∑
j=0

A
(k)
j (z)

dθj(~ζz(k))
dζ

 y (2)

命題 3 方程式 (2)のmonodromy 保存変形は P1 × Zλ 上の平坦接続

Φ∗∇ = d −

∑̀
k=1

nk−1∑
j=0

A
(k)
j (z)dθj(~ζz)

∧ (3)

によって与えられる．変形方程式は平坦性条件 Φ∗∇2 = 0 で与えられる．

注意 4 定理 2,命題 3 において Zλ の代わりに GL(2)\Zλ/Hλ の適当な実現 Xλ ⊂ M(2, N + 1)
を用いると，Painlevé方程式や Schlesinger方程式が導かれる． PV I , PV , PIV , PIII , PII に対応

する (退化) Schlesinger系 は N = 3 の場合で，それぞれ λ が (1, 1, 1, 1), (2, 1, 1), (3, 1), (2, 2).(4)
の場合に対応し，いわゆる Schlesinger系は N が一般で分割が (1, . . . , 1) の場合に対応する．λ

が一般のとき，得られる非線型方程式を一般 Schlesinger方程式という．

講演においては， PV I , PV , PIV , PIII , PII の場合や，通常の Schlesinger系の導出の具体的な計
算を示す．またこのような視点から次のような事項についても触れたい．

• Weyl群の類似 Wλ = NG(Hλ)/Hλ と一般 Schlesinger系の対称性について

• 一般 Schlesinger系の合流について
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