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A HEEGAARD FLOER HOMOLOGY FOR BIPARTITE SPATIAL
GRAPHS AND ITS PROPERTIES

YUANYUAN BAO

Abstract. We discuss a way to define a Heegaard Floer homology for bipartite spatial
graphs, and give some properties for this homology.

1. Introduction

The Heegaard Floer homology for knots and links defined by Ozsváth and Szabó [5, 7],
and independently Rasmussen [8] has made great impacts on the study of knot theory.
In this paper, we attempt to extend their idea to define a Heegaard Floer homology
for spatial graphs, which are generalizations of knots and links. Manolescu, Ozsváth
and Thurston [3] redefined the Heegaard Floer homology for links in the 3-sphere S3.
They used grid diagrams for links instead of Heegaard diagrams, and their definition is
combinatorial. Extending the idea in [3], Harvey and O’Donnol announced that they
have defined a combinatorial Floer homology for spatial graphs in S3. The preprint of
their work is not available yet.

Our definition in this paper is only for balanced bipartite spatial graphs in a closed
oriented 3-manifold. It turns out that, just as the Heegaard Floer homology for links, our
definition is a special case of sutured Floer homology defined by Juhász [2]. Therefore
it will be helpful to compare with [2] when reading this paper. We also use many facts
about multi-pointed Heegaard diagrams established in [7].

Heegaard Floer type homology is basically defined on a Heegaard diagram. In Sec-
tion 2, we define the Heegaard diagram for a bipartite spatial graph. Then in the case
the ground 3-manifold is S3, we provide a method for constructing a Heegaard diagram
for a balanced bipartite spatial graph G from a proper graph projection of G on S2. In
Section 3, we define our Heegaard Floer homology for balanced bipartite spatial graphs.
In Section 4, some properties of this homology are given.

2. Heegaard diagrams

Definition 2.1. A graph G is called a bipartite graph if its vertex set V is a disjoint
union of two non-empty sets V1 and V2 so that there is no edge connecting vertices from
the same Vi for i = 1, 2. We denote the graph by GV1,V2 . If |V1| = |V2|, G is called
balanced.

In this paper, we do not consider those graphs with isolated vertices.
The splitting V = V1

∐
V2 is not necessarily unique. But when G is connected, it is

very easy to see the following lemma.

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 57M27 57M25.
This work was supported by Platform for Dynamic Approaches to Living System from the Ministry

of Education, Culture, Sports, Science and Technology, Japan.
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Lemma 2.2. If a bipartite graph G is connected, then the choice of V1 and V2 is unique
without considering the order of V1 and V2.

Given a compact closed oriented 3-manifold M , we can consider a smooth embedding
of a graph G = (V,E) into M , the vertices of V corresponding to points in M and the
edges of E corresponding to pairwise disjoint simple arcs in M . We call the isotopy class
of such an embedding a spatial graph in M and still denote it by G if no confusion is
caused. All manifolds considered below are assumed to be compact and oriented and we
work in the P.L. category.

Definition 2.3. Suppose GV1,V2 is a balanced bipartite spatial graph in a closed 3-
manifold M . A quartet (Σ,α,β, z) is called a Heegaard diagram for GV1,V2 if it satisfies
the following.

(i) Σ is an oriented genus g closed surface, which is called the Heegaard surface.
α = {α1,α2, · · · ,αd} and β = {β1, β2, · · · , βd} are d1-tuple and d2-tuple of
oriented simple closed curves on Σ respectively, and z = {z1, z2, · · · , zm} is an
m-tuple of points in Σ \ (α ∪ β), called basepoints. Here |Vi| = di − g + 1 for
i = 1, 2 and m is the number of edges of GV1,V2 .

(ii) Attaching 2-handles to Σ× [−1, 0] (resp. Σ× [0, 1]) along α ⊂ Σ× {−1} (resp.
β ⊂ Σ × {1}), we get a (d1 − g + 1)-punctured (resp. (d2 − g + 1)-punctured)
handlebody which we call Uα (resp. Uβ). We cap off the 2-sphere components
of Uα and Uβ, except Σ in the case Σ = S2, to get handlebodies Uα and Uβ

respectively. Then Uα

⋃
Σ×{0} Uβ is the 3-manifold M . The orientation of Σ is

induced from that of Uα, which in turn is inherited from that of M .
(iii) For each vertex v ∈ V1 (resp. u ∈ V2) whose valency is l (resp. s), there

is a smooth embedding ϕv : (!! 1
2

l
... , {1, 2, · · · , l}) ↪→ (Σ\α, z) (resp. ψu :

(
!! 1

2
s
... , {1, 2, · · · , s}) ↪→ (Σ\β, z)). The images of ϕvi for vi ∈ V1 (resp. ψuj

for uj ∈ V2) are disjoint from each other except at endpoints. Moreover,
(
⋃

vi∈V1
Im(ϕvi))∪(

⋃
uj∈V2

Im(ψuj )) isGV1,V2. Here we push Im(ϕvi) (resp. Im(ψuj ))

slightly into Uα (resp. Uβ).

Any balanced bipartite graph has such Heegaard diagrams. When GV1,V2 is balanced,
namely |V1| = |V2|, we naturally have d1 = d2.

In the case M ∼= S3 we extend the idea in [4] and provide an algorithm to construct
a Heegaard diagram for a balanced bipartite graph from its graph projection on the
2-sphere S2. Consider a spatial diagram D ⊂ S2 for a given balanced bipartite spatial
graph GV1,V2 ⊂ S3. We assume that D is connected.

(i) Take a tubuler neighbourhood of D in S3. It is a handlebody and its boundary
is the Heegaard surface Σ.

(ii) For each crossing of D, introduce an α-curve following the rule in Figure 1 (B).
The diagram D separates S2 into several regions. Choose a region and call it
β0. For each region except β0, introduce a β-curve which spans the region as in
Figure 1 (A).

(iii) For each vertex u ∈ V2 with valency l, introduce l−1 α-curves and l basepoints.
Introduce a β-curve for all but one vertices in V2, which enclose all the base
points at that vertex. See Figure 1 (C).
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A HEEGAARD FLOER HOMOLOGY FOR BIPARTITE SPATIAL GRAPHS AND ITS PROPERTIES

� -curve
�-curve

z

(A) (B)

�
0

(C)

Figure 1. The Heegaard diagram associated with a graph projection.

By a standard argument in Morse theory, we have the following theorem. The proof
is analogous to that of [2, Proposition 2.15].

Theorem 2.4. Two Heegaard diagrams (Σ,α,β, z) and (Σ′,α′,β′, z′) for a given bal-
anced bipartite spatial graph GV1,V2 can be connected by a finite sequence of the following
moves:

(i) Isotopies of α-curves and β-curves which are disjoint from the basepoints;
(ii) Handleslides among α-curves (resp. β-curves) which keep away from the base-

points;
(iii) (De)stabilizations.

Definition 2.5. For a Heegaard diagram (Σ,α,β, z), let D1, D2, · · · , Dh denote the
closures of the components of Σ\(α∪β). A domain is of the form D =

∑h
i=1 aiDi with

ai ∈ Z. D is a positive domain if ai ≥ 0 for 1 ≤ i ≤ h. D is a periodic domain if ∂D
is a sum of α-curves and β-curves and nz(D) = {0}. Here we use np(D) to denote the
local multiplicity of D at p ∈ Σ\(α ∪ β) and nz(D) = {nz1(D), nz2(D), · · · , nzm(D)}.
Definition 2.6. A Heegaard diagram is said to be admissible if every non-trivial periodic
domain has both positive and negative local coefficients at the Heegaard surface.

The following Proposition is essentially a corollary of [2, Corollary 3.12]. Here we
prove it in a different way.

Proposition 2.7. If H1(M,Z) = 0 and the balanced bipartite spatial graph GV1,V2 is con-
nected, then there is no non-trivial periodic domain on the Heegaard diagram. Therefore
any Heegaard diagram of GV1,V2 is admissible.

Proof. Suppose the closures of the components of Σ\α are {A1, A2, · · · , Ad−g+1}, and the
closures of the components of Σ\β are {B1, B2, · · · , Bd−g+1}. Then by [7, Sequence (4)]
any periodic domain has the form

P =
d−g+1∑

i=1

(aiAi + biBi),

for ai, bi ∈ Z. The pieces Ai and Bi correspond to vertices in V1 and V2 respectively, and
basepoints correspond to edges in E. Choose a spanning tree for G, which is always a
path passing through all vertices of G. Orient the path so that it starts from a vertex
in V1 and ends at a vertex in V2. Label the elements in V1, V2 and E so that when
we travel along the path we meet v1 ∈ V1, u1 ∈ V2, v2 ∈ V1, u2 ∈ V2, · · · , vd−g+1 ∈
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V1, ud−g+1 ∈ V2 and cross e1, e2, · · · , e2d−2g+1 with ei ∈ E. In other words, we can
relabel {A1, A2, · · · , Ad−g+1}, {B1, B2, · · · , Bd−g+1} and z so that z2i−1 ∈ Ai ∩ Bi for
1 ≤ i ≤ d − g + 1 and z2i ∈ Bi ∩ Ai+1 for 1 ≤ i ≤ d − g. By the condition that
nz2i−1(P ) = 0, we have ai + bi = 0 for 1 ≤ i ≤ d − g + 1, and by the condition
that nz2i(P ) = 0, we have ai + bi+1 = 0 for 1 ≤ i ≤ d − g. Therefore there exists
a constant c so that ai = c and bi = −c for all 1 ≤ i ≤ d − g + 1. Then we have
P =

∑d−g+1
i=1 (aiAi + biBi) = c(

∑d−g+1
i=1 Ai −

∑d−g+1
i=1 Bi) = c(Σ − Σ) = ∅. !

In particular when M = S3, the Heegaard diagram constructed after Definition 2.3 is
always admissible in the case that GV1,V2 is connected. But when it is not connected,
the Heegaard diagram obtained is usually not admissible.

Later on, we will see that not all Heegaard diagrams can be used in the definition
of Heegaard Floer homology. The Heegaard Floer complex is only well defined on an
admissible Heegaard diagram. In fact, even though the condition of Proposition 2.7 is
not satisfied, we can always make a Heegaard diagram admissible by isotopies of β-curves
supported in the complement of z. The proof can be found in [7, Proposition 3.6] and
[2, Proposition 3.15]. Moreover, two admissible Heegaard diagrams can be connected by
Heegaard moves so that the intermediate Heegaard diagrams are all admissible. From
now on, we only work with admissible Heegaard diagrams.

3. Heegaard Floer complex

Most terminologies and notations are inherited from [6]. Let (Σ,α,β, z) be an ad-
missible Heegaard diagram for the balanced bipartite spatial graph GV1,V2 in the closed
3-manifold M . Define

Symd(Σ) = Σ×d/Sd,

Tα = (α1 × α2 × · · ·× αd)/Sd

and Tβ = (β1 × β2 × · · ·× βd)/Sd,

where Sd is the symmetric group with d letters.
Following the method in [6], we can show that Symd(Σ) is a smooth manifold, and

that a complex structure j on Σ naturally endows Symd(Σ) an almost complex structure
Symd(j), with respect to which Tα and Tβ are totally real submanifolds of Symd(Σ).

We can suppose that Tα and Tβ are in general position, which means that they
intersect transversely.

Definition 3.1. Let x, y ∈ Tα ∩ Tβ, a Whitney disk connecting x to y is a continuous
map u : D → Symd(Σ) so that u(−i) = x, u(i) = y, u(e1) ⊂ Tα and u(e2) ⊂ Tβ. Here D
is the unit disk, e1 = {z ∈ ∂(D)|Re(z) ≥ 0} and e2 = {z ∈ ∂(D)|Re(z) ≤ 0}. Let π(x, y)
be the set of homotopy classes of Whitney disks connecting x to y.

Given a φ ∈ π(x, y), let D(φ) := Σh
i=1npi(φ)Di be the associated domain, where pi is

an arbitrary point in int(Di) and npi(φ) is the algebraic intersection number φ−1({pi}×
Symd−1(Σ)). Let M(φ) be the moduli space of pseudo-holomorphic representatives of

φ ∈ π(x, y) and M̂(φ) := M(φ)/R be the unparametrized moduli space. Also, let

µ(φ) denote the Maslov index of φ. When µ(φ) = 1 the space M̂(φ) is a compact
zero-dimensional manifold ([2, Corollary 6.4] and [6, Theorem 3.18]).
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Definition 3.2. Let CFG(Σ,α,β, z) be the vector space over F := Z/2Z generated by
points in Tα ∩ Tβ. Also define a linear map

∂ : CFG(Σ,α,β, z) → CFG(Σ,α,β, z)

x ,→
∑

y∈Tα∩Tβ

∑

φ∈π2(x,y),µ(φ)=1,nz(φ)={0}

)M̂(φ) · y,

where )M̂(φ) is the number of elements in M̂(φ) modulo 2. That the right-hand side
has only finitely many non-trivial terms follows from the admissibility of the Heegaard
diagram.

Theorem 3.3. (i) (CFG(Σ,α,β, z), ∂) is a chain complex. Namely ∂2 = 0.
(ii) The homology of the chain complex above is a topological invariant of GV1,V2,

denoted by HFG(S3, GV1,V2)

Proof. (i) This is analogous to [6, Theorem 4.1]. (ii) With Theorem 2.4 in hand, the
proof follows from [6, Section 7∼ 11]. !
Remark 3.4. When G is not connected, the splitting V = V1

∐
V2 is not unique and

the homology depends on the splitting. When G is connected, the choice of V1 and V2

is unique. In fact, if (Σ,α,β, z) is a Heegaard diagram for GV1,V2, then (−Σ,β,α, z)
is a Heegaard diagram for GV2,V1. There is a canonical chain isomorphism between
CFG(Σ,α,β, z) and CFG(−Σ,β,α, z). Therefore when G is connected, the homology
only depends on the topology type of G.

Define the set

S := {(x1, x2, · · · , xd)|xi ∈ αi ∩ βσ(i) for some σ ∈ Sd}.
Then it is easy to see that there is a canonical identification between Tα ∩ Tβ and S.
We do not distinguish these two sets sometimes. Given x, y ∈ S, choose a multi-path
a ⊂

⋃d
i=1 αi connecting x to y, and a multi-path b ⊂

⋃d
i=1 βi connecting y to x. Then

a+ b is a one-cycle in Σ. The homology class [a+ b] ∈ H1(M\ν(G),Z) does not depend
on the choice of a and b, where ν(G) is the interior of a regular neighbourhood of G ⊂ M .
This is because for different a′ and b′, the difference (a+ b)− (a′ + b′) is a union of some
α-curves and β-curves.

Definition 3.5. Given x, y ∈ Tα ∩ Tβ, choose a and b as above. Then we define a
relative grading A : Tα ∩ Tβ → H1(M\ν(G),Z) by the formula

A(x)−A(y) = [a+ b] ∈ H1(M\ν(G),Z).

Lemma 3.6. If A(x)−A(y) -= 0, then the subset of elements in π2(x, y) with nz(φ) = {0}
is empty.

Proof. If there exists a φ ∈ π(x, y) with nz = {0}, then the associated domain D(φ) is an
empty domain connecting x to y. Then A(x)−A(y) = ∂D(φ) = 0 ∈ H1(M\ν(G),Z). !

We can define a relative Z/2Z-grading on CFG(Σ,α,β, z) in the following way. As
we said in Definition 2.3, the orientation of Σ is inherited from that of M . We orient the
α-curves α1,α2, · · · ,αd and the β-curves β1, β2, · · · , βd arbitrarily. Then Symd(Σ), Tα

and Tβ have the orientations which are induced from the product orientations of Σ×d,
α1 × α2 × · · ·× αd and β1 × β2 × · · ·× βd, respectively. For a generator x ∈ Tα ∩ Tβ,

第６０回トポロジーシンポジウム講演集　2013年8月　於 大阪市立大学
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G (M\�(G), �)
Figure 2.

the sign of the intersection gives its grading in Z/2Z = {+1,−1}, and we denote it by
sign(x).

Identify x ∈ Tα ∩Tβ with (x1, x2, · · · , xd) ∈ S, where xi ∈ α1 ∩ βσ(i) for some σ ∈ Sd.
Denote the sign of the intersection point xi in Σ by sign(xi). Then we have the relation

sign(x) =
d(d− 1)

2
sign(σ)

∏d
i=1 sign(xi) (see [1, Lemma 2.12]).

We see that the differential in CFG(Σ,α,β, z) preserves the grading A and change
the relative Z/2Z-grading. So we have the following splitting.

Theorem 3.7. (CFG(Σ,α,β, z), ∂) splits along H1(S3\ν(G),Z). Namely

CFG(Σ,α,β, z) =
⊕

i∈H1(S3\ν(G),Z)

CFG(Σ,α,β, z, i).

We have
HFGj(S

3, GV1,V2) =
⊕

i∈H1(S3\ν(G),Z)

HFGj(S
3, GV1,V2 , i),

for j = +1,−1.

Remark 3.8. The relative gradings do not depend on the choice of Heegaard diagrams.

Definition 3.9. The Euler characteristic for CFG(Σ,α,β, z) is

χ(CFG(Σ,α,β, z)) :=
∑

x∈Tα∩Tβ

sign(x) · A(x).

4. Properties

Proposition 4.1. For the balanced bipartite spatial graph GV1,V2,

HFG(M3, GV1,V2) ∼= SFH(M3 \ ν(G), γ),

where SFH(M3 \ ν(G), γ) is the sutured Floer homology with the meridian anuuli of all
edges as the sutures.

Proof. The proof follows directly from the construction of these two homologies. !
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z0

z
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Figure 3.

Proposition 4.2. For the balanced bipartite spatial graph GV1,V2, if GV1,V2 has two ver-
tices v ∈ V1 and u ∈ V2 connected by an edge e ∈ E with valencies d(v) = 1 and d(u) > 1,
then HFG(M,GV1,V2) = 0.

Proof. Removing the edge e and the vertex v from GV1,V2, we get a new graph G′, which
is not balanced anymore. But we can still consider its Heegaard diagram

H ′ = (Σ,α′ = {α1, · · · ,αd−1},β′ = {β1, · · · , βd}, z′ = {z1, · · · , zm−1}),

where d − g + 1 = |V2| and m = |E|, the number of edges in GV1,V2. By applying [2,
Proposition 3.15], we can show that H ′ is isotopic to an admissible Heegaard diagram.
In fact, the essential condition needed in the proof is that elements of α′ (resp. β′) are
linearly independent in H1(Σ \ z′,Z).

Therefore we can assume that H ′ itself is admissible. Suppose z ∈ z is a basepoint
corresponding to an edge adjacent to u in G′. Then

H = H ′)(T, {α0,α
′
0}, {β0}, z0)

= (Σ)T,α = α′ ∪ {α0,α
′
0},β = β′ ∪ {β0}, z = z′ ∪ {z0}),

where the connected sum takes place near z, is a Heegaard diagram for GV1,V2. A
periodic domain P for H is disjoint from z and z0, so it must be supported in Σ. This
means that P is a periodic domain for H ′, having both positive and negative local
multiplicities. Therefore H is admissible as well. From H we see that Tα ∩ Tβ = ∅, so
HFG(M,GV1,V2) = 0. !

Proposition 4.3. Suppose GV1,V2 is a balanced bipartite spatial graph in the integral
homology 3-sphere M , and IV1,V2 is a subgraph of G which has the same component
number as GV1,V2. Then there is a filtration so that HFG(M,GV1,V2) is the associated
graded homology of HFG(M, IV1,V2) with respect to this filtration.

Proof. We only need to consider the case that I is obtained from G by removing a non-
separating edge e. Suppose now that HG = (Σ,α,β, z) is a Heegaard diagram of G.
Then HI = (Σ,α,β, z \ {ze}) is a Heegaard diagram for I, where ze corresponds to the
edge e. By using the method in the proof of [2, Proposition 3.15], we can make HG

admissible by isotopy moves of β-curves. When we apply the method, we can only use
the basepoints in z\{ze}, while keeping the basepoint ze away from the winding regions.
In this way HI becomes admissible simultaneously. We still use HG and HI to denote
the admissible Heegaard diagrams after the isotopy moves.

第６０回トポロジーシンポジウム講演集　2013年8月　於 大阪市立大学

7



YUANYUAN BAO

Now CFG(HG) and CFG(HI) have the same generating set Tα ∩ Tβ. By definition,
given a generator x ∈ Tα ∩ Tβ, the differential of CFG(HI) is

∂I(x) =
∑

y∈Tα∩Tβ

∑

φ∈π2(x,y),µ(φ)=1,
nz\{ze}(φ)={0}

)M̂(φ) · y

=
∞∑

i=0

∂i(y),

where ∂i(x) =
∑

y∈Tα∩Tβ

∑
φ∈π2(x,y),µ(φ)=1,

nz\{ze}(φ)={0},nze (φ)=i
)M̂(φ) ·y. Here we use the fact that if φ ∈

π2(x, y) has a pseudo-holomorphic representative, then np(φ) ≥ 0 for any p ∈ Σ \α∪β.
Moreover, ∂0 coincides with the differential ∂G in CFG(HG).

Since M is an integral homology 3-sphere, we have H1(M\ν(G),Z) = Zg(G) = Zg(I) ⊕
Z〈me〉, where Z〈me〉 is a summand generated by the meridian me of e whose orientation
is induced from that of Σ. (The boundary of a disk neighbourhood of ze on Σ is me.)
Here g(G) =

∑k
i=1 g(Gi) with g(Gi) the genus of ν(Gi). For x ∈ Tα ∩ Tβ, their grading

difference in CFG(HG) is

AG(x)−AG(y) = [a+ b] ∈ H1(M\ν(G),Z) = Zg(I) ⊕ Z〈me〉,

where a and b are the muti-paths in Σ connecting x to y along α and y to x along β,
respectively. The grading difference in CFG(HI) is

AI(x)− AI(y) = [a + b] ∈ Zg(I).

In fact, AI(x) − AI(y) is the projection of AG(x) − AG(y) onto Zg(I). We define a new
grading B : Tα∩Tβ → Z on CFG(HI) by requiring that B(x)−B(y) is the projection of
AG(x)−AG(y) onto Z〈me〉. Then if ∂i(x) -= 0, B(x)−B(∂i(x)) = i for x ∈ Tα ∩Tβ and
i ≥ 0. With respect to the grading B, the associated graded homology of (CFG(HI), ∂I)
is HFG(M,GV1,V2).

!

4.1. Euler characteristic. Friedl, Juhász and Rasmussen in [1] defined a torsion in-
variant for sutured manifolds and showed that it is the Euler characteristic of the sutured
Floer homology. We see from Proposition 4.1 that the homology we defined in this paper
is a special case of sutured Floer homology. By referring the construction in [1], we give
a combinatorial interpretation of the Euler characteristic of the homology in the case
that M = S3 and G is connected. Precisely, we show how to define it from a graph
projection on the 2-sphere S2.

In this paper, we only construct it for the case that |V1| = |V2| = 1 (e.g. the θ graph).
Let G = ({u, v}, E = {e1, e2, · · · , em}) be such a spatial graph, and D be one of its
graph projections on S2. The projection D divides S2 into several regions. Mark the
regions adjoining u by ∗. Supposing there are n crossings {c1, c2, · · · , cn} on D, then
it is easy to see that there are n regions R1, R2, · · · , Rn which are not marked by ∗
(see Figure 6). Each crossing point adjoins four regions. A state of D is a bijection
s : {c1, c2, · · · , cn} → {R1, R2, · · · , Rn} so that each crossing is mapped to a region
adjacent to it. We use black dots in the corners to indicate the bijection. See Figure 4
for an example.
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* *
*s s s s s
1 2 3 4 5

Figure 4. There are five states for this projection.

Orient each edge so that it directs from u to v, and assign an variable ti to each edge
ei for 1 ≤ i ≤ m. For each state s, define sign(s) to be the sign of the permutation

of the subindices of {R1, R2, · · · , Rn} induced by s, and let m(s) :=
∏n

i=1m
s(ci)
i , where

ms(ci)
i is defined by the rule in Figure 5.

1

-1t
-t
A

A

Ci Ra R

R R

b

c d

m
m m

m
i i

i i=
=

=

=

Figure 5.

We define the Laurent polynomial τ(t1, t2, · · · , tm) :=
∑

s sign(s)m(s). Then

τ(t1, t2, · · · , tm) ∈ ZH1(S
3 \ ν(G),Z),

where H1(S3 \ ν(G),Z) ∼= 〈t1, t2, · · · , tm|t1t2 · · · tm = 1〉.

Theorem 4.4. Up to an overall multiplication of ±t±1 ,±t±2 , · · · ,±t±m, the polynomial
τ(t1, t2, · · · , tm) coincides with the Euler characteristic of HFG(S3, G).

Example 4.5. For the graph projection in Figure 4, we see there are five states. State
s1 sends (c1, c2, c3, c4, c5) to (R2, R3, R4, R1, R5), so it has sign(s1) = −1. Similarly, we
see that sign(s2) = sign(s5) = 1 and sign(s3) = sign(s4) = −1. By the rule in Figure 5,
we calculate m(si) for 1 ≤ i ≤ 5. We get m(s1) = t32, m(s2) = 1, m(s3) = t2, m(s4) = t3
and m(s5) = t22. Therefore τ(t1, t2, t3) = −t32 + 1− t2 − t3 + t22.
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Covering map theory for graphs

দԼɹঘ߂ (౦ژେֶ)∗

1. ͡Ίʹ
άϥϑͱू߹V ͱɼV × V ͷ෦ू߹EͰɼʮҙͷ (x, y) ∈ V × V ʹର͠ɺ(x, y) ∈
E ⇒ (y, x) ∈ EʯΛຬͨ͢ͷͷ (V,E)ͷ͜ͱΛ͍͏ɽ͕ͨͬͯ͠ຊߨԋʹ͓͚Δ
άϥϑͱɼඇ༗Ͱɼϧʔϓ͋ͬͯΑ͍͕ɼೋͭͷͷؒʹ͋Δઢଟ͘
ͯҰͭͰ͋ΔΑ͏ͳͷΛ͍͏ɽάϥϑG = (V,E)ʹର͠ɼV Λ V (G)ͱॻ͍ͯG

ͷू߹ͱ͍͍ɼEΛE(G)ͱॻ͘ɽάϥϑG,Hʹର͠ɼG͔ΒHͷάϥϑͷࣸ
૾ͱɼू߹ͷؒͷࣸ૾ f : V (G) → V (H)Ͱ͋ͬͯɼ(f × f)(E(G)) ⊂ E(H)ͳ
Δͷͷ͜ͱͰ͋Δɽ
ҎԼͷάϥϑཧʹ͓͍ͯݹయతʹ͑ߟΒΕ͖ͯͨͰ͋Δɽ

 1.1. ೋͭͷάϥϑG,H͕༩͑ΒΕͨͱ͖ɼG͔ΒHͷάϥϑͷࣸ૾͕ଘ͢ࡏ
Δ͔Ͳ͏͔ௐΑɽ

ຊߨԋͰɼ·ͣ1.1ʹର͢ΔτϙϩδʔͷԠ༻ʹ͍ͭͯͷࠓ·ͰͷڀݚΛհ
͠ɼͦͷ͋ͱߨԋऀͷϓϨϓϦϯτ [13]ɼ[14]ɼ[15]ͷ֓ཁΛड़Δɽ

2. ந୯ମෳମ
ຊߨԋͰݱΕΔҐ૬ۭؒͷ΄ͱΜͲɼந୯ମෳମͷزԿֶత࣮ݱͱͯ͠ಘΒΕΔɽ
ͦ͜Ͱຊઅʹ͓͍ͯந୯ମෳମͷఆٛͱΒΕ͍ͯΔ͜ͱΛɼຊߨԋʹඞཁͳൣғ
ͰҰ௨Γड़Δɽৄ͘͠ɺ[9]ͳͲΛࢀর͍͖͍ͯͨͩͨ͠ɽ
ந୯ମෳମʢҎԼɺ୯ମෳମʣͱɼू߹V ͱɼV ͷ༗ݶ෦ू߹ͷ∆Ͱɼʮ

ҙͷ σ ∈ ∆ͱ τ ∈ 2V ʹର͠ɼτ ⊂ σͳΒ τ ∈ ∆Ͱ͋Δʯ͓Αͼʮ֤ v ∈ V ʹର͠ɼ
{v} ∈ ∆ʯͱ͍͏ੑ࣭Λຬͨ͢ͷͷ (V,∆)Ͱ͋ΔɽV Λ (V,∆)ͷू߹ͱ͍͍ɼ
∆ͷݩΛ୯ମͱ͍͏ɽ͠͠V Λུͯ͠ʮ∆୯ମෳମʯͳͲͱ͍͏ɽ͜ͷදهʹ
͓͍ͯɼ୯ମෳମ∆ͷू߹V (∆)ͱද͢ɽ
∆1 ͱ ∆2 Λ୯ମෳମͱ͢Δɽ∆1 ͔Β ∆2ͷ୯ମࣸ૾ͱɼू߹ͷؒͷࣸ૾

f : V (∆1) → V (∆2)Ͱ͋ͬͯɼ֤σ ∈ ∆1ʹର͠ɼf(σ) ∈ ∆2͕Γཱͭͷͷ͜ͱͰ
͋Δɽ
ू߹V ʹର͠ɼR(V )ʹΑͬͯɼV Ͱੜ͞ΕΔࣗ༝R-Ճ܈Λද͢ͷͱ͢ΔɽR(V )ͷ

༗ݶ෦R-Ճ܈શମʹΑΔॱݶۃͷҐ૬ΛೖΕͯɼR(V )ΛҐ૬ۭؒͱΈͳ͢ɽ୯ମෳମ
∆ͱ∆ͷ୯ମσʹର͠ɼ∆σʹΑͬͯɼ{

∑
v∈σ avv ∈ R(V ) | av ≥ 0, v ∈ σ,

∑
v∈σ av = 1}

ͳΔR(V (∆))ͷ෦Ґ૬ۭؒΛද͢ɽ∆ͷزԿֶత࣮ݱͱɼ
⋃

σ∈∆ ∆σͳΔR(V (∆))ͷ
෦Ґ૬ۭؒͷ͜ͱͰ͋Δɽ∆ͷزԿֶత࣮ݱΛ |∆|Ͱද͢ɽ୯ମࣸ૾f : ∆1 → ∆2ʹ
ର͠ɼfͷఆٛ͢ΔR(V (∆1)) → R(V (∆2))Λ੍͢ݶΔ͜ͱͰɼ࿈ଓࣸ૾ |f | : |∆1| → |∆1|
͕ఆٛͰ͖Δɽ
ॱংू߹ͷ͜ͱΛϙηοτͱ͍͏͜ͱ͕ଟ͍ɽϙηοτPͷ෦ू߹ c͕PͷνΣ

ΠϯͰ͋Δͱɼ֤x, y ∈ cʹର͠ɼx ≤ y·ͨx ≥ y͕Γཱͭ͜ͱΛ͍͏ɽϙηο

ຊڀݚՊݚඅ (՝൪߸:254699)ͷॿΛड͚ͨͷͰ͋Δɻ
∗˟ 153-8914ɹ౦ژۨ۠ࠇ 3-8-1 ౦ژେֶେֶӃཧՊֶڀݚՊ
e-mail: tmatsu@ms.u-tokyo.ac.jp
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τPʹର͠ɼू߹ΛPͱ͠ɼ୯ମू߹ΛPͷ༗ݶνΣΠϯશମͷू߹ͱ͢Δ୯ମ
ෳମΛ∆(P )Ͱද͠ɼPͷॱংෳମͱ͍͏ɽ|∆(P )|ͷ͜ͱΛ୯ʹ |P |Ͱද͢ɽ
୯ମෳମ∆ʹର͠ɼ∆ \ {∅}ʹแؚؔʹΑͬͯॱংΛೖΕͨͷΛ∆ͷ໘ϙηοτ

ͱ͍͍ɼF (∆)Ͱද͢ɽ͜ͷͱ͖୯ମෳମ∆ʹର͠ɼ|F (∆)| |∆|ʹࣗવʹಉ૬ʹͳΔ
͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽ
ຊߨԋͰҐ૬ۭؒʹର͢Δ༻ޠΛɼزԿֶత࣮ݱΛ௨ͯ͠ʢநʣ୯ମෳମϙ

ηοτʹରͯ͠ྲྀ༻͢Δ͜ͱʹ͢Δɽྫ͑ɼʮ୯ମࣸ૾ f : ∆1 → ∆2͕ϗϞτϐʔಉ
Ͱ͋ΔʯʮfͷزԿֶత࣮ݱ |f | : |∆1| → |∆2|͕ϗϞτϐʔಉࣸ૾Ͱ͋Δʯͱ͍
͏͜ͱΛҙຯ͢ΔɼͳͲͰ͋Δɽ

3. Lovász ͷۙෳମͱ Kneser ༧
τϙϩδʔʹ͓͚Δ 1.1 ʹର͢ΔԠ༻ɼओʹҎԼʹड़Δάϥϑͷ࠼৭ʹ
ରͯ͠ߦΘΕ͖ͯͨɽ
ඇෛnʹର͠ɼnඋάϥϑKnΛV (Kn) = {1, · · · , n}ɼE(Kn) = {(x, y) ∈

V (Kn)2 | x $= y}ʹΑΓఆٛ͢ΔɽάϥϑGʹର͠ɺinf{n ≥ 0 | G͔ΒKnͷάϥϑ
ࣸ૾͕ଘ͢ࡏΔ }ΛGͷ࠼৭ͱ͍͍ɼGͷ࠼৭Λχ(G)Ͱද͢ɽχ(G)Λܾఆ͢Δ
͜ͱΛɼάϥϑͷ࠼৭ (graph coloring problem)ͱ͍͍ɼݹయతʹ߹ͤʹ͓͍
యతʹҎݹ৭͕࠼༿ͷ༝དྷɼݴ৭ͱ͍͏࠼ΒΕ͖ͯͨͰ͋Δɽ͑ߟͯ
ԼͷΑ͏ͳදݱΛ༻͍ͯఆٛ͞Ε͔ͨΒͰ͋Δɿʮઢͷ྆ͷ৭ҟͳΔΑ͏ʹɼά
ϥϑGͷશͯͷʹ৭Λ༩͑Δͱ͖ɼ࠷ݶඞཁͳ৭ͷݸΛ࠼৭ͱ͍͏ʯ
άϥϑͷ࠼৭ʹτϙϩδʔΛॳΊͯԠ༻ͨ͠ͷ Lovász Ͱ͋ΔɽLovász  [10]

ʹ͓͍ͯɼҎԼʹड़Δۙෳମͱ͍͏୯ମෳମΛఆٛ͠ɼͦͷϗϞτϐʔෆมྔͱ
Λಋ͖ग़͠ɼੑ৭ͱͷؔ࠼ Kneser άϥϑͱ͍͏άϥϑͷ࠼৭Λܾఆͨ͠ɽ

ఆٛ 3.1. άϥϑGͱɺGͷ vʹର͠ɼN(v) = {w ∈ V (G) | (v, w) ∈ E(G)}ͱఆ
ٛ͢ΔɽάϥϑGͷۙෳମN (G)Λɼू߹Λ{v ∈ V (G) | N(v) $= ∅}ͱ͠ɼ୯ମ
ू߹Λ

N (G) = {σ ⊂ V (G) | #σ< +∞ͰɼGͷ vͰσ ⊂ N(v)ͳΔͷ͕ଘ͢ࡏΔ}

ͳΔʢநʣ୯ମෳମͱఆٛ͢Δɽ

Lovász ҎԼͷఆཧΛࣔͨ͠ɽ

ఆཧ 3.2. (Lovász [10] ) GΛάϥϑͱ͠ɼnΛ(−1)Ҏ্ͷఆͱ͢Δɽ͜ ͷͱ͖ɼN (G)

͕n-࿈݁ 1ͳΒɼχ(G) ≥ n+ 3Ͱ͋Δɽ

Lovászͷఆཧͷূ໌ͷํ๏ɺN (G)ͱϗϞτϐʔಉͳZ2-ෳମ L(G) (Lovaszෳ
ମ)Λߏ͠ɼG͔ΒKm ͷάϥϑͷࣸ૾͕ଘ͢ࡏΔͳΒɼL(G)͕ର߹Λؚ·
ͳ͍mݸͷ෦ෳମͰඃ෴͞ΕΔ͜ͱΛࣔ͠ɼ Borsuk-Ulam ͷఆཧͷҰͭͷఆࣜԽ 2

ணͤ͞Δ͜ͱͰ͋Δɽؼʹ
Kneserάϥϑͱɺਖ਼ͷ n, kͰɼn ≥ 2kͳΔͷʹର͠ɼV (Kn,k) = {σ ⊂

{1, · · · , n} | #σ = k}ɼE(Kn,k) = {(σ,τ ) | σ∩τ = ∅}Ͱఆٛ͞ΕΔάϥϑͰ͋ΔɽKneser

 [8]ʹ͓͍ͯKneserάϥϑΛఆٛ͠ɼχ(Kn,k) ≤ n−2k+2Λࣔ͠ɼχ(Kn,k) = n−2k+2

1 (−1)-࿈݁ʮۭͰͳ͍ʯ͜ͱΛҙຯ͢Δͷͱ͢Δɽ
2SnΛ (n+ ͷดू߹Ͱඃ෴͢ΔͳΒɼͦͷ͏ͪͷҰͭͷดू߹͋Δର߹ͷϖΞΛؚΉɼͱݸ(1
͍͏ͷͰ͋Δɽ
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ͱ༧ͨ͠ (Kneser༧)ɽ Lovász N (Kn,k) ͕ (n− 2k− 1)-࿈݁Ͱ͋Δ͜ͱΛࣔ͠ɼ
ఆཧ3.2Λ༻͍ͯ Kneser ༧Λղܾͨ͠ɽ Kneser ༧ʹؔͯ͠ɺ Bárány ͕ [1]Ͱɼ
Greene ͕ [7]Ͱ Borsuk-Ulam ͷఆཧΛ༻͍ͨผূΛ༩͓͑ͯΓɼશʹ߹ͤతͳ
ূ໌ Matoušek ͕ [12]ʹ͓͍ͯ༩͍͑ͯΔɽ
ۙෳମͷଞʹɼάϥϑͷ࠼৭ͷԠ༻͕͑ߟΒΕ͍ͯΔ୯ମෳମɼϙηοτ

ͱͯ͠ɼശෳମ Hom ෳମͳͲ͕͋Δɽ͜ΕΒʹؔͯ͠ɼ[2]ɼ[5]ɼ[9]ɼ[11]ɼ[17]ɼ
[18]ͳͲΛࢀর͍͖͍ͯͨͩͨ͠ɽຊڀݚͱͦΕ΄Ͳ͕ؔͳ͍ͷͰৄ͘͠ड़ͳ
͍͕ɼఆཧ 3.2ͱΑͨ͘ࣅҎԼͷ݁ՌΛड़͓ͯ͘ɽ͜͜ͰɼHom ෳମͱೋͭͷά
ϥϑ GɼHʹରͯ͠ఆ·Δϙηοτ 3 Hom(G,H) Ͱ͋Γɼάϥϑ C2r+1  (2r+1)-α
ΠΫϧάϥϑʢྫ5.1.(2)ࢀরʣͰ͋Δɽ

ఆཧ 3.3. (Babson-Kozlov [3]) G ΛάϥϑɼnΛ (−1)Ҏ্ͷɼrΛਖ਼ͷͱ͢
Δɽ͜ͷͱ͖ɼHom(C2r+1, G) ͕n-࿈݁ͳΒɼχ(G) ≥ n+ 4 Ͱ͋Δɽ

Hom ෳମ Lovász ʹΑΓఆٛ͞Εɼ্ͷఆཧ Lovász ʹΑΓ༧͞Εͨɽ͜ͷ
ఆཧʹࡏݱɼ༷ʑͳূ໌͕༩͑ΒΕ͍ͯΔ͕ɼ[17]Ͱ༩͑ΒΕ͍ͯΔͷ͕؆୯Ͱ͋
Δɽࡏݱ͜ͷఆཧʹ؆୯ͳূ໌͕༩͑ΒΕ͍ͯΔ͕ɼ͜ͷ༧ͷղܾΛػܖʹ͠
ͯɼ2000ʹೖͬͯ࠼৭ͷτϙϩδʔͷԠ༻ʹؔ͢Δڀݚɼಛʹ Hom ෳମ
ʹؔ͢Δ͕ڀݚΜʹߦΘΕΔΑ͏ʹͳͬͨɽ

4. ຊڀݚͷ֓ཁ
ڀݚͨͬߦԋऀͷߨ [13]ɼ[14]ɼ[15]ͷ֓ཁʹ͍ͭͯड़Δɽߨԋऀਖ਼ͷ rʹର
͠ɼr-ඃ෴ࣸ૾ɼ͓Αͼ r-جຊ܈ͳΔ֓೦Λఆٛͨ͠ɽr-ඃ෴ࣸ૾άϥϑͷࣸ૾ͷҰ
ͭͷΫϥεͰ͋Γɼr-جຊ܈ج͖άϥϑʹର͠ߏ͞ΕΔ܈Ͱ͋Δɽr-ඃ෴ࣸ૾
ͱ r-جຊ܈ͱͷؒʹɼτϙϩδʔʹ͓͚Δඃ෴ࣸ૾ͱجຊ܈ͱͷؔͱྨࣅͷؔ
͕ΈΒΕΔ͜ͱΛࣔͨ͠ɽͦͷҰͭɼr-جຊ܈ͷ෦܈ʹର͠ɼఆٛҬ͕࿈݁Ͱج
͖ͷ r-ඃ෴ࣸ૾͕ରԠ͢Δ͜ͱΛࣔͨ͠ఆཧ5.5Ͱ͋Δɽͦͯ͠ɼr-جຊ͕܈
1.1Λ͑ߟΔ্Ͱɼάϥϑͷࣸ૾ͷඇଘੑࡏΛࣔ͢͜ͱʹԠ༻Ͱ͖Δ͜ͱΛࣔͨ͠ɽ
ͦͯ͠ਖ਼ͷ rʹର͠ɼLovász ͷۙෳମͷࣗવͳҰൠԽͰ͋Δ r-ۙෳମͳΔ

୯ମෳମΛఆٛͨ͠ɽ1-ۙෳମ͕ۙෳମͰ͋Δɽߨԋऀ r-ۙෳମͷجຊ͕܈
(2r)-جຊ܈ͷ܈ʹ΄΅ಉܕʹͳΔ͜ͱΛࣔͨ͠ɽʢఆཧ7.1ʣ·ͨɼr͕حͷ߹ʹ
r-ۙෳମɼۙෳମͷ߹ͱಉ͡Α͏ʹͯ͠Z2-ಉมࣸ૾ͷ༗ແʹؼணͤ͞Δ͜ͱ
Ͱάϥϑͷࣸ૾ͷඇଘੑࡏΛಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δ͜ͱΛࣔͨ͠ɽ

5. r-جຊ܈ͱr-ඃ෴ࣸ૾
Ҏ߱ɼਖ਼ͷrΛݻఆ͢ΔɽຊઅͰr-ඃ෴ࣸ૾ͱr-جຊ܈ͷఆٛΛ༩͑ɼͦͷجຊ
తͳੑ࣭ʹ͍ͭͯड़Δɽޙ࠷ʹ r-جຊ܈ͱɼr-ඃ෴ࣸ૾ͱͷؔʹ͍ͭͯड़Δɽ
GΛάϥϑͱ͠ɼv ∈ V (G)ͱ͢Δɽਖ਼ͷ iʹର͠ɼV (G)ͷ෦ू߹Ni(v)Λ

N1(v) = N(v)ɺNi+1(v) =
⋃

w∈Ni(v)
N(w)ͱͯ͠ؼೲతʹఆٛ͢Δɽάϥϑͷࣸ૾

p : G → H ͕ r-ඃ෴ࣸ૾Ͱ͋Δͱɼ֤ v ∈ V (G)ͱ 1 ≤ i ≤ rͳΔ֤ iʹର͠ɼ
p : Ni(v) → Ni(p(v))͕શ୯ࣹʹͳΔ͜ͱͱͯ͠ఆٛ͢Δɽ

3 [9]Ͱϙηοτͱͯ͠Ͱͳ͘ɼඪ४୯ମͷੵͷ෦ෳମͱͯ͠ఆ͍ٛͯ͠ΔɽҰํͰ [6]Ͱϙ
ηοτͰఆ͓ٛͯ͠Γɼຊڀݚ [13]ɼ[14]ͦΕʹ฿ͬͨɽ͜ΕΒೋͭͷఆٛ༗ݶάϥϑʹରͯ͠
ಉ͡Ґ૬ۭؒΛ༩͑Δ͠ɼແݶάϥϑͷࡍͦͷϗϞτϐʔܕมΘΒͳ͍ɽ
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ྫ 5.1. ҎԼʹ r-ඃ෴ࣸ૾ͷྫΛ༩͑Δɽ

(1) άϥϑGɼHʹର͠ɼੵάϥϑG×HΛɼV (G×H) = V (G)×V (H)ɼE(G×
H) = {((x, y), (x′, y′)) | (x, x′) ∈ E(G), (y, y′) ∈ E(H)Ͱఆٛ͢ΔɽάϥϑGʹ
ର͠ɼୈೋࣹӨK2 ×G → Gҙͷਖ਼ͷ rʹରͯ͠ r-ඃ෴ࣸ૾Ͱ͋ΔɽG

͕࿈݁Ͱχ(G) ≥ 3ͳΒK2 ×G࿈݁Ͱ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Δɽ

(2) ඇෛnʹର͠ɼn-αΠΫϧάϥϑCnΛɼV (Cn) = Z/nZɼE(Cn) = {(x, x±
1) | x ∈ Z/nZ}ͱఆٛ͢Δɽn ≥ 3ͳΒɼCnn֯ܗͷͱล͕ͳ͢άϥϑ
Ͱ͋ΔɽK3

∼= C3ʹҙͯ͠΄͍͠ɽ

nΛ3Ҏ্ͷɼkΛඇෛͱ͠ɼp : Cnk → Cnɺ(x mod.nk) &→ x mod.nͱ
ఆٛ͢Δɽ͜ͷͱ͖ҎԼ͕Γཱͭɽ

(i) n͕حͰ͋Δͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼk = 1, 2ͳΒɼҙͷਖ਼ͷ rʹର
ͯ͠p r-ඃ෴ࣸ૾Ͱ͋Δɽʢ࣮ࡍɼn͕حͳΒK2 ×Cn

∼= C2nͰ͋Δɽʣ
k ≥ 3·ͨk = 0ͳΒɼp (n− 1)-ඃ෴ࣸ૾Ͱ͋Δ͕ɼn-ඃ෴ࣸ૾Ͱ
ͳ͍ɽ

(ii) n͕ۮͰ͋Δͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼk = 1ͳΒɼҙͷ rʹରͯ͠ p

 r-ඃ෴ࣸ૾Ͱ͋ΓɼͦΕҎ֎ͷ߹ p (n/2) − 1-ඃ෴ࣸ૾Ͱ͋Δ͕ɼ
(n/2)-ඃ෴ࣸ૾Ͱͳ͍ɽ

͖άϥϑج͍ͯͮͭ (G, v)ʹର͢Δ r-جຊ܈ πr
1(G, v)Λఆٛ͢Δɽ͜͜Ͱج

͖άϥϑͱɼάϥϑͱͦͷͷͷ͜ͱͰ͋Δɽ

ఆٛ 5.2. ඇෛnʹର͠ɼάϥϑLnΛV (Ln) = {0, 1, · · · , n}ɼE(Ln) = {(x, y) | |x−
y| = 1}ͱఆٛ͢Δɻج͖άϥϑ (G, v)ʹର͠ɼLn͔ΒGͷάϥϑࣸ૾ ϕͰɼ
ϕ(0) = ϕ(n) = vͱͳΔͷΛ (G, v)ͷ͞nͷϧʔϓͱ͍͏ɽ(G, v)ͷϧʔϓશମ
ͷू߹ΛL(G, v)Ͱද͢ɽϕ,ψ ∈ L(G, v)ʹର͠ɼҎԼͷೋͭͷ݅ (1),(2)rΛ͑ߟΔɿ

(1) ϕͷ͞Λnͱ͢Δͱɼψͷ͞ (n+2)Ͱɼ͋Δx ∈ {0, 1, · · · , n}͕ଘͯ͠ࡏɼ
ϕ(i) = ψ(i) (i ≤ x)ɺϕ(i) = ψ(i+ 2)ͱͳΔɽ

(2)r ϕͱψͷ͞ͱʹ͘͠ɼͦͷ͞Λnͱ͢Δͱɼ͋Δx ∈ {0, 1, · · · , n}͕
ଘͯ͠ࡏɼi )∈{ x, x+ 1, · · · , x+ r − 2}ʹର͠ɼϕ(i) = ψ(i)ͱͳΔɽ

(1)ͱ (2)rͰੜ͞ΕΔL(G, v)ͷಉؔΛ*rͱॻ͖ɼू߹L(G, v)/ *rΛπr
1(G, v)

Ͱදͯ͠ɼ(G, v)ͷ r-جຊ܈ͱఆٛ͢Δɽ

ҙ 5.3. r-جຊ܈ʹ͍ͭͯɼ͍͔ͭ͘ͷੑ࣭Λड़Δɽ

(1) r = 1ͳΒɼ݅ (2)rϕ = ψΛҙຯ͢Δɽ͜ͷ͜ͱɼG͕ϧʔϓΛͨ࣋ͳ
͍ 4ͳΒɼπ1

1(G, v)GΛ௨ৗͷํݟͰ Ұʹ܈ຊجͷ࣌ͨݟCWෳମͱݩ࣍1
க͢Δ͜ͱΛҙຯ͢Δɽ

4͢ͳΘͪ v ∈ V (G)Ͱ (v, v) ∈ E(G)ͳΔͷ͕ଘ͠ࡏͳ͍͜ͱɽ
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(2) ϧʔϓϕʹର͠ɼ l(ϕ)Ͱ ϕͷ͞Λද͢ͷͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖πr
1(G, v) → Z/2Z,

[ϕ] "→ (l(ϕ) mod.2)ɼ well-defined ͳ܈४ಉܕͰ͋Δɽ͜ͷ֩Λπr
1(G, v)evͰද

͠ɼπr
1(G, v)ͷۮ෦ͱ͍͏ɽα ∈ πr

1(G, v)ʹର͠ɼα ∈ πr
1(G, v)evͷͱ͖ɼα

ۮݩͰ͋Δͱ͍͍ɼͦ͏Ͱͳ͍ͱ͖حݩͰ͋Δͱ͍͏͜ͱʹ͢Δɽάϥϑ
ࣸ૾ͷ༠ಋ͢Δ r-جຊ܈ͷ४ಉܕɼۮݩɾحݩΛอͭɽ͜ͷੑ࣭͕άϥ
ϑͷࣸ૾ͷඇଘੑࡏΛ͍͏ͱ͖ʹຊ࣭తͳׂΛՌͨ͢ɽ

(3) r ≥ sͳΒɼʮϕ %s ψ ⇒ ϕ %r ψʯ͕ΓཱͭͷͰɼશࣹ४ಉܕ πs
1(G, v) →

πr
1(G, v)͕ଘ͢ࡏΔɽ

(4) α ∈ πr
1(G, v)ʹର͠ɼl(α) = inf{l(ϕ) | ϕ ∈ α} Ͱද͢ɽα,β ∈ πr

1(G, v)ʹର͠ɼ
dr(α,β ) = l(α−1β)ͱ͢Δͱɼdr πr

1(G, v)্ͷ྆ଆෆมͳڑͰ͋ΔɽجΛ
อͭάϥϑͷࣸ૾ f : (G, v) → (H,w)ʹର͠ɼdr(f∗α, f∗β) ≤ dr(α,β )͓Αͼ
dr(f∗α, f∗β) = dr(α,β ) (mod.2) ͕֤α,β ∈ πr

1(G, v)ʹର͠Γཱͭɽ

ྫ 5.4. r-جຊ܈ͷྫΛ͛ڍΔɽ

(1) nΛ 3Ҏ্ͷحͱ͢Δɽπr
1(Cn) r < nͳΒ ZͱಉܕͰɼr ≥ nͳΒ

πr
1(Cn) ∼= Z/2ZͰ͋Δɽn͕ 4Ҏ্ͷۮͳΒɼr < (n/2)ͷͱ͖πr

1(Cn) ∼= Z
Ͱɼr ≥ (n/2)ͷͱ͖πr

1(Cn)ࣗ໌Ͱ͋Δɽ

(2) (1)ΑΓπ2
1(K3) ∼= Z͕ͩɼ4Ҏ্ͷnʹର͠ɼπ2

1(Kn) ∼= Z/2ZͰ͋Δɽ

r-جຊ܈ͱr-ඃ෴ࣸ૾ͱʹɼҎԼͷఆཧͷΑ͏ʹີͳ͕ؔΓཱͭɽ͜Ετ
ϙϩδʔʹ͓͚Δجຊ܈ͱඃ෴ۭؒͷؔͱྨࣅͷੑ࣭Ͱ͋Δɽ

ఆཧ 5.5. (G, v)Λج͖άϥϑͱ͢ΔɽҎԼͷೋͭͷ͑ߟ͍ͯͭʹݍΔɽ

Xr : ର (G, v)্ͷɼఆٛҬ͕࿈݁ͳɼجΛอͭ r-ඃ෴ࣸ૾Ͱɼࣹ (G, v)্
ͷࣹɽݍ͖άϥϑͷج

Yr : ରπr
1(G, v)ͷ୯ࣹ܈४ಉܕͰɼࣹπr

1(G, v)্ͷ܈ͷݍͷࣹɽ

͜ͷͱ͖ɼXr → Yr, (p : (H,w) → (G, v)) "→ Im(πr
1(p))ݍಉΛ༩͑Δɽ͢ͳΘͪ

ҎԼ͕Γཱͭɽ

(1) r-ඃ෴ࣸ૾p : (H,w) → (G, v)ʹର͠ɼπr
1(p) : π

r
1(H,w) → πr

1(G, v)୯ࣹͰ͋Δɽ

(2) pi : (Hi, wi) → (G, v) (i = 1, 2)Λ r-ඃ෴ࣸ૾ͰɼHi࿈݁ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼج
Λอͭάϥϑࣸ૾ f : (H1, w1) → (H2, w2)Ͱɼp2 ◦ f = p1ͱͳΔͷ͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱ
ͱɼIm(πr

1(p1)) ⊂ Im(πr
1(p2))ͳΔ͜ͱಉͰ͋Δɽ͞Βʹɼ͜ͷΑ͏ͳ fଘ͢ࡏ

ΔͳΒҰҙͰ͋Δɽ

(3) ֤πr
1(G, v)ͷ෦܈Γʹର͠ɼج͖ͷ r-ඃ෴ࣸ૾pΓ : (GΓ, vΓ) → (G, v)ͰɼGΓ

࿈݁Ͱ Im(πr
1(pΓ)) =Γ ͳΔͷ͕ಉܕΛআ͍ͯҰҙʹଘ͢ࡏΔɽ

ྫ 5.6. ্ͷఆཧͷྫΛ͛ڍΔɽ

(1) (G, v)Λج͖άϥϑͰɼG࿈݁Ͱχ(G) ≥ 3ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼK2 ×G
࿈݁Ͱ͋ΓɼୈೋࣹӨ (K2×G, (1, v)) → (G, v)ҙͷਖ਼ͷrʹରͯ͠r-ඃ
෴ࣸ૾ʹͳΔɽr-ඃ෴ࣸ૾ʹରԠ͢Δ πr

1(G, v)ͷ෦܈ɼۮ෦ πr
1(G, v)ev

ʹରԠ͢Δɽ
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(2) n Λ 3 Ҏ্ͷحͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼr < n ͳΒɼπr
1(Cn) ∼= Z Ͱ͋Γɼ෦܈

kZ ⊂ Z ʹରԠ͢Δ r-ඃ෴ࣸ૾ Cnk → Cn, (x mod.nk) $→ (x mod.n) Ͱ͋Δɽ

(3) Knn ≥ 4ʹରͯ͠π2
1(Kn) ∼= Z/2ZͱͳΔɽ͜ͷ͜ͱ͔Βn ≥ 4ʹର͠ɼKn

ͷ্ʹ࿈݁ͳ2-ඃ෴ࣸ૾ೋ͔ͭ͠ͳ͘ɼͦΕΒKnࣗͱK2 ×KnͰ͋Δ
͜ͱ͕Θ͔Δɽ

6. άϥϑͷࣸ૾ͷඇଘੑࡏͱɼr-جຊ܈
ຊઅͰɼr-جຊ܈Λ༻͍ͯάϥϑͷࣸ૾ͷඇଘ͍͕͑ੑࡏΔྫΛհ͢Δɽ
·ͣɼحαΠΫϧͷࣸ૾ͷ༗ແʹ͍ͭͯɼҎԼͷఆཧ͕Γཱͭɽ

ఆཧ 6.1. nΛ 3Ҏ্ͷحɼrΛ nΑΓখ͍͞ਖ਼ͷɼGΛ࿈݁άϥϑͱ͠ɼG͔
ΒCnͷάϥϑͷࣸ૾͕ଘ͢ࡏΔͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ҙͷحݩα ∈ πr

1(G)ʹର͠ɼ
l(αk) ≥ kn (l(α) ͷҙຯҙ র)͕ҙͷඇෛࢀ(2)4.3 kʹରཱ͢͠Δɽಛʹ
πr
1(G)ͷحݩແݶҐͰ͋Γɼχ(G) ≥ 3ͳΒπr

1(G)ແ܈ݶͰ͋Δɽ

Proof. α ∈ πr
1(G) Λحݩͱ͢Δͱɼf∗α ∈ πr

1(Cn) حݩͰ͋Γɼ͕ͨͬͯ͠
l(f∗α) ≥ n͕Γཱͭɽπr

1(Cn) ∼= Zʹର͢Δ͔ߟΒɼl(f∗(α)k) = l(f∗(α))kΛಘ
Δɽ͕ͨͬͯ͠ l(αn) ≥ l(f∗(α)k) ≥ nk ΛಘΔɽ

ಛʹ n = 3 ͷͱ͖Λ͑ߟΔͱɼC3
∼= K3͔ΒҎԼͷఆཧ͕Γཱͭɽ

ܥ 6.2. GΛχ(G) = 3ͳΔ࿈݁άϥϑͱ͢Δͱɼπ2
1(G)ͷҙͷحݩແݶҐͰ

͋Δɽ

ྫ 6.3. ఆཧ6.1ͷԠ༻ྫΛ͛ڍΔɽ

(1) άϥϑGʹର͠ɼg0(G) = inf{2n+1 | n ≥ 0͔ͭC2n+1͔ΒGͷάϥϑࣸ૾͕ଘ
पͱ͍͏ɽҰํɼg0(G)حΔ}ͱఆٛ͢Δɽg0(G)ΛGͷ͢ࡏ = sup{2n+1 | n ≥ 0

͔ͭG͔ΒC2n+1ͷάϥϑࣸ૾͕ଘ͢ࡏΔ }ͱఆٛ͢Δɽਖ਼ͷح n,mʹର
͠ɼn > mͳΒɼCn͔ΒCmͷάϥϑͷࣸ૾ଘ͢ࡏΔ͕ɼCm͔ΒCn
ͷάϥϑͷࣸ૾ଘ͠ࡏͳ͍͔Βɼg0(G) ≥ g0(G)͕Θ͔Δɽg0(G)ΛٻΊΔͷ
ൺֱత؆୯ͳ͜ͱ͕ଟ͍͕ɼg0(G)ͷਖ਼֬ͳΛٻΊΔ͜ͱҰൠʹ͍͠
͜ͱͰ͋Δɽ

ఆཧ6.1Λ༻͍Δ͜ͱͰɼҙͷਖ਼ͷحn,mͰn ≥ mͳΔͷʹର͠ɼάϥϑ
Gn,mͰɺg0(G) = n͔ͭ g0(Gn,m)Ͱ͋ΔͷΛߏ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽྫ͑ɼ
ࢹքͷΛɼͦͷରশͳҐஔʹ͋ΔͱಉҰڥϖʔδͷਤ̍ͷάϥϑͷ࣍
ͨ͠άϥϑΛGͱ͢Δͱɼg0(G) = 7ɼg0(G) = 5ͱͳΔɽ

(2) nΛඇෛͱ͢Δɽάϥϑ Gn ΛɼV (Gn) = {(i.j) ∈ Z2 | 0 ≤ i, j ≤ n}ɼ
E(Gn) = {((i, j)(i′, j′)) | |i− i′| + |j − j′| = 1}ͱͯ͠ఆٛ͠ɼάϥϑXnΛɼ֤
j ∈ {0, 1, · · · , n}ʹର͠ɼ(j, 0)ɼ(n, j)ɼ(n− j, n)ɼ(0, n− j)ͳΔGnͷΛಉ
Ұͯ͠ࢹಘΒΕΔάϥϑͱ͢Δɽ

n͕ۮͳΒχ(Xn) = 2Ͱ͋Γɼn͕حͳΒCn͔ΒXnͷάϥϑͷࣸ૾
͕ଘ͢ࡏΔ͔Βχ(Xn) ≥ 3Ͱ͋ΔɽҰํɼπ2

1(X3) ∼= Z/2ZͰ͋Γɼn ≥ 5ͳΔح
nʹରͯ͠ɼπ2

1(Xn) ∼= Z/4ZͰ͋Δɽ͕ͨͬͯ͠n͕حͷͱ͖χ(Xn) ≥ 4
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! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !

ਤ1

Ͱ͋Δ͕ɼ࣮4ʹࡍ৭Ͱ࠼৭ՄͰ͋Δ͜ͱ͕Θ͔ΔͷͰχ(Xn) = 4͕Θ͔Δɽ

ҎԼɼnΛ5Ҏ্ͷਖ਼ͷحͱ͢Δɽ࿈݁άϥϑGͰɼχ(G) > 2ɺπ2
1(G) ∼= Z/2Z

ͳΔͷΛ͑ߟΔɽ͜ͷΑ͏ͳGͷྫͱͯ͠ɼKm (m ≥ 4)ɼm ≥ 2k+ 2ͳΔ
ਖ਼ͷm, kʹର͢ΔKneserάϥϑKm,kɼ͓Αͼ҆ఆKneserάϥϑSKm,kͳ
Ͳ͕͋Δʢޙड़ɽྫ7.6ࢀরʣɽ͜ͷͱ͖ɼG͔ΒάϥϑXnͷάϥϑͷࣸ૾͕
ଘ͠ࡏͳ͍͜ͱ͕ ɼG͔ΒXnͷάϥϑࡍΛൺΔ͜ͱͰΘ͔Δɽ࣮܈ຊج-2
ࣸ૾ f : G → Xn͕ଘ͢ࡏΔͱԾఆ͢Δɽα ∈ π2

1(G) ∼= Z/2ZΛඇࣗ໌ͳݩͱ͢
Δͱɼf∗απ2

1(Xn) % Z/4Zͷۮ෦ʹଐͣ͞ɼ͔ͭf∗(α)2 = 1Ͱͳͯ͘ͳ
Βͳ͍͕ɼͦͷΑ͏ͳݩπ2

1(Xn)ʹଘ͠ࡏͳ͍ɽ

(3) KneserάϥϑK2k+1,kͷ࠼৭ 3 Ͱ͋Δ͔ΒɼK2k+1,k͔ΒC3(∼= K3)ͷάϥ
ϑͷࣸ૾ଘ͢ࡏΔɽ͔͠͠ɼK2k+1,k͔ΒC5ͷάϥϑͷࣸ૾ଘ͠ࡏͳ͍ɽ
ɼࡍ࣮ g0(K2k+1,k) = 2k+1Ͱ͋ΓɼK2k+1,k ͷ͞ 2k+1ͷϧʔϓɼπ3

1(Kn,k)

ʹ͓͍ͯҐ͕ 2 ʹͳΔ͔ΒͰ͋Δ 5ɽ

(4) Ҏ্ͷྫɼάϥϑG͔ΒحαΠΫϧCnͷάϥϑࣸ૾͕ଘ͢ࡏΔͳΒɼ
r < nʹର͢Δπr

1(G)ͷح͕ݩແݶҐʹͳΔͱ͍͏ͱ͜ΖͷΈΛ͓ͯͬΓɼ
ఆཧͷओுʹ͋ΔΑ͏ͳ l(αk) ≥ nk ͕Γཱͭͱ͍͏͞ʹର͢Δ੍ݶ·Ͱ
ͳ͍ɽͦ͜Ͱɼ͜ͷϗϞτϐʔྨͷ͞ʹண͠ͳ͚Εάϥϑͷࣸ૾͍ͯͬ
ͷඇଘ͑ݴ͕ੑࡏͳ͍ྫΛհ͢Δɽ

nΛ 5 Ҏ্ͷحͱ͠ɼXnΛ (2)Ͱఆٛͨ͠ͷͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼπ2
1(Xn) ∼=

Z/4ZͰ͋Δ͔ΒɼXnͷ2-ඃ෴ࣸ૾ʹؔ͢Δීวඃ෴X̃nΛͱΔͱɼX̃nʹZ/4Z
ఆΊΔάϥϑͷࣸ૾Λτ͕ݩΔɽZ/4Zͷੜ͢༺࡞͕ : X̃n → X̃nͰද͢ɽάϥϑ
ỸnΛɼV (Ỹn) = V (X̃n)× ZɼE(Ỹn) = {((x, i), (y, j)) | (i = j͔ͭ (x, y) ∈ E(G))

·ͨ (x = y͔ͭ |i− j| = 1)͕Γཱͭ}ͱͯ͠ఆٛ͢ΔɽỸnͷZͷ࡞༻Λɼ
Zͷੜ͕ݩఆΊΔࣸ૾͕ (x, i) (→ (τ(x), i + 2)Ͱ͋Δͱͯ͠ఆٛ͠ɼ͜ͷ࡞༻
ʹΑΔάϥϑΛ ỸnͰఆٛ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼπ2

1(Yn) ∼= ZͰ͋ΓɼͦͷੜݩΛ
αͱ͢Δͱɼl(α) = n+ 2Ͱ͋ΔɽҰํɼl(α4) = 8 < 3 · 4͔ͩΒɼYn͔ΒK3

5π3
1(K2k+1,k) ∼= Z/2Z ͱͳΔΑ͏ͳ͕͢ؾΔ͕ɼΑ͘Θ͔Βͳ͔ͬͨɽ
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ͷάϥϑࣸ૾ଘ͠ࡏͳ͍ɽΑͬͯχ(Yn) > 3 ͕ͩɼ࣮ࡍʹYn͕4৭Ͱ࠼৭Մ
Ͱ͋Δ͜ͱ͕Θ͔ΔͷͰɼχ(Yn) = 4Ͱ͋Δɽ

7. r-ۙෳମͱͷؔ
[15]ʹ͓͍ͯɼҎԼͷ r-ۙෳମͳΔͷΛఆٛͨ͠ɽ͜Ε Lovász ͷۙෳମͷࣗ
વͳҰൠԽͰ͋Γɼr-ۙෳମͷجຊ܈ (2r)-جຊ܈ͱີʹ͍ؔͯ͠Δɽ·ͣఆ
ٛΛड़Δɽ

ఆٛ 7.1. GΛάϥϑͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼr-ۙෳମ (r-neighborhood complex)ͱɼ

Nr(G) = {σ ⊂ V (G) | #σ< ∞͔ͭ v ∈ V (G)Ͱσ ⊂ Nr(v)ͳΔͷ͕ଘ͢ࡏΔɻ}

ͳΔ୯ମෳମͱͯ͠ఆٛ͢Δɽ

ఆ͔ٛΒɼ1-ۙෳମ Lovász ͷۙෳମN (G)ʹಉܕͰ͋Δɽ

ఆཧ 7.2. rΛਖ਼ͷͱ͢Δɽج͖άϥϑ(G, v)ͰN(v) $= ∅ͳΒɼπ2r
1 (G, v)ev ∼=

π1(Nr(G), v)ͳΔࣗવͳಉ͕͋ܕΔɽ

্ͷఆཧ͔ΒɼҎԼͷ͜ͱ͕Θ͔Δɽ

ܥ 7.3. GΛχ(G) > 2ͳΔάϥϑͱ͠ɼnΛ 3Ҏ্ͷحͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼG͔Β
Cnάϥϑͷࣸ૾͕ଘ͢ࡏΔͳΒɼH1(N(n−1)/2(G);Z)ZΛҼͭ࣋ʹࢠɽ

ূ໌ͷ֓ཁɿG͔Β Cn ʹάϥϑͷࣸ૾ f ͕ଘ͢ࡏΔͳΒɼ܈४ಉܕ πn−1
1 (G) →

πn−1
1 (Cn) ∼= Z ͕ଘ͢ࡏΔɽχ(G) > 2 ͔ͩΒ πn−1

1 (G) حݩΛؚΈɼ͕ͨͬͯ͠
πn−1
1 (f) ඇࣗ໌Ͱ͋Δɽπn−1

1 (G)evπn−1
1 (G)ͷࢦ2ͷ෦͔ͩ܈Βɼπn−1

1 (G)ev͔
ΒZͷࣸ૾Ͱɺඇࣗ໌ͳͷ͕ଘ͢ࡏΔɽ͜ͷ͜ͱπn−1

1 (G)evͷΞʔϕϧԽ͕ZΛ
Ҽͭ࣋͜ʹࢠͱΛҙຯ͢ΔɽΑͬͯఆཧ6.2͔ΒओுΛಘΔɽ

ิ 7.4. p : G → H Λ (2r)-ඃ෴ࣸ૾ͱ͢ΔͱɼNr(p) : Nr(G) → Nr(H) ඃ෴ࣸ૾
Ͱ͋Δɽ

ఆཧ6.2ͱ্ͷิΛ߹ΘͤΔ͜ͱͰɼr-ۙෳମͷ্ͷඃ෴ࣸ૾ɼ(2r)-ඃ෴ࣸ૾
ʹΑΓશʹѲͰ͖Δ͜ͱ͕Θ͔Δɽͭ·Γɼ͕࣍Θ͔Δɽ

ఆཧ 7.5. rΛਖ਼ͷɼ(G, v) Λج͖ͷάϥϑͰ G ࿈݁ɼN(v) $= ∅ ͱ͢Δɽ
͜ͷͱ͖ҎԼ͕Γཱͭɽ

(1) χ(G) = 2 ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ج͖ۭؒ (Nr(G), v)ͷ্ͷج͖ͰఆٛҬ͕
࿈݁ͳඃ෴ࣸ૾ͷͳ͢ݍɼج͖άϥϑ (G, v)ͷ্ͷج͖ͰఆٛҬ͕࿈
݁ͳ (2r)-ඃ෴ࣸ૾ͷͳ͢ݍʹಉʹͳΔɽ

(2) χ(G) ≥ 3 ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ج͖ۭؒ (Nr(G), v)ͷ্ͷج͖ͰఆٛҬ͕
࿈݁ͳඃ෴ࣸ૾ͷͳ͢ݍɼج͖άϥϑ (K2 × G, (1, v)) ͷ্ͷج͖Ͱ
ఆٛҬ͕࿈݁ͳ (2r)-ඃ෴ࣸ૾ͷͳ͢ݍͱಉʹͳΔɽ

ྫ 7.6. ۙෳମʹؔ͢Δطଘͷ݁Ռͱఆཧ6.2͔ΒΘ͔Δ͜ͱΛ·ͱΊΔɽ

(1) άϥϑGʹର͠ɺάϥϑG+Λ

V (G+) = V (G) *{∗}ɺE(G+) = E(G) ∪ (V (G)×{∗} ) ∪ ({∗}× V (G))
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ʹΑΓఆٛ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼN (G+)N (G)ͷݒਨʹϗϞτϐʔಉͰ͋Δ͜
ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽʢྫ͑ রʣχ(G)ࢀ[5] ≥ 3ͰG͕࿈݁ͳΒɼN (G)࿈݁
Ͱɼ͕ͨͬͯ͠N (G)୯࿈݁Ͱ͋Δɽ͕ͨͬͯ͠π2

1(G) ∼= Z/2ZͰ͋Γɼ͜ͷ
ͱ͖G+ͷ্ͷ࿈݁ͳ2-ඃ෴ࣸ૾G+ࣗͱK2 ×G+ͷΈͰ͋Δɽ

(2) LovászKn,k͕n ≥ 2kͷͱ͖ɼN (Kn,k)͕ (n− 2k − 1)-࿈݁Ͱ͋Δ͜ͱΛࣔ͠
ͨɽ·ͨɼ҆ఆKneserάϥϑSKn,kΛ

V (SKn,k) = {σ ⊂ {1, · · · , n} | $σ = kͰɼi ∈ σͳΒ i+ 1 '∈ σɽ}

E(SKn,k) = {(σ,τ ) | σ ∩ τ = ∅}

ʹΑΓఆٛ͢ΔɽSchriverN (SKn,k) (n − 2k − 1)-࿈݁Ͱ͋Δ͜ͱΛࣔ͠ 6ɼ
χ(SKn,k) = n − 2k + 2Λࣔͨ͠ɽ͜ΕΒͷ݁Ռ͔Βɼn ≥ 2k + 2ͳΒɼKn,k

ʢSKn,kʣͷ Ͱ͋Γɼͦͷ্ͷܕZ/2Zʹಉ܈ຊج-2 2-ඃ෴ࣸ૾ͦΕࣗͱɼ
K2 ×Kn,kʢK2 × SKn,kʣͷΈͰ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Δɽ

r͕حͷ࣌ɼLovászͷۙෳମͱಉ༷ͷख๏ʹΑͬͯɼr-ۙෳମͷτϙϩδʔ
ΛൺΔ͜ͱͰάϥϑͷࣸ૾ͷଘࡏΛௐΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

ఆٛ 7.7. rΛਖ਼ͷɼGΛάϥϑͱ͢ΔɽϙηοτBr(G)Λ

{(σ,τ ) | σ,τ V (G)ͷ༗ݶ෦ू߹Ͱɼ֤ v ∈ σʹର͠ τ ⊂ Nr(v)}

ͱఆΊΔɽॱংʮ(σ,τ ) ≤ (σ′, τ ′) ⇔ σ ⊂ σ′ ͔ͭ τ ⊂ τ ′ʯʹΑͬͯఆΊΔɽ

୯ମෳମ∆ʹର͠ɼF∆Ͱͦͷ໘ϙηοτΛදͨ͠ɽʢ2અΛࢀরʣ

ิ 7.8. άϥϑGʹର͠ɼBr(G) → FN (G), (σ,τ ) -→ σϗϞτϐʔಉࣸ૾Ͱ͋
Δɽಛʹ Br(G) ͱ Nr(G) ಉ͡ϗϞτϐʔܕΛͭ࣋ɽ

r Ͱح͕ g0(G) > r ͳΒɼBr(G) ࣗ༝ Z2-ۭؒͱͳΔɽάϥϑ G ͱ H Ͱɼ
g0(G), g0(H) > rͳΔͷ͕༩͑ΒΕͨͱ͖ɼ Br(G) ͱ Br(H) ͷୈ̍ Stiefel-Whitney

ྨͷႈ͕͍ͭ 0 ʹͳΔ͔ΛൺΔ͜ͱʹΑΓɼG͔ΒHʹάϥϑͷࣸ૾ͷඇଘ͍͕ࡏ
͑Δɽ࣮࣍ʹࡍͷΑ͏ͳྫ͕͋Δɽ

໋ 7.9. n, k, rΛਖ਼ͷͰɼn > 2kɺ(n − 2k)r = k − 1Λຬͨ͢ͷͱ͢Δɽ͜
ͷͱ͖ɼ֤ v ∈ V (Kn,k)ʹର͠ɼN2r−1(v) = V (Kn,k) − {v}͕Γཱͭɽ͕ͨͬͯ͠
g0(Kn,k) = 2r+ 1Ͱ͋ΓɼN2r−1(Kn,k) ($V (Kn,k)− 2) = (

(
n
k

)
− ໘ʹಉ૬ٿͷݩ࣍(2

Ͱ͋Δɽ

্ͷ໋Λ༻͍Δ͜ͱͰɼҎԼͷ͜ͱ͕Θ͔Δɽ

ܥ 7.10. n, k, rΛਖ਼ͷͱ͠ɼn > 2kɺ(n− 2k)r = k − 1Λຬͨ͢ͷͱ͢Δɽ͜
ͷͱ͖ɼحप͕ (2r+1)Ҏ্ͷάϥϑGͰɼ$V (G) <

(
n
k

)
Λຬͨ͢ͷʹର͠ɼKn,k

͔ΒGͷάϥϑͷࣸ૾ଘ͠ࡏͳ͍ɽ

্ͷΑ͏ʹಛघͳάϥϑͷ߹ʹɼ r-ۙෳମͷϗϞτϐʔܕΛ͢ࢉܭΔ͜ͱ͕
Ͱ͖Δ͕ɼҰൠʹͦͷϗϞτϐʔܕΛܾఆ͢Δ͜ͱඇৗʹ͍͠ɽ

6ΑΓ͘ڧɼBjörner ͱ Longueville  [4]ʹ͓͍ͯN (SKn,k)͕ Sn−2kʹϗϞτϐʔಉͰ͋Δ͜ͱ
Λ͍ࣔͯ͠Δɽ
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Characterizations of Lie groups via finiteness

conditions on their zero-dimensional subgroups

Dikran DIKRANJAN (Udine University, Italy)⇤1

Dmitri SHAKHMATOV (Ehime University, Japan)⇤2

Jan SPĚVÁK (J. E. Purkinje University, Czech Republic)⇤3

1. Compactness-like properties in topological groups

In this section we recall definitions of well-known compactness-like properties connec-
tions between which are summarized in the diagram below. (None of the arrows in this
diagram are reversible.)

totally minimal // minimal

++WWWWWWWWWWWWWWWWWW

compact //

✏✏

OO

locally compact //

++WWWWWWWWWWWWWWWWW

✏✏

locally minimal

!-bounded //

✏✏

locally !-bounded

✏✏

complete

✏✏
countably compact //

✏✏

locally countably compact

✏✏

// sequentially complete

pseudocompact //

✏✏

locally pseudocompact

✏✏
precompact // locally precompact

Recall that a topological space X is:

!-bounded if the closure of every countable subset of X is compact,
countably compact if every countable open cover of X has a finite subcover,
pseudocompact if every real-valued continuous function defined on X is bounded.

A topological group G is locally !-bounded (locally countably compact , locally pseu-
docompact) if it has an open neighbourhood U of its identity element whose closure U
is !-bounded (countably compact, pseudocompact, respectively). We say that a topo-
logical group is (locally) precompact if its two-sided uniformity completion is (locally)
compact. Recall that a topological group G is called sequentially complete if every
Cauchy sequence in G with respect to the two-sided uniformity of G converges to some
element of G [14, 15].
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Recall that a topological group G is called minimal if every continuous isomorphism
f : G! H, where H is Hausdor↵ topological group, is a topological isomorphism [28].
A topological group G is said to be totally minimal if all Hausdor↵ quotients of G are
minimal. Clearly, all compact groups are (totally) minimal. Easy examples show that
the converse does not hold in general. Nevertheless, a somewhat weaker implication
holds in the case of abelian groups:

Fact 1.1 (Prodanov and Stoyanov; see [9]) A minimal abelian group G is precompact.

A common generalization of locally compact groups and minimal groups was pro-
posed by Morris and Pestov. A topological group (G,⌧ ) is locally minimal if there
exists a neighborhood V of eG such that whenever � ✓ ⌧ is a Hausdor↵ group topology
on G such that V is a �-neighborhood of eG, then � = ⌧ [24]. We refer the reader to
[2, 3] for some recent progress in this area.

2. Principal results
Definition 2.1 For a topological group G, consider the following conditions:

(Z ) every closed zero-dimensional subgroup of G is discrete,
(Zm) every closed zero-dimensional metric subgroup of G is discrete,
(Zcm) every compact metrizable zero-dimensional subgroup of G is finite.

Remark 2.2 One may wonder why this definition omits the following natural condi-
tion:

(Zc) every compact zero-dimensional subgroup of G is finite.

It turns out that this property is equivalent to Zcm. Indeed, the implication Zc!Zcm

is trivial, and the converse implication easily follows from a result in [22].

The three properties from Definition 2.1 are ultimately related to Lie groups, as
the following proposition shows:

Proposition 2.3 For every topological group G, the following implications hold:

Lie! Z ! Zm ! Zcm. (1)

We study in detail the question of when these implications can be reversed, for
various classes of groups that are close to being compact.

Our first result shows that the three properties from Definition 2.1 are equivalent
for locally !-bounded groups.

Theorem 2.4 For a locally !-bounded group G the following conditions are equivalent:

(i) G is a Lie group;
(ii) G satisfies Z ;
(iii) G satisfies Zm;
(iv) G satisfies Zcm.

Corollary 2.5 A locally !-bounded group without infinite compact metric zero-dimensional
subgroups is a Lie group.

Since Lie groups are locally compact and locally compact groups are locally !-
bounded, we get the following characterization of Lie groups in terms of their closed
zero-dimensional compact metric subgroups.
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Corollary 2.6 A topological group is a Lie group if and only if it is locally !-bounded
and has no infinite compact metric zero-dimensional subgroups.

Even a locally compact version of this corollary is new.

Corollary 2.7 A topological group is a Lie group if and only if it is locally compact
and has no infinite compact metric zero-dimensional subgroups.

One cannot replace “locally !-bounded” by “countably compact” in Theorem 2.4
and Corollaries 2.5 and 2.6; see Example 3.1.

Theorem 2.8 For a locally minimal, locally precompact abelian group G the following
conditions are equivalent:

(i) G is a Lie group;
(ii) G satisfies Z ;
(iii) G satisfies Zm.

Moreover, if G is additionally assumed to be sequentially complete, then the follow-
ing condition can be added to this list:

(iv) G satisfies Zcm.

Since minimal abelian groups are precompact by Fact 1.1, the conclusion of our
next corollary follows from Theorem 2.8 and the fact that precompact Lie groups are
compact.

Corollary 2.9 For a minimal abelian group G the following conditions are equivalent:

(i) G is a compact Lie group;
(ii) G satisfies Z ;
(iii) G satisfies Zm.

As we shall see in Example 3.6(ii), one cannot add Zcm to the list of equivalent
conditions in Corollary 2.9 and cannot drop the additional assumption of sequential
completeness in the final part of Theorem 2.8.

Since Lie groups are locally compact (so, locally minimal) and satisfy property Zm,
Theorem 2.8 gives the following characterization of abelian Lie groups:

Corollary 2.10 An abelian topological group group G is a Lie group if and only if G
is locally minimal, locally precompact and all closed metric zero-dimensional subgroups
of G are discrete.

Since compact groups are minimal and precompact discrete groups are finite, Corol-
lary 2.9 yields a characterization of compact abelian Lie groups:

Corollary 2.11 An abelian topological group is a compact Lie group if and only if it
is minimal and has no infinite closed metric zero-dimensional subgroups.

Our third theorem extends Theorem 2.8 beyond the abelian case.

Theorem 2.12 For a connected, locally minimal, precompact sequentially complete
group G, the following conditions are equivalent:

(i) G is a compact Lie group;
(ii) G satisfies Z ;
(iii) G satisfies Zm;
(iv) G satisfies Zcm.
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Example 3.1 below shows that local minimality cannot be omitted in Corollary 2.10
and Theorem 2.12.

Corollary 2.13 A connected topological group is a compact Lie group if and only if it
is sequentially complete, precompact, locally minimal and all its compact metric zero-
dimensional subgroups are finite.

The particular version of our results deserves special attention.

Corollary 2.14 Let G be a countably compact minimal group satisfying Zcm. If G is
either abelian or connected, then G is a compact Lie group.

Indeed, G is precompact and sequentially complete. Now the conclusion of this
corollary follows from Theorem 2.8 (in the abelian case) and Theorem 2.12 (in the
connected case).

The property Z has been well studied in functional analysis.

Remark 2.15 The additive group of a Banach space B has property Z (equivalently,
property Zm) if and only if B contains no subspace isomorphic to c0; see [1, Theorem
4.1]. In particular, the additive group of the Hilbert space has property Z (equivalently,
property Zm) [16].

Since the additive group of the Hilbert space is locally minimal and (sequentlially)
complete, it follows that local precompactness of G cannot be omitted from the as-
sumptions of both Theorem 2.8 and Corollary 2.10, minimality cannot be replaced
with local minimality in Corollaries 2.9 and 2.11, and precompactness of G is neces-
sary in Theorem 2.12 and cannot be dropped from its Corollary 2.13.

The following curious “automatic closedness” result is of independent interest.

Theorem 2.16 Let G be a subgroup of an abelian Lie group K. If G satisfies Zm,
then G is closed in K; in particular G is a Lie group itself.

One can consider the weaker versions of the three conditions Z , Zm and Zcm

from Definition 2.1 obtained by replacing the word “subgroup” with the word “normal
subgroup”. The following example shows that (with the trivial exception of purely
“abelian” results) most of our results spectacularly fail for these weaker versions of the
three properties.

Example 2.17 Let L = SO3(R) be a compact connected simple Lie group. Then G =
LN is a compact connected metric group without non-trivial closed zero-dimensional
normal subgroups, yet G is not a Lie group. Indeed, by a well-known theorem of
Hofmann [23], a closed zero-dimensional normal subgroup of a connected compact
group must be central, and the conclusion follows from the fact that G has the trivial
center.

It is worth mentioning here the TAP property from [26] defined by requiring that
no sequence in a topological group is multiplier convergent; see [12]. This property
is weaker than NSS [26], and therefore, is possessed by every Lie group. Since TAP
groups satisfy Zcm, the results in this section can be applied to obtain characteriza-
tions of (compact) Lie groups in terms of multiplier convergence of sequences; see our
forthcoming paper [13].
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3. Examples distinguishing Z , Zm and Zcm

In this section we exhibit a series of examples showing that the arrows in (1) are not
reversible in general.

Example 3.1 Under Continuum Hypothesis, there exists a countably compact con-
nected abelian group which satisfies Z but is not Lie. In order to get such an example,
we shall need the notion of an HFD set. Recall that a subset G of T!1 is called an HFD
set (an abbreviation for hereditarily finally dense) provided that for every countably
infinite subset X of G one can find an ordinal ↵ < !1 such that q↵(X) is dense in
T!\↵, where q↵ : T!1 ! T!1\↵ be the natural projection defined by q↵(h) = h �!1\↵ for
h 2 T!1 .

(i) It is known that every HFD subset of T!1 is hereditarily separable, countably
compact, connected and does not contain any non-trivial convergent sequences.

(ii) We claim that every HFD subgroup G of T!1 satisfies Z but is not Lie. Indeed,
let N be an infinite closed zero-dimensional subgroup of G. Fix a countably infinite
subset X of N . Let K be the closure of N in T!1 . Since N is a closed subgroup of
the countably compact group G, it is countably compact as well. Therefore, dim K =
dim N = 0 by Tkachenko’s theorem ([30]). Since G is an HFD subset of T!1\↵, there
exists an ordinal ↵ < !1 such that q↵(X) is dense in T!1\↵. Since K is a compact group
containing X, it follows that q↵(K) = T!1\↵. Since continuous homomorphic images of
compact zero-dimensional groups are zero-dimensional, we conclude that T!1\↵ must
be zero-dimensional, in contradiction with its connectedness. This finishes the proof
of the fact that G satisfies Z . Since G contains no non-trivial convergent sequences,
G is non-metrizable, and so cannot be a Lie group.

(iii) Tkachenko [29] gave an example, under the Continuum Hypothesis, of an HFD
subgroup of T!1 .

It follows from our next proposition that local minimality of G cannot be omitted
in Theorem 2.8.

Proposition 3.2 For every infinite abelian group G there exists a zero-dimensional
sequentially complete precompact group topology ⌧ on G such that (G,⌧ ) satisfies Zm

but does not satisfy Z .

Proof: Indeed the group G# (this is G equipped with its Bohr topology) is an infi-
nite zero-dimensional [25] non-metrizable group, every infinite subgroup H of which is
topologically isomorphic to H#, so H is not metrizable. Therefore, G# satisfies Zm

but does not satisfy Z . Finally note that G# is always sequentially complete [14, 15].

Under additional set-theoretic axioms, one can even strengthen precompactness to
countable compactness in a counter-example to the implication Zm!Z .

Example 3.3 (i) If G is an infinite zero-dimensional group without non-trivial con-
vergent sequences, then G satisfies Zm but does not satisfy Z . Indeed, since G has
no non-trivial convergent sequences, it satisfies Zm. Since G is infinite and zero-
dimensional, it does not satisfy Z .

(ii) Let G be dense pseudocompact subgroup of Z(2)c without non-trivial convergent
sequences constructed in [27]. It follows from (i) that G is a pseudocompact abelian
group which satisfies Zm but does not satisfy Z .

(iii) Under Martin’s Axiom, there exists a countably compact abelian group which
satisfies Zm but does not satisfy Z . Indeed, let G be an infinite Boolean countably
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compact group without non-trivial convergent sequences built by van Douwen under
the assumption of MA [18]. Since G is a countably compact group of finite exponent,
G is zero-dimensional; see [7]. The rest follows from item (i).

This example shows that “!-bounded” cannot be weakened to “countably compact”
in Corollary 2.5, even in the “global” version.

Example 3.4 There exists a pseudocompact abelian group satisfying Zcm which does
not satisfy Zm. Indeed, let G be a pseudocompact abelian group of cardinality c such
that G contains an infinite cyclic metrizable subgroup N and all countable subgroups
of G are closed; such a group is constructed in [31, Theorem 2.8]. Since N is countable,
it is a closed zero-dimensional subgroup of G. Since N is metrizable, G does not satisfy
Zm. It follows from [31, Corollary 2.7] that all (countable) compact subgroups of G
are finite. Thus, G trivially satisfies Zcm.

The reader may want to compare the next proposition with Proposition 3.2 and
Example 3.3.

Proposition 3.5 Conditions Zm and Zcm are equivalent for locally precompact, se-
quentially complete groups. In particular, these two conditions coincide for countably
compact groups.

Proof: Let G be a locally precompact, sequentially complete group. The implication
Zm!Zcm is established in Proposition 2.3. To prove the reverse implication suppose
that G does not satisfy Zm. Then G has a non-discrete closed zero-dimensional metric
subgroup N . Since N is a closed subgroup of G, it is locally precompact and sequen-
tially complete. Since N is also metrizable, N is complete. Being also locally pre-
compact, N is locally compact. Being a non-discrete locally compact zero-dimensional
group, N contains an infinite open compact subgroup C, by van Dantzig’s theorem.
This shows that G does not satisfy Zcm.

Item (ii) of our next example shows that sequential completeness in Proposition 3.5
is essential, while Example 3.8(ii) shows that local precompactness is essential as well.

Example 3.6 (i) Every non-discrete countable metrizable group G satisfies Zcm but
does not satisfy Zm. Indeed, since infinite compact groups have size � c, all compact
metric subgroups of G are finite, so G satisfies Zcm. Furthermore, G itself is zero-
dimensional, so fails to satisfy Zm.

(ii) Let G be any countably infinite minimal metric abelian group (one can take,
for example, Q/Z as G; see [17, 28]). Then G is a (precompact) minimal abelian group
satisfying Zcm but failing Zm. Indeed, G is precompact by Fact 1.1. Since G is infinite,
it is non-discrete. The rest follows from item (i).

Remark 3.7 (i) If continuous homomorphisms from a topological group G to R sep-
arate points of G, then G contains no non-trivial compact subgroups; in particular, G
satisfies Zcm. Indeed, assume that K is a non-trivial compact subgroup of G. By our
assumption, there exists a continuous homomorphism f : G ! R such that f(K) is
non-trivial. Since f(K) is compact, this contradicts the fact that R has no non-trivial
compact subgroups.

(ii) It follows from (i) that the additive group G of every topological vector space
over R has no non-trivial compact subgroups; in particular, G satisfies Zcm.
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Example 3.8 (i) The complete metric group RN satisfies Zcm but does not satisfy Zm.
Indeed, since ZN is an infinite non-discrete closed zero-dimensional subgroup of RN, the
group RN fails property Zm. The rest follows from Remark 3.7(ii).

(ii) The additive group G of the Banach space c0 is a locally minimal (sequentially)
complete metric abelian group satisfying Zcm but failing Zm. Indeed, G satisfies Zcm

by Remark 3.7(ii). On the other hand, G does not satisfy Zm by Remark 2.15.

It is worth noticing that the group RN from item (i) of this example is not locally
minimal; see [8, Example 7.44].

All examples constructed so far are abelian. We shall now produce a series of ex-
amples which are minimal groups G close to being abelian (actually, they are nilpotent
of class two, i.e., G/Z(G) is abelian). In order to do so, we shall need the following
general theorem inspired by and extending [8, Lemma 5.16].

Theorem 3.9 Let m > 1 be an integer and let X be an infinite precompact abelian
group with exp(X) = m. Let K = T[m]. Then the discrete Pontryagin dual D = eX^

of X acts on K ⇥X via automorphisms (t, x) 7! (t + �(x), x), (t, x) 2 K �X, � 2 D.
The resulting semi-direct product LX = (K ⇥ X) h D is a minimal group group with
the following properties:

(i) K ⇥X is an open subgroup of LX , so LX is locally precompact;
(ii) if X is connected then m = 0 (i.e., K = T) and c(LX) = T⇥X (in particular,

LX is locally connected if and only if X is locally connected);
(iii) LX is locally (countably) compact if and only if X is (countably) compact;
(iv) LX is locally !-bounded, whenever X is !-bounded;
(v) LX is locally pseudocompact if and only if X is pseudocompact;
(vi) LX satisfies satisfies Z (resp., Zm. Zcm) if and only if X satisfies satisfies

Z (resp., Zm. Zcm);
(vii) LX is a Lie group precisely when X is a Lie group.
(viii) LX is (sequentially) complete precisely when X is (sequentially) complete.

(ix) LX has no convergent sequences if and only if X has no convergent sequences and
m > 0;

(x) Z(LX) = K and LX/Z(LX) ⇠= X ⇥D, so LX is nilpotent (of class two).

Our first group of examples shows that one cannot omit “abelian” in Theorem
2.8 and its corollaries, or replace it by the slightly weaker property “nilpotent”. More
precisely, we give an example of a minimal locally precompact (consistently, also locally
countably compact) nilpotent sequentially complete group satisfying Zm, that does not
satisfy Z .

Example 3.10 (i) Take X to be an infinite precompact Boolean group without non-
trivial convergent sequences (this can be easily obtained by taking X to have the
Bohr topology X# as in Proposition 3.2). Then LX is a locally precompact minimal
sequentially complete nilpotent group that satisfies Zm but does not satisfy Z . Since X
has no non-trivial convergent sequences, X is satisfying Zm and satisfies Zm. According
to Theorem 3.9, LX has the desired properties.

(ii) Under the assumption of MA, there exists a locally countably compact minimal
nilpotent group that satisfies Zm but does not satisfy Z . Indeed, one can take as X a
Boolean countably compact group without non-trivial convergent sequences mentioned
in Example 3.3(iii). Then LX becomes locally countably compact, in addition to the
rest of properties from item (i).
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Item (i) of the next example should be compared with Theorem 2.12, and item (ii)
should be compared with Corollary 2.13.

Example 3.11 (i) Under the assumption of the Continuum Hypothesis, there exists a
locally countably compact locally connected minimal nilpotent group which satisfies Z
but is not Lie. Indeed, take as X the connected countably compact HFD subgroup of
T!1 constructed in Example 3.1. According to (ii), (iii) and (vi) of Theorem 3.9, the
group LX has the desired properties as X satisfies Z .

(ii) There exists a locally pseudocompact locally connected minimal sequentially com-
plete nilpotent group which satisfies Zm but is not Lie. According to [20, Corollary
5.6], every abelian group of size  22c

admitting a pseudocompact group topology, ad-
mits also a pseudocompact group topology without non-trivial convergent sequences.
On the other hand, every divisible pseudocompact group is connected by a theorem
of Wilcox [33], while every connected compact group is divisible [23]. Hence, every
connected compact abelian group of size  22c

admits a connected pseudocompact
group topology without non-trivial convergent sequences. Take any abelian connected
pseudocompact group X without convergent sequences (to this end one can use as a
starting connected compact abelian group the circle T). Clearly, X is sequentially com-
plete. By items (ii), (v), (vi) and (viii) of Theorem 3.9, LX is a locally pseudocompact
locally connected minimal sequentially complete nilpotent group which satisfies Zm

but is not metrizable, hence not Lie.

4. Open questions
We do not know whether one can extend Theorem 2.16 to the non-abelian case.

Question 4.1 If a subgroup G of a Lie group K satisfies Zm, must then G be closed
in K? Is this true at least when K is compact?

Question 4.2 Is there a pseudocompact (totally) minimal (abelian) group which sat-
isfies Zcm but fails Zm?

Question 4.3 (i) Does there exist a ZFC example of a countably compact (abelian)
group which satisfies Zm but does not satisfy Z ?

(ii) Does there exist a pseudocompact (totally) minimal (abelian) group which
satisfies Zm but does not satisfy Z ?

(iii) Must a countably compact (totally) minimal group satisfying Zm also satisfy
Z ?

It is not known if every countably compact minimal group contains a non-trivial
convergent sequence; see [11, Question ??]. Note that a counter-example to this ques-
tion would be a countably compact minimal group that satisfies Zm but is not a Lie
group.

Question 4.4 (i) Does there exist a pseudocompact abelian group G which satisfies
Z but is not metrizable (and thus, is not a Lie group)? What is the answer if one
additionally assumes that G is sequentially complete?

(ii) Does there exist a ZFC example of a countably compact abelian group which
satisfies Z but is not metrizable (and thus, is not a Lie group)?

(iii) Must a pseudocompact (totally) minimal (abelian) group satisfying Z be a
Lie group?

(iv) Must a countably compact (totally) minimal group satisfying Z be a Lie group?
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The answer to Questions 4.3(iii) and 4.4(iv) is positive when the group in question is
either abelian or connected; see Corollary 2.14. We conjecture that the totally minimal
versions of Questions 4.3(iii) and 4.4(iv) both have a positive answer.

Conjecture 4.5 A countably compact totally minimal group satisfying Zcm is a Lie
group.

Our next remark collects some comments that may be useful in the proof of this
conjecture.

Remark 4.6 (i) A countably compact totally minimal group G contains every normal
closed metrizable subgroup N of its completion K. Indeed, as G is totally dense in K,
the intersection N \ G must be both countably compact and dense in N . Since N is
metrizable, it must coincide with N . So, G must contain the metrizable closed normal
subgroup N of K.

(ii) Let G be a countably compact totally minimal group satisfying Zcm. Then the
center Z(G) is both countably compact and totally minimal, so by the theorem from
[10], Z(G) is compact. By Theorem 2.4, Z(G) is a Lie group. Therefore, in order to
prove Conjecture 4.5, it su�ces to show that the quotient G/Z(G) is a Lie group.

(iii) A totally disconnected countably compact totally minimal group satisfying Zcm

is torsion. Being a totally disconnected countably compact group, G is zero-dimensional
[7]. Under these circumstances Zcm implies that all (closed) metrizable subgroups of G
are finite. To see that G is torsion, it is enough to see that all cyclic subgroups of G are
metrizable. By Tkachenko’s theorem [29], the completion K of G is zero-dimensional
as well, so the neutral element eK has a base of neighborhoods formed by open sub-
groups of K. Hence, G has the same property. In particular, every cyclic subgroup of
G, having the topology generated by open subgroups, must be metrizable.
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༷ʑͳඇਖ਼ଇLefschetz fibrationͱͦΕΒͷߏʹͭ
͍ͯ

ాɹ೭ (౦ژཧՊେֶ)∗

1. ং

Lefschetz fibration, S. Lefschetz͕ۂ໘ΛௐΔิॿखஈͱͯ͠ಋೖͨ͠ (Lef-

schetz pencilʹ༝དྷ͢Δ)֓೦Ͱ͋Δ. 1970ޙ͔Β 1980ʹ͔͚, छ 1ͷ
Lefschetz fibrationପԁۂ໘ͷτϙϩδʔͷૅج͍͓ͯʹڀݚతͳׂΛՌͨͨ͜͠
ͱͰ, ͦͷॏཁੑ͕ೝࣝ͞Εͨ. ಛʹ, 1998, ͷDonaldson[7]ͱGompf[10]ͷ݁Ռ࣍
ʹΑͬͯ, Lefschetz fibrationͱ γϯϓϨΫςΟοΫଟ༷ମݩ࣍4 (ඇୀԽͳ Λࣜܗ࣍2
.Β͔ʹ͞Εͨ໌͕ଟ༷ମ)ͷີͳؔݩ࣍4ͭ࣋

ఆཧ 1.1. ҙͷด4ݩ࣍γϯϓϨΫςΟοΫଟ༷ମXʹର͠, ͋Δm > 0͕ଘͯ͠ࡏ
X!mCP2 → S2Lefschetz fibrationͱͳΔ ([7]). ,ʹٯ छ gͷLefschetz fibration

X → Σh (g ≥ 2, h ≥ 0)ʹର͠, XγϯϓϨΫςΟοΫߏΛͭ࣋ ([10]).

͜͜ͰCP2CP2ͷ͖Λٯʹͨ͠ͷͰ͋Γ, Σhछhͷ༗ดۂ໘Λද͢. ఆ
ཧ ,ʹػܖΕͨͷΛݱ1.1͕ τϙϩδʔʹ͓͍ͯLefschetzݩ࣍4 fibrationͷڀݚͦͷ
,͕ຊ֨Խ͠ߏ .ΘΕ͍ͯΔߦʹൃ׆ࡏݱ

ͯ͞, Lefschetz fibrationͱۂ໘ͷࣸ૾ྨ܈ͷ͋Δ͍ؔࣜޓʹରԠ͍ͯ͠Δ͜ͱ
͕ΒΕ͍ͯΔ. ͭ·Γ, ,ͷ߹ͤతͳٞͰ܈ྨ૾ࣸ ৽͍͠Lefschetz fibration 4

.͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ΔߏʹγϯϓϨΫςΟοΫଟ༷ମΛେྔݩ࣍ “༷ʑͳ ଟ༷ମݩ࣍4
ͷ۩ମྫΛߏ͢Δ͜ͱͰ4ݩ࣍ଟ༷ମͷશମ૾ΛௐΑ͏”ͱ͍͏ཱͷڀݚʹ͓͍
ͯ, ͜ͷ࣮ࣄLefchetz fibrationͷັྗͷ 1ͭͱ͑ݴΑ͏. ·ͨ, ͷతੑ܈ྨ૾ࣸ
࣭ͱ4ݩ࣍τϙϩδʔͷੑ࣭͕͍ޓʹԠ༻Ͱ͖Δେ͖ͳັྗͷ1ͭͰ͋Δ.

ઌʹड़ͨΑ͏ʹ, Lefschetz fibration (ෳૉ)زԿ͔Βτϙϩδʔʹಋೖ͞
Εͨ. ͦ͏͢ΔͱෳૉزԿͷൣᙝͰͳ͍ Lefschetz fibration͕ੜ͡ΔͣͰ͋Δ.

ͦΕΒΛʮඇਖ਼ଇLefschetz fibrationʯͱݺͿ͜ͱʹ͢Δ. ຊߘͰ, ໘্ͷඇਖ਼ଇٿ
Lefschetz fibrationͷߏॾڀݚΛ, චऀࣗͷۙ࠷ͷڀݚަ͑ͯ, ߹ͷ܈ྨ૾ࣸ
ͤతͳٞʹΑΔ؍͔Βհ͍ͨ͠.

2. Lefschetz fibration

·ͣ͡Ίʹ, Lefschetz fibrationͱดۂ໘ͷࣸ૾ྨ܈ʹؔ͢Δ࣮ࣄૅجΛड़Δ. Α
Γৄ͘͠ [13], [10], [18]ͳͲΛߟࢀʹ͍͖͍ͯͨͩͨ͠. ɹຊߘͰ, ग़ͯ͘Δଟ༷
ମ, ࣸ૾C∞ڃΛԾఆ͓ͯ͘͠.

2.1. Lefschetz fibrationͱϞϊυϩϛʔ

XΛ༗ด4ݩ࣍ଟ༷ମͱ͠ɼΣgΛछ gͷ༗ดۂ໘ͱ͢Δɽɹ

ΩʔϫʔυɿLefschetz fibration, ,܈ྨ૾ࣸ ඇਖ਼ଇ
∗˟ 278-8510 ઍ༿ݝా࡚ࢁࢢ 2641 (4߸ؗ 3F)
e-mail: monden_naoyuki@ma.noda.tus.ac.jp
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ఆٛ 2.1. C∞૾ࣸڃf : X → S2͕࣍ͷ݅ (1), (2), (3)Λຬͨ͢ͱ͖, fΛ (S2্ͷ)

छ gͷLefschetz fibrationͱݺͿ.

(1) f༗ݸݶͷྟք b1, . . . , bn ∈ S2Λͪ࣋, f |f−1(S2−{b1,...,bn})S2 − {b1, . . . , bn}
্ͷC∞ڃΣg-ଋʹͳ͍ͬͯΔɼ

(2) ֤ಛҟϑΝΠόʔf−1(bi)།1ͭͷྟքpi ∈ XΛͭ࣋. ·ͨ, ֤piͷपΓͰ,

pi, biΛத৺ͱ͢Δہॴෳૉ࠲ඪ (z1, z2), w͕ଘ͠ࡏ, fw = f(z1, z2) = z21 + z22
ͱදࣔ͞ΕΔ. ·ͨ, .ͱཱ͍྆ͯ͠Δ͖X,S2ͷ͖ඪ͕ఆΊΔ࠲ॴෳૉہ

(3) ֤f−1(b) (b ∈ S2)ࣗࠥަݾ (−1)ͷٿ໘Λؚ·ͳ͍ (૬ରۃখ).

b
γ

g

bn
γn

b

Σg

X

f

S

f -1(b)～～

ਤ 1: छgͷLefschetz fibrationͷΠϝʔδ.

ਤ 1छ gͷ Lefschetz fibration

ͷΠϝʔδΛද͍ͯ͠Δ.

ҙ 2.2. ຊߘͰ, ؆୯ͷͨΊఈۭ
ؒΛ S2ͱ͕ͨ͠, S2ͷΘΓʹC∞

໘ۂίϯύΫτ༗ڃ Σͱͯ͠Α
͍. ͦͷ߹, X  C∞ ίϯύΫڃ
τ༗ ,ଟ༷ମͱͳΓݩ࣍4 ఆٛʹ
b1, . . . , bn ∈ IntΣ, ∂X = f−1(∂Σ)ͱ
͍͏݅ΛՃ͑Δ. $

ਖ਼ଇ Lefschetz fibrationΛ (มଇతʹ)ఆٛ͢Δ. ਖ਼ଇ Lefschetz fibration͕ 1અͰ
ड़ͨෳૉزԿͷLefschetz fibrationͰ͋Δ. ຊߘͰ, τϙϩδʔʹͷΈݱΕΔ
Lefschetz fibration, ͭ·Γඇਖ਼ଇLefschetz fibrationʹ͍ͭͯͷ݁ՌΛհ͢Δ.

ఆٛ 2.3. छ gͷ Lefschetz fibraion f1 : X1 → S2͕ਖ਼ଇͱ, छ gͷ Lefschetz

fibration f2 : X2 → CP1 (X2ෳૉۂ໘, ࣹӨ f2ਖ਼ଇࣸ૾)ͱ͖Λอͭඍಉ૬
ࣸ૾H : X1 → X2, h : S2 → CP1͕ଘ͠ࡏ, h ◦ f1 = f2 ◦H͕Γཱͭͱ͖Λ͍͏.

S2্ͷLefschetz fibrationͱࣸ૾ྨ܈ͷ “positive relator”ରԠ͢Δ. ҎԼ, ͜ͷઅ
ͷΓͰ, ͦͷཧ༝Λ؆୯ʹड़Δ.

Σgͷ͖Λอͭඍಉ૬ࣸ૾શମͷͳ͢܈ΛDiff+Σgͱ͠,߃ࣸ૾ idΣgʹ isotopicͳ
ࣸ૾શମͷͳ͢Diff+Σgͷ෦܈ΛDiff0Σgͱ͓͘. ͜ͷͱ͖, Mg := Diff+Σg/Diff0Σg

ΛΣgͷࣸ૾ྨ܈ͱݺͿ. tc (∈ Mg)ͰΣg্ͷ୯७ดۂઢcʹԊͬͨӈ͖Dehn twist

Λද͢. ɹ

ఆٛ 2.4. ͷDehnݸMgͷn܈ྨ૾ࣸ twistͷੵ͕ tcn · · · tc2tc1 = 1Λຬͨ͢ͱ͖,

tcn · · · tc2tc1
Λpositive relatorͱݺͿ.

f : X → S2Λఆٛ 2.1ͷLefschetz fibrationͱ͢Δ. b0 ∈ S2 − {b1, . . . , bn}Λجͱ
͠, ಉҰࢹ ϕ : f−1(b0) → Σg (ඍಉ૬)ΛܾΊ͓ͯ͘. ݅ (1)ΑΓS2 − {b1, . . . , bn}
্ͷΣg-ଋͷྨࣸ૾S2 − {b1, . . . , bn} → BDiff+ΣgΛ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ͜ͷྨ
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ࣸ૾͔Β, ͦΕͧΕͷجຊ܈ͷؒʹ४ಉ૾ࣸܕ

Ψf : π1(S
2 − {b1, . . . , bn}) → π1(BDiff+Σg) ∼= π0(Diff+Σg) = Mg

͕༠ಋ͞ΕΔ (ຊߘͰ γ,γ ′ ∈ π1(S2 − {b1, . . . , bn})ͷੵ γγ′ γ → γ′ͷॱʹ͠ࢪ,

ψ,ϕ ∈ Mgͷੵψϕϕ → ψͷॱʹ͢ࢪ. ͕ͨͬͯ͠, Ψf४ಉ૾ࣸܕͱͳΔ).Ψ f

ΛfͷϞϊυϩϛʔදݱͱݺͿ.

γiΛਤ 1ͷΑ͏ͳ biͷΈΛғ͏ϧʔϓͱ͢Δ. ͢Δͱ, ݅ (2)ΑΓ, Ψf (γi)Σg

ͷ͋Δ୯७ดۂઢ ciʹԊͬͨӈ͖Dehn twist tciͱͳΔ. ಛҟϑΝΠόʔ f−1(bi)
f−1(b0)ͷ୯७ดۂઢϕ−1(ci)Λ 1ʹ௵͢͜ͱͰಘΒΕΔ. ͜ͷϕ−1(ci)ΛಛҟϑΝΠ
όʔf−1(bi)ͷফ໓αΠΫϧͱݺͿ. ΨfʹΑΔγ1γ2 · · · γn = 1ͷ૾ tcn · · · tc2tc1 = 1ͱ
ͳΔ. ΑͬͯछgͷLefschetz fibration͔ΒMgͷpositive relator tcn · · · tc2tc1͕ಘΒ
Εͨ. ,ʹٯ Mgͷpositive relator tcn · · · tc2tc1ʹର͠, D2 ×Σgʹnݸͷ2-handleΛ“্
ख͘”ண͢Δ͜ͱʹΑΓ, D2্ͷछ gͷLefschetz fibrationΛߏ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖
Δ. ͞Βʹ, positive relatorͰ͋Δ͜ͱ͔ΒD2 × ΣgΛ߹͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖, S2্ͷछ
 gͷLefschetz fibration͕ߏ͞ΕΔ.

Ҏ্ͷٞʹ͓͍ͯ, f−1(b0)ͱΣgͱͷಉҰࢹΛ༩͑Δඍಉ૬ϧʔϓ γ1, . . . , γn
ͷऔΓํΛ͑Δͱ, ಘΒΕΔ positive relator positive relator tcn · · · tc2tc1ʹಉڞ࣌
 (simultaneous conjugation)ॳมܗ (elementary transformation)Λ༗ݶճͨ͠ࢪ
ͷʹͳ͍ͬͯΔ.

2.2. Lefschetz fibrationͷྫ

͜͜Ͱ, తͳLefschetzૅج͔͍ͭ͘ fibrationͱͦΕʹରԠ͢Δpositive relatorΛ
հ͢Δ. ͦͷͨΊʹඞཁͳ୯७ดۂઢΛ༻ҙ͓ͯ͜͠͏.

c1, c2, . . . , c2g+1Λਤ 2ͷΑ͏ͳΣgͷ୯७ดۂઢͱ͢Δ. ͜ͷ࣌, ͷ࣍ 8g + ͷݸ4
Dehn twistͷੵhgMgͷpositive relatorͰ͋Δ.

hg : = (tc1tc2 · · · tc2gt2c2g+1
tc2g · · · tc2tc1)2 (= 1)

positive relator hgʹରԠ͢Δछ gͷ Lefschetz fibration X → S2Λ͑ߟΔͱ, X ∼=
CP2%(4g + 5)CP2Ͱ͋Δ (cf [12]).

c cc cgc

cg+

cg-

dg-

eg-

ਤ 2: ୯७ดۂઢ c1, . . . , c2g+1, d2g−1, e2g−1.

g͕ۮ (resp. ,)ͷͱ͖ح B0, B1, . . . , Bg, c (resp. a, b)Λਤ 3 (resp. ਤ 4)ͷΑ͏
ͳΣgͷ୯७ดۂઢͱ͢Δ. g͕ۮ (resp. ,)ͷͱ͖ح ݸͷ2g+4࣍ (resp. 2g+10

ͷDehn(ݸ twistͷੵΛmckgͱ͓͘ͱ, mckgMgͷpositive relatorͰ͋Δ.

mckg : =

{
(tB0tB1 · · · tBgtc)

2 (= 1) (g (ۮ:

(tB0tB1 · · · tBgt
2
at

2
b)

2 (= 1) (g .(ح:
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B B Bg

B0

c

ਤ 3: ୯७ดۂઢB0, . . . , Bg, c (g:ۮ)

B B Bg

B0

a

b

ਤ 4: ୯७ดۂઢB0, . . . , Bg, a, b (g:ح)

͜ΕΒͷ positive relator, g = 2ͷ߹ʹদຊࢯ [18]ʹΑΓߏ͞Ε, ,ʹޙ

Cadavid[4], Korkmaz[17]ʹΑΓಠཱʹ g ≥ 3ͷ߹ʹ֦ு͞Εͨ. ͦ͜Ͱ, ຊߘͰ
positive relator mckgʹରԠ͢ΔछgͷLefschetz fibration Λछgͷদຊfibration

ͱݺͿ͜ͱʹ͢Δ. छ gͷদຊ fibrationͷશۭؒ g͕ۮ (resp. ,)ͷͱ͖ح

Σg/2 × S2!4CP2 (resp.Σ (g−1)/2 × S2!8CP2)ͱඍಉ૬Ͱ͋Δ.

͜ͷઅͷLefschetz fibrationͷྫਖ਼ଇͰ͋Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ.

3. ෳૉߏΛڐ༰͠ͳ͍4ݩ࣍ଟ༷ମͷߏ

Lefschetz fibration f : X → S2͕ඇਖ਼ଇͰ͋Δ͜ͱΛࣔ͢ʹ,ʮX͕ෳૉߏΛͨ࣋
ͳ͍ʯ·ͨʮࣹӨf͕ਖ਼ଇࣸ૾Ͱͳ͍ʯ͜ͱΛࣔͤΑ͍. ͜͜Ͱ, શۭؒʹෳૉ
ͳ͍߹ͷඇਖ਼ଇLefschetzͨ࣋Λߏ fibrationʹؔ͢Δ݁ՌΛհ͢Δ.

3.1. શۭ͕ؒඇ୯࿈݁ͰෳૉߏΛͨ࣋ͳ͍ඇਖ਼ଇLefschetz fibration

શۭ͕ؒඇ୯࿈݁Ͱ, ෳૉߏΛͨ࣋ͳ͍Lefschetz fibrationOzbagci-Stipsicz, Ko-

rkmazʹΑΓߏ͞Εͨ. ͦͷࡍ, Lefschetz fibrationͷ “͠ࢉ”Ͱ͋ΔʮϑΝΠόʔ
ʯΛ༻͍͍ͯΔ. ͦ͜Ͱ, ·ͣϑΝΠόʔͷఆٛΛհ͢Δ.

ఆٛ 3.1. fi : Xi → S2 (i = 1, 2)Λछ gͷLefschetz fibration, Di ⊂ S2Λ fiͷਖ਼ଇ
ͷΈΛؚΉԁ൘ͱ͠, xi ∈ ∂DiΛͱΔ. Λอͭඍಉ૬ϕ͖ : f−1

1 (x1) → f−1
2 (x2)

ͱ, Δඍಉ૬∂D1͢ʹٯΛ͖ → ∂D2ͰX1 − f−1
1 (IntD1)ͱX2 − f−1

2 (IntD2) Λ྆
ํͷϑΝΠόʔߏΛอͭΑ͏ʹషΓ߹ΘͤͯಘΒΕΔछ gͷ Lefschetz fibration

Λf1!ϕf2 : X1!ϕX2 → S2ͱॻ͖, f1ͱf2ͷϕͰͶͬͨ͡ϑΝΠόʔͱݺͿ.

ఆٛ 4.1ʹ͓͍ͯ, ϕͷऔΓํʹΑΓX1!ϕX2ͷඍߏมԽ͢Δ. 3અͰͦͷΑ
͏ͳྫΛհ͢Δ. ·ͨ, f−1

1 (x1) ∼= f−1
2 (x2) ∼= ΣgΑΓϕࣸ૾ྨ܈MgͷݩͱΈͳ͢

͜ͱ͕Ͱ͖Δ. f1, f2ʹରԠ͢Δpositive relatorΛͦΕͧΕ tcn · · · tc1 , tdm · · · td1ͱ͓͘
ͱ, f1!ϕf2ʹରԠ͢Δpositive relator tcn · · · tc1tϕ(dm) · · · tϕ(d1)ͱͳΔ.

.ͳ͍͜ͱͷे݅ʯ͕ΒΕ͍ͯΔͨ࣋Λߏଟ༷ମ͕ෳૉݩ࣍ͷΑ͏ͳʮ4࣍

ఆཧ 3.2 (Ozbagci-Stipsicz, [21]). Lefschetz fibration Xn → S2͕ π1(Xn) = Z ⊕ Zn

Λຬͨ͢ͱ͖, Xn .༰͠ͳ͍ڐΛߏෳૉ(ΛऔΓସ͖͑ͯ)

Ozbagci-Stipsicz [21], Korkmaz [17]ແݸݶͷඇਖ਼ଇLefschetz fibrationΛߏͨ͠.

ఆཧ 3.3 (Ozbagci-Stipsicz [21] (g = 2), Korkmaz [17] (g ≥ 3)). g ≥ 2ͱ͠, fgΛछ
 gͷদຊfibrationͱ͢Δ. ϕ1, . . . ,ϕg−1 ∈ MgΛ্ख͘બͿͱ, π1(Xn) = Z⊕ Znͱ
ͳΔϑΝΠόʔ fg!ϕ1 · · · !ϕg−1fg : Xn → S2 ΛಘΔ. Αͬͯ, XnෳૉߏΛͨ࣋
ͳ͍ (ఆཧ 3.2).
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g = 2ͷͱ͖, ϕ1 = tnc5 (c5ਤ 2ͷ୯७ดۂઢ)Ͱ͋Δ. g ≥ 3ͷͱ͖, ϕ1, . . . ,ϕg−2

ͦΕͧΕ͋Δ୯७ดۂઢʹԊͬͨDehn twist, ϕg−1͋Δ୯७ดۂઢʹԊͬͨDehn

twistͷnͰ͋Δ.

3.2. શۭ͕ؒ୯࿈݁ͰෳૉߏΛͨ࣋ͳ͍ඇਖ਼ଇLefschetz fibration

Fintushel-Stern[9], શۭ͕ؒ୯࿈݁ͰෳૉߏΛͨ࣋ͳ͍Lefschetz fibrationΛߏ
ͨ͠. ͦͷඇਖ਼ଇੑ, ͷ࣍ ༺ʹ༝དྷ͢ΔෆࣜΛֶࢽԿֶͷزෳૉݩ࣍2
͍ͯࣔ͞Εͨ. ҎԼ, e, σΛͦΕͧΕ֓ෳૉߏΛͭ࣋༗ด ଟ༷ମXͷΦΠݩ࣍4
ϥʔඪ, ූ߸ͱ͠, χh := (σ + e)/4 (∈ Z), K2 := 3σ + 2e (∈ Z)ͱ͓͘.

ఆཧ 3.4 (cf. [10]). ୯࿈݁Ͱۃখͳෳૉۂ໘Sͷෆมྔͷ (χh, K2) (1), (2)ͷͲ
ͪΒ͔Λຬͨ͢.

(1) 2χh − 6 ≤ K2 ≤ 9χh (χh, K
2 > 0), (2) (χh, K

2) = (n, 0) (n ∈ Z≥0).

ಛʹ, ҙͷҰൠܕෳૉۂ໘ (1)Λຬͨ͢. (1)ͷલ, ͷෆࣜΛͦΕͧΕޙ
Noetherෆࣜ, Bogomolov-ٶԬ-YauෆࣜͱݺͿ.

େࡶʹ͍͏ͱ, ΄ͱΜͲͷෳૉۂ໘Ұൠܕෳૉۂ໘Ͱ͋Γ, ະͩಾͷଟ͍ڀݚର
Ͱ͋Δ. Ұൠܕෳૉۂ໘ͷෆมྔͷ (χf , K2)ͷଘྖࡏҬΛௐΔ͜ͱΛҰൠܕෳ
ૉۂ໘ͷֶࢽͱݺͿ.

Fintushel-Stern࣍ͷΑ͏ͳඇਖ਼ଇLefschetz fibrationΛߏͨ͠.

ఆཧ 3.5 (Fintushel-Stern [9]). g ≥ 3ʹର͠, छgͷLefschetz fibration X → S2Ͱ,

X୯࿈݁ۃখ γϯϓϨΫςΟοΫଟ༷ମͰNoetherෆࣜݩ࣍4 (ͱఆཧ 3.4(2))Λ
ຬͨ͞ͳ͍ͷ͕ଘ͢ࡏΔ. Αͬͯ, XෳૉߏΛͨ࣋ͳ͍ (ఆཧ 3.4).

ҙ 3.6. ఆཧ 3.5ͷLefschetz fibration͋Δ 2ͭͷਖ਼ଇͳLefschetz fibrationΛϑΝ
Πόʔղ͞ΕΔ. ͔͠͠, ͦΕΒʹରԠ͢Δpositive relatorΒΕ͍ͯͳ͍.

4. Lefschetz fibrationͷֶࢽ

චऀͷΔݶΓ, ࣹӨ͕ඇਖ਼ଇͷ߹ͷ݁ՌΒΕ͍ͯͳ͍. ͔͠͠,ʮਖ਼ଇfibration

ͷֶࢽʹ༝དྷ͢Δෆมྔʯ͔Β, શۭ͕ؒෳૉߏΛͨ࣋ͳ͍͜ͱࣹӨ͕ඇਖ਼
ଇͰ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Βͳ͘ͱLefschetz fibration͕ඇਖ਼ଇͰ͋Δ͜ͱΛࣔ͢͜ͱ͕Ͱ
͖Δ. ͜ͷઅͰͦͷΑ͏ͳྫΛհ͢Δ. ͜͜Ͱ g ≥ 2ͱԾఆ͢Δ.

4.1. Ϟϊυϩϛʔͷஔ͖͑

ʮਖ਼ଇfibrationͷֶࢽʹ༝དྷ͢Δෆมྔ͔ΒΘ͔Δඇਖ਼ଇLefschetz fibrationͷ
ྫʯͷଟ͘, “Ϟϊυϩϛʔͷஔ͖͑”ͱ͍͏, Smith[23]໊͕͚ͮͨૢ࡞ʹΑΓಘΒ
Ε͍ͯΔ. খྛཽഅࢯ (౦ژཧՊେֶ), ా๏ࢯߦ (भେֶ)ͱචऀͷۙ࠷ͷڀݚ [14]

Ͱ, Ϟϊυϩϛʔͷஔ͖͑ͷҰൠԽʹ໊લΛ͚ͨ. ͦͷఆٛΛड़Δ.

ఆٛ 4.1. Mg܈ྨ૾ࣸ ʹ͓͍ͯ ta1 · · · tan = tb1 · · · tbm Ͱ͋Δͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖,

ϕ(ai) = aiΛຬͨ͢ϕ ∈ Mgʹର͠, Β͔ࣜͷؔ܈ྨ૾ࣸ ta1 · · · tan = tϕ(b1) · · · tϕ(bm)

͕Γཱͭ. U , V ΛͦΕͧΕ͍͔ͭ͘ͷӈ͖ͷDehn twistͷੵͱ͠,

V ta1 · · · tanU = 1
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͕Γཱͭ (ͭ·Γ, positive relatorͰ͋Δ)ͱ͢Δͱ, Β͔ࣜͷؔه্

V tϕ(b1) · · · tϕ(bm)U = 1

ͱͳΓ, V tϕ(b1) · · · tϕ(bm)U·ͨpositive relatorͱͳΔ. ͜ͷૢ࡞Λؔࣜta1 · · · tan =

tb1 · · · tbmʹΑΔϕͰͶͬͨ͡ஔ͖͑ͱݺͿ.

FullerϞϊυϩϛʔͷஔ͖͑ʹΑΓ࣍ͷΑ͏ͳछ 3ͷLefschetz fibrationͷྫ
Λߏͨ͠. g = 3ͱ͠, c1 . . . , c7, d5, e5Λਤ 2ͷ୯७ดۂઢͱ͢Δͱ, (tc1 · · · tc6)14 = 1

͕Γཱͭ. ͜ͷؔࣜʹ chainؔࣜ (tc1tc2tc3)
4 = td5te5ʹΑΔ (idͰͶͬͨ͡)ஔ͖

,ͱͰ͜͏ߦʹͷΑ͏࣍Λ͑ ৽͍ؔࣜ͠ΛಘΔ.

(1 =) (tc1 · · · tc6)14 = (tc1tc2tc3)
4tc4tc3tc2tc1tc5tc4tc3tc2tc6tc5tc4tc3(tc1 · · · tc6)10

= td5te5tc4tc3tc2tc1tc5tc4tc3tc2tc6tc5tc4tc3(tc1 · · · tc6)10 in M3.

ॳͷ࠷ “=”, ࣜؔ tcitci+1tci = tci+1tcitci+1 , tcitcj = tcj tci (|i − j| > 1)Λ༻͍ͯมܗ
͢Δ. ԕ౻ࢯݦٱ-Ӭݟೋࢯ [8], Fullerͷߏ๏ͷҰൠԽ, ͋Δ͍ҟͳΔϞϊυϩ
ϛʔͷஔ͖͑ʹΑΓ༷ʑͳྫΛߏ͍ͯ͠Δ.

4.2. ਖ਼ଇfibrationͷֶࢽ

ਖ਼ଇfibrationͷֶࢽΛհ͠Α͏. SΛෳૉۂ໘, CkΛछkͷෳૉۂઢ (Ck
∼=

Σk)ͱ͢Δ. ਖ਼ଇࣸ૾ f : S → Ck͕छ gͷਖ਼ଇ fibrationͰ͋Δͱ, ༗ݸݶͷಛҟ
ϑΝΠόʔΛআ͍ͯछ gͷෳૉۂઢଋͰ૬ରۃখͱͳΔͱ͖Λ͏ݴ. छ gͷਖ਼ଇ
fibration f : S → Ckʹର͠, ૬ରతͳ2ͭͷෆมྔχf , K2

fΛఆٛ͢Δ:

χf = χh − (g − 1)(k − 1), K2
f = K2 − 8(g − 1)(k − 1).

ෆมྔͷϖΞ (χf , K2
f )ͷଘྖࡏҬΛௐΔ͜ͱΛਖ਼ଇfibrationͷֶࢽͱݺͿ.

ʮχf = 0ͷඞཁे݅ f ͷಛҟϑΝΠόʔ͕ 0ຊʯͰ͋Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ.

χf $= 0ͷͱ͖, 

λf := K2
f/χf

ΛfͷεϩʔϓͱݺͿ. ਖ਼ଇfibrationͷ͍࣍ͯͭʹֶࢽͷ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ.

ఆཧ 4.2. छ gͷਖ਼ଇfibration f : S → Ckʹର͠, (χf , K2
f )࣍Λຬͨ͢.

(1) χf ≥ 0 (Beauville [3]), (2) K2
f ≥ 0 (Arakelov [2]),

(3) (4− 4/g)χf ≤ K2
f ≤ 12χf (Xiao [29]).

(3)ͷࠨลΛ (4− 4/g) ≤ λfͱॻ͖͑, εϩʔϓෆࣜͱݺͿ.

4.3. Lefschetz fibrationͷεϩʔϓ

छgͷLefschetz fibration f : X → S2ʹରͯ͠, ಉ༷ʹ૬ରతͳෆมྔχf , K2
f , λf

͕ఆٛ͞ΕΔ:

χf = χh + (g − 1), K2
f = K2 + 8(g − 1), λf = K2

f/χf .

छ3, 4, 5ͷ“ඇପԁత”Lefschetz fibration,ͦΕΒͷεϩʔϓ͕ࠓҰࢯ [15],

[16], Chen[5]ͷ݁ՌΛຬͨ͞ͳ͚Ε, ඇਖ਼ଇͰ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Δ. Smith[23], ͜ͷ
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ํ๏ͱಉͳํ๏Ͱ4.1અͷྫͷඇਖ਼ଇੑΛࣔͨ͠. ԕ౻ࢯݦٱ-Ӭݟೋࢯ [8], ه্
ͷํ๏Ͱ 4.1અͰड़ͨ൴Βͷछ 3, 4, 5ͷྫͷඇਖ਼ଇੑΛ͍ࣔͯ͠Δ. ኍਐࢯ [11]

͕ࣗߏͨ͠छ3, 4ͷྫͷඇਖ਼ଇੑΛಉ༷ͷํ๏Ͱࣔͨ͠. ɹ

Lefschetz fibrationͷֶࢽʹ͍ͭͯ࣍ͷ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ.

໋ 4.3. छ gͷLefschetz fibration f : X → S2ʹର͠, (χf , K2
f )࣍Λຬͨ͢.

(1) χf ≥ 0 (Smith [23]), (2) K2
f ≥ 4g − 4 (Stipsicz [26]),

(3) K2
f ≤ 10χf (Ozbagci [20]).

ͯ͢ͷछ2ͷLefschetz fibration,छgͷପԁతLefschetz fibrationεϩʔϓ
ෆࣜΛຬͨ͢͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ. ͜ΕΒͷ࣮ࣄͱఆཧ 4.3͔Β, Lefschetz fibration

ͷֶࢽఆཧ 4.2ͷਖ਼ଇ fibrationͷֶࢽʹؚ·Ε͍ͯΔͷͰͳ͍͔ͱ༧Ͱ͖
Δ. ,ࡍ࣮ .ͷΑ͏ͳ͜ͱ͕༧͞Ε͍ͯͨ࣍

༧ 4.4 (Hain cf.[1] Question 5.10, [8] Conjecture 4.12). g ≥ 3ʹର͠, ҙͷछg

ͷLefschetz fibrationεϩʔϓෆࣜ4− 4/g ≤ λfΛຬͨ͢.

༧,ۙ࠷,͔͠͠ 4.4ͷྫ͕ߏ͞Εͨ([19]). ఆཧ 4.2͔Βਖ਼ଇLefschetz fibration

εϩʔϓෆࣜΛຬͨ͢ͷͰ, ͜ΕΒඇਖ਼ଇLefschetz fibrationͰ͋Δ.

ఆཧ 4.5 (M. [19]). g ≥ 3ʹର͠, 4− 4/g >λ fͱͳΔछ gͷLefschetz fibration͕
ແݸݶଘ͢ࡏΔ. Αͬͯ, ͜ΕΒඇਖ਼ଇͰ͋Δ.

ূ໌ͷུ֓. 2.2અͷhgʹରԠ͢ΔLefschetz fibrationΛ 3ͭ “্ख͘”೧ͬͯ͡ϑΝΠ
όʔ͠, ಘΒΕΔ positive relatorΛॳมͨ͠ܗͷʮLantern relationʯʹΑΔ
ஔ͖͕͑Ͱ͖Δ. ͦͷରԠ͢ΔLefschetz fibrationͷεϩʔϓΛௐΕΑ͍.

5. (−1)-அΛͭ࣋ඇਖ਼ଇLefschetz fibration

ఆٛ 5.1. Lefschetz fibration f : X → S2ʹର͠, s : S2 → X ͕ f ◦ s = idS2 Λ
ຬͨ͢ͱ͖, sΛ f ͷஅͱ͍͏. [s(S2)]2 = k ([s(S2)] ∈ H2(X))Λຬͨ͢, ͭ·Γ,

s(S2) ∼= S2ͷࣗࠩަݾ͕kͷͱ͖, sΛk-அͱݺͿ.

(−1)-அΛͭ࣋S2্ͷLefschetz fibration “Lefschetz pencil”ͱؔΘΔ্ʹ,

ϑΝΠόʔʹ͓͚ΔLefschetz fibrationͷߏཁૉͱΈͳ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ͜ͷઅͰ
, (−1)-அΛͭ࣋ඇਖ਼ଇͳLefschetz fibrationʹؔ͢Δ݁ՌΛհ͢Δ.

5.1. (−1)-அΛͭ࣋Lefschetz fibration

·ͣ͡Ίʹ, (−1)-அΛͭ࣋Lefschetz fibration, Lefschetz pencilͱ4ݩ࣍γϯϓϨΫ
ςΟοΫଟ༷ମͷؔΛհ͍ͨ͠. XΛC∞ڃ༗ด4ݩ࣍ଟ༷ମɼB = {x1, . . . , xm}
ΛۭͰͳ͍༗ݸݶͷXͷू߹, ΣgΛछ gͷC∞ڃ༗ดۂ໘ͱ͢Δ. ɹ

ఆٛ 5.2. X͕छgͷLefschetz pencilͷߏΛͭ࣋ͱ, C∞૾ࣸڃf : X−B →
S2͕࣍ͷ݅ (1), (2), (3)Λຬͨ͢ͱ͖Λ͍͏.

(1) ֤xi ∈ Bͷۙʹ͓͍ͯ, fࣹӨԽC2 − {0} → CP1ʹಉܕͰ͋Δ,

(2) f༗ݸݶͷྟք b1, . . . , bn ∈ S2Λͪ࣋, f−1(b) ∪ B (b ∈ S2 − {b1, . . . , bn})
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Xͷ෦ଟ༷ମͰ͋Γ, f−1(b) ∪ B ∼= ΣgͱͳΔ. BΛbase locusͱ͍͏.

(3) ֤f−1(bi)།1ͭͷྟքpi ∈ XΛͭ࣋. ֤piͷपΓͰ, pi, biΛத৺ͱ͢Δہ
ॴෳૉ࠲ඪ (z1, z2), w͕ଘ͠ࡏ, fw = f(z1, z2) = z21 + z22ͱදࣔ͞ΕΔ. ͞Β
.ͱཱ͍྆ͯ͠Δ͖X,S2ͷ͖ඪ͕ఆΊΔ࠲ॴෳૉہʹ

,ͷGompf[10]ͱDonaldson[7]ͷ݁ՌΑΓ࣍ -γϯϓϨΫςΟοΫଟ༷ମͱLefݩ࣍4

schetz pencilͷີͳ͕ؔ໌ͨ͠.

ఆཧ 5.3 (cf. [10]). C∞ڃ༗ด ͭ࣋͜Λߏଟ༷ମX͕γϯϓϨΫςΟοΫݩ࣍4
ͱͱLefschetz pencilͷߏΛͭ࣋͜ͱඞཁे݅Ͱ͋Δ.

Lefschetz pencilͷఆ͔ٛΒҎԼͷ͜ͱ͕Θ͔Δ (ఆٛ 5.2ͷه߸ʹै͏).

࣮ࣄ 5.4. X ͕छ g ͷ Lefschetz pencil ͷߏΛͭ࣋ͱ͖, X ͷ |B| ճ blow up

X!|B|CP2 গͳ͘ͱ |B|ݸͷ۠ผ͞ΕΔ (−1)-அΛͭ࣋छ gͷ Lefschetz fi-

brationͷߏΛͭ࣋. ,ʹٯ (−1)-அΛͭ࣋छgͷLefschetz fibration X ′ → S2ʹ
ର͠, X ′ͷԿճ͔ͷblow down Xछ gͷLefschetz pencilͷߏΛͭ࣋.

ఆཧ 5.3ͱ“Σh”্ͷLefschetz fibrationͷΛՃ͑Δͱఆཧ 1.1ΛಘΔ.

ઌʹड़ͨΑ͏ʹ, (−1)-அΛͭ࣋Lefschetz fibrationϑΝΠόʔʹ͓͚Δߏ
ཁૉ (͋Δ͍࠷খ୯Ґͷͷ)Ͱ͋Δ. ͜ͷ࣮ࣄ, .ͷఆཧ͔Βै͏࣍

ఆཧ 5.5 (Stipsicz [27], Smith [24]). S2্ͷLefschetz fibration͕ (−1)-அΛͭ࣋ͳ
ΒϑΝΠόʔͱͯ͠ղෆՄͰ͋Δ.

5.2. (−1)-அΛͭ࣋ඇਖ਼ଇLefschetz fibrationͷߏ

3અͰհͨ͠Α͏ʹ, ਖ਼ଇLefschetz fibrationୡͷ೧ͬͨ͡ϑΝΠόʔʹΑΓඇਖ਼
ଇLefschetz fibration͕ಘΒΕΔ. ͜ͷ͔࣮ࣄΒ࣍ͷࣗવͳ͕ੜ͡Δ.

 5.6. ҙͷLefschetz fibrationਖ਼ଇͳLefschetz fibrationୡΛ೧ͬͯ͡ϑΝΠ
όʔ͢Δ͜ͱͰಘΒΕΔ͔?

 5.6ͷ൱ఆతͳղͱͯ͠, Smith[22]ϑΝΠόʔղෆՄͰશۭؒʹෳૉ
ͳ͍छ3ͷLefschetzͨ࣋Λߏ fibrationͷྫΛߏͨ͠. Smith, Stipsiczఆཧ 5.5

ͷܥͱͯ͠, ͷΑ͏ͳఆཧ࣍ 5.6ͷΑΓ͍ڧ൱ఆతղΛ༩͑ͨ.ɹ

ܥ 5.7 (Stipsicz [27], Smith [24]). ඇਖ਼ଇLefschetz fibrationͰ (−1)-அΛͭ࣋ͷ
͕ແݸݶଘ͢ࡏΔ. ఆཧ 5.5ΑΓ, ͜ΕΒϑΝΠόʔղෆՄͰ͋Δ.

ܥ 5.7ͷূ໌ʹ࣮ࣄ 5.4ͱఆཧ 1.1Λ༻͍͓ͯΓ,۩ମతͳpositive relator༩͑Β
Ε͍ͯͳ͍. ·ͨ, ,ͪ࣋−1ͷஅΛࠩަݾࣗ શۭؒʹෳૉߏΛͨ࣋ͳ͍Lefschetz

fibrationʹରԠ͢Δpositive relatorͷ۩ମྫ,චऀͷΔݶΓ͍͔ͯͬͭݟͳ͍. [14]

Ͱఆཧ 1.1Λ༻͍ͳ͍ఆཧ 5.5ͷߏతͳผূ໌Λ༩͑ͨ.

ఆཧ 5.8 (Kobayashi-Hamada-M, [14]). g ≥ 4ʹର͠, (−1)-அΛͪ࣋, શۭؒʹෳ
ૉߏΛͨ࣋ͳ͍छ gͷLefschetz fibrationʹରԠ͢Δແݸݶ positive relatorΛ༩
͑ͨ. Αͬͯ, ͜ΕΒఆཧ 5.5ΑΓϑΝΠόʔղෆՄͰ͋Δ.

(−1)-அΛͪ࣋, π1(X) = 1ͱͳΔඇਖ਼ଇ Lefschetz fibration X → S2ʹରԠ͢Δ
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positive relatorͰ, ͜Ε·ͰʹΒΕ͍ͯΔͷ 4.1અ, 4અͰड़ͨFullerͷྫ, ԕ౻
.ͷྫͷΈͰ͋ΔࢯೋݟӬ-ࢯݦٱ ͦΕΒͷϑΝΠόʔͷछ 3, 4, 5Ͱ͕͋ͬͨ,

චऀΒ6Ҏ্ʹରͯ͠ߏ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͨ.

ఆཧ 5.9 (Kobayashi-Hamada-M, [14]). g ≥ 3ʹର͠, (−1)-அΛͪ࣋,શۭ͕ؒ୯࿈
݁ͳछgͷඇਖ਼ଇLefschetz fibrationʹରԠ͢Δpositive relatorΛ༩͑ͨ. ఆཧ 5.5

ΑΓ, ͜ΕΒϑΝΠόʔղෆՄͰ͋Δ.

ҙ 5.10. ͔͠͠ͳ͕Β, Smith, ԕ౻ࢯݦٱ-Ӭݟೋࢯ, ఆཧ 5.9ͷྫ, શۭؒʹෳ
ૉߏΛͨ࣋ͳ͍͔Ͳ͏͔Θ͔͍ͬͯͳ͍.

ҙ 5.11. ఆཧ 5.8, 5.9ͱ࣮ࣄ 5.4͔Β, g ≥ 4ʹର͠ແݸݶͷඇਖ਼ଇLefschetz pencil

ͷଘ͕ࡏΘ͔Γ, g ≥ 3Ͱ୯࿈݁ඇਖ਼ଇLefschetz pencilͷଘ͕ࡏΘ͔Δ.

ఆཧ 5.8, 5.9ͷূ໌ͷུ֓. ఆཧ 5.8(resp. ఆཧ 5.9)Ͱ, g ≥ 4(resp. g ≥ 3)Ҏ্ͷ
छ gͷদຊfibration(resp. 2.2અͷhgʹରԠ͢ΔLefschetz fibration)ʹ, ͋Δؔࣜ
ʹΑΔͶͬͨ͡ஔ͖͑Λ͜͏ߦͱͰશۭ͕ؒZ⊕ZnͱͳΔ (resp. εϩʔϓෆࣜΛ
ຬͨ͞ͳ͍)ͷΛಘΔ. ఆཧ 3.2(resp. ఆཧ 4.2)͔Β, ඇਖ਼ଇ͕ै͏. (−1)-அͷଘ
.Δ͜ͱͰΘ͔Δ͑ߟΛࣜͷؔ܈໘ͷࣸ૾ྨۂք͖ڥࡏ

ຊߘͰओʹඇਖ਼ଇ Lefschetz fibrationͷߏʹ͍ͭͯड़ͨ. ͜Εʹର͠ʮඇਖ਼
ଇ Lefschetz fibrationʹରԠ͢Δ positive relatorͲͷΑ͏ͳੑ࣭Λ͔ͭ࣋ʁʯͱ͍
͏͍ͷ໌֬ͳ͑ (චऀͷΔݶΓ)Θ͔͍ͬͯͳ͍. ·ͨ, ʮͲͷΑ͏ͳpositive

relatorʹରԠ͢ΔLefschetz fibration͕ਖ਼ଇͰ͋Δ͔ʁʯͱ͍ͷ͑গͳ͍. ྫ͑
, Siebert-Tian[28], M2ͷpotisive relatior tc1 · · · tcn͕ʮc1, . . . , cnશͯඇత
Ͱ, tc1 , . . . , tcn͕M2Λੜ͢ΔʯͳΒ, ରԠ͢Δछ2ͷLefschetz fibrationਖ਼ଇ
Ͱ͋Δ͜ͱΛࣔͨ͠. ͔͠͠, g ≥ 3Ͱಉ༷ͷ݁Ռ͕Γཱ͔ͭͲ͏͔Θ͔͍ͬͯͳ͍.

ෳૉزԿͱτϙϩδʔͷࠩྨੑࣅΛࣸ૾ྨ܈ͷݴ༿Ͱද͢Α͏ͳ͠͞ɾ໘ന
͜͞ͷΑ͏ͳͱ͜ΖʹݱΕ͍ͯΔΑ͏ͳ͕͢ؾΔ.

ँࣙ. τϙϩδʔγϯϙδϜʹ͓ট͖Լͬͨ͞, ओऀ࠵ͷօ༷ʹ৺ΑΓँײΛਃ্͛͠·͢.
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種数1の単純特異レフシェッツ束を許容する4次元多
様体について

早野　健太 (大阪大学 (学振特別研究員PD))∗

概 要
単純特異レフシェッツ束とは 4次元多様体から 2次元球面への可微分写像で，
特異点の様子やファイバーに関するいくつかの条件を満たすものであり，全
ての有向 4次元閉多様体が許容し得るファイバー構造である．本稿では，こ
の写像の消滅サイクルに着目することにより，ファイバーの種数が小さい単
純特異レフシェッツ束の，全空間として現れ得る 4次元多様体を分類する方
法について解説する．

1. 序
単純特異レフシェッツ束とは4次元多様体から2次元球面への可微分写像で，特異点と
して不定値折り目特異点とレフシェッツ特異点しか持たず，さらにファイバーのトポ
ロジーや特異点の大域的な様子がある意味で “単純”であるものである．この写像は，
Auroux-Donaldson-Katzarkov [1]により，near-symplectic構造に適合するファイバー
構造として導入された特異レフシェッツ束のうち扱いやすいものとして，Baykur [2]に
よって定義されたものである．レフシェッツ束と同様に，単純特異レフシェッツ束はモ
ノドロミー表現を介して組み合わせ的に扱うことができるが，その一方で全ての有向
連結4次元閉多様体が単純特異レフシェッツ束を許容するということが [14]で示されて
おり，シンプレクティック多様体しか許容し得ないレフシェッツ束とは異なる様相を呈
するということが知られている．
一般ファイバーの種数を見ることにより，単純特異レフシェッツ束の種数が定義でき

る．Kas [10]とMoishezon [12]は独立に，球面上の種数1のレフシェッツ束の全空間は，
楕円曲面E(n)をブローアップしたものに微分同相であるということを示している 1．こ
の定理の一般化として，種数1の単純特異レフシェッツ束に関する次の定理を得た．

定理 1.1 (H. [8]). 以下の多様体は種数 1の単純特異レフシェッツ束で，不定値折り目
特異点を持ち，レフシェッツ特異点を l個持つものを許容する：

1. #kCP2#(l − k)CP2，ただし，0 ≤ k ≤ l − 1；
2. l

2S
2 × S2；

3. S1 × S3#S#lCP2，ただし，SはS2上のS2束；
4. L#lCP2，ただし，LはPao [13]によって定義された4次元多様体LnあるいはL′

n．

逆に，f : X4 → S2を不定値折り目特異点を持つ種数1の単純特異レフシェッツ束とし，
fが持つレフシェッツ特異点の個数を lとする．このとき，全空間Xは上記の多様体の
いずれかと微分同相である．
本研究は科研費 (課題番号:24·993)の助成を受けたものである．
∗〒 560-0043 大阪府豊中市待兼山町１－１　大阪大学理学研究科数学専攻
e-mail: k-hayano@cr.math.sci.osaka-u.ac.jp
web: http://cr.math.sci.osaka-u.ac.jp/~k-hayano/index_jp.html

1彼らはより強く，任意の種数 1のレフシェッツ束は，E(n)をブローアップしたものに定まる標準的な
レフシェッツ束と，レフシェッツ束として同型 (すなわち右左同値)であるということを示している．
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注意 1.2. π1(S1 × S3) ∼= Zの生成元を γで表す．Paoによって定義された多様体Ln，
L′

nはいずれも，S1 × S3に，γnを代表する埋め込まれた円周に沿って手術を行うこと
により得られ，２つの多様体の差は手術を行う際の枠の違いに起因する．nが奇数のと
きこの差はなくLnとL′

nは微分同相であるが，nが偶数のときこれらは微分同相ではな
く，実際Lnはスピン構造を許容するが，L′

nはスピン構造を許容しない．

注意 1.3. 種数 1の単純特異レフシェッツ束の全空間の分類問題は Baykur-鎌田 [4]に
おいて初めて取り扱われており，実際彼らは，単連結4次元多様体X4が種数1の単純
特異レフシェッツ束で不定値折り目特異点を持つものを許容するとき，X4を有限回ブ
ローアップすれば，#nCP2#mCP

2と微分同相になるということを示している．また
定理 1.1は，レフシェッツ特異点の個数が少ない場合 [6]や，全空間がスピン構造を許
容する場合 [7]では既に示されていた．

本稿の構成は次の通りである．まず第2節で特異レフシェッツ束，単純特異レフシェッ
ツ束の定義を与え，Hurwitzサイクル系列という，単純特異レフシェッツ束から得られ
る曲面上の単純閉曲線の列を導入する．さらにこの列を用いて単純特異レフシェッツ束
を，写像類群を用いて組み合わせ的に扱うことができるということを見ていく．第3節
で主定理の証明の概要を説明する．特に第2で導入したHurwitzサイクル系列を，主定
理の証明に活用する方法に重点をおいて説明する．

2. 単純特異レフシェッツ束とそのモノドロミー
以下，本稿では多様体は全て有向，可微分，連結，コンパクトであるとし，多様体の
右上の添え字は実次元を表すものとする．また多様体の間の写像は全て可微分である
と仮定する．多様体の間の写像 f : M → Nに対し，Crit(f)で fの特異点全体を表す，
すなわち，Crit(f) = {p ∈ M | dfp : TpM → Tf(p)Nは全射でない} とする．

2.1. 特異レフシェッツ束と単純特異レフシェッツ束

まず特異レフシェッツ束に現れる２種類の特異点を定義する．

定義 2.1. f : X4 → Σ2を 4次元多様体から 2次元多様体への可微分写像とし，p ∈

Crit(f)とする．

1. pの周りの，pを原点とするXの向きに適合する複素局所座標 (z1, z2)と，f(p)の
周りのΣの向きに適合する複素局所座標 ξがとれ，この局所座標によりfが以下
のように表されるとき，pをレフシェッツ特異点 (Lefschetz singularity)という：

(z1, z2) %→ z1z2.

2. pの周りの，pを原点とするXの実局所座標 (t, x, y, z)と，f(p)の周りのΣの実局
所座標 (s, w)がとれ，この局所座標により fが以下のように表されるとき，pを
不定値折り目特異点 (indefinite fold singularity)という：

(t, x, y, z) %→ (t, x2 + y2 − z2)．

定義 2.2. 4次元多様体から 2次元多様体への可微分写像 f : X4 → Σ2が次の条件を満
たすとき，fを特異レフシェッツ束 (broken Lefschetz fibration)という：

1. fはレフシェッツ特異点と不定値折り目特異点しか持たない；
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2. f−1(∂Σ) = ∂X．

不定値折り目特異点を持たない特異レフシェッツ束を特に，レフシェッツ束 (Lefschetz

fibration)という．

特異レフシェッツ束に現れる２種類の特異点の局所的な性質を見ていく．まずレフ
シェッツ特異点はX内の有限個の点からなり，その像も有限集合となる．正則値と臨
界値を結ぶ道αを，片側の端点以外に fの臨界値を含まないようにとる (図 1左参照)．
この道に沿ってfの正則ファイバーを特異ファイバーに近づけたとき (厳密には，fを
正則点全体に制限したものの水平分布Hを適当にとり，道αの速度ベクトル場をHで
持ち上げ，その積分曲線を用いて正則ファイバーを特異ファイバーに近づける)，正則
ファイバー上のある単純閉曲線 cが，特異ファイバーに到達したとき１点に潰れる．こ
のとき現れる単純閉曲線 cを，レフシェッツ特異点の消滅サイクル (vanishing cycle

of Lefschetz singularity)という．消滅サイクルは正則値と臨界値を結ぶ道αの取り
方に依存するが，道を一つ固定すると，消滅サイクルのイソトピー類は正則ファイバー
の近づけ方 (つまり水平分布の取り方)に依らない．上述のようにして得られる単純閉
曲線のイソトピー類のことも，消滅サイクルと呼ぶことにする．

図 1: 左：レフシェッツ特異点 2．右：不定値折り目特異点．

不定値折り目特異点全体はXの1次元部分多様体となり，その像もΣの1次元部分多
様体となる．不定値折り目特異点の像と１点で横断的に交わる道αを一つとる (図1右
参照)．レフシェッツ特異点の場合と同様に，正則ファイバーを道αに沿って特異ファイ
バーに近づけると，正則ファイバー上のある単純閉曲線 cが特異ファイバーで１点に潰
れ，その後特異ファイバーを通過すると消滅する．このとき現れる単純閉曲線 cを，不
定値折り目特異点の消滅サイクル (vanishing cycle of indefinite fold singularity)

という．不定値折り目特異点の消滅サイクルのアイソトピー類も，道αから一意に定
まり，これも消滅サイクルと呼ぶ．
f : X4 → S2を球面上の特異レフシェッツ束とし，Cf , Zf ⊂ Xでそれぞれ fのレフ

シェッツ特異点，不定値折り目特異点全体を表すとする．以下の条件を満たすと仮定
する：

a. Zfは連結で，f |Zf
は単射；

b. fのファイバー (すなわち１点の逆像)は連結．

Zfが空でないとき，条件 a.より νf(Zf )は埋め込まれた円周で特に球面を２つの円板
DhとDlに分割し，さらに不定値折り目特異点の局所的な性質と条件b.から，一方の
2以下本稿では違いを明確にするため，正則値は丸，レフシェッツ特異点の像は四角で表すこととする．
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円板Dh上の一般ファイバーの種数は，他方の円板Dl上の一般ファイバーの種数より
ちょうど 1大きくなる (図 2参照)．f−1(Dh) (resp. f−1(Dl))を fのhigher side (resp.

lower side)という．

図 2: 単純特異レフシェッツ束のファイバー，特異点の様子．

定義 2.3. 特異レフシェッツ束f : X4 → S2が条件a, bを満たし，さらに次の条件 c. も
満たすとき，fを単純特異レフシェッツ束 (simplified broken Lefschetz fibration)

という．

c. Zfが空でないとき，Cfはfのhigher sideに含まれる．

また，higher sideに含まれる一般ファイバーの種数gを，fの種数 (genus of f)という．

注意 2.4. 第 1節でも述べた通り，任意の 4次元閉多様体が単純特異レフシェッツ束を
許容するということが知られており，実際より強く，任意の写像f : X4 → S2はある単
純特異レフシェッツ束とホモトピックであるということが示されている (詳しくは [14]

を参照)．

2.2. 単純特異レフシェッツ束のHurwitzサイクル系列

f : X4 → S2を不定値折り目特異点を持つ種数gの単純特異レフシェッツ束とし，Cf =

{p1, . . . , pl}とする．p ∈ X4 を f の higher sideの像に含まれる正則値とし，同一視
f−1(p) ∼= Σgを固定する (ただしΣgは種数 gの閉曲面)．pと不定値折り目特異点の像
f(Zf )上の点を結び，f(Zf )と横断的に交わる道 αを一つとり，また pと piを結び正
則値全体の集合を通る道 αiを，αiと αj(i $= j)は p以外では交わらず，pのまわりに
α1, . . . ,αlがこの順で反時計回りに並ぶようにとる (図2参照)．前節で述べた通り，これ
らの道はそれぞれの特異点の消滅サイクルc, c1, . . . , cl ⊂ f−1(p) ∼= Σgを与える．このよ
うにして得られる消滅サイクルの列 (c; c1, . . . , cl)をWfで表し，この列をfのHurwitz

サイクル系列 (Hurwitz cycle system)という．
Mod(Σg)を種数 gの閉曲面Σgの写像類群，すなわち，Σgの向きを保つ微分同相写

像のイソトピー類全体からなる群とする 3．Σg内の非分離単純閉曲線のイソトピー類
cに対し，Mod(Σg)(c)で cを保つ元全体からなるMod(Σg)の部分群とする．準同型
Φc : Mod( Σg)(c) → Mod(Σg−1)を次のように定義する：まず ϕ ∈ Mod(Σg)(c)に対

3本稿ではMod(Σg)の群構造は写像の合成を以て定義するものとする．
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し cの代表元 c̃の正則近傍 ν c̃を保つ代表元 T : Σg → Σg をとる．T は c̃を保つから
Σg \ ν c̃に自己微分同相を誘導する．Σg \ ν c̃の２つの境界成分にそれぞれ円板を貼り
Σg−1を得て，Tの制限をそこに拡張する．拡張した微分同相写像 T̃のイソトピー類を
Φc(ϕ) ∈ Mod(Σg−1)とする (図3参照)．

図 3: 準同型Φcの定義．

Σg内の単純閉曲線のイソトピー類 cに対し，写像類群の元 tc ∈ Mod(Σg)を次のよう
に定義する：tcの代表元は cの正則近傍に台を持ち，cを保つが cの代表元 c̃と横断的に
１点で交わる弧を下図のように変形する．以上の条件から微分同相写像のイソトピー

図 4: Dehn twistを代表する微分同相写像の cの周りでの様子．

類が一意に定まり，これを cに沿うDehn twistという．次の定理により，単純特異レ
フシェッツ束を，Hurwitzサイクル系列を介して組み合わせ的に扱うことができるとい
うことがわかる．

定理 2.5 ([1], [2]). f : X4 → S2を不定値折り目特異点を持つ種数 gの単純特異レフ
シェッツ束，Wf = (c; c1, . . . , cl)をそのHurwitzサイクル系列とする．このとき，以下
が成立する：

tcl · tcl−1
· · · tc1 ∈ Ker(Φc). (1)

逆に，Σg内の単純閉曲線の列 (c; c1, . . . , cl)が条件 (1)を満たすとき，種数gの単純特異
レフシェッツ束 f : X → S2で，f から得られるHurwitzサイクル系列が (c; c1, . . . , cl)

となるものが存在する．

注意 2.6. f の Hurwitzサイクル系列Wf は道 α,α 1, . . . ,αlと同一視 f−1(p0) ∼= Σgの
取り方に依存する．しかしながら以下の２つの変形およびその逆変形の差を除けば，
Hurwitzサイクル系列に現れる消滅サイクルのイソトピー類はfの同型類 (右左同値類)

から一意に定まる 4：
(E) (c; . . . , ci, ci+1, . . .) → (c; · · · , ci+1, tci+1

(ci), · · · )；
(C) (c; c1, . . . , cl) → (h(c);h(c1), . . . , h(cl)) (h ∈ Mod(Σg))．

逆に gが 3以上であれば，条件 (1)を満たす単純閉曲線の列の上述の変形による同値
類から，単純特異レフシェッツ束の同型類が一意に定まる ([3])．種数が 2以下の場合，

4変形 (E)を初等変換 (elementary transformation)といい，変形 (C)を hによる同時共役 (simul-
taneous conjugation)という．
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一般ファイバーに現れる曲面に沿う対数変換やGluck twistにより，Hurwitzサイクル
系列を変えることなくファイバー構造を変形することができるが (このとき全空間の微
分同相類も変化し得る)，この変形により得られるファイバー構造は対数変換やGluck

twistの際の貼り合わせの選び方で決まり，その選び方はそれぞれπ1(Diff
+(T 2)) ∼= Z2

やπ1(Diff
+(S2)) ∼= Z/2Zの分しかない．

3. 主定理の証明の概略
定理1.1の後半部分の証明 (種数1の単純特異レフシェッツ束の全空間の分類)は，レフ
シェッツ特異点の個数に関する帰納法により行う．レフシェッツ特異点を持たない場合
は直接全空間のハンドル分解をとり，一般の場合はファイバー構造をホモトピーによ
り変形した後，適当な手術によりレフシェッツ特異点の個数を減らす．定理1.1の前半
部分の証明 (主張にある多様体上の，種数1の単純特異レフシェッツ束の構成)は，帰納
法の仮定に帰着させるための手術を施すことができるようにHurwitzサイクル系列の
候補を与え，その候補を実現する単純特異レフシェッツ束が存在するということを，定
理2.5を用いて示す．
f : X → S2を，不定値折り目特異点を持つ種数1の単純特異レフシェッツ束とする．

注意 2.6で述べた通り，fのHurwitzサイクル系列は道α,α iや同一視 f−1(p0) ∼= T 2の
取り方に依存するが，2つの異なる fのHurwitzサイクル系列は，注意 2.6にある２種
類の変形 (E)と (C)により移りあうのであった．単純閉曲線の列の，変形 (E)と (C)に
よる同値類は，チャート (chart)と呼ばれる有向グラフを用いて表すことができる (詳
しくは例えば [9]を参照)．単純閉曲線の列の同値類をチャートを用いて表示したとき，
道α,α iの取り方の差は，グラフの“見方”の違いに言い換えられ，また同一視の取り方
の差もグラフの簡単な変形に言い換えられるので，(E)と (C)に由来する複雑な同値関
係を効率よく扱うことが可能になる．この表示と定理2.5を用いて，次の補題を証明す
ることができる．

補題 3.1 ([6]). f : X → S2を不定値折り目特異点を持つ種数 1の単純特異レフシェッ
ツ束とし，fのレフシェッツ特異点の消滅サイクルは全て本質的である (null-homotopic

ではない)とする．このとき，道α,α iと同一視f−1(p0) ∼= T 2で，対応するfのHurwitz

サイクル系列が次のようになるものが存在する：

(c; c, . . . , c
︸ ︷︷ ︸

r個の c

, tn1

d (c), . . . , tns

d (c)), (2)

ただし，c, dはH1(T 2;Z)の生成系を代表する単純閉曲線であり，r, niは整数である．

この補題より，種数 1の単純特異レフシェッツ束のHurwitzサイクル系列には，(2)

のような “標準形”といえるものの存在がわかるが，逆に勝手に r, niを与えて (2)にあ
るような単純閉曲線の列を与えても，それが定理2.5にある条件 (1)を満たすとは限ら
ず，r, niは条件 (1)に由来する何らかの条件を満たすはずである．列 (2)が条件 (1)を満
たすための，r, niに関する必要十分条件は著者にはわからないが，トーラスの写像類
群の性質 5と，消滅サイクルとハンドル分解との関係を用いることにより次の補題を示
すことができ，後で見るように定理1.1を示すためにはこれで十分である．
5トーラスの写像類群Mod(T 2)は SL(2,Z)と同型であり，さらに PSL(2,Z) = SL(2,Z)/{±I}は自由
積Z/2Z ∗Z/3Zと同型であるということが知られている．この自由積の語の問題を簡単に解くことが
できるということが，補題 3.2の証明で用いられている．
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補題 3.2. 列 (2)が条件 (1)を満たすとし，さらにs > 0と仮定する．このとき，次が成
立する：

A. sは2以上 (すなわち1ではない)；
B. ni − ni+1が1, 2, 3のいずれかになる iが少なくとも一つ存在する；
C. 対応する種数1の単純特異レフシェッツ束の全空間は単連結．

定理1.1の後半の主張の証明の概略：種数1の単純特異レフシェッツ束の全空間として
現れ得る多様体を決定する (これで後半の主張が示される)．f : X → S2を不定値折り
目特異点を持つ種数 1の単純特異レフシェッツ束とし，l個のレフシェッツ特異点を持
つと仮定する．
Case 1: l = 0のとき：fの全空間はhigher sidef−1(Dh)，lower sidef−1(Dl)と，不定
値折り目特異点の像の近傍の逆像f−1(νf(Zf ))に分割することができるが，レフシェッ
ツ特異点を持たないという仮定から，fのhigher side，lower sideはそれぞれD2 × T 2，
D2 × S2と微分同相である．さらに，不定値折り目特異点は不定値のモース特異点の1

助変数族とみなすことができ，このことを用いれば，f−1(νf(Zf ))をD2 × T 2に貼る操
作は，round 2-handleの貼り合わせと同値であるということが示せる (round handle

や，それと不定値折り目特異点との関係について詳しくは [2]を参照せよ)．以上のこと
から全空間Xのハンドル分解を得られる．こうして得られる可能性のあるハンドル分
解に対応するカービィ図式を全て描き，カービィ計算により図式を単純にすることで，
XはS4，Paoの多様体LnまたはL′

n，S#S1 × S3のいずれかと微分同相であるという
ことがわかる．
Case 2: lが1以上のとき：まずfが消滅サイクルが本質的ではないレフシェッツ特異
点を持つとき，(−1)-球面を含む f の特異ファイバーが存在するということがわかる．
この球面に沿って，ファイバー構造を保ちながらブローダウンできるということが知
られており，さらにこの操作でレフシェッツ特異点の個数は１つ減る 6．これで帰納法
の仮定に帰着でき，主張を示すことができる．
fのレフシェッツ特異点の消滅サイクルが全て本質的であると仮定する．このとき補

題3.1より，fのHurwitzサイクル系列は (2)のようになると仮定できる．rが0でない
と仮定する．このとき消滅サイクルが，不定値折り目特異点の消滅サイクルと平行に
なるレフシェッツ特異点が存在し，特にこの特異点はホモトピーにより lower sideに移
すことができる．Lower sideの一般ファイバーは球面であり，球面内の任意の単純閉曲
線は null-homotopicであるから，前の段落と同様に，ファイバー構造を保ちながらブ
ローダウンし，レフシェッツ特異点の個数を１つ減らすことができる．これで帰納法の
仮定に帰着でき主張が従う．
rが 0の場合を考える．このとき s > 0であり，さらに補題 3.2より s ≥ 2で，Xは

単連結であり，さらある iが存在し，差 ni − ni+1が 1, 2, 3のいずれかになる．この差
が 1のとき，fのHurwitzサイクル系列に変形 (E)を施し，rが 0でない場合に帰着で
きるということがわかる．差が 2のとき，XがS2上のS2束を連結輪成分として含み，
この連結和成分を手術により，ファイバー構造を保ちながら取り除くことができ，そ
の結果レフシェッツ特異点の個数が２つ減らすことができる．これで帰納法の仮定に
帰着させることができる．差が 3のとき，ホモトピーによって f を，消滅サイクルが

6この操作について詳しくは例えば [5]の 289ページを参照
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null-homotopicである achiralなレフシェッツ特異点 (すなわち局所的に (z1, z2) !→ z1z2
と表される特異点)を持つ写像に変形することができる．このとき２つ前の段落と同様
の議論でブローダウンと同様の操作を，ファイバー構造を保ちながら施すことができ
るが，このとき例外曲線の自己交差が２つ前の議論で現れたものとは異なり正になる
ため，CP

2が連結和成分として現れる．以上の操作によりレフシェッツ特異点の個数が
１つ少ない単純特異レフシェッツ束を得ることができ，帰納法の仮定に帰着させて主張
を証明することができる．これで定理1.1の後半の主張が示される．
定理1.1の前半の主張の証明の概略：これまでの議論の中で，ファイバー構造を保ちな
がらレフシェッツ特異点の個数を減らす操作がいくつか現れた．逆にこの操作が施せる
ように単純閉曲線の列を取り，定理 2.5の条件 (1)が満たされることを確認すれば，定
理1.1にある多様体上に単純特異レフシェッツ束を構成することができる (定理2.5によ
り，条件 (1)を満たす単純閉曲線の列があれば単純特異レフシェッツ束を構成できると
いうことに注意する)．以上より定理1.1の前半の主張も示された．

参考文献
[1] D. Auroux, S. K. Donaldson and L. Katzarkov, Singular Lefschetz pencils, Geom. Topol.

9(2005), 1043–1114
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４次元多様体内の曲面の変形と写像類群
廣瀬　進 (東京理科大学)∗

1. Introduction
幾何学的トポロジーの研究の様々な場面で，ある多様体の部分多様体となっている曲
面を考察する必要が生じる．曲面の見方としては次の二通りの見方がある：
(1) ただの部分集合と見なす，
(2) 曲面から多様体への写像と見なす．
この二つの見方の間には大きな違いがある．S を曲面，M を 4次元多様体とし，e :

S → M を S の M への埋め込みとする．φ を S 上の恒等写像ではない可微分同相写
像とすると，(1) の見方では e(S) と e ◦ φ(S) とは同じ物であるが，(2) の見方では e

と e ◦ φ とは違う物になってしまう．つまり，(1) と (2) の見方の違いはS 上の可微分
同相写像全体だけあるが，これでは余りにも大きすぎる．一方，幾何学的トポロジー
の研究においては，しばしば isotopic なものを同じと見なすことがあることから，こ
こでも，isotopic な写像を同一視することにする．S 上の可微分同相写像 φ が恒等写
像と isotopic であれば明らかに e ◦ φ は e と isotopic である．問題は，曲面 S の 4次
元多様体 M への埋め込み e と S 上の恒等写像と isotopic ではない可微分同相写像 φ

で e ◦ φ が e と isotopic なものが存在するかどうかであるが，実際に存在する．
Example 1.1. (tube trick) S3× [−1, 1]に埋め込まれた閉曲面の変形を考察する．そ

図 1: Tube trick

の閉曲面上の単純閉曲線 c で，その正則近傍 N がS3 × {0} 内で図 1 の (1) の様であ
るものがあるとする．ここで，N を境界を固定しつつ図 1 の通りS3 × [−1, 1] 内で変
形する．まず，S3 × {0} の中で，N を (1) から (3) の通りにねじる．その後，N 上の

本研究は科研費 (課題番号:24540096)の助成を受けたものである。
2010 Mathematics Subject Classification: 57Q45, 20F38
キーワード：knotted surface, 4-manifold, mapping class group
∗〒 278-8510 千葉県野田市山崎 2641
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第６０回トポロジーシンポジウム講演集　2013年8月　於 大阪市立大学

49



影のついた annulus A について，N \ int A では t = 0，intA では t > 0 となる様に
変形する．なお， t : S3 × [−1, 1] → [−1, 1] を第 2成分への射影とする．すると，(4)

にある通り，N を A における交差が上下逆になる様に変形できる．最後に，S3 × {0}
の中で，N を (4) から (6) の通りにねじる．これら一連の変形は，c に沿った 2回の
Dehn twist を引き起こす．
Example 1.2. 非特異3次曲線の変形を考察する．2次元トーラス T 2 は，複素平面 C
の格子L0 = Z + Z

√
−1 による商と見なすことが出来る．そこで，℘(z) を 1 と

√
−1

を二つの周期とするWeierstrass の ℘ 関数とする．すなわち，

℘(z) =
1

z2
+

∑

u∈L0\{0}

{
1

(z − u)2
− 1

u2

}
.

と定める．T 2 = C/L0 の各点 [z] に対して，φ([z]) = [1 : ℘(z) : ℘(z)′] と定めること
により，T 2 を複素射影平面 CP 2 = {[x : y : z] | (x, y, z) ∈ C3 \ {(0, 0, 0)}} に埋め込
むことが出来，この埋め込みの像が非特異3次曲線になっている．ここで，格子 L0 を
0 ≤ t ≤ 1 を変形パラメーターとしてZ + Z(

√
−1 + t) と変形すると，それに伴い，非

特異 3次曲線が CP 2 内で変形し，t = 1 で最終的にもとの場所に戻るが，C の実軸方
向の単位区間が定めるT 2 上の単純閉曲線 {[t] | t ∈ [0, 1]} に沿ったDehn twist がひき
おこされる．
本講演では，上記の2例の様な4次元多様体に埋め込まれた閉曲面の isotopic な変形

により引き起こされる閉曲面上の非自明な写像について紹介する．

2. 問題設定
向き付け可能閉曲面 S 上の向きを保つ可微分同相写像全体のなす群をDiff+(S) と表
し，その isotopy 類のなす群をS の写像類群と呼び，M(S) で表す．また，向き付け
不可能閉曲面 S 上の可微分同相写像全体のなす群をDiff(S) と表し，その isotopy 類
のなす群もS の写像類群と呼び，M(S) で表す．なお，ここでは φψ は ψ の後 φ を
作用させるものとする．
§1 では，閉曲面 S の 4 次元多様体 M への埋め込み e : S → M と S 上の可微分同

相写像 φ で，φ 自身は S 上の恒等写像と isotopic ではないが，e ◦ φ が e と isotopic

になる例を紹介したが，このとき isotopy 拡張定理 （例えば，[20] や [46, §3.1]を参照
せよ）より，M 上の可微分同相写像Φ で Φ|S = φ となるものが存在する．そこで，次
のとおり定義する：e を閉曲面 S の微分可能 4 次元多様体 M への微分可能な埋め込
みとする．S 上の可微分同相写像 φ が e-extendable とは，次の図式を可換にする M

上の可微分同相写像 Φ が存在することである．

S
e−−−→ S4

φ

%
%Φ

S
e−−−→ S4.

もしも，φ1,φ2 が互いに isotopic であり，さらに，φ1 がe-extendable であれば，φ2 が
e-extendeble であることがわかる．従って，φ が代表する写像類群M(S) の元 [φ] が
e-extendable であることを，φ が e-exendable であることと矛盾なく定めることがで
きる．なお，以下では，[φ] ∈ M(S) のことも φ と書くこととする．
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Remark 2.1. 上記の Φを可微分同相写像ではなく同相写像とした場合のe-extendability

について Shicheng Wang 氏ら [8, 33] が考察している．
以下では，特に断らない限り対象となる多様体や写像は微分可能なものとする．

3. 写像類群の生成系
3.1. 向き付け可能閉曲面の写像類群の生成系

図 2: The right Dehn twist about c

図 3: Humphries’ generators of M(Σg)

Σg を種数 g の有向閉曲面，すなわち g 個の 2次元トーラスを連結和して得られる曲
面とする．Σg 上の単純閉曲線 c に沿った right Dehn twist とは，図 2に描かれて
いるように，c で Σg を切り開き，1回ねじり，張り合わせることにより定まる Σg 上
の向きを保つ可微分同相写像のことである．写像類群M(Σg) が有限個の Dehn twist

により生成されることがDehn [6] により示され，その後，Lickorish [30] により再度示
された．Humphries [22] は，図 3 に描かれた単純閉曲線に沿った Dehn twist により
M(Σg) が生成されること，さらに，Dehn twist による生成元は 2g + 1 以上必要であ
ることを示した．
写像類群M(Σg) についての基本的な事柄については，例えば，[2], [10], [24]，日本

語の文献としては [43] や近日出版予定の [1] を参照せよ．
3.2. 向き付け不可能閉曲面の写像類群の生成系
Ng を種数 g の向き付け不可能閉曲面，すなわち g 個の実射影平面を連結和して得ら
れる曲面とする．Ng 上の単純閉曲線 c の正則近傍が annulus (resp. Möbius band)で
あるとき c を A-circle (resp. M -circle) と呼ぶ．A-circle c に沿った Dehn twist を tc
と書き，twist のねじりの方向を cのそばの矢印で表すこととする．Lickorish [31, 32]

は，M(Ng) が Dehn twist のみでは生成されず，Dehn twist と Y -homeomorphism

と呼ばれる写像で生成されることを示している．ここで，Y -homeomorphism の定義
をする：m を M-circle，a を A-circle で，互いに一点で横断的に交わっているものと
する．K ⊂ Ng を m ∪ a の正則近傍，すなわちm の正則近傍である Möbius band と
a の近傍である annulus の plumbing とする．このとき，K は一つ穴のあいた Klein

bottle と同相である．図 4の様に，K の境界を固定しつつ M を a に沿って一周させ
るNg 上の同相写像 Ym,a を Y -homeomorphism と呼ぶ．
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図 4: M with circle indicates a place where to attach a Möbius band

Chillingworth [5] はM(Ng) が有限生成であることを示しており，具体的に生成系を
求めている. 一方，Birman と Chillingworth [3] はNg の向き付け可能な 2重被覆への
写像の持ち上げを用いた議論によりM(Ng) の有限生成系を求めている．本講演では，
Szepietowski [44] による次の生成系を用いる．





 
  







 







  

      

    

図 5: Generators for M(Ng).

Theorem 3.1. [44, Theorem 3.3] a1, . . . , ag−1, bj (1 ≤ j ≤ g/2), mg−1 を図 5のとお
りの Ng 上の単純閉曲線とする．このとき，ta1 , . . . , tag−1 , tbj (1 ≤ j ≤ g/2), Ymg−1,ag−1

がM(Ng) を生成する

4. 標準的な埋め込みについて
4.1. 向き付け可能な場合
3次元球体に g 個の 1-handle を接合して得られる向き付け可能コンパクト３次元多様
体 Hg を3次元ハンドル体と呼ぶ．細川藤次氏と河内明夫氏 [21]によりHg の S4 への埋
め込みの像はup to isotopy で一意であることが示されている．埋め込み st : Σg → S4

の像 st(Σg) がS4 に埋め込まれた 3次元ハンドル体 Hg の境界であるとき，st を標準
的な埋め込みと呼ぶ．
閉曲面 Sの単連結な閉4次元多様体M への埋め込み eが，任意のX ∈ H2(M ; Z)につ

いてe(Σg)·X = X ·X mod 2を代数的交点数 ·に関して満たすとき，eがcharacteristic
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であるという．S が向き付け可能のとき Rokhlin [39] により 1，S が向き付け不可能な
場合を含む形でGuillou と Marin ([11], [35])により，二次形式 qe : H1(Ng; Z2) → Z4

が定義された: C を S にはめ込まれた閉曲線とし，D を M にはめ込まれた向き付け
可能曲面で ∂D = e(C) かつ Ng と接しないものとする．D の法バンドルを νD とする
と，νD|e(C) は solid torus でありνD の自明化をもとに自明化がなされているものとす
る．なお，この自明化は νD の自明化のとり方によらないことが知られている．NNg(C)

を Ng における C の正則近傍とすると，e(NNg(C)) は νD|e(C) 内のねじれた annulus

もしくはMöbius band になっており，n(D) で上記で与えたνD|e(C) の自明化のもとで
の e(NNg(C)) の右半ねじりの回数を表す．D · e(Ng) を D と e(Ng) の mod-2 交点数，
Self(C) を C の mod-2 自己交点数，2× を 2× [n]2 = [2n]4 で定まる単射Z2 → Z4 と
する．このとき，n(D)+2×D ·e(Ng)+2×Self(C) (mod 4)は C の mod-2 homology

類 [C] のみに依存することが知られており，写像 qe : H1(S; Z2) → Z4 を

qe([C]) = n(D) + 2 × D · e(F ) + 2 × Self(C) (mod 4).

で定める．この写像 qe が次の等式を満たすことに注意しておく．

qe(x + y) = qe(x) + qe(y) + 2 × (x · y)2,

ここで，(x · y)2 は x と y の間の mod-2 交点数である. また，qe の定義より，φ ∈
Diff+(Σg)がe-extendableならば φが qe を保つこと，すなわち，任意の x ∈ H1(Σg; Z2)

に対して qe(φ∗(x)) = qe(x) が成り立つことがわかる．
標準的な埋め込み st : Σg → S4 は，H2(S4; Z2) = 0 より characteristic であるので，

qst が定まっており，上記の考察よりφ ∈ Diff+(Σg) が st-extendable ならばφ が qst を
保つことがわかるが，逆も成立する．
Theorem 4.1 ([36] (g = 1), [14] (g ≥ 2)). Σg 上の向きを保つ可微分同相写像 φ が qst

を保つことは，φ が e-extendable であるための必要十分条件となっている．
この定理は，[7]，[27] や [28] の結果等をもとに，qst を保つM(Σg) の部分群の有限

生成系を具体的に求め，それらが st-extendable であることを確かめることにより示さ
れた．
4.2. 向き付け不可能な場合
4次元球面 S4 = D4 ∪ D4 内の S3 = ∂D4 の正則近傍を S3 × [−1, 1] と表す．埋め込
み os : Ng ↪→ S4 について os(Ng) ⊂ S3 × [−1, 1] が図 6の様になっているとき，os を
o-standard と呼ぶ 2．[21, Definition 3.5.1]において, os(Ng) は unknotted belonging

to the knot type of Fg−[g/2],[g/2] と呼ばれている．なお，[t] は n ≤ t を満たす最大の整
数のことである．

1松本幸夫先生が集中講義「４次元多様体の初等的病理現象について」（1997年，奈良女子大学）で
Rokhlin の 2次形式が well-defined であることや Rokhlin の定理をまさに目に見えるような形で証明
された時の講義ノートがhttp://www.math.nara-wu.ac.jp/personal/tsuyoshi/1997/yukio/yukio.htm
からご覧いただけます．

2当初は t = 0 における band の向きが全て同じである “p-standard” 埋め込み（“p” は “parallel” を
意味する）について考察していたが，なかなか上手くいかなかった [16]．とある研究集会やセミナー
で，河内明夫先生や高瀬将道氏から，ここで定義した曲面について議論するようにアドバイスを頂き
考えたところ，Theorem 4.2 を示すことができた．“p-standard”の前に考えるべき埋め込みであった
ので，“o-standard”と名付けた．
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図 6: The motion picture of the o-standard embedding of Ng into S4.

この埋め込み os : Ng → S4 は characteristic であり，図 6で定められた H1(Ng; Z2)

の基底 {x1, . . . , xg} に対して qos(x2i−1) = +1, qos(x2i) = −1 が成り立っている．2次形
式 qos の定義よりφ ∈ Diff(Ng) が os-extendable ならばφ が qos を保つことがわかる
が，逆も成立する．
Theorem 4.2. [17, Theorem 1.2] Ng 上の可微分同相写像 φ が qos を保つことは，φ
が os-extendable であるための必要十分条件となっている．
この定理も，[38] や [45] の結果等をもとに qos を保つM(Ng) の部分群の生成系を

具体的に求め，それらが os-extendable であることを確かめることにより示された．な
お，M(Ng)の部分群で H1(Ng; Z2)への作用が自明であるもののなす部分群 Γ2(Ng)の
有限生成系が [45] で求められているが，最近，佐藤正寿氏と筆者 [18] により，Γ2(Ng)

のアーベル化と最小生成系が求められた．

5. 4 次元多様体内の flexible 曲面
この節では主として安原晃氏との共同研究 [19] について述べる．
閉曲面 S の単連結 4次元多様体 M への埋め込み e が flexible とは，任意の φ ∈

M(S) が e-extendable であることである．例 1.2から直ちにわかるとおり，CP 2内の
非特異3次曲線は flexible である．さらに，[15]で，CP 2内の非特異4次曲線や自明な
Σg の埋め込みが flexible であることが示されている．なお，n > 3 が奇数の場合，非
特異 n 次曲線は characteristic であるためflexible にはならないが，n > 4 が偶数の場
合，非特異 n 次曲線がflexible かどうかは筆者の知る限り未解決である．一方，S4 内
の閉曲面は必ず characteristic であることから，種数１以上の有向閉曲面の S4 への埋
め込みは flexible ではない．S4 以外の 4 次元多様体への flexible な埋め込みの存在に
ついて次の定理を示した．
Theorem 5.1. [19, Theorem 3.1] 4次元多様体 M が CP 2, CP 2, S2 × S2, 楕円曲面
E(n)，もしくは，それらの連結和とすると，任意の閉曲面 S の M へのflexible な埋
め込みがある．
上記の定理における 4次元多様体内に，2つの横断的に交わる 2次元球面で 1点で横

断的に交わるものが存在し，その交点の正則近傍は，下記の定理の条件を満たす 4次
元球体であることから上記の定理が従う．
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Theorem 5.2. [19, Theorem 3.3 and 3.4] M を 4次元多様体，D4 を M 内の 4次元
球体とし，さらに，H を ∂(M \ intD4)内の Hopf link（定義は，Example 5.3 を参照）
とする．もしも H が M \ intD4 内の交わらない 2 枚の円盤の境界となっているなら
ば，任意の閉曲面 S の M へのflexible な埋め込みがある．
上記の定理は，実際に flexible な埋め込み e : S → M を構成することにより示さ

れた．例えば，S = Σg の場合は次の様に構成する．まず，3次元ハンドル体 Hg を
∂(M \ intD4) = S3 へ標準的に埋め込む，すなわち，∂(M \ intD4) \ Hg の閉包が Hg

と同相であるように埋め込む．∂Hg 上の任意の点 p の ∂(M \ intD4)における近傍B3

図 7:

をとり，図7の様に∂Hg \ intB3 に1回ねじれた band を接合して出来た曲面をS ′ と呼
ぶ．∂S ′ は ∂(M \ intD4) におけるHopf link であるから，定理の仮定よりM \ intD4

内の2つの円盤D1 と D2 で ∂(D1 ∪ D2) = ∂S ′ となるものがある．S ′′ = S ′ ∪ D1 ∪ D2

とし，e を Σg の M への埋め込みで e(Σg) = S ′′ となっているものとする．図 3の各

図 8:

単純閉曲線 c を D1 もしくは D2 の上を滑らせることにより，図8の様に，c の近傍を
Hopf band とすることが出来る．下記の Example 5.3 により c に沿った Dehn twist が
e-extendable であることがわかる．これより，e が flexible であることが示された．
Example 5.3. (Hopf band trick) 図9 にある通り S3 内に埋め込まれたアニュラス

図 9:

をHopf band と呼び，その境界として定まる絡み目を Hopf link と呼ぶ．この Hopf

band（したがって Hopf link )には二通りのものがあるが，ここでは区別しない．Hopf

link は，Hopf band をファイバーとし，core となっている閉曲線 c に沿った 1回の
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Dehn twist をモノドロミーとする fiber link である．すなわち，S3 上の同相写像 f で
f(B) = B，f |B = tc となり恒等写像 idS3 と isotopic なものが存在する．ここで，B

を4次元球体 D の境界 S3 内の Hopf band，B の内部を D4 の内部へ押しこんだもの
を B′，その core を c とする．f と idS3 との間の isotopy を利用することによりD4

の同相写像 φ で恒等写像 idD4 と isotopic でありφ∂D4 = id∂D4，φB′ = tc となるもの
を構成できる．
さらに，単連結な 4次元多様体内のいかなる閉曲面もup to “stabilization”で flexible

だとわかる．すなわち，
Theorem 5.4. [19, Theorem 4.1] 閉曲面 S の単連結な 4 次元多様体 M への任意の
埋め込み e に対して，その stabilization (M#S2 × S2, e(S)#S2 × {p}) は flexible で
ある．
この定理は，S上の任意の単純閉曲線 c に対して，それを境界とする埋め込まれた

円盤をとり，Norman-鈴木 trick ([37],[42]) を用いることで c の D における正則近傍の
ねじれている回数を 1回に調整し，Hopf band trick (例 5.3) を適用することにより示
される．

6. S4 内の knot した曲面の場合，および，Dehn filling について
以上では，4次元多様体内のある意味で unknotted な曲面を扱っていた．Knot した曲
面 （ "= S2, RP 2）について同様の問題があるが，現時点では，筆者の知る限り，結び
目の spun や twisted spun についてのみ結果が得られている．なお，結び目 (S3, k) の
spun や twisted spun とは，p ∈ S3 \ k について (S3 × S1, k × S1) を p × S1 で手術
する，すなわち p × S1 の近傍 D3 × S1 を S2 × D2 で置き換えることによって得られ
る S4 内の 2次元トーラス T 2 の埋め込みである．トーラス結び目の spun や twisted

spun 上の同相写像の extendability については岩瀬順一氏による結果 [26] があり，筆
者は [13] で一般の結び目の spun や twisted spun に拡張した．

Σg の埋め込み e : Σg → M について，S = e(Σg), S の M における正則近傍を
N(S)，E(S) = M \ int N(S) と表す．∂N(S) から ∂E(S) への向きを逆にする同相写
像を f と表し，M(S, f) = E(S)∪

f
N(S) と定め，S に沿った f による Dehn filling と

呼ぶ．岩瀬順一氏 [25, 26] はトーラス結び目の spun や twisted spun に沿った Dehn

filling について考察している．一方，M 内の曲面 S について M = M(S, f) が任意の
f に対して成り立つとき，reflexive と呼ばれ，佐藤好久氏 [40] は S2 × S2 内に無限
個の reflexive な球面の埋め込みを構成している．さらに，g ≥ 2 の場合，Hillman 氏と
河内明夫氏 [21] が任意の埋め込み e : Σg → M が reflexive であることを示している．

7. 未解決問題
Problem 7.1. Σg 上の有限位数の写像 φ で qst を保つものに対して，S4 上の有限位
数の写像 Φ で st(Σg) を集合として保ち，Φ|st(Σg) = φ となるものが存在するか？

[この問題は，Darryl McCullough氏や山田裕一氏からの筆者への質問を元に設定し
た．いわば，曲面結び目版 Nielsen 実現問題．]

Problem 7.2. 埋め込み e : Σg → S4 に対して

E+(e) = {φ ∈ M(Σg) |φ は e-extandable である}.

第６０回トポロジーシンポジウム講演集　2013年8月　於 大阪市立大学

56



と定める．qe と qst の Arf不変量が一致することから，qe と qst は同値であり，E+(e)は
M(Σg)[qst] の部分群とみなせる．どのようなM(Σg)[qst] の部分群 S に対してE+(e) =

S となる埋め込み e が存在するか？
[H1(Σg; Z2)への作用に関して，上記と同種の問題を川見将広氏 [29]が考察している．]

Problem 7.3. Theorem 5.2 の条件をみたす 4 次元多様体 M にたいして，X を
H2(M ; Z) characteristic ではないと仮定する．この時，十分大きな g に対して flexible

な埋め込み e : Σg → M で [e(Σg)] = X ∈ H2(M ; Z) となるものが存在するか？
Problem 7.4. 任意の単連結で微分可能な閉 4 次元多様体 M で S4 と同相でないも
のに対し，任意の閉曲面の flexible な埋め込みが存在するか？

[ もしも 11/8 予想 [34] が正しければ，M はCP 2, CP 2, S2 × S2, K3曲面や 逆の向
きが入ったK3曲面の連結和と homeomorphic である（例えば，[41] の 247 ページを
参照せよ）．]

Problem 7.5. 単連結で微分可能な閉 4 次元多様体 M への閉曲面 S の埋め込み e に
ついて，もしも φ ∈ M(S) が e-extendable であるならば e ◦ φ は e と isotopic か？

[M = S4 の場合は，Cerf [4] と同様の議論により，肯定的に解決できることが，佐
伯修氏により指摘されている．]
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２次元ブレイドとチャート表示
鎌田　聖一 (阪市大理)∗

1. はじめに
２次元ブレイドはチャートと呼ばれる図式を用いて表すことができる．最初にチャー
ト表示が導入されたのは1992年 [5]で，任意の単純２次元ブレイドはチャート表示を持
つこと、および，２つのチャートがある局所変形（チャート変形）で移り合うとき同
値な単純２次元ブレイドを表すことが示された．その逆の主張「同値な単純２次元ブ
レイドを表す２つのチャートはチャート変形の列で移り合う」が証明されたのは1996

年 [11]である．その頃は２次元ブレイドが「単純」であることを仮定していた．1996

年 [10]に非単純な２次元ブレイドのモノドロミーが研究されたが，チャート表示を構
成するには至らなかった．ところが，曲面結び目の研究に２次元ブレイドを使うとき
に非単純な場合も扱いたい状況が生じた．そのためにチャート表示の一般化の研究を
行ってきた．２次元ブレイドとチャート表示については以前トポロジーシンポジウム
[4, 9]で発表したが，その後の進展としてチャートの一般化の研究がまとまってきたの
で今回この機会に紹介したいと思う．講演ではこれまでの研究に関するサーベイ的な
部分と最近松本堯生氏（京大数理研・広島大）と共同で研究している正則な２次元ブ
レイドのチャート表示に関するもの [19]を紹介する．2007年に発表したモノドロミー
を表示する一般チャート理論 [15]は [19]の基礎となっているが，話が発散しそうなので
割愛する．２次元ブレイドの基本事項に関しては，ここでも少し述べるが，詳細は論
説 [14]と昨年出版された著書 [17]の第 10章を参照して頂きたい．この予稿集の原稿は
主に [17]と [19]に沿って構成されている．

2. ２次元ブレイド
D2

1, D
2
2を２次元円板とし，直積空間D2

1×D2
2から各成分への射影をprj : D2

1×D2
2 → D2

j

と表す．mを自然数とし，XmをD2
1の直線上に並んだm個の異なる内点の集合とする．

定義 2.1 D2
1 × D2

2 に埋め込まれた曲面 Sが次の条件をみたすとき，次数mの２次元
ブレイド（または２次元mブレイド）という．

(1) 射影pr2 : D2
1 ×D2

2 → D2
2をSに制限した写像が被覆度mの分岐被覆写像である．

(2) S ∩ ∂(D2
1 × D2

2) = ∂S ∩ D2
1 × D2

2 = Xm × ∂D2
2である．

(1)の分岐被覆写像をπS : S → D2
2と表し，Sが定める分岐被覆写像という．この分

岐値全体をΣ(S)と表す．
分岐被覆写像p : F → Dが単純であるとは，Dの任意の分岐値yに対して，p−1(y)に

唯一の分岐点が存在し，そこでの pの局所次数が 2であるときをいう．（x ∈ F に対し，
pがxの近傍でC → C, z → zdと書けるとき，dをxにおけるpの局所次数という．）

定義 2.2 Sが定める分岐被覆写像πSが単純のとき，２次元ブレイドSを単純であると
いう．すなわち，任意の分岐値上に分岐点が唯一存在し，その局所次数が2であるよう
な２次元ブレイドが単純２次元ブレイドである．
本研究は科研費 (課題番号:21340015)の助成を受けたものである．
∗〒 558-8585 大阪市住吉区杉本 3-3-138　大阪市立大学大学院理学研究科
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定義 2.3 任意の分岐値上に分岐点が唯一存在するような２次元ブレイドを正則２次元
ブレイドという 1．

任意の分岐被覆写像は少し変形して単純分岐被覆写像にできることが知られている
が，２次元ブレイドについては単純２次元ブレイドに変形できるとは限らない．（次数
1と次数2の２次元ブレイドは定義から単純２次元ブレイドである．次数3の２次元ブ
レイドは単純２次元ブレイドに変形できる．次数が 4以上のとき，単純２次元ブレイ
ドに変形できない例がある [10]．）
２次元ブレイドでは次の３種類の同値関係がよく使われる．

定義 2.4 2次元ブレイドSとS ′が同型であるとは，D2
1 × D2

2の全同位 {hs}s∈[0,1]で次
のようなものが存在するときをいう．

(1) h0 = id，h1(S) = S ′

(2) 各 s ∈ [0, 1]と y ∈ D2
2に対して，hs(D2

1 × {y}) = D2
1 × {y}が成り立つ．

(3) 各 s ∈ [0, 1]に対して，hsをD2
1 × ∂D2

2に制限した写像は恒等写像である．

定義 2.5 2次元ブレイドSとS ′が同値であるとは，D2
1 × D2

2の全同位 {hs}s∈[0,1]で次
のようなものが存在するときをいう．

(1) h0 = id，h1(S) = S ′

(2) D2
2の全同位{hs}s∈[0,1]で，

hs(D
2
1 × {y}) = D2

1 × {hs(y)} (s ∈ [0, 1], y ∈ D2
2)

となるものが存在する．
(3) 各 s ∈ [0, 1]に対して，hsをD2

1 × ∂D2
2に制限した写像は恒等写像である．

定義 2.6 2 次元ブレイド S と S ′ がブレイド全同位であるとは，D2
1 × D2

2 の全同位
{hs}s∈[0,1]で次のようなものが存在するときをいう．

(1) h0 = id，h1(S) = S ′

(2) 各 s ∈ [0, 1]に対して，hs(S)は２次元ブレイドである．
(3) 各 s ∈ [0, 1]に対して，hsをD2

1 × ∂D2
2に制限した写像は恒等写像である．

明らかに，同型⇒同値⇒ブレイド全同位という関係がある．

3. モーション・ピクチャーによる表示
D2

1 ×D2
2 = (D2 × I)× [0, 1]と見なす．最後の成分 [0, 1]を時間方向と見なして２次元m

ブレイドSのモーション・ピクチャーを考える．各 t ∈ [0, 1]に対して，tでのSの切り
口（切断面）を btとおく．すなわち，S ∩ D2 × I × {t} = bt × {t}である．1パラメー
タ族{bt}をSのモーション・ピクチャーという．

命題 3.1 mブレイドまたは特異mブレイドからなる1パラメータ族{bt}t∈[0,1]が，２次
元mブレイドのモーション・ピクチャーとなる必要十分条件は次である．

1２次元ブレイドが定める分岐被覆写像が「正則」であることではない．
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(1) (D2 × I)× [0, 1] ∼= D4内の図形⋃
t∈[0,1] bt × {t} がプロパーかつ局所平坦に埋め込

まれた曲面である．
(2) b0と b1は自明mブレイドXm × Iである．

例 3.2 S = Xm × D2
2を自明な 2次元ブレイドという．このモーション・ピクチャー

{bt}は，各 btが自明mブレイドである（図1）．

1

0
=
< t

t = 0 t =

1<
=

図 1: 自明な2次元ブレイドのモーション・ピクチャー

例 3.3 図 2は次数 3の単純２次元ブレイドのモーション・ピクチャーである．特異ブ
レイドとしての特異点が t = 1/3に2個，t = 2/3に2個ある．これらの特異点は２次元
ブレイドの分岐点に対応し，局所次数は2である．

1t = 0 t =t = t =1/3 2/3

図 2: スパン3葉結び目を表す単純２次元3ブレイドのモーション・ピクチャー

4. 曲面結び目との関係
古典次元では次の定理が成り立つ．

定理 4.1 (アレクサンダーの定理・マルコフの定理)

(1) 任意の有向絡み目は，あるブレイドの閉包として表すことができる．
(2) ２つのブレイドが同値な有向絡み目を表す必要十分条件は，それらがブレイドの
同値変形，共役変形，安定化変形，および安定化変形の逆変形を有限回用いて移
り合うことである．

この類似が２次元の場合にも成り立つことが [7, 8, 13]で証明されている．
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定理 4.2

(1) 任意の有向曲面絡み目は，ある２次元ブレイドの閉包として表すことができる．
(2) ２つの２次元ブレイドが同値な有向曲面絡み目を表す必要十分条件は，それらが
２次元ブレイドのブレイド全同位，共役変形，安定化変形，および安定化変形の
逆変形を有限回用いて移り合うことである．

前半の主張はOleg Viro氏によって提唱されたものである．この主張は「任意の有向
曲面絡み目は，ある単純２次元ブレイドの閉包として表すことができる」としてもよ
い [8]．２つの単純２次元ブレイドが同値な有向曲面絡み目を表すとき，それらはブレ
イド全同位，共役変形，安定化変形，および安定化変形の逆変形を有限回用いて移り
合うが，途中で現れる２次元ブレイドは単純であるとは限らない．

予想 4.3 ([12]) ２つの単純２次元ブレイドが同値な有向曲面絡み目を表す必要十分条
件は，それらが単純２次元ブレイドの同値変形，共役変形，安定化変形，および安定
化変形の逆変形を有限回用いて移り合うことである．

古典次元と同様に有向曲面絡み目のブレイド指数も定義される．ブレイド指数 1は
自明なS2-結び目，ブレイド指数2は自明な種数が正の曲面結び目または自明な２成分
S2-絡み目に限られる．ブレイド指数3はリボン型である [5]．例えば，スパン3葉結び
目は図2のようなブレイドの閉包に同値であり，そのブレイド指数は3である．有向曲
面絡み目のブレイド指数は加法的ではない [20]．

5. モノドロミーによる表示
２次元ブレイドはモノドロミーによって表すことができる．y0を∂D2

2の一点として固
定する．

Sを２次元mブレイドとし，D2
2の各点yに対して，D2

1の部分集合SyをS∩D2
1×{y} =

Sy × {y}で定める．Sy = pr1(S ∩ pr−1
2 (y))である．連続写像α : [0, 1] → D2

2 \ Σ(S)は，
配置空間への連続写像 [0, 1] → Cm, t $→ Sα(t)を導く．これによって，準同型

ρS : π1(D
2
2 \ Σ(S), y0) → π1(Cm, Xm) = Bm

が得られる．これをSのモノドロミー準同型という．
Σ，Σ′をそれぞれD2

2の n個の内点からなる集合とする．２つの準同型 ρ : π1(D2
2 \

Σ, y0) → Bmと ρ′ : π1(D2
2 \ Σ′, y0) → Bmが同値であるとは，同相写像 h : (D2

2, Σ) →
(D2

2, Σ
′)で，h|∂D2

2
= idかつρ = ρ′ ◦ h∗となるものが存在するときをいう．

定理 5.1 ([10])

(1) ２次元ブレイドSとS ′が同型である必要十分条件はρS = ρS′である．
(2) ２次元ブレイドSとS ′が同値である必要十分条件は ρSと ρS′が同値となること
である．

２次元ブレイドSとS ′がブレイド全同位である条件をモノドロミー準同型の言葉で
表現することは容易ではない [10]．[10]ではその必要条件を使って，次数が4以上のと
き，単純２次元ブレイドに変形できない（ブレイド全同位やブレイド同位とならない）
非単純な２次元ブレイドの存在が示されている．
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モノドロミー準同型はブレイドシステム（Hurwitzシステムともいう）を用いて記述
できる．ΣをD2

2のn個の内点からなる集合とする．次の条件を満たすD2
2内のn個の

単純道ai : [0, 1] → D2
2の組A = (a1, . . . , an)をΣを始点集合とするHurwitzの弧システ

ムという．
(1) 各 i = 1, . . . , nに対して，ai(0) ∈ Σ，ai(1) = y0かつai((0, 1)) ∩ Σ = ∅である．
(2) aiとajの交わりは終点 y0のみである．
(3) y0のまわりで（反時計回りに進むとき）a1, . . . , anはこの順番に現れる．

各aiに対して，αi : [0, 1] → D2
2 \Σを次のような道とする．y0からa−1

i に沿ってaiの
始点 ai(0)の近くまで進み，ai(0)の回りを反時計回りに１周して，aiに沿って y0へ戻
る．αiが代表する π1(D2

2 \ Σ, y0)の元を ηiとするとき，n組 (η1, . . . , ηn)をAに付随す
るπ1(D2

2 \ Σ, y0)のHurwitz生成系という．
準同型写像ρ : π1(D2

2\Σ, y0) → Bmは生成系での値で決まるので，Aと(ρ(η1), . . . , ρ(ηn))

を与えればρが定まる．
Sを２次元ブレイドとし，AをΣ(S)を始点集合とするHurwitzの弧システムとする．

このAからπ1(D2
2\Σ, y0)のHurwitz生成系(η1, . . . , ηn)を定めるとき，(ρS(η1), . . . , ρS(ηn))

をAに付随するSのブレイドシステム（あるいはHurwitzシステム）という．
群Gのn個の直積Gn = G × · · ·× G上で写像ϕi : Gn → Gn (i = 1, . . . , n − 1)を

ϕi(g1, . . . , gi, gi+1, . . . , gn) = (g1, . . . , gi+1, g
−1
i+1gigi+1, . . . , gn)

と定める．（ϕiの逆写像はϕ−1
i (g1, . . . , gi, gi+1, . . . , gn) = (g1, . . . , gigi+1g

−1
i , gi, . . . , gn) で

与えられる．）これらϕiおよびその逆写像ϕ−1
i を初等変形という．Gnの２つの元が有

限回の初等変形で移り合うとき，それらはHurwitz同値であるという．

定理 5.2 ([10]) SとS ′を２次元ブレイドとし，(b1, . . . , bn)をSのブレイドシステム，
(b′1, . . . , b

′
n′)をS ′のブレイドシステムとする．SとS ′が同値であるための必要十分条件

は，n = n′かつ (b1, . . . , bn)と (b′1, . . . , b
′
n′)がHurwitz同値となることである．

ブレイド群Bmの３つの部分集合Am，Aregular
m ，Asimple

m を定義する．
mブレイド bがAmに属するのは，bがBmにおいて次のようなブレイド b′に共役とな

るときである：cを bの閉包 b̂の連結成分数とする．b′ = b1 ' b2 ' · · ·' bcはあるmkブレ
イド bk (k = 1, . . . , c)の分離和であり，各 bkの閉包は自明結び目に同値であり，m (= c

である．
ここで b′が分離和 b1 ' b2 ' · · · ' bkであるとは，D2 × I内の互いに交わらない円柱

N1 × I, . . . , Nk × Iの和集合に b′が含まれ，b′ ∩ Ni × I = biになるときをいう．
Amの定義において，b1の次数が2以上であり，i > 1のとき，biの次数が1であると

いう条件を付けたmブレイド b全体をAregular
m と定義する．

また，Amの定義において，b1の次数が2であり，i > 1のとき，biの次数が1である
という条件を付けたmブレイド b全体をAsimple

m と定義する．言い換えれば，Bmの標準
的生成元をσ1, . . . ,σm−1とするとき，σ1またはσ−1

1 のBmにおける共役元全体がAsimple
m

に他ならない．（Asimple
m は SAmとも表される [17]．）定義より，Am ⊃ Aregular

m ⊃ Asimple
m

である．

定理 5.3 (b1, . . . , bn)を (Bm)nの元とする．次の２つは同値である．
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(1) (b1, . . . , bn)が２次元ブレイドのブレイドシステムとなる．
(2) 各 iに対して bi ∈ Amであり，b1 · · · bn = 1 ∈ Bmである．

定理 5.4 (b1, . . . , bn)を (Bm)nの元とする．次の２つは同値である．
(1) (b1, . . . , bn)が正則２次元ブレイドのブレイドシステムとなる．
(2) 各 iに対して bi ∈ Aregular

m であり，b1 · · · bn = 1 ∈ Bmである．

定理 5.5 (b1, . . . , bn)を (Bm)nの元とする．次の２つは同値である．
(1) (b1, . . . , bn)が単純２次元ブレイドのブレイドシステムとなる．
(2) 各 iに対して bi ∈ Asimple

m であり，b1 · · · bn = 1 ∈ Bmである．

6. チャート表示
２次元mブレイドSのモノドロミー準同型ρS : π1(D2

2 \ Σ(S), y0) → Bmをチャートと
呼ばれるD2

2内の図式を用いて表す方法を紹介する．
ΓをD2

2の内部にある有限グラフで，各辺には向きと {1, 2, . . . , m − 1}に値を持つラ
ベルが与えられているとする．頂点の無い単純閉曲線もΓの辺とみなす．V (Γ)をΓの
頂点集合とする．

Γと横断的に交わる道α : [0, 1] → D2
2 \ V (Γ)を考える．αとΓの交差に対して，交

差の符号を次のように定める．αの進行方向に向かって右から左に Γの辺が横切ると
き，正の交差と呼び，その符号を+1とする．左から右に横切るとき，負の交差と呼び，
その符号を−1とする．αに沿って進むときに s番目に現れるΓとの交差の符号を εsと
し，そこで交差しているΓの辺のラベルを isとするとき，ブレイド群の標準的生成元
σ1, . . . ,σm−1からなる語

σε1
i1 · · ·σ

εq

iq

が得られる．（ここでqは交差の回数である．）これをΓに対するαの交差語と呼び，wΓ(α)

と表す．

定義 6.1 Γが次を満たすとき，Γを一般mチャートという．

• Γの各頂点vに対して，vの回りを反時計回りにまわる小さなループをとり，Γと
の交差語をwvとする．このとき，次のいずれかが成り立つ．

(a) wvが表すBmの元 [wv] はAmに属す．
(b) 語としてwv = σ−1

i σ−1
j σiσjである．ここで，i, jは |i − j| > 1を満たすもの

とする．（ループの起点は適当に取り直してよい．）
(c) 語としてwv = σ−1

i σ−1
j σ−1

i σjσiσjである．ここで，i, jは |i− j| = 1を満たす
ものとする．（ループの起点は適当に取り直してよい．）

更に，条件 (a)において，AmをAregular
m としたとき，Γを一般正則mチャートといい，

条件 (a)において，AmをAsimple
m としたとき，Γを一般単純mチャートという．

条件(a)を満たす頂点を黒頂点(black vertex)，条件(b)を満たす頂点を交差(crossing)，
条件 (c)を満たす頂点を白頂点 (white vertex)という．
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図 3: チャートの頂点：黒頂点，交差点，白頂点

一般mチャートΓに対して，黒頂点の集合をΣ(Γ)と書くことにする．
Γに対して，準同型写像 ρΓ : π1(D2

2 \ Σ(Γ), y0) → Bmを [α] ∈ π1(D2
2 \ Σ(Γ), y0)に対

して，αをΓに横断的に交わるようにとり，Γに対する交差語wΓ(α)が表すBmの元を
対応させる写像として定義する．これをΓのモノドロミー準同型という．

定理 6.2 一般mチャートΓに対して，２次元mブレイドSでρΓ = ρSとなるものが存
在する．逆に，２次元mブレイドSに対して一般mチャートΓで ρΓ = ρSとなるもの
が存在する．

このとき，Γを２次元ブレイドSのチャート表示という．
定理 6.3 Γを２次元ブレイドSのチャート表示とする．

(1)Γ が一般正則チャートであることとSが正則２次元ブレイドであることは同値で
ある．

(2)Γ が一般単純チャートであることとSが単純２次元ブレイドであることは同値で
ある．

ここで述べた２次元ブレイド，正則２次元ブレイド，単純２次元ブレイドを表す一般
チャート，一般正則チャート，一般単純チャートは，モノドロミーのチャート表示に関
する一般論 [15]から得られる．（というより，[15]で展開されている議論は２次元ブレ
イドのチャート表示のアイデアを一般化したものである．）[15]では，２つのチャート
が同値な２次元ブレイドを表すための基本変形（W型チャート変形とB型チャート変
形）が与えられている．
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図 4: W型チャート変形
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図 5: B型チャート変形

7. 正則チャート
正則２次元ブレイドは一般正則チャート表示を持つが，もう少し都合のよいチャート
表示を考えたい．

b ∈ Aregular
m とする．定義より，bは b′ = b1 " b2 " · · ·" bcに共役であり，b1は次数が2

以上のブレイドでその閉包が自明な結び目に同値であり，i > 1については biは次数 1

のブレイドである．b1の次数を bの特異次数と呼ぶ．d∗(b)と表すことにする．定義か
らd∗(b) + c − 1 = mである．
特に，b ∈ Aregular

m となるのはd∗(b) = 2のときである．
ブレイド群の標準的生成元 σ1, . . . ,σm−1からなる語w = σε1

i1 · · ·σ
εq

iq が [w] ∈ Aregular
m

のとき，そこに現れる生成元がなす集合 {σi1 , . . . ,σiq}の濃度は d∗(b) − 1以上である．
ちょうど d∗(b) − 1のとき，wはレンジ既約であるという．（しかも，レンジ既約なら
σs,σs+1, . . . ,σt のように添字は連続している．）

定義 7.1 Γが次を満たすとき，Γを正則mチャートという．
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• Γの各頂点vに対して，vの回りを反時計回りにまわる小さなループをとり，Γと
の交差語をwvとする．このとき，次のいずれかが成り立つ．

(a) [wv] ∈ Aregular
m であり，wvはレンジ既約である．

(b) 語としてwv = σ−1
i σ−1

j σiσjである．ここで，i, jは |i − j| > 1を満たすもの
とする．（ループの起点は適当に取り直してよい．）

(c) 語としてwv = σ−1
i σ−1

j σ−1
i σjσiσjである．ここで，i, jは |i− j| = 1を満たす

ものとする．（ループの起点は適当に取り直してよい．）

任意の正則２次元mブレイドは，正則mチャート表示を持つ．また，そのような２
つのチャートはW型チャート変形とB型チャート変形を有限回施すことで移り合う．
その途中に現れるチャートは一般正則チャートであるが，正則チャートであるとは限
らない．そこで正則性を保つ変形を導入する．

Γを正則チャートとし，vを黒頂点とする．vに接続しているすべての辺に付いて
いるラベルの集合を LabelΓ(y)とする．wv がレンジ既約なので，LabelΓ(y)は連続し
た整数 {s, s + 1, . . . , t}の形をしている．ただし，t − s + 1 = d∗(b) − 1である．今，
wv = σε1

i1 · · ·σ
εn
in とすると，{i1, i2, . . . , in} = {s, s + 1, . . . , t}である．図6に示す４つの

局所変形は，このラベル集合を+1または−1だけシフトし，正則チャートを正則チャー
トに移す．これらをラベルシフト変形という．ただし，(A)の四角の中は，図7のよう
なチャートの部品を積み重ねて構成する．他も同様とする．
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図 6: ラベルシフト変形

図8と図9はラベルシフト変形の例である．
図 10は通過変形という局所変形である．ここで jは |ik − j| > 1 (k = 1, . . . , n)を満

たすラベルである．

定理 7.2 ２つの正則チャートが同値な正則２次元ブレイドを表すための必要十分条件
は，それらを結ぶ正則チャートの列で，その間がD2

2の全同位，W型チャート変形，正
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図 7: ラベルシフト変形を構成する部品
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図 8: ラベルシフト変形の例

則性を保つB型チャート変形，ラベルシフト変形，通過変形となるものが存在するこ
とである．

正則チャートのさらに特殊なケースが単純チャートである．単純チャートとはすべ
ての黒頂点には辺が１つだけ接続しているチャートのことであり，単純２次元ブレイ
ド表す図式として最初に導入されたチャートである．[11]で次の定理が示されている：
２つの単純チャートが同値な単純２次元ブレイドを表すための必要十分条件は，それ
らを結ぶ単純チャートの列で，その間がD2

2の全同位，CI変形，CII変形，CIII変形と
なるものが存在することである．CI変形はW型チャート変形であり，CII変形は通過
変形，CIII変形はラベルシフト変形である．

8. 最後に
単純チャートΓが２次元ブレイド Sを表すとき，Sの３次元空間への射影図（ダイア
グラム）の特異点の集合とΓは一致する [6, 17]．Γの辺は射影図の２重曲線に対応し，
黒頂点が（初等的）分岐点，白頂点が３重点に対応する．正則チャートも同様のこと
が成り立つ．この場合，黒頂点は（初等的とは限らない）分岐点に１対１に対応する．
また，黒頂点に集まる辺はすべて，分岐点に集まる２重曲線に対応する．このように
ダイアグラムとの自然な対応が一般単純チャート，一般正則チャート，一般チャートで
はうまくいかない．
チャート表示は Lefschetz fibration や broken Lefschetz fibration のモノドロミーな

どにも利用されている ([1, 3, 16, 18]など)．モノドロミーを用いて表されるオブジェク
トであれば，一般チャート理論 [15]が利用できる．しかし，２次元ブレイドのチャート
と射影図の関係に見られるような幾何的な意味付けが得られるかどうかは別の問題で
あり，個々の対象について調べる必要がある．今後の研究課題である．
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図 9: ラベルシフト変形の例
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図 10: 通過変形
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͍ͯͭʹඪଟ༷ମͷθʔλؔࢦଟ༷ମͷݩ࣍3
ɹ৽ాݪ (౦ۀژେֶ)∗

1. Introduction
3 ଟ༷ମͷݩ࣍ SL2(C) ඪଟ༷ମࢦ Culler-Shalen ([2])ʹΑΓಋೖ͞Εͨجຊ܈ͷ
SL2(C)දݱͷࢦඪͷͳ͢తू߹Ͱ͋Γɼඇѹॖۂ໘ͷߏͳͲॏཁͳԠ༻ͷ͋Δ
τϙϩδʔʹ͓͍ͯجຊతͳڀݚରͰ͋ΔɽҰํ༗ݶମ্ͷଟ༷ମͷہॴθʔ

λؔʢ߹ಉθʔλؔʣɼϦʔϚϯθʔλؔͷମ্ͷଟ༷ମͷҰൠ

ԽͰ͋Δ Hasse-Weilθʔλؔʹ͓͍ͯॏཁͳڀݚରͱͳ͍ͬͯΔɽ3ݩ࣍
ଟ༷ମͷ SL2(C)ࢦඪଟ༷ମ༗ཧମ্ఆٛ͞Ε͓ͯΓɼͦͷθʔλؔʹͲͷΑ͏
ͳزԿతɾతͳੑ࣭͕ө͞ΕΔ͔ڵຯਂ͍Ͱ͋ΔɽຊߘͰࢦඪଟ༷ମ

ͷఆΊΔہॴθʔλɼHasse-Weil ɼͦΕ͕ͲͷΑ͏ͳੑ࣭Λ͑ߟͷθʔλؔΛܕ
͔ͭΛ͢ߟΔɽ

ୈ 60ճτϙϩδʔγϯϙδϜͰͷߨԋͷػձΛ༩͍͖͑ͯͨͩ·ͨ͠Լণلઌ
ੜɼࠤഢमઌੜɼ·ͨୈ 60ճτϙϩδʔγϯϙδϜϓϩάϥϜऀͷօ༷ʹँײ
க͠·͢ɽ

2.εΩʔϜͷ Hasse-Weilθʔλؔ
ॴθʔλؔہ.2.1
X Λ༗ཧ Z্༗ܕݶͷʢΞϑΟϯʣεΩʔϜͱ͢Δɽ۩ମతʹɼ༗ݸݶͷଟ
߲ࣜ f1, · · · , fr ∈ Z[T1, · · · , Tm]͕༩͑ΒΕͨͱ͢ΔɽFpn Λ pnݸͷݩΛͭ༗ݶମͱ͢

Δͱ͖ɼX ͷ Fpn ༗ཧͷू߹ X(Fpn)Λ f1, · · · , fr ͷ Fpn ʹ͓͚Δڞ௨ྵͷू߹ͱ͠

ͯఆٛ͢Δɿ

X(Fpn) :=
{
(a1, · · · , am) ∈ (Fpn)m | f1(a1, · · · , am) = · · · = fr(a1, · · · , am) = 0

}
.

͜ͷͱ͖ૉ pʹ͓͚Δہॴθʔλؔʢ߹ಉθʔλؔʣͱҎԼͷࣜܗత͖ڃ
ͷ͜ͱͰ͋Δɽ

Z(X, p, T ) := exp


∞∑

n=1

#X(Fpn)
n

T n


 ∈ Q[[T ]].

ྫ͑ f = T ∈ Z[T ]ͱ͠XΛ Z[T ]/( f )ͷఆΊΔΞϑΟϯεΩʔϜͱ͢Εɼҙͷૉ
 pʹ͍ͭͯ X(Fpn) = {0}. ͕ͨͬͯ͠ #X(Fpn) = 1Ͱ͋ΓZ(X, p, T ) = (1−T )−1ͱͳΔɽ

ʹॴθʔλؔʹؔͯ͠ଟ͘ͷ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ͕ɼಛہ X ͕༗ݶମ্ͷඇಛ
ҟࣹӨଟ༷ମʹͳ͍ͬͯΔͱ͖Weil༧ͱͯ͠ΒΕ͍ͯΔ݁Ռ͕͋Δɽͭ·Γ
XΛ༗ݶମ Fqʢqૉ pͷ͖ʣ্ఆٛ͞ΕͨඇಛҟࣹӨଟ༷ମͱ͢Δͱɼہॴ
θʔλؔ Z(X, p, T )༗ཧؔɼಛʹଟ߲ࣜͨͪͷͱͯ͠ද͞Εɼؔ
ࣜΛͪɼϦʔϚϯ༧ͷྨࣅΛຬͨ͢ɽ·ͨ X ͕ମ্ఆٛ͞ΕͨඇಛҟࣹӨ
ଟ༷ମ Y ͷ reductionͱͳ͍ͬͯΔͱ͖Z(X, p, T )Λද͢ଟ߲ࣜͷ࣍Λ Y ͷϕο
νͱͯ͠ղऍग़དྷΔɽৄࡉʹ͍ͭͯྫ͑ [9] [19], §6.1ͳͲΛࢀর͞Ε͍ͨɽ
ຊڀݚՊݚඅ (՝൪߸:25001342)ͷॿΛड͚ͨͷͰ͋Δɻ
Ωʔϫʔυɿࢦඪଟ༷ମ,θʔλؔ
∗˟ 152-8550౦ژ۠ࠇେԬࢁ 2-12-1ɹ౦ۀژେֶใཧڀݚֶՊ
e-mail: harada.s.al@m.titech.ac.jp
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ۙτϙϩδʔʹ͓͍ͯɼҐ૬ෆมྔͱͯ͠جຊ܈ͷ༗ݶମ্ͷදݱͷΛௐ

Δߦ͕ڀݚΘΕ͍ͯΔʢcf. [11]ʣɽہॴθʔλؔΛ۩ମతʹ͢ࢉܭΔ͜ͱ֤༗ݶ
ମ্ͷදݱͷΛ͢ࢉܭΔ͜ͱʹରԠ͍ͯ͠Δɽࠓ X(Fq)Λଟ༷ମ M ͷجຊ܈ π1(M)
ͷ SL2(Fq)ͷදݱͷશମͷू߹ͱ͢Δͱ͜ΕΞϑΟϯతू߹ʹͳΔɽ·ͨ͜ͷ
߹X Λఆٛ͢Δଟ߲ࣜͨͪଟ߲ࣜͱͯ͠ͱΕɼૉٴͼͦͷ͖ʹΑΒ
ͳ͍ɼͭ·Γ X Z্ఆٛ͞ΕΔʢcf. [22]ʣɽҰൠʹ XඇಛҟͰطͰͳ͍ͷ
ͰWeil༧Λద༻͢Δ͜ͱग़དྷͳ͍͕ɼ༗ݶମ্༗ܕݶͳεΩʔϜʹରͦ͠ͷہॴ
θʔλؔ Z(X, p, T )༗ཧؔʹͳΔ͜ͱΒΕ͍ͯΔʢ[3]ʣɽͦ͜Ͱ

Z(X, p, T ) = exp


∞∑

n=1

#X(Fpn)
n

T n


 =

∏
i(1 − αiT )

∏
j(1 − β jT )

ʢαi, β j ∈ Cʣͱද͞Εͨͱ͢Δͱ

#X(Fpn) =
∑

j

βn
j −

∑

i

αn
i

ͱͳΔɽͭ·Γ Z(X, p, T ) ͷ༗ཧؔͱͯ͠ͷදࣔΛٻΊΔ͜ͱ֤༗ݶମ Fpn ্ͷ

π1(M)ͷදݱͷΛٻΊΔ͜ͱʹରԠ͍ͯ͠Δɽ

2.2. Hasse-Weilθʔλؔ
ͼ࠶ X Λ༗ݸݶͷଟ߲ࣜ f1, · · · , fr ∈ Z[T1, · · · , Tm] Ͱఆٛ͞ΕΔΞϑΟϯεΩʔϜͱ
͢Δɽ͜ͷͱ͖ X ͷ (Hasse-Weil)θʔλؔΛલઅͷہॴθʔλؔΛ༻͍ͯ࣍Ͱఆ
ٛ͢Δɿ

ζ(X, s) :=
∏

p: prime number

Z(X, p, p−s).

͜ͷͱ͖ ζ(X, s) Re(s) > dim X Ͱઈରऩଋ͢Δ (cf. [25] or [19])ɽ

Example 2.1. f = T ∈ Z[T ], X = SpecZ[T ]/(T )ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖ Z(X, p, T ) = (1 − T )−1

ͩͬͨɽΑͬͯ

ζ(X, s) =
∏

p:prime

(1 − p−s)−1 = ζ(s).

͢ͳΘͪϦʔϚϯθʔλؔʹͳΔɽΑΓҰൠʹ X ͱͯ͠༗࣍ݶମ K ͷ
OK ͷఆΊΔΞϑΟϯεΩʔϜΛͨ͑ߟ߹ ζ(X, s) K ͷ Dedekindθʔλؔ ζK(s)
ͱͳΔɽ

Ұൠʹ Dedekindθʔλؔʹ͍ͭͯɼෳૉମ C্ͷ༗ཧؔܕʹղੳଓ͠ɼ
దͳ ΓҼࢠΛ͔͚ͯඋԽͨ͠ͷؔࣜΛͭ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽ·ͨ s = 1
ͰͷΈ 1ҐͷۃΛͪɼͦͷཹK ͷࡏతͳෆมྔΛ༻͍ͯهड़͞ΕΔɽ

Dedekindθʔλؔͱಉ༷ʹɼΑ͍εΩʔϜ X ʹର͠ ζ(X, s) C্༗ཧܕʹղੳ
ଓ͠ɼదͳ ΓҼࢠΛ͔͚ͯඋԽͨ͠ͷؔࣜΛͭ͜ͱ͕༧͞Ε͍ͯ

Δʢcf. [25], [19]ʣɽ͔࣌͠͠ݱͰҰൠʹղܾ͍ͯ͠Δͷɼۂઢͷ߹Ͱ༗ཧ
ମ্ͷପԁۂઢ͘Β͍Ͱ͋Γɼ͍͠Ͱ͋Δɽͦ͜ͰຊߘͰ۩ମతͳ ଟݩ࣍3
༷ମͷࢦඪଟ༷ମʹର͠ہॴθʔλؔɼHasse-WeilθʔλؔΛٻΊͨ݁ՌΛհ
͠ɼͲͷΑ͏ͳ͕ؔݱΕΔͷ͔Λใ͍ͨ͠ࠂɽ

第６０回トポロジーシンポジウム講演集　2013年8月　於 大阪市立大学

74



ඪଟ༷ମࢦ.3
M Λ ඪଟ༷ମࢦͱ͢Δͱ͖ɼSL2(C)܈ຊجଟ༷ମɼπ1(M)Λͦͷݩ࣍3 X(M)ΛҎԼ
ͷू߹ͱͯ͠ఆٛ͢Δɿ

X(M) :=
{
χ : π1(M)→ C | χ = χρ දݱ ρ : π1(M)→ SL2(C)ͷࢦඪ

}
.

X(M)తू߹ɼ͢ͳΘͪ༗ݸݶͷଟ߲ࣜͷڞ௨ࠜͷू߹ͱͯ͠ද͞ΕΔ͜ͱ͕
ΒΕ͍ͯΔʢ[2]ʣɽ

M Λͭ߹ɼରԠ͢Δߏۂඋ͕ holonomyදݱ π1(M)→ PSL2(C)͕ڞΛ
আ͍ͯҰҙʹଘ͢ࡏΔɽ͜ͷදݱͷ SL2(C)ͷ্͛ͪ࣋ͷఆΊΔࢦඪΛؚΉX(M)ͷ
ط X0(M) Λۂͱ͍͏ɽҰൠʹࢦඪଟ༷ମͷݩ࣍ͷৼΔ͍ෳ͕ͩࡶɼ
ۂʹͨͬݶ߹ҎԼͷ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽ

Theorem 3.1 (cf. [26], Theorem 4.5.1). MΛΧεϓ nͷඋۂ ଟ༷ମͱ͢Δͱݩ࣍3

dim X0(M) = n.

བྷڮΊΔํ๏ͱͯ͠ɼ2ٻʹඪଟ༷ମΛఆΊΔଟ߲ࣜΛ۩ମతࢦදࣔΑΓ܈ͷ܈ຊج
Έͷ߹ʹ Rileyͷํ๏ʢ[23]ʣɼ·ͨҰൠʹ González-Acuña, Montesinos-Amilibia
ʹΑΔํ๏ʢ[5]ʣͳͲ͕ΒΕ͍ͯΔɽ
ઌʹड़ͨΑ͏ʹɼݱঢ় Hasse-WeilθʔλؔΛҰൠʹௐΔ͜ͱࠔͳͰ

͋Δ͕ɼ·ͣࢦඪଟ༷ମʢͷۂʣ͕ͲͷΑ͏ͳଟ༷ମʹͳΔ͔Λௐɼͦ

ͷθʔλؔΛௐΔͱ͍͏ํ๏ΛͱΔɽࠓճಛʹجຊతͳత ଟ༷ମͷݩ࣍3
߹ʹ͍ͭͯओʹհ͢Δɽ

ඪଟ༷ମͷఆٛଟ߲ࣜʹؔͯ͠ଟ͘ͷࢦ ଟ༷ମͷ߹ɼಛʹ݁ͼɾབྷΈݩ࣍3
ؔ͠ʹඪଟ༷ମͷଟ༷ମͱͯ͠ͷੑ࣭ࢦΕ͍ͯΔɽ͔͠͠͞ڀݚ͍ͯͭʹۭؒิ

ͯຆͲΒΕ͍ͯͳ͍ɽྫ͑τʔϥε݁ͼͷ߹ʢcf. [21]ʣ 8ͷ݁ࣈͼͷ
߹ʢcf. [14]ʣɼ2݁ڮͼͷ͋Δͷ߹ʢ[17]ʣɼWhiteheadབྷΈͷ߹ʢ[13]ʣ
ͳͲʹ͓͍ͯͦͷΑ͏ͳ͕͞ڀݚΕ͍ͯΔɽ

4.۩ମྫ
త ͕܈ຊجଟ༷ମͰ͋Γͦͷۂඋଟ༷ମͱɼݩ࣍3 commensurabilityΛআ
͍ͯɼෳૉૉΛ།Ұͭͭ࣋Α͏ͳମ K ্ͷશͯͷ࣮ૉͰ͢ذΔݩ࢛ͷ
͋Δ orderͷඃϊϧϜ 1ͷݩͷͳ͢܈ͱಉܕͰ͋Δͱ͖Λ͍͏ɽతଟ༷ମʹ͍ͭ
ͯͷߟࢀॻͱͯ͠ [18]͕͋Δɽ
θʔλؔಉྨܕʹରͯ͠ఆ·ΔෆมྔͳͷͰɼຊߘͰ commensurabilityΑΓ
݅ͷ͍ڧಉྨܕΛ͑ߟɼͦΕΛత Ϳ͜ͱʹ͢Δɽݺଟ༷ମͱݩ࣍3
ۂඋ͚Մͳ͖ ଟ༷ମͷதͰΧεϓݩ࣍3 0, 1, 2ͷ߹࠷খͷۂମੵΛ

Δͷతଟ༷ମͰ͋Δ͜ͱ͕ΒΕ͓ͯΓɼత͢ݱ࣮ ߹ଟ༷ମͷݩ࣍3
ʹ·ͣௐΔ͜ͱҙٛͷ͋Δ͜ͱʹࢥΘΕΔɽ͜͜ͰΧεϓ 0, 1, 2ͷ߹ͷ͍͘
͔ͭͷ۩ମྫΛ͋͛Δɽ

4.1. 8ͷ݁ࣈͼͷิۭؒ

8ͷ݁ࣈͼͷ ໘ٿݩ࣍3 S 3 Ͱͷิۭؒͷجຊ܈ͷࢦඪଟ༷ମΑ͘ΒΕ͓ͯΓɼ

ͷଟ߲ࣜͰఆٛ͞ΕΔC2࣍ ͷΞϑΟϯۂઢͰ͋Δʢcf. [14]ʣɿ

(x2 − y − 2)(y2 − (1 + x2)y + 2x2 − 1).
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͜͜Ͱ x2− y−2 C2ͷ์ઢͰ8ͷ݁ࣈͼͷجຊ܈ͷՄදݱʹରԠ͢Δ͔Β
ͳΔɽҰํ y2− (1+ x2)y+2x2−1༗ཧମ Q্ͷପԁۂઢͰ͋ΓɼͦͷWeierstrassܗ
E : Y2 = X3−2X+1ɼಋख 40 = 235Ͱ͋Δɽઌʹड़ͨΑ͏ʹɼۙ ͷ Taylor-Wiles
ΒʹΑΔ୩ࢤ-ࢁଜ-Weil༧ͷղܾʹΑΓ༗ཧମ্ͷପԁۂઢͷ Hasse-Weilθʔλ
ؔରԠ͢Δอࣜܗܕͷ LؔͱͳΔ͜ͱ͔Βɼͦͷੑ࣭ΛௐΔ͜ͱ͕ग़དྷΔΑ
͏ʹͳͬͨɽҎԼʹड़Δͷࢦඪଟ༷ମͷதͰطࢦඪͷͳ͢෦ͷθʔλؔΛ

Ίͨ݁ՌͰ͋Δɽٻ

Proposition 4.1 (Harada [8]). MΛ 8ͷ݁ࣈͼͷ ໘ٿݩ࣍3 S 3Ͱͷิۭؒͱ͠X(M)Irr

Λ MͷۂͰ͋Δପԁۂઢ E͔Β (x2 − y− 2) = 0্ͷΛআ͍ͨͷͱ͢Δɽ͜
ͷͱ͖

Z(X(M)Irr, q, T ) = Z(Ep, q, T )(1 − T )2(1 −
(
20
q

)
T ).

͜͜Ͱ qૉ pͷ͖ɼEp ପԁۂઢ E ͷ pͰͷ reductionɼ͢ͳΘͪ༗ݶମ Fp

Ͱۂͨ͑ߟઢͱ͢Δɽ

(
20
q

)
ϠίϏه߸Ͱ͋Δ.

্ͷ໋ʹΑΓ M ͷ Hasse-Weilθʔλؔ

ζ(X(M)Irr, s) =
∏

p

Z(X(M)Irr, p, p−s) =
ζ(E, s)

ζ(s)ζQ(
√

5)(s)

ͱͳΔɽͦͷඋԽΛ࣍Ͱఆٛ͢Δɿ

ξ(X(M)Irr, s) :=
4π(3s/2)+1

(10
√

2)sΓ(s/2)3
× ζ(X(M)Irr, s).

͜ͷͱ͖࣍ͷ݁Ռ͕ಘΒΕΔɿ

Theorem 4.2 (Harada [8]). ؔ ζ(X(M)Irr, s)ٴͼͦͷඋԽ ξ(X(M)Irr, s)C্ͷ༗ཧ
ͨ·ʹղੳଓ͞ΕΔɽؔܕ ξ(X(M)Irr, s)࣍ͷؔࣜΛຬͨ͢ɿ

ξ(X(M)Irr, 2 − s)ξ(2 − s)ξQ(
√

5)(2 − s) = −ξ(X(M)Irr, s)ξ(s)ξQ(
√

5)(s),

͞Βʹ s = 1ؔ ξ(X(M)Irr, s)ͷ 1ҐͷྵͱͳΓɼͦͷҎԼͷΑ͏ʹͳΔɿ

lim
s→1

ξ(X(M)Irr, s)
s − 1

= −AGM(ϕ,ϕ − 1)√
10 log(ϕ)

,

͜͜Ͱ ϕ = (
√

5 + 1)/2ɼAGM(ϕ,ϕ − 1) ϕͱ ϕ − 1ͷࢉज़زԿฏۉΛද͢ɽ

Remark 4.3. 8ͷ݁ࣈͼͷAlexanderଟ߲ࣜ ∆K (T )∆K (T ) = T 2 − 3T + 1Ͱ༩͑Β
ΕΔ. ξ(X(M)Irr, ΕΔݱʹ(1 ϕ, ϕ − 1 Alexanderଟ߲ࣜͷࠜͷฏํࠜʹͳ͍ͬͯΔ͜
ͱ͕͔Δɽ·ͨ Alexanderଟ߲ࣜͷࠜΛ QʹఴՃͨ͠ମ͕Q(

√
5)Ͱ͋Δɽ

Remark 4.4. ξ(X(M)Irr, ΕΔݱʹ(1 log(ϕ)ʹ͍ͭͯҎԼͷΑ͏ʹ 8ͷ݁ࣈͼͷϗ
Ϟϩδʔ܈ͱͷ͕ؔΒΕ͍ͯΔɿ

log(ϕ2) = log m(∆K (T ))

= lim
n→∞

log(#H1(Mn,Z))
n

.
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͜͜Ͱm(∆K (T )) Alexanderଟ߲ࣜ∆K (T )ͷMahlerଌɼ·ͨ Mn 8ͷ݁ࣈͼ্
͢ذΔn࣍ͷ S 3 ͷ८ճඃ෴Λද͢ɽʢLaurentଟ߲ࣜP = P(t1, · · · , tn) ∈ C[t±1

1 , · · · , t±1
n ]

ʹରͦ͠ͷMahlerଌ m(P)ΛҎԼͷͷͱ͢Δɿ

m(P) :=
∫ 1

0
· · ·

∫ 1

0
log |P(e2πt1

√
−1, · · · , e2πtn

√
−1)|dt1 · · · dtn.

Remark 4.5. ·ͨ AGM(ϕ,ϕ − 1)ʹؔͯ͠MahlerଌΛ༻͍ͯ࣍ͷΑ͏ʹهड़͢Δ
͜ͱ͕ग़དྷΔɽ

AGM(ϕ,ϕ − 1) =
1
2

(
d
dk

m(Pk)(
√

5)
)−1

.

͜͜Ͱ Pk 

x +
1
x
+ y +

1
y
− 4k

Ͱఆٛ͞ΕΔۂઢͰɼҙͷෳૉ 4k ! 0, 1ʹର͠ପԁۂઢΛఆΊΔɽಛʹWeierstrass
ܗ

Em : y2 = x3 + 2m(2m − 1)x2 + m2x,

Ͱ༩͑ΒΕΔɽͨͩ͠ m = k2.

Remark 4.6. s = 2ʹ͓͚Δ

lim
s→2

(s − 2)ξ(X(M)Irr, s) =
75

2
√

5π2LE/Q(2)

ʢLE/Q(s) E ͷ L seriesʣͰ͋Δ͕ɼ͜Ε Pk ͷ MahlerଌΛ༻͍ͯද͢͜ͱ͕ग़
དྷΔɽR. Villegasʢ[27], TABLE 4ʣʹΑΓLE/Q(2) = L′E/Q(0) " m(P√−4/4)ͱͳΔ͜ͱ͕
తʹ͔֬ΊΒΕ͍͕ͯͨɼ࣮ࡍਖ਼͍͜͠ͱ͕Mellitʢ[20]ʣʹΑΓ͔֬ΊΒΕ͍ͯ
Δɽ·ͨ P√−4/4ͷఆΊΔପԁۂઢࢦඪଟ༷ମͷۂͰ͋Δପԁۂઢ EͱಉܕͰ
͋Δ.

Ұൠͷʢۂʣ2 ࣌ݱઢ͔ۂ͕ͲͷΑ͏ͳۂඪଟ༷ମͷࢦͼͷ݁ڮ
ͰΒΕ͍ͯͳ͍͕ɼ[17]ʹ͓͍ͯ͋Δछͷʢtwist݁ͼͨͪΛؚΉʣ2݁ڮͼ
ͷʹ͍ͭͯɼͦͷࢦඪଟ༷ମͷۂ͕ପԁۂઢʹͳΔͱ͍͏݁Ռ͕ಘΒΕͯ

͍Δɽ

4.2.త བྷΈͷิۭؒڮ2

S 3 ʹ͓͚Δۂ 2 Λআ͍ͯڞབྷΈͰతͳͷڮ 3 ͭɼWhitehead བྷΈɼ
62

2, 62
3 Ͱ͋Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ ([4])ɽ

WhiteheadབྷΈɼ62
2, 62

3ͷۂThurstonͷ݁ՌʹΑΓۂ໘ΛఆΊΔɽ[13],
[12]ʹ͓͍ͯWhiteheadབྷΈٴͼ͍͔ͭ͘ͷۂ བྷΈʹରͯ͠ɼC3ڮ2 ͷࢦඪ

ଟ༷ମͷۂͷP2(C) × P1(C)ʹ͓͚ΔίϯύΫτԽP1(C)্ͷϑΝΠόʔߏ
Λͭ࣋͜ͱ͕͔֬ΊΒΕ͍ͯΔɽ

ͷه্ͨ· 3ͭͷత བྷΈʹ͍ͭͯɼͦͷڮ2 P1্ͷϑΝΠόʔߏ conic
bundleߏɼͭ·Γ֤ͷϑΝΠόʔ ઢʹͳ͍ͬͯΔ͜ͱ͕͔Δʢ[6]ʣɽ2ۂ࣍2
ʹΊΔͷ͕༰қͰ͋Δ͜ͱ͔Βɼ͜ͷੑ࣭ٻͱ͖༗ཧΛͨ͑ߟମ্Ͱݶઢ༗ۂ࣍

ΑΓ͜ΕΒͷۂͷθʔλؔΛٻΊΔ͜ͱ͕ग़དྷΔʢ[24],[7]ʣɽ
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WhiteheadབྷΈɼ62
2, 62

3ͷۂͷC
3ʹ͓͚Δఆٛଟ߲ࣜҎԼͰ༩͑ΒΕΔɿ

f0 := z3 − xyz2 + (x2 + y2 − 2)z − xy,

f1 := z4 − xyz3 + (x2 + y2 − 3)z2 − xyz + 1,

f2 := z3 − xyz2 + (x2 + y2 − 1)z − xy

͜ΕΒͷ P2 × P1 ʹ͓͚Δ੪࣍ଟ߲ࣜɼ࠲ඪදࣔΛ (x : y : u, z : w)ͱ͢ΔͱҎԼͷ
Α͏ʹͳΔɽ

F0 := u2z3 − xyz2w + (x2 + y2 − 2u2)zw2 − xyw3,

F1 := u2z4 − xyz3w + (x2 + y2 − 3u2)z2w2 − xyzw3 + u2w4,

F2 := u2z3 − xyz2w + (x2 + y2 − u2)zw2 − xyw3.

͜ͷͱ͖ F0, F1, F2 ͷఆΊΔۂ໘P2 × P1 : (x : y : u, z : w) #→ (z : w) ∈ P1 ʹؔ͠

ͯϑΝΠόʔߏΛͭ࣋ɽಛʹ֤ϑΝΠόʔ conicͰ͋Δɽ

Theorem 4.7 (Harada [7]). WhiteheadབྷΈɼ62
2, 62

3 ͷࢦඪଟ༷ମͷۂΛͦΕͧ

ΕX0, X1, X2 ͱ͢Δͱ͖ Hasse-Weilθʔλؔ࣍ͷΑ͏ʹͳΔɽ

ζ(X0, s) = ζQ(
√

2)(s)ζQ(
√

2)(s − 1)2ζ(s − 2)(1 − 21−s)2.

ζ(X1, s) =
ζQ(
√

5)(s)2ζQ(
√

5)(s − 1)4ζ(s − 2)
ζ(s)ζ(s − 1)4 × (1 − 22−2s)2(1 + 2−s)

(1 − 51−s)2(1 − 5−s)2 .

ζ(X2, s) = ζ(s)2ζ(s − 2)(1 − 2−s).

త བྷΈʹ֤ؔͯ͠ϑΝΠόʔ͕ڮ2 conicͰ͋ͬͨ͜ͱ͔Β۩ମతʹॻ͖Լ
͢͜ͱ͕ՄͰ͕͋ͬͨɼLandes͕͔͍ͭͨ͘͠ࢉܭͷྫ͕ࣔ͢Α͏ʹۂ བྷΈڮ2
ͷࢦඪଟ༷ମͷۂҰൠʹ conic bundleߏΛͭ࣋Θ͚Ͱͳ͍ɽ͔͠͠ P1

্ͷϑΝΠόʔߏΛͭ͜ͱ͕͔ΕϑΝΠόʔΛͳ͢ۂઢͷθʔλؔΛ

༻͍ͯۂ Β͑ߟͷθʔλؔΛॻ͖ද͢͜ͱ͕ՄͰ͋ΔͱۂབྷΈͷڮ2
ΕΔɽ

Question 4.8. Ұൠʹۂ ߏP1্ͷϑΝΠόʔۂඪଟ༷ମͷࢦབྷΈͷڮ2

Λ͔ͭ࣋ʁ

4.3.తด ଟ༷ମݩ࣍3

ThurstonͷఆཧʹΑΓۂ Χεݩ࣍ͷతू߹ͱͯ͠ͷۂଟ༷ମͷݩ࣍3
ϓͷʹͳΔ͜ͱ͔Βɼۂด ؆୯Ͱ͋࠷͕ߏඪଟ༷ମͷࢦ߹ଟ༷ମͷݩ࣍3
Δͱ͑ߟΒΕΔɽۂด ଟ༷ମͷ߹ɼෳૉମݩ࣍3 C্ͷతू߹ͱͯ͠
ۂ ɼ͢ͳΘͪݩ࣍0 1ͱͳΓใΛऔΓग़͢ͷ͍͠ͱࢥΘΕΔɽ͔͠͠
͜ΕΛ༗ཧ Z্Ͱ͑ߟΕ ดۂͷతू߹ͱͳΓݩ࣍1 ଟ༷ମͷෆݩ࣍3
มྔͱͯ͠ͷੑ࣭Λө͍ͯ͠Δ͜ͱ͕ظ͞ΕΔɽ

ԼදWeeks manifoldʢମੵ࠷খͷۂ ดଟ༷ମʣͳͲମੵͷখ͍͞తݩ࣍3
ด ͼͦٴඪଟ༷ମͷఆٛଟ߲ࣜࢦطଟ༷ମͷதͷ͍͔ͭ͘ͷ߹ʹ͍ͭͯͷݩ࣍3
ΕΒͷθʔλؔͷྫͰ͋Δɽ
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M X(M)Irr(C)ͷఆٛଟ߲ࣜ ζ(X(M)Irr, s)
Weeks manifold T 3 − T − 1 ζKM (s)
Meyerhoff manifold T 4 − 3T 3 + T 2 + 3T − 1 ζKM (s)
m010 (-1,2) T 4 − 2T 2 + 4 ζKM (s)?
m003 (-4,3) T 4 − T 3 − 2T 2 + 2T + 1 ζKM (s)
m004 (6,1) T 6 − 7T 4 + 14T 2 − 4 ζKM (s)?
m003 (-3,4) T 6 + T 4 − 1 ζKM (s)

͜͜Ͱ KM ۂଟ༷ମ Mͷ traceମ (ϗϩϊϛʔදݱͷ૾ͷ traceʹΑͬͯੜ͞ΕΔ
ମ)ɼX(M)Irr(C)ଟ༷ମ Mͷ SL2(C)طࢦඪͷͳ͢طࢦඪଟ༷ମɼζKM (s) KM ͷ

Dedekindθʔλؔɽ?༗ݸݶͷૉ pʹؔ͢Δ p−s ͷ༗ཧؔͷੵͷࠩΛআ͍ͯ

Ұகɼಛʹ༗ݸݶͷૉΛআ͍ͯͦΕͧΕͷہॴҼ͕ࢠҰக͍ͯ͠Δ͜ͱΛҙຯ͢Δɽ

Ұൠʹత ଟ༷ମͷݩ࣍3 commensurabilityྨෆมݩ࢛ͱෆม traceମʢϗ
ϩϊϛʔදݱͷ traceͷ 2Ͱੜ͞ΕΔମɼෳૉૉΛͨͩ 1ରͭʣͷͰ
ྨ͞ΕΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔʢ[18]ʣɽಛʹΧεϓΛͭత ଟ༷ମͷ߹ෆݩ࣍3
ม traceମڏ ෆมݩ࢛ମɼෆม࣍2 traceମͷશྻߦͳͷͰɼΧεϓΛͭ࣋
త ଟ༷ମͷݩ࣍3 commensurablityྨڏ ମͰྨ͞ΕΔ͕ɼด࣍2 ଟ༷ݩ࣍3
ମͷ߹ ͳΔɽtraceʹࡶΕෳݱҎ্ͷମ࣍3 ମෆม trace ମΛ෦ମͱ͠
ؚͯΉ͕ɼ૯࣮ମͷ߹͋ΓɼΑΓෳࡶͰ͋Δɽ

Question 4.9. ʢతʣด ଟ༷ମݩ࣍3 Mʹ͍ͭͯɼζ(M, s) ∼ ζ(KM, s)͔ʁ͢ͳΘͪ
༗ݸݶͷૉΛআ͍ͯͦΕͧΕͷہॴθʔλؔҰக͢Δ͔ʁ

4.4.τʔϥε݁ͼͷิۭؒ
͜͜Ͱ S 3ʹ͓͚Δτʔϥε݁ͼͷิۭؒͷAଟ߲ࣜͷఆΊΔθʔλؔʹ͍ͭͯ
ड़ΔɽA ଟ߲ࣜ [1] ʹ͓͍ͯಋೖ͞Εͨࢦඪଟ༷ମٴͼ meridianɼlongitude ʹ
ਵ͢ΔۂઢͰ͋Γɼۂଟ༷ମͷ߹ʹۂମੵͱͷ͕ؔ༧͞Ε͍ͯΔͳͲڵ

ຯਂ͍ରͰ͋Δɽτʔϥε݁ͼͷ߹ɼࢦඪଟ༷ମͷఆٛଟ߲ࣜʹൺAଟ߲ࣜ
ͷ΄͏͕ΑΓ؆໌ͳܗΛ͓ͯ͠Γɼͪ͜ΒΛઌʹௐΔ΄͏͕దͰ͋ΔͱࢥΘΕΔɽ

ʢ·ͨτʔϥε݁ͼͷ SL2(Fq) දݱͷڞྨͷʹ͍ͭͯ [15], [16] ࢉܭ͍͓ͯʹ
͞Ε͍ͯΔɽʣ

(s, t)τʔϥε݁ͼͷ Aଟ߲ࣜҎԼͷܗʹද͞ΕΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ (cf. [10])ɿ

A(L,M) =




(L − 1)
(
−1 + (LMst)2

)
, if s, t > 2,

(L − 1)(−1 + LM2(2m+1)), if (s, t) = (2, 2m + 1).

ड़ͳ͍͕ࡉৄ [28]ʹ͓͚ΔٞΛߟࢀʹ͢Δͱτʔϥε݁ͼͷ Aଟ߲ࣜͷθʔ
λؔҎԼͷΑ͏ʹද͞ΕΔ͜ͱ͕͔Δɽ

Proposition 4.10.

ζ(X(A(L,M)), s) =




1
ζ(T 2st − 1, s)

ζ(s − 1)3

ζ(s)2

1 − 21−s

1 − 2s , if s, t > 2,

ζ(T 2(2m+1) − 1, s)
ζ(T 4(2m+1) − 1, s)

ζ(s − 1)2

ζ(s)
, if (s, t) = (2, 2m + 1).
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͕ͨͬͯ͠ T n−1ͷఆΊΔθʔλؔΛٻΊΔ͜ͱ͕ग़དྷΕɼτʔϥε݁ͼͷθʔ
λؔΛௐΒΕΔͷ͕ͩɼζ(T n−1, s)ͷੑ࣭ʹ͍ͭͯஶऀ·͔͍ͩͬͯͳ͍ɽҎ
Լʹ (2, 3), (2, 5) torus݁ͼͷ߹ʹ͍ͭͯͷྫΛ͓ͯ͛͘ڍɽ

Z(X6 − 1, p, T ) =




1
(1 − T )2(1 + T )

, if p = 2,
1

(1 − T )2 , if p = 3,
1

(1 − T )4(1 −
( p

3

)
T )2
, if p ! 2, 3.

Z(X10 − 1, p, T ) =




1
(1 − T )(1 − T 4)

, if p = 2,
1

(1 − T )2 , if p = 5,
1

(1 − T )10 , if p ! 2, 5, p ≡ 1 (mod 5),
1

(1 − T )2(1 − T 2)4 , if p ! 2, 5, p ≡ 4 (mod 5),
1

(1 − T )2(1 − T 4)2 , if p ! 2, 5, p ≡ 2, 3 (mod 5).

Z(X12 − 1, p, T ) =




1
(1 − T )2(1 + T )

, if p = 2,
1

(1 − T )2(1 − T 2)
, if p = 3,

1

(1 − T )8(1 −
( p

3

)
T )4
, if p ! 2, 3, p ≡ 1 (mod 4),

1
(1 − T )6(1 − T 2)3 , if p ! 2, 3, p ≡ 7 (mod 12),

1
(1 − T )2(1 − T 2)5 , if p ! 2, 3, p ≡ 11 (mod 12).

Z(X20 − 1, p, T ) =




1
(1 − T )(1 − T 4)

, if p = 2,
1

(1 − T )4 , if p = 5,
1

(1 − T )20 , if p ≡ 1 (mod 20),
1

(1 − T )2(1 − T 2)(1 − T 4)4 , if p ≡ 3, 7 (mod 20),
1

(1 − T )4(1 − T 2)8 , if p ≡ 9 (mod 20),
1

(1 − T )10(1 − T 2)5 , if p ≡ 11 (mod 20),
1

(1 − T )4(1 − T 4)4 , if p ≡ 13, 17 (mod 20),
1

(1 − T )2(1 − T 2)9 , if p ≡ 19 (mod 20).
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Z(X12 − 1, p, T )
Z(X6 − 1, p, T )

=




1, if p = 2,
1

1 − T 2 , if p = 3,
1

(1 − T )6 , if p ! 2, 3, p ≡ 1 (mod 12),
1

(1 − T )2(1 − T 2)2 , if p ! 2, 3, p ≡ 5 (mod 12),
1

(1 − T 2)3 , if p ! 2, 3, p ≡ 7, 11 (mod 12),

Z(X20 − 1, p, T )
Z(X10 − 1, p, T )

=




1, if p = 2,
1

(1 − T )2 , if p = 5,
1

(1 − T )10 , if p ≡ 1 (mod 20),
1

(1 − T 2)(1 − T 4)2 , if p ≡ 3, 7 (mod 20),
1

(1 − T )2(1 − T 2)4 , if p ≡ 9 (mod 20),
1

(1 − T 2)5 , if p ≡ 11, 19 (mod 20),
1

(1 − T )2(1 − T 4)2 , if p ≡ 13, 17 (mod 20).

(2, 3) ͼٴ (2, 5) torus ݁ͼͷہॴθʔλؔͷදࣔΑΓͦΕͧΕͷ Hasse-Weil θʔ
λؔ ͷʢΨϩΞͰͳ͍ʣମͷ࣍ɼ10࣍6 DedekindθʔλؔͰ͋Δ͜ͱ͕
༧͞ΕΔɽ

Question 4.11. (s, t) torus݁ͼͷ Hasse-Weilθʔλؔ st࣍ͷʢΨϩΞͰͳ͍ʣ
ମͷ DedekindθʔλؔʹͳΔ͔ʁ·ͨରԠ͢Δମͱ torus݁ͼͲͷΑ͏
ͳؔʹ͋Δ͔ʁ
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[21] V. Muñoz, The SL(2,C)-character varieties of torus knots, Rev. Mat. Complut. 22 (2009), 489–

497.
[22] C. Procesi, Deformations of representations, Methods in ring theory (Levico Terme, 1997),

Lecture Notes in Pure and Appl. Math., 198, Dekker, New York, 1998, 247–276.
[23] R. Riley, Nonabelian representations of 2-bridge knot groups, Quart. J. Math. Oxford Ser. (2)

35 (1984), 191–208.
[24] S. Rybakov, Zeta functions of conic bundles and Del Pezzo surfaces of degree 4 over finite

fields, Mosc. Math. J. 5 (2005), 919–926, 974.
[25] J.-P. Serre, Zeta and L functions, Arithmetical Algebraic Geometry (Proc. Conf. Purdue Univ.,

1963), Harper & Row, New York, 1965, pp. 82–92.
[26] P. B. Shalen, Representations of 3-manifold groups, Handbook of geometric topology, North-

Holland, Amsterdam, 2002, 955–1044.
[27] F. R. Villegas, Modular Mahler measures. I, Topics in number theory (University Park, PA,

1997), Math. Appl., 467, Kluwer Acad. Publ., Dordrecht, 1999, 17–48.
[28] A. Weil, Numbers of solutions of equations in finite fields, Bull. Amer. Math. Soc. 55 (1949),

497–508.

第６０回トポロジーシンポジウム講演集　2013年8月　於 大阪市立大学

82



͍ͯͭʹখମੵ࠷ଟ༷ମͷۂݩ࣍3

٢ా Ұݐ (౦ژେֶཧՊֶڀݚՊത࢜ 2)

֓ཁ

ಛఆͷੑ࣭Λͭ 3 ͭʹখͷͷΛܾఆ͢Δ࠷ଟ༷ମͷ͏ͪମੵ͕ۂݩ࣍

͍ͯղઆ͠, ͚ՄͰΧεϓΛ͖ 4ͭͭ߹ͷߨԋऀʹΑΔ݁ՌΛड़Δ.

1 ಋೖ

ۂଟ༷ମͱ, அ໘ۂ͕ࢸΔͱ͜ΖͰ −1 Ͱ͋ΔΑ͏ͳඋ Riemann ଟ༷ମͷ͜

ͱͰ͋Δ. ͜ͷ༧ߘͰ༗ݶମੵ .Δ͑ߟଟ༷ମΛۂݩ࣍3 ༗ݶମੵ ଟ༷ମۂݩ࣍3

ดଟ༷ମͰ͋Δ͔, ք͕τʔϥε·ͨΫϥΠϯϘτϧ͔ΒͳΔίϯύΫτͳଟ༷ମڥ

ͷ෦ͱಉ૬Ͱ͋Δ. ҎԼͰ ଟ༷ମͱ͍ͬͨͱ͖͜ͷίϯύΫτͳଟ༷ମΛۂݩ࣍3

.ͱʹ͢Δ͜͢ࢦ .ͿݺքͷΛΧεϓͱڥ

༗ݶମੵ 3 ҰҙతͰ͋Δ͜ͱ͕ྔܭۂଟ༷ମͷۂݩ࣍ Mostow ߶ੑͱͯ͠Β

Ε͍ͯΔ. ͜ΕʹΑΓ, ༗ݶମੵ .ଟ༷ମͷྨҐ૬ͷྨͰ͋Δۂݩ࣍3 ͱ͘ʹମ

ੵ͕Ґ૬ෆมྔͱͳΔ.

తۂଟ༷ମʹۂݩ࣍3 Dehnखज़ͱ͍͏ૢ͕͋࡞Δ. ଟ༷ମͷτʔϥۂݩ࣍3

εΧεϓͷιϦουτʔϥεͷషΓ߹Θͤํແݶ௨Γ͋Δ͕, ༗ݸݶͷ߹Λআ͍ͯ

͑ΒΕͨଟ༷ମʹ͕ྔܭۂೖΔ. ۂత Dehnखज़ʹΑͬͯ͑ΒΕͨۂଟ༷ମͷମ

ੵݩͷۂଟ༷ମͷମੵΑΓখ͘͞ͳΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ. ͞ΒʹҎԼͷఆཧʹΑ

Γ, .ଟ༷ମͷମੵͷͳ͢ඇৗʹಛతͰ͋Δۂݩ࣍3

ఆཧ 1.1 (Jørgensen-Thurston theorem). ༗ݶମੵ ߹ଟ༷ମͷମੵͷͳ͢ूۂݩ࣍3

 RͷॱংʹΑͬͯ ωω ͷܕͷྻू߹ͱͳΔ. ͜͜ͰτʔϥεΧεϓΛ nݸͭۂଟ

༷ମͷମੵ nॏݶۃͱରԠ͠, ۂత Dehnखज़ʹΑͬͯ͑ΒΕΔແݸݶͷۂଟ༷

ମͷମੵ͕ݩͷۂଟ༷ମͷମੵʹԼ͔Βूੵ͢Δ. ·ͨ, ମੵ͕ಉ͡༗ݶମੵ ݩ࣍3

.Ͱ͋Δݸݶଟ༷ମ༗ۂ

ͪͳΈʹ, ͨ·ݩ࣍2 .తͰ͋Δࢄଟ༷ମͷମੵͷͦΕͧΕۂҎ্ͷݩ࣍4
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(5,2)

(5,1)

ਤ 1 Weeksଟ༷ମͷਤࣜ

͜ΕʹΑΓ, ༗ݶମੵ খͷͷ͕࠷ଟ༷ମ͔ΒͳΔۭͰͳ͍ू߹ʹମੵ͕ۂݩ࣍3

ଘ͢ࡏΔ. ͜ΕҰҙతͰͳ͍͕༗ݸݶͰ͋Δ. ૉͳͱͯ͠, ͚ՄͰΧ͖

εϓΛ nݸͭ .͍ͨ͑ߟখମੵͷͷԿ͔ͱ͍͏͜ͱΛ࠷ଟ༷ମͷ͏ͪۂݩ࣍3 

తۂ Dehnखज़ʹΑΓ, ͜ͷ࠷খମੵ nʹؔͯ͠୯ௐ૿ՃͰ͋Δ͜ͱʹҙ͢Δ.

͜Ε·ͰΘ͔͍ͬͯͨ݁Ռ n = 0, 1, 2 ͷ߹Ͱ͋Δ.

ఆཧ 1.2. • Χεϓ ݸ0 (ͭ·Γดଟ༷ମ)ͷ߹.

Gabai-Meyerhoff-Milley [9] ʹΑΓ, Weeksଟ༷ମͱݺΕΔ, WhiteheadབྷΈ

Λ (5,1)-(5,2)-Dehnखज़ͨ͠ͷ (ਤ ,খମੵͰ࠷͕(1 ͦͷମੵ 0.94... Ͱ͋Δ.

• Χεϓ 1ͭͷ߹.

Cao-Meyerhoff [7] ʹΑΓ, 8 ͷ݁ࣈͼͷิۭؒͱ Whitehead བྷΈΛ (5,1)-

Dehnखज़ͨ͠ͷ (ਤ ,খମੵͰ࠷͕(2 ͦͷମੵ 2V3 = 2.02...Ͱ͋Δ. ͜͜Ͱ

V3 ཧਖ਼࢛໘ମ (͕ແݶԕʹ͋Δ H3 ͷਖ਼࢛໘ମ)ͷମੵΛද͢.

• Χεϓ 2ͭͷ߹.

Agol [3] ʹΑΓ, WhiteheadབྷΈͱ (−2, 3, 8)ϓϨοπΣϧབྷΈͷิۭؒ (ਤ

,খମੵͰ࠷͕(3 ͦͷମੵ V8 = 3.66... Ͱ͋Δ. ͜͜Ͱ V8 = 4
∑∞

k=0
(−1)k

(2k+1)2 

ཧਖ਼ീ໘ମ (͕ແݶԕʹ͋Δ H3 ͷਖ਼ീ໘ମ)ͷମੵΛද͢.

͞Βʹ Agol [3] ʹΑΓ n ≥ 3ͷ߹ͷ࠷খମੵ͕༧͞Ε͍ͯΔ.

༧ 1.3. • 3 ≤ n ≤ 10 ͷ߹.

Ͷ͡Ε͕࠷খͷۂతνΣʔϯབྷΈ (ਤ 4)ͷิۭؒ࠷খମੵΛͭ.

• n ≥ 11 ͷ߹.

Whitehead བྷΈͷิۭؒͷ (n− 1) ॏඃ෴ (ਤ 5)࠷খମੵΛͭ.
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(5,1)

ਤ 2 8ͷ݁ࣈͼͷิۭؒͱWhiteheadབྷΈΛ (5,1)-Dehnखज़ͨ͠ͷ

ਤ 3 WhiteheadབྷΈͱ (−2, 3, 8)ϓϨοπΣϧབྷΈ

ਤ 4 Ͷ͡Ε͕࠷খͷۂతνΣʔϯབྷΈ (3 ≤ n ≤ 6)

ԋऀߨ Agol [3] ͷํ๏ΛԠ༻͢Δ͜ͱʹΑΓ, n = 4ͷ߹ʹ͍ͭͯ͜ͷ༧Λղܾ

ͨ͠.

ఆཧ 1.4. (Y. [11]) ΧεϓΛ 4͖͚ͭͭՄͳ ࠷ଟ༷ମͷ͏ͪମੵ͕ۂݩ࣍3

খͷͷ, Ͷ͡Ε͕࠷খͷ 4ۂతνΣʔϯབྷΈ (RolfsenͷදͰ 842)ͷิۭؒͰ

͋Δ.
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ਤ 5 Whitehead བྷΈͷิۭؒͷඃ෴

2 sphere packing ʹΑΔମੵͷධՁ

খମੵͷ࠷ 3 ,ଟ༷ମΛܾఆ͢ΔͨΊʹۂݩ࣍ ମੵΛԼ͔ΒධՁ͢Δඞཁ͕͋Δ.

ͦͷͨΊͷํ๏ͷ 1͕ͭ sphere packingͰ͋Δ. ఆۂۭؒʹٿΛ٧Ί͜Μͩͱ͖ͷٿ

͕ΊΔ “ମੵͷׂ߹”͕ Böröczky [5] ʹΑͬͯ͞ߟΕ͍ͯΔ. H3 ͷϗϩٿͷ߹

, ཧ࢛໘ମͷ෦ʹ͓͍ͯͦͷΛத৺ͱ͢Δ͍ޓʹ͢Δϗϩ͕ٿΊΔׂ߹

(
√
3
2 )/V3 .େͰ͋Δ࠷͕

ΧεϓΛͭ 3 ΛׂͬͯಘΒΕΔΧεϓͷۙͷ͏ͪٿଟ༷ମʹରͯ͠ϗϩۂݩ࣍

.Δ͑ߟେͷͷΛ࠷ ͦͷΧεϓ͕ۙଟ༷ମશମͰΊΔମੵͷׂ߹Λ͑ߟΔ͜ͱʹΑ

Γ, Adams ΧεϓΛ nݸͭ ଟ༷ମͷମੵۂݩ࣍3(͚ՄͰͳͯ͘Α͍͖)

͕ nV3 Ҏ্Ͱ͋Δ͜ͱΛࣔͨ͠ ([2]). ͱ͘ʹ, Χεϓ 1ͭͷ߹ཧਖ਼࢛໘ମ 1ͭͷ໘

ΛషΓ߹Θͤͯ͑ΒΕΔ͖͚ෆՄͳۂଟ༷ମ (Gieseking ଟ༷ମ) ͷମੵ͕࠷খ

Ͱ͋Δ ([1]).

߹͚ՄͰΧεϓΛ͖ͭ (ఆཧ 1.2 ͷ n = 1)ಉ༷ͷํ๏Λ͕͏, ͚͖

ՄੑΛ͏ͷͰٞෳࡶʹͳΔ. ݁Ռͱͯ͠ཧਖ਼࢛໘ମ 2ͭͷ໘ΛషΓ߹Θͤͯ

͑ΒΕΔ͖͚Մͳۂଟ༷ମͷମੵ͕࠷খͰ͋Δ.

,ͷ߹ͰΧεϓΛख͕͔Γʹͯ͠ମੵΛධՁͰ͖ΔΘ͚͕ͩه্ ดۂଟ༷ମͷ

߹ (ఆཧ 1.2 ͷ n = 0)Ͱ, ۂత Dehnखज़ͷٯͱͯ͠ดଌઢΛআ͍ͯ͑ΒΕΔΧε

ϓ͖ۂଟ༷ମͷΈ߹Θͤߏ͕ར༻͞ΕΔ.
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3 Χεϓ 2ͭͷ߹ͷମੵͷධՁ

Agol [3] ʹΑΔΧεϓ 2 ͭͷ߹ͷମੵͷධՁʹ͍ͭͯͷ֓ཁΛड़Δ. ূ໌ʹ

Miyamoto [10] ʹΑΔશଌతڥքΛͭۂଟ༷ମͷମੵͷධՁΛར༻͢Δ. શଌత

,ଟ༷ମͷΧεϓʹτʔϥεͱۂքΛͭڥ શଌతڥքʹྡΓ߹͏Ξχϡϥε

͕͋Γ͏Δ͜ͱʹҙ͢Δ. ମੵͷධՁʹ·ͣڥքͷෳͷಉ͡͞ͷਨઢ͕͋

Δͷू߹Ͱۂଟ༷ମΛΓ͢. ͭ·ΓڥքͷͲͷ෦ʹ͍͔ۙͰׂ͢Δ. ͜͜Ͱ

͑ΒΕͨͷମੵΛ sphere packingʹྨํͨ͠ࣅ๏ͰධՁͰ͖Δ. ݁Ռͱͯ͠ڥքͷ

EulerʹΑͬͯମੵΛԼ͔ΒධՁͰ͖Δ.

ఆཧ 3.1. (Miyamoto [10, Theorem 5.2]) LΛશଌతڥքΛͭ ଟ༷ମͱۂݩ࣍3

͢Δ. ͜ͷͱ͖

vol(L) ≥ V8

2
|χ(∂L)|.

߸ཱ͕͢Δͱ͖M ཧਖ਼ീ໘ମͷ໘ΛషΓ߹Θͤͯ͑ΒΕΔ.

M Λ (શଌతڥքΛͨͳ͍)3ݩ࣍ۂଟ༷ମͱ͢Δ. M ͷຊ࣭తۂ໘ X ͰM

ΛΓͨ͠ͷΛM \\X ͱ͔͘. (X ͷ࿈݁ੑԾఆ͠ͳ͍.) M \\X Λ͞Βʹ JSJ

ղ͢Δͱ, M \\X ͍͔ͭ͘ͷΞχϡϥεʹΑͬͯղ͞Ε, ͑ΒΕͨҎԼͷ 4

ͭͷλΠϓͷ͏ͪͷ 1ͭͱͳΔ.

1. T 2 × I, քͷยํMڥ \\X ͷΧεϓͷτʔϥεͰ͋Δ. (͜͜Ͱ I ด۠

ؒ.)

2. S1 ×D2, Χεϓ͋Δ͍ X ͔ΒͰ͖ͨڥքͱ͍͔ͭ͘ͷΞχϡϥεͰަΘΔ.

3. Euler͕ෛͰ͋ΔΑ͏ͳ I ଋ, ք্ͷڥ I ଋղ͢ΔΞχϡϥε·ͨM \\X
ͷΧεϓͷΞχϡϥε͔ΒͳΔ.

4. “guts”ͱݺΕΔશଌతڥքΛͭߏۂ͕ೖΔ෦. ͜ΕΛ Guts(M \\X)

ͱ͔͘. X ͔ΒͰ͖Δ෦͕શଌతڥքͱͳΓ, ղ͢ΔΞχϡϥε·ͨ

M \\X ͷΧεϓ͔ΒͰ͖Δ෦͕ΧεϓͱͳΔ.

͜ͷ͏ͪͷ guts ʹશଌతڥքΛͭߏۂΛ͍ΕͨͷͷମੵͰݩͷM ͷମੵ

ΛԼ͔ΒධՁͰ͖Δ.

ఆཧ 3.2. (Agol-Storm-Thurston [4, Theorem 9.1]) M Λ 3 ,ଟ༷ମۂݩ࣍ X ⊂ M
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X ′

∂M

X

∂M

ΞχϡϥεΧεϓ

ਤ 6 Ξχϡϥεѹॖ

Λຊ࣭తۂ໘ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖

vol(M) ≥ vol(Guts(M \\X)) ≥ V8

2
|χ(∂Guts(M \\X))|.

ӈଆͷෆࣜఆཧ 3.1ʹΑΔ.

͞Βʹ Calegari-Freedman-Walker [6]ͷਫ਼ີԽʹΑΓ, ߸ཱ͕͢Δͱ͖M ཧ

ਖ਼ീ໘ମͷ໘ΛషΓ߹Θͤͯ͑ΒΕΔ.

ఆཧ 3.2ʹΑΓ, ΧεϓΛ 2ͭͭ ଟ༷ମMۂݩ࣍3 ʹର͠ Guts(M \\X)͕ۭͰ

ͳ͍Α͏ͳຊ࣭తۂ໘ X ⊂ M ͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱΛࣔͤΑ͍͜ͱ͕Θ͔Δ. ͦͷΑ͏ͳຊ

࣭తۂ໘ͷߏͷग़ൃͱͯ͠, M ͷ 1ͭͷΧεϓͱ͚ͩަΘΔຊ࣭తۂ໘ΛͱΔ. ͦͷ

ଘࡏҎԼͷఆཧ͔ΒΘ͔Δ.

ఆཧ 3.3. (Culler-Shalen [8]) M ΛΧεϓΛ nݸ͖͚ͭՄͳ ଟ༷ମۂݩ࣍3

ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖ 1 ≤ k ≤ nʹରͯ͠M ͷ k ࡏ໘͕ଘۂͷΧεϓͱ͚ͩަΘΔຊ࣭తݸ

͢Δ.

ఆཧ 3.3ͷূ໌ʹ character varietyΛ͍, .͚Մੑ͕ඞཁͰ͋Δ͖

͞ΒʹΞχϡϥεѹॖͱ͍͏ૢ࡞Λຊ࣭తۂ໘ʹରͯ͠͏ߦ.

ఆٛ 3.4 (Ξχϡϥεѹॖ). ຊ࣭తۂ໘ X ͱM ͷΧεϓͷؒʹຊ࣭తΞχϡϥε͕ͱ

Εͨͱ͖, ਤ 6ͷΑ͏ͳૢ࡞ΛΞχϡϥεѹॖͱΑͿ.

ΞχϡϥεѹॖΛ͏ߦͱ, ຊ࣭తΞχϡϥε͕͋ͬͨ෦ JSJղޙͷ I ଋʹͳ

Βͳ͍. ·ͨ, T 2 × I ·ͨ S1 ×D2 ͷ͕M ͷΧεϓͷपΓʹ͋Δ߹Ξχϡϥ

εѹॖ͕ՄͰ͋Δ. ͜ΕΒͷ͜ͱ͔Β, ΞχϡϥεѹॖΛ͢Δͱݶେ࠷ guts͕ۭʹͳΒ
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ͳ͍ຊ࣭తۂ໘͕͑ΒΕΔ͜ͱ͕Θ͔Δ.

4 Χεϓ 4ͭͷ߹ͷମੵͷධՁ

ԋऀʹΑΔΧεϓߨ 4ͭͷ߹ͷମੵͷධՁʹ͍ͭͯͷ֓ཁΛड़Δ. ཧਖ਼ീ໘ମ 2

ͭͷ໘ΛషΓ߹Θͤͯ͑ΒΕΔΧεϓΛ 4͖͚ͭͭՄͳۂଟ༷ମఆཧ 1.4ͷ

ͷ͚ͩͳͷͰ, ఆཧ 3.2ʹΑΓ gutsͷڥքͷ Euler͕ −4ҎԼͰ͋ΔΑ͏ͳຊ࣭తۂ

໘͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱΛࣔͤΑ͍.

M ΛΧεϓ T0, . . . , T3 Λ͖͚ͭՄͳ .ଟ༷ମͱ͢Δۂݩ࣍3 ग़ൃͱͯ͠

Χεϓ 2ͭͷ߹ͱಉ͘͡ T0 ͱ͚ͩަΘΔຊ࣭తۂ໘ X0 ΛͱΔ. ΞχϡϥεѹॖΛ

,ͱʹΑΓ͜͏ߦݶେ࠷ guts͕ T1, . . . , T3 ͱަΘΔΑ͏ͳຊ࣭తۂ໘ X1 ͕͑ΒΕΔ. ͞

Βʹ, Guts(M \\X1)ΛؚΉM \\X1 ͷ͕ JSJղʹ͓͍ͯ 1ͭҎ্ͷΞχϡϥε

Ͱղ͞ΕΔͳΒ, Guts(M \\X1)ʹ 4ͭͷΧεϓ͕͋Δ. ͦͷΑ͏ͳΞχϡϥε

͕ଘ͠ࡏͳ͍ͳΒ Guts(M \\X1)ͱަΘΔ X1 ͷΛͱΓ, ඞཁͳΒ͞ΒʹΞχϡϥ

εѹॖ͢Δ͜ͱʹΑͬͯ Guts(M \\X)͕ΧεϓΛ 4ͭͭΑ͏ͳຊ࣭తۂ໘ X Λ͑Δ.

͜ΕʹΑΓશଌతڥքͱΧεϓΛ 4ͭҎ্͖͚ͭՄͳ ଟ༷ମۂݩ࣍3 Lͷ

ମੵͷධՁʹؼண͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ. χ(∂L) ≤ −4ͳΒఆཧ 3.1ʹΑΓطʹ vol(L) ≥ 2V8

͔ͩΒ, χ(∂L) = −2ͱͯ͠Α͍. ͭ·Γ, ∂Lछ 2ͷดۂ໘ͱ͍͔ͭ͘ͷτʔϥεΧ

εϓ͔ΒͳΔ. LͷμϒϧͱͳΔۂଟ༷ମΛ͑ߟΔ͜ͱʹΑΓ, ఆཧ 3.2 Lʹରͯ͠

Γཱͭ͜ͱ͕Θ͔Δ. Αͬͯ χ(∂Guts(L \\Y )) ≤ −4ͱͳΔΑ͏ͳ, શଌతڥքͱ

ަΘΒͳ͍ຊ࣭తۂ໘ Y ⊂ L͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱΛࣔͤΑ͍. X ͱ͜ͷ Y ΛΈ߹ΘͤΔ

͜ͱʹΑΓٻΊΔM ͷຊ࣭తۂ໘Λ͑Δ.

·ͣຊ࣭తۂ໘ Y0 ⊂ LͰ, ∂Y0 ͕Χεϓʹؚ·Ε ∂Y0 ͕ද͢ΔH1(∂L;Z)ͷϗϞϩ
δʔྨ͕ 0ʹͳΒͳ͍ͷΛͱΔ. ͜ͷΑ͏ͳ Y0 ͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱ χ(∂L) = −2Ͱ͋Δ

͜ͱͱΧεϓ͕ 4ͭҎ্͋Δ͜ͱ͔Β७ਮʹϗϞϩδʔ͚ͩͷٞͰΘ͔Δ.

Guts(L\\Y0)͕LͷશଌతڥքͱͲͷ͙Β͍ަΘΔ͔Λ͑ߟΔ. χ(Guts(L\\Y0)∩∂L)
 0,−1,−2 ͷ͍ͣΕ͔Ͱ͋Δ. χ(Guts(L \\Y0) ∩ ∂L) = −2 ͷ߹, ∂L Ҏ֎ʹ

∂Guts(L \\Y0)ʹؚ·ΕΔ෦͕͋ΔͷͰ χ(∂Guts(L \\Y0)) ≤ −4͕Θ͔Δ.

χ(Guts(L \\Y0)∩ ∂L) = 0ͷ߹, Lͷશଌతڥք I ଋͱަΘ͍ͬͯΔ. ͜ͷ I ଋ

ͷڥքͷยํ ∂Lʹؚ·Ε͍ͯͯ, ͏ยํ Y0 ʹؚ·Ε͍ͯΔ. Y0 ͱͯ͠࠷୯७

ͳͷ (Eulerͷઈର͕খ͍͞ͷ)Λͱ͓ͬͯ͘ͱ, 2ͭͷ I ଋ͕ Lͷશଌతڥք

ͱަΘ͍ͬͯΔ͜ͱʹͳΔ. ͦͷ 2ͭͷ͏ͪยํͷ I ଋͱ Y0 ͷަΘΓΛ͏ยํͷ I ଋ
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∂L

Y0

Y ′
0

∂L

Y0

ΞχϡϥεΧεϓ

Y ′
0

∂L

∂LI ଋ I ଋ

I ଋ I ଋ

ਤ 7 χ(Guts(L \\Y0) ∩ ∂L) = 0ͷ߹ͷۂ໘ͷߏ

ͷ෦ʹҠ͢Α͏ͳܗͰ৽͍͠ຊ࣭తۂ໘Λ࡞Δ (ਤ 7). ͜ͷૢ࡞ۂ໘ͷද͢ΔϗϞ

ϩδʔΛม͑ͳ͍ͷͰ, ৽͍͠ۂ໘͕ຊ࣭తʹͳΒͣʹফ͑ͯ͠·͏͜ͱͳ͍. ͜ͷૢ

,Γ͔͑͢ͱ͘ݶେ࠷Λ࡞ L ͷશଌతڥքͷͱަΘΔ guts .ΕΔݱ͕ ͜ΕʹΑΓ

χ(Guts(L \\Y0) ∩ ∂L) = −1ͷ߹ʹؼண͞ΕΔ.

χ(Guts(L\\Y0)∩∂L) = −1Ͱ χ(∂Guts(L\\Y0)) = −2ͷ߹, χ(∂Guts(L\\Y0)∩Y0) =

−1Ͱ͋Δ. ͜ͷ෦Λ LͷશଌతڥքʹަΘ͍ͬͯΔ I ଋͷ෦ʹҠ͢Α͏ͳܗͰ৽

͍͠ຊ࣭తۂ໘Λ࡞Δ (ਤ 8). ͜ͷૢ࡞ۂ໘ͷද͢ΔϗϞϩδʔม͑͏Δ͕ۂ໘ͷ

,քͷϗϞϩδʔม͑ͳ͍ͷͰڥ Γ৽͍͠ۂ໘ຊ࣭తͰ͋Δ. ͜ͷૢ࡞Λ࠷େݶ

͘Γ͔͑͢ͱ, χ(∂Guts(L \\Y )) ≤ −4ͱͳΔຊ࣭తۂ໘ Y ͕͑ΒΕΔ.
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∂L

∂L ΞχϡϥεΧεϓ ∂L

∂L

Y0

Y0

guts

guts

I ଋ

I ଋ

Y ′
0

Y ′
0

ਤ 8 χ(Guts(L \\Y0) ∩ ∂L) = −1ͷ߹ͷۂ໘ͷߏ
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Tabulation of 3-manifolds of lengths up to 10

– 河内明夫・Benjamin Burton との共同研究 –

田山育男（大阪市立大学）

概要　

河内明夫により、link 全体の集合に整列順序が導入された。これは自然に prime link
group 全体の集合上の整列順序を誘導し、最終的には向き付け可能な３次元閉多様体全
体の集合上の整列順序を導く。河内と筆者は、この順序のもとに長さが 10 以下の prime
link の列挙（全 444 個）、prime link group の列挙（全 400 個）及び３次元多様体の列
挙（全 346 個）を行った。また、Benjamin Burton は、出てきた多様体の幾何構造をコ
ンピュータを使い特定した（全て [1]を参照）。本稿の第１節では link の集合上の整列順
序の定義と prime link の列挙の要点を、第２節では prime link group の列挙の要点を、
第３節では ３次元多様体の列挙の要点を述べる。また巻末にこれらの一覧表を提示する。

1. link の集合上の整列順序
Z を整数全体の集合とし, Z

n を n 個の Z のコピーの直積とする。

X =
1a

n=1

Z

n = {(x1, x2, . . . , xn

) |x
i

2 Z, n = 1, 2, . . . }

とし、X の各元を lattice point とよぶ。各 lattice point x = (x1, x2, . . . , xn

) 2 X に対
し `(x) = n とおき、x の長さとよぶ。また lattice point |x| 及び |x|N を次式で定める:

|x| = (|x1|, |x2|, . . . , |xn

|) |x|N = (|x
j1 |, |xj2 |, . . . , |xjn |),

ここに |x
j1 | 5 |x

j2 | 5 · · · 5 |x
jn | かつ {j1, j2, . . . , jn

} = {1, 2, . . . , n}.

集合 X 上の整列順序（[1] では canonical order とよばれている）を次の様に定める：

定義 1.1. 先ず Z 上の整列順序を 0 < 1 < °1 < 2 < °2 < 3 < °3 · · · と定める。一般
の x,y 2 X に対しては、次の (1)-(4) の条件のうちの一つが満たされるときに x < y で
あると定める：

(1) `(x) < `(y).
(2) `(x) = `(y) かつ |x|N < |y|N, ここに < は自然数の順序の辞書式順序。
(3) |x|N = |y|N かつ |x| < |y|, 同上。
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(4) |x| = |y| かつ x < y, ここに < は上で定められた Z の整列順序の辞書式順序。

各 x = (x1, x2, . . . , xn

) 2 X に対し、 min|x| と max|x| を次式で定める：

min|x| = min15i5n

|x
i

|, max|x| = max15i5n

|x
i

|.

また (max|x| + 1)-string braid Ø(x) を次式で定める：

Ø(x) = æ
sign(x1)
|x1| æ

sign(x2)
|x2| · · ·æsign(xn)

|xn| ,

ここに æ
sign(0)
|0| = 1 と約束する。braid Ø(x) を閉じて得られる link を clØ(x) とかく。

link の同値類全体の集合を L とかく。ここに２つの link が同値であるとは片方を他方に
移す空間の間の同相写像（向きを逆にするものも許す）が存在することをいう。このとき
x を clØ(x) に写す写像

clØ : X! L

が得られるが、これは Alexander’s braiding theorem から全射となる。各 L 2 L に対
し、写像

æ : L! X

を æ(L) = min{x 2 X | clØ(x) = L} により定めると、clØ ± æ = 1L より、æ は単射であ
る。そこで L 上の整列順序を次で定める:

定義 1.2. L,L0 2 L に対し、æ(L) < æ(L0) のときに L < L0 であると定める。
また link L 2 L に対し `(æ(L)) を L の長さといい、`(L) とかく。

L

p は L の部分集合で、すべての prime link から成るものとする。L

p の列挙のために単
射 æ を使う。k 2 Z に対し lattice point kn 及び °kn を次式で定める：

kn = (k, k, . . . , k| {z }
n

), °kn = (°k)n.

また x = (x1, x2, . . . , xn

), y = (y1, y2, . . . , ym

) 2 X に対して lattice point x

T , °x,
(x, y), ±(x) を次式で定める：

x

T = (x
n

, . . . , x2, x1),
°x = (°x1,°x2, . . . ,°x

n

),
(x, y) = (x1, . . . , xn

, y1, . . . , ym

),
±(x) = (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n

),

ここに x0
i

=
Ω

sign(x
i

)(max|x| + 1° |x
i

|) (x
i

6= 0)
0 (x

i

= 0).
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prime link の列挙の要点は lattice point の間に何らかの基本変形を定めることであり、
これを次で与える：

定義 1.3. x, y, z, w 2 X,とし k, l, n 2 Z（ここに n > 0）とする。さらに " = ±1と
する。lattice point 間の基本変形とは、次の作用 (1)–(12) と それらの逆作用 (1)°–(12)°

のうちの一つである：

(1) (x, k, °k, y)! (x, y).
(2) (x, k, y)! (x, y), ここに |k| > max|x|, max|y|.
(3) (x, k, l, y)! (x, l, k, y), ここに |k| > |l| + 1 または |l| > |k| + 1.
(4) (x,"k n, k + 1, k, y)! (x, k + 1, k, "(k + 1)n, y), ここに k(k + 1) 6= 0.
(5) (x, k, "(k + 1)n, °k, y)! (x, °(k + 1),"k n, k + 1, y), ここに k(k + 1) 6= 0.
(6) (x, y)! (y, x).
(7) x! x

T .
(8) x! °x.
(9) x! ±(x).
(10) (1n, x,", y)! (1n, y,", x), ここに min|x| = 2 かつ min|y| = 2.
(11) (k2, x, y, °k2, z, w)! (°k2, x, w

T , k2, z, y

T ),ここにmax|x| < k < min|y|,
max|z| < k < min|w| であり、x,y, z,w は なくてもかまわない。

(12) (x, k, (k+1)2, k, y)! (x, °k, °(k+1)2, °k, y

T ),ここにmax|x| < k < min|y|
であり、x, y は なくてもかまわない。

定義 1.3 の意味は次の補題で明らかになる：

補題 1.4. lattice point x が lattice point y に基本変形で移るなら、clØ(x) = clØ(y).

∆ は X の部分集合で、次の元から成るものであると定める：
0, 1m 及び (x1, x2, . . . , xn

), ここに m = 2, n = 4, x1 = 1, 1 5 |x
i

| 5 n

2 , |x
n

| = 2 か
つ {|x1|, |x2|, . . . , |xn

|} = {1, 2, . . . ,max|x|}.
このとき 各 x 2 ∆ に対し ]{y 2 ∆|y < x} < 1 となるという事実と、æ(Lp) Ω ∆
という事実が認められる。先ず ∆ の lattice point x を整列順序に従って列挙し、clØ(x)
が prime link でないか 既にテーブルに出現した prime link の場合は x を列から取り除
く。ここで除去可能な lattice point の大部分は、補題 1.4 を使うことにより発見できる
ことを注意しておく。この結果、長さが 10以下の prime link は 444個存在することが
分かる。
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2. prime link group の列挙
knot はその外部で決定され、prime knot の外部は基本群で決定されるので、成分数が

2 以上の link に対して link group を分類すればよい。[1] では、先ず長さが 10 以下の
prime link の外部を分類し、次に外部のテーブルが group のテーブルと一致することを
厳密に示しているが、ここではそれらを概説する。

定義 2.1. S3 の r成分 link L, L0 に対し、それらの Alexandre polynomial∆
L

(t1, . . . , tr)
と ∆

L

0(t1, . . . , tr) が同値であるとは、同型写像
' : (t1, . . . , tr|titj = t

j

t
i

(i, j = 1, . . . , r)) ! (t1, . . . , tr|titj = t
j

t
i

(i, j = 1, . . . , r)) で
∆

L

0(t1, . . . , tr) = ±t∏1
1 · · · t∏r

r

∆
L

('(t1), . . . ,'(t
r

)) (for 9∏
i

2 Z, i = 1, . . . , r)
を満たすものが存在することである。

S3 の link L に対し 外部を E(L) = cl(S3 ° N(L)) とかく。ここに N(L) は L の
regular neighborhood を表わす。このとき次の補題を得る：

補題 2.2. S3 の link L, L0 に対し 同型写像 º1(E(L)) ! º1(E(L0)) が存在するなら, そ
れらの Alexander polynomial は同値である。

同値な Alexander polynomial をもつ link は同じグループに入れるというルールによ
り、link をいくつかのグループに分ける。補題から異なるグループに入る２つの link の
link group は同型にならない。長さが 10 以下の 2 成分以上の prime link に対し、2個
以上の prime link から成るグループは 42 個あることが分かる。それらを次に示す：

(1) 42
1 < 72

7 < 92
43 < 92

59 (2) 62
1 < 92

49

(3) 52
1 < 72

8 < 82
15 < 92

47 < 102
174 < 102

173 (4) 62
3 < 82

16 < 92
45 < 102

128

(5) 72
3 < 92

46 (6) 92
50 < 102

132

(7) 72
5 < 92

48 < 102
130 (8) 72

2 < 92
54 < 102

140

(9) 72
4 < 92

44 < 102
162 < 102

124 (10) 102
176 < 102

178

(11) 92
57 < 102

167 (12) 72
6 < 92

55 < 92
56 < 102

160 < 102
161

(13) 92
58 < 102

168 (14) 82
12 < 82

10 < 102
163 < 102

129 < 102
170 < 102

131

(15) 82
13 < 102

154 (16) 82
11 < 102

125

(17) 92
27 < 92

15 (18) 92
18 < 92

36 < 102
145

(19) 92
33 < 92

32 (20) 92
13 < 102

143

(21) 92
31 < 102

A

(22) 102
56 < 102

34

(23) 102
76 < 102

78 (24) 102
31 < 102

36 < 102
50

(25) 102
81 < 102

83 < 102
104 (26) 102

107 < 102
93 < 102

91 < 102
106

(27) 102
84 < 102

105 (28) 102
48 < 102

66

(29) 63
3 < 83

7 < 103
44 (30) 63

1 < 83
8 < 93

13 < 93
17
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(31) 63
2 < 83

9 < 93
19 < 93

18 < 103
61 (32) 73

1 < 93
14 < 103

48

(33) 83
3 < 103

49 (34) 83
1 < 103

45

(35) 103
58 < 103

59 (36) 83
5 < 103

56

(37) 83
6 < 103

60 (38) 84
3 < 104

A

(39) 84
2 < 104

12 < 104
B

< 104
C

(40) 104
16 < 104

17

(41) 84
1 < 104

D

(42) 104
15 < 104

13 < 104
18

外部が同相な link をまとめることにより、各グループを細分する。
(2), (4), (5), (6), (7), (11), (13), (16), (29), (30), (32), (33), (34), (35), (38), (39),

(40), (41), (42)　に対しては、各グループ内の外部は互いに同相である。他のグループ
について、その同相タイプは次の様になる（証明は [1]参照）：

(1) E(42
1) ª= E(72

7) ª= E(92
43), E(92

59)
(3) E(52

1) ª= E(72
8) ª= E(82

15) ª= E(92
47), E(102

174), E(102
173)

(8) E(72
2), E(92

54), E(102
140)

(9) E(72
4) ª= E(92

44) ª= E(102
124), E(102

162)
(10) E(102

176), E(102
178)

(12) E(72
6) ª= E(102

160) ª= E(102
161), E(92

55) ª= E(92
56)

(14) E(82
12) ª= E(102

131), E(82
10) ª= E(102

129), E(102
163), E(102

170)
(15) E(82

13), E(102
154)

(17) E(92
27) E(92

15)
(18) E(92

18), E(92
36), E(102

145)
(19) E(92

33), E(92
32)

(20) E(92
13), E(102

143)
(21) E(92

31), E(102
A

)
(22) E(102

56), E(102
34)

(23) E(102
76), E(102

78)
(24) E(102

31), E(102
36), E(102

50)
(25) E(102

81), E(102
83), E(102

104)
(26) E(102

107), E(102
93), E(102

91), E(102
106)

(27) E(102
84), E(102

105)
(28) E(102

48), E(102
66)

(31) E(63
2) ª= E(93

18), E(83
9) ª= E(93

19) ª= E(103
61)

(36) E(83
5), E(103

56)
(37) E(83

6), E(103
60)
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以上で長さが 10以下の prime link の外部が分類された（全 400個）。次に各グループ
で E(L) 6ª= E(L0) が º1(E(L)) 6ª= º1(E(L0)) を導くことを示す。

prime link L に対し その外部 E(L) が simple であるとは、E(L) 内に essential torus
が存在しないことをいう。このとき、L もまた simple link であるという。次の補題は有
名な事実である：

補題 2.3. simple link の外部 E(L) は hyperbolic 3-manifold であるか、orbit space が
穴あき球面であるような special Seifert manifold である。

E(L) が special Seifert manifold とすると、E(L) の Seifert 構造は S3 の Seifert 構
造に由来し、E(L) の orbit surface は次の３つの場合に限られる：

(i) exceptional fiber が高々２つの disk,
(ii) exceptional fiber が高々１つの annulus,
(iii) exceptional fiber のない ２つ穴のある disk.

非負整数 p, q に対し (p, q) 型 torus link を K
p,q

とかく。(i) の場合、互いに素な正整
数 p, q があり、L は torus knot K

p,q

になる。(ii) の場合、互いに素な正整数 p, q があり、
E(L) の exceptional fiber の型は (p, q) となる。このとき、L は 和 L

p,q

=
def

S1 [K
p,q

と取ることができる。ここに S3 の Seifert fibration で、(p, q) 型と (q, p) 型の２つの
exceptional fiber をもつものを考えるとき、regular fiber はすべて (p, q) 型 torus knot
であるが、その一つを選んで K

p,q

かき、又 (q, p) 型 exceptional fiber を S1 とかいた。
(iii) の場合、２つ穴の開いた disk を D(2) とかくとき、E(L) は S1 £D(2) に同相であ
り、L は L2,0 と取ることができる。このとき次の補題が得られる（[1] 参照）。これから、
各グループで、E(L) 6ª= E(L0) は º1(E(L)) 6ª= º1(E(L0)) を導くことが示される。

補題 2.4. L は prime link とし、L0 は simple link とする。
(1) 基本群 º1(E(L)) が º1(E(L0)) に同型となるための必要十分条件は、E(L) が E(L0)
に同相であるか、(p, q) = (p, q0) = 1 なる正整数 p, q, q0 で、対 (E(L0), E(L)) が対
(E(L

p,q

), E(L
p,q

0)) に同相となるものが存在することである。

(2) p, q, q0 は (p, q) = (p, q0) = 1 なる正整数とする。E(L
p,q

) が E(L
p,q

0) に同相となる
ための必要十分条件は、q0 ¥ ±q (mod p) である。

(3) L 及び L0 の crossing number が 15 より小さいとする。º1(E(L)) が º1(E(L0)) に
同型となるための必要十分条件は、E(L) が E(L0) に同相となることである。
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3. ３次元多様体の列挙
基本群の表にある link から 0-surgery して得られる３次元多様体を並べ、２回目以降

に現れる多様体を取り除くことにより、連結で向き付け可能な３次元閉多様体の表を作成
する ([1] 参照)。

link L から 0-surgery して得られる多様体を ¬(L, 0) とかく。基本群の表にある link L

に対して ¬(L, 0)を first homology group H1(¬(L, 0))により分類する。長さが 10以下の
場合、16種類の群 0, Z, Z©Z, Z©Z©Z, Z©Z©Z©Z, Z©Z2, Z©Z2©Z2, Z©Z3©Z3,

Z2, Z4, Z6, Z8, Z2 © Z2, Z3 © Z3, Z4 © Z4, Z5 © Z5 が出てきて、各々の群を導く
link の個数は 50, 141, 69, 6, 1, 4, 6, 1, 12, 7, 5, 7, 60, 21, 9, 1 となる。各場合で、
２つの多様体が同相であるかないかを決定していくが、同相であることの議論は省略す
る。同相でないことを示すには不変量を比べることになるが、使用した不変量を述べる。

Case 1. H1(¬(L, 0)) ª= 0.
50個のうち、4個は除去される。残り 46個については、ø5(¬(L, 0)) または ø7(¬(L, 0))
を比較し、全て異なることが示される。

Case 2. H1(¬(L, 0)) ª= Z.
141個のうち、8個は除去される。残り 133個は Alexander polynomial と ø5(¬(L, 0))

で区別できる。

Case 3. H1(¬(L, 0)) ª= Z© Z.
69個のうち、21個は除去される。他の 48個は Alexander polynomial と ø5(¬(L, 0))
で区別できる。

Case 4. H1(¬(L, 0)) ª= Z© Z© Z.
6個は、Alexander polynomial により、互いに異なることが示される。

Case 5. H1(¬(L, 0)) ª= Z© Z© Z© Z

1個だけなので、これは多様体のテーブルに現れることになる。

Case 6. H1(¬(L, 0)) ª= Z© Z2.
4 個に対し、maximal free abelian covering space の first characteristic polynomial

を比較し、全て異なることが示される。

Case 7. H1(¬(L, 0)) ª= Z© Z2 © Z2.
6 個のうち 1 個は除去される。他の５個は maximal free abelian covering space の

first characteristic polynomial または second elementary ideal を比較し区別できる。
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Case 8. H1(¬(L, 0)) ª= Z© Z3 © Z3

1個しかないので、削除されずに多様体のテーブルに現れる。

Case 9. H1(¬(L, 0)) ª= Z2

12個のうち、1個は除去される。多様体 M の n-fold cyclic covering space を M
n

と
かくと、残り 11個は H1(¬(L, 0)2), H1((¬(L, 0)2)3), H1((¬(L, 0)2)5) 等で区別される。

Case 10. H1(¬(L, 0)) ª= Z4.

7個は、double covering space の homology H1(¬(L, 0)2) で、区別される。

Case 11. H1(¬(L, 0)) ª= Z6

5個は H1(¬(L, 0)2) で、全て異なることが示される。

Case 12. H1(¬(L, 0)) ª= Z8

7個のうち、1個は除去される。残り 6個は、n = 2, 4, 8に対して n-fold cyclic covering
space の first homology の位数 |H1(¬(L, 0)

n

)| を比較することにより、区別される。

Case 13. H1(¬(L, 0)) ª= Z2 © Z2

60 個のうち、12 個は除去される。他の 48 個は、3 種類の double covering space の
first homology と ø5(¬(L, 0)) を計算することにより全て区別される。

Case 14. H1(¬(L, 0)) ª= Z3 © Z3

21 個のうち、6 個は除去される。残り 15 個は 4 種類の triple covering space の first
homology で区別される。

Case 15. H1(¬(L, 0)) ª= Z4 © Z4.

9個は、3種類の double covering space の first homology を比較することにより、区
別できる。

Case 16. H1(¬(L, 0)) ª= Z5 © Z5.

1個しかないので、多様体のテーブルに現れる。

case 1 から 16 までを統合し、長さが 10 以下の連結で向き付け可能な３次元閉多
様体のテーブルが得られるが、それを巻末にのせる。x 欄は、clØ(x) が prime link で
æ(clØ(x)) = x となる lattice point x を意味する。L欄は、clØ(x) の Conway 表記を意
味する。º 欄で £印のついているものを除くと基本群の列挙が得られる。M 欄では列挙
された多様体に番号を付けている。
特定した多様体の幾何構造については、紙面の都合上その一部分を以下に書く。ここに

T 欄は大まかなタイプを、D 欄は詳細情報を表わす。
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x L º M T D

0 O 1 Seifert fibred S1 £ S2

12 221 2 Seifert fibred S3

13 31 3 Torus bundle T £ I/[1, 1| ° 1, 0]
14 421 4 Seifert fibred SF S[S2 : (2, 1)(2, 1)(2,°1)]

(1,°2, 1,°2) 41 5 Torus bundle T £ I/[2, 1|1, 1]
15 51 6 Seifert fibred SF S[S2 : (2, 1)(5, 2)(10,°9)]

(12,°2, 1,°2) 521 7 Seifert fibred SF S[T : (1, 1)]
16 621 8 Seifert fibred SF S[S2 : (3, 1)(3, 1)(3,°1)]

(13, 2,°1, 2) 52 9 Graph manifold(1SF S) SF S[A : (2, 1)]/[0, 1|1,°1]
(13,°2, 1,°2) 62 10 Hyperbolic Hyperbolic : 3.77082945111
(12, 2, 12, 2) 633 11 Lens RP3

(12,°2, 12,°2) 631 12 Seifert fibred SF S[S2 : (2, 1)(3, 1)(4,°3)]
(12,°2, 1,°22) 63 13 Hyperbolic Hyperbolic : 4.05976642564

(1,°2, 1,°2, 1,°2) 632 14 Torus bundle T £ S1

(1,°2, 1, 3,°2, 3) 623 15 Seifert fibred SF S[S2 : (2, 1)(2, 1)(2, 1)(3,°5)]
17 71 16 Seifert fibred SF S[S2 : (2, 1)(7, 3)(14,°13)]

(14, 2,°1, 2) 622 17 Non-prime L(3, 1)]L(3, 1)
(14,°2, 1,°2) 721 18 Hyperbolic Hyp2.25976713(0)
(13, 2, 12, 2) 727 £ £ Seifert fibred SF S[S2 : (2, 1)(2, 1)(6,°5)]

(13, 2,°12, 2) 728 £ £ Seifert fibred SF S[T : (1, 1)]
(13,°2, 12,°2) 724 19 Graph manifold(1SF S) SF S[A : (2, 1)]/[°1, 8|0, 1]
(13,°2, 1,°22) 722 20 Seifert fibred SF S[S2 : (2, 1)(5, 1)(7,°5)]
(12,°2, 12,°22) 725 21 Non-geometric(1Hyp, 1SF S) SF S[D : (2, 1)(2,°1)] [Hyp2.02988321(L104001)

(12,°2, 1,°2, 1,°2) 726 22 Graph manifold(2SF S) SF S[D : (2, 1)(3,°2)] [ Graph[S2 + 3punctures]
/[non-fibre-preserving gluing]

(12, 2,°1,°3, 2,°3) 61 23 Graph manifold(1SF S) SF S[A : (2, 1)]/[0, 1|1,°2]
(12,°2, 1, 3,°2, 3) 76 24 Hyperbolic Hyperbolic : 6.18027441937

(1,°2, 1,°2, 3,°2, 3) 77 25 Hyperbolic Hyperbolic : 6.3326666425
(1,°2, 1, 3,°22, 3) 731 26 Seifert fibred SF S[S2 : (2, 1)(4, 1)(5,°4)]

18 821 27 Seifert fibred4 SF S[S2 : (4, 1)(4, 1)(4,°1)]
(15, 2,°1, 2) 73 28 Hyperbolic Hyperbolic : 4.21823364488

(15,°2, 1,°2) 82 29 Hyperbolic Hyperbolic : 4.70364205913
(14, 2, 12, 2) 837 £ £ Lens L(4, 1)

(14, 2,°12, 2) 838 £ £ Seifert fibred SF S[S2 : (2, 1)(2, 1)(3,°2)]
(14,°2, 12,°2) 831 30 Seifert fibred SF S[S2 : (2, 1)(5, 2)(6,°5)]

(13, 2, 13, 2) 819 31 Seifert fibred SF S[S2 : (3, 2)(4, 1)(12,°11)]
(13, 2,°13, 2) 820 32 Graph manifold(2SF S) SF S[D : (2, 1)(2, 1)] [ /mSF S[D : (3, 1)(3, 2)],

m = [0, 1|1, 0]
(13,°2, 13,°2) 85 33 Hyperbolic Hyperbolic : 6.73630906712
(14, 2,°1, 22) 75 34 Hyperbolic Hyperbolic : 5.98781044336

(14,°2, 1,°22) 87 35 Hyperbolic Hyperbolic : 6.11165991536
(13, 2,°12, 22) 821 36 Hyperbolic Hyperbolic : 5.3334895669

(13,°2, 12,°22) 810 37 Hyperbolic Hyperbolic : 7.7900159735
(13, 2,°1, 2,°1, 2) 839 38 Seifert fibred KB/n2 £ S̃1

(13,°2, 1,°2, 1,°2) 835 39 Graph manifold(1SF S) SF S[A : (2, 1)]/[°1, 3|1,°2]
(12,°2, 12,°2, 1,°2) 816 40 Hyperbolic Hyperbolic : 9.78375114087

(13,°2, 1,°23) 89 41 Hyperbolic Hyperbolic : 5.65624417666
(13,°22, 1,°22) 832 42 Graph manifold(2SF S) SF S[D : (2, 1)(2, 1)] [ /mSF S[D : (2, 1)(3, 2)],

m = [0, 1|1, 0]
(12,°2, 1,°2, 1,°22) 817 43 Hyperbolic Hyperbolic : 9.65085003623
(12,°2, 1,°22, 1,°2) 836 44 Seifert fibred SF S[S2 : (2, 1)(2, 1)(3, 1)(3,°4)]

(12, 22, 12, 22) 8310 45 Non-prime SF S[S2 : (2, 1)(2, 1)(2,°1)]]S2 £ S1

(12,°22, 12,°22) 834 46 Graph manifold(1SF S) Non-or, g = 2 + 2punctures/n2 £ S̃1/[0, 1|1, 0]
(1,°2, 1,°2, 1,°2, 1,°2) 818 47 Hyperbolic Hyperbolic : 11.1472182257

(13, 2,°1,°3, 2,°3) 723 48 Seifert fibred SF S[T : (2, 1)]
(13,°2, 1, 3,°2, 3) 825 49 Hyperbolic Hyperbolic : 2.54158501007

参考文献
[1] Akio KAWAUCHI, Ikuo TAYAMA and Benjamin BURTON, Tabula-

tion of 3-manifolds of lengths up to 10, preprint. http://www.sci.osaka-
cu.ac.jp/ kawauchi/TabuMfd10h.pdf
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x L º M
0 O 1
12 221 2
13 31 3
14 421 4

(1,°2, 1,°2) 41 5
15 51 6

(12,°2, 1,°2) 521 7
16 621 8

(13, 2,°1, 2) 52 9
(13,°2, 1,°2) 62 10
(12, 2, 12, 2) 633 11

(12,°2, 12,°2) 631 12
(12,°2, 1,°22) 63 13

(1,°2, 1,°2, 1,°2) 632 14
(1,°2, 1, 3,°2, 3) 623 15

17 71 16
(14, 2,°1, 2) 622 17

(14,°2, 1,°2) 721 18
(13, 2, 12, 2) 727 £ £

(13, 2,°12, 2) 728 £ £
(13,°2, 12,°2) 724 19
(13,°2, 1,°22) 722 20
(12,°2, 12,°22) 725 21

(12,°2, 1,°2, 1,°2) 726 22
(12, 2,°1,°3, 2,°3) 61 23
(12,°2, 1, 3,°2, 3) 76 24

(1,°2, 1,°2, 3,°2, 3) 77 25
(1,°2, 1, 3,°22, 3) 731 26

18 821 27
(15, 2,°1, 2) 73 28

(15,°2, 1,°2) 82 29
(14, 2, 12, 2) 837 £ £

(14, 2,°12, 2) 838 £ £
(14,°2, 12,°2) 831 30

(13, 2, 13, 2) 819 31
(13, 2,°13, 2) 820 32

(13,°2, 13,°2) 85 33
(14, 2,°1, 22) 75 34

(14,°2, 1,°22) 87 35
(13, 2,°12, 22) 821 36

(13,°2, 12,°22) 810 37
(13, 2,°1, 2,°1, 2) 839 38

(13,°2, 1,°2, 1,°2) 835 39
(12,°2, 12,°2, 1,°2) 816 40

(13,°2, 1,°23) 89 41
(13,°22, 1,°22) 832 42

(12,°2, 1,°2, 1,°22) 817 43
(12,°2, 1,°22, 1,°2) 836 44

(12, 22, 12, 22) 8310 45
(12,°22, 12,°22) 834 46

(1,°2, 1,°2, 1,°2, 1,°2) 818 47
(13, 2,°1,°3, 2,°3) 723 48
(13,°2, 1, 3,°2, 3) 825 49
(12, 2, 12,°3, 2,°3) 8216 £ £

(12, 2,°12,°3, 2,°3) 8215 £ £
(12,°2, 12, 3,°2, 3) 829 50

(12,°2, 1,°2, 3,°2, 3) 828 51
(12,°2, 1, 3,°22, 3) 8212 52

(1,°2, 1,°2, 1, 3,°2, 3) 8213 53
(12,°2, 1, 3,°2, 32) 827 54

(1,°2, 1,°2, 3,°22, 3) 8210 £
(1,°2, 1, 3,°23, 3) 8211 55
(1, 22, 1, 3, 22, 3) 843 56

(1, 22, 1, 3,°22, 3) 842 £
(1,°22, 1, 3,°22, 3) 841 £

(1,°2, 3,°2, 1,°2, 3,°2) 8214 57
(1,°2, 1, 3,°2,°4, 3,°4) 812 58

19 91 59
(16, 2,°1, 2) 822 60

(16,°2, 1,°2) 921 61
(15, 2, 12, 2) 9243 £ £

(15, 2,°12, 2) 9244 £ £
(15,°2, 12,°2) 9213 62

(14, 2, 13, 2) 9249 £ £
(14, 2,°13, 2) 9251 £

(14,°2, 13,°2) 9219 63
(14,°2,°13,°2) 9250 64

x L º M

(15, 2,°1, 22) 823 65
(15,°2, 1,°22) 922 66
(14, 2,°12, 22) 9252 67

(14,°2, 12,°22) 9220 68
(14, 2,°1, 2,°1, 2) 9255 69

(14,°2, 1,°2, 1,°2) 9231 70
(13, 2, 13, 22) 9253 71

(13, 2,°13, 22) 9254 72
(13,°2, 13, 22) 824 73

(13,°2, 13,°22) 9223 74
(13, 2,°12, 2,°1, 2) 9257 75

(13,°2, 12,°2, 1,°2) 9235 76
(12,°2, 12,°2, 12,°2) 9240 77

(14,°2, 1,°23) 925 78
(14,°22, 1,°22) 9214 79
(13,°2, 12,°23) 9221 80

(13,°2, 1,°2, 1,°22) 9234 81
(13,°2, 1,°22, 1,°2) 9237 82

(13, 22, 12, 22) 9259 83
(13,°22, 12,°22) 9229 84

(12,°2, 12,°2, 1,°22) 9239 85
(12, 2,°1, 2, 12, 22) 9261 86

(12,°2, 1,°2, 12,°22) 9241 87
(12,°2, 1,°2, 1,°2, 1,°2) 9242 88

(14, 2,°1,°3, 2,°3) 86 89
(14,°2, 1, 3,°2, 3) 911 90
(13, 2, 12,°3, 2,°3) 943 91

(13, 2,°12,°3, 2,°3) 944 92
(13,°2, 12, 3,°2, 3) 936 93

(13,°2,°12, 3,°2, 3) 942 94
(13, 2,°1, 2, 3,°2, 3) 72 95

(13, 2,°1, 2,°3, 2,°3) 814 96
(13,°2, 1,°2, 3,°2, 3) 926 97

(13,°2, 1,°2,°3, 2,°3) 84 98
(13, 2,°1,°3, 22,°3) 833 99
(13,°2, 1, 3,°22, 3) 936 100

(12, 2, 12, 2,°3, 2,°3) 9313 £ £
(12, 2,°12, 2,°3, 2,°3) 9314 £ £
(12,°2, 12,°2, 3,°2, 3) 932 £
(12, 2, 12,°3, 22,°3) 9319 £ £

(12, 2,°12,°3, 22,°3) 9318 £ £
(12,°2, 12, 3,°22, 3) 938 101

(12, 2,°1, 2, 1, 3,°2, 3) 945 102
(12,°2, 1,°2, 1, 3,°2, 3) 932 103
(12,°2, 1, 3,°2, 1, 3,°2) 9311 104

(13, 2,°1,°3, 2,°32) 88 105
(13,°2, 1, 3,°2, 32) 920 106
(12,°2, 12, 3,°2, 32) 931 £
(12, 2,°1, 22, 3,°2, 3) 74 107

(12, 2,°1, 22,°3, 2,°3) 811 108
(12,°2, 1,°22, 3,°2, 3) 927 109

(12,°2, 1,°22,°3, 2,°3) 813 110
(12,°2, 1, 3, 23, 3) 815 111

(12,°2, 1, 3,°23, 3) 924 112
(12,°22, 1,°2, 3,°2, 3) 930 113

(12, 22, 1, 3, 22, 3) 9317 £ £
(12, 22, 1, 3,°22, 3) 9316 £

(12, 22, 1,°3, 22,°3) 9315 114
(12,°22, 1, 3,°22, 3) 934 115

(1,°2, 1,°2, 1,°2, 3,°2, 3) 9310 116
(1,°2, 1,°2, 1, 3, 22, 3) 9320 £

(1,°2, 1,°2, 1, 3,°22, 3) 9312 117
(1,°2, 1,°2, 1,°3, 22,°3) 9321 118
(1,°2, 1,°22, 1, 3,°2, 3) 933 119
(1, 2,°1, 2, 3,°2, 1,°2, 3) 946 £

(1,°2, 1,°2, 3,°2, 1,°2, 3) 934 120
(1,°2, 1,°2,°3,°2, 1,°2,°3) 947 121

(12,°2, 1,°2, 3,°2, 32) 931 122
(12,°2, 1, 3,°22, 32) 928 123

(1,°2, 1, 3,°2, 1, 3,°2, 3) 940 124
(12,°2, 1, 3,°2,°4, 3,°4) 9211 125

(1,°2, 1,°23, 3,°2, 3) 917 126
(1,°2, 1,°2, 3,°23, 3) 922 127

(1,°2, 1, 3,°24, 3) 935 128
(1,°22, 1,°2, 3,°22, 3) 939 129

(1,°22, 3,°2, 1,°2, 3,°2) 929 130
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x L º M

(1,°2, 1,°2, 3,°2,°4, 3,°4) 9212 131
(1,°2, 1,°2,°3, 2, 4,°3, 4) 826 132
(1,°2, 1, 3,°22,°4, 3,°4) 9225 133

110 1021 134
(17, 2,°1, 2) 93 135

(17,°2, 1,°2) 102 136
(16, 2, 12, 2) 10344 £ £

(16, 2,°12, 2) 10345 £ £
(16,°2, 12,°2) 1031 137

(15, 2, 13, 2) 10124 138
(15, 2,°13, 2) 10126 139

(15,°2, 13,°2) 1046 140
(15,°2,°13,°2) 10125 141

(14, 2, 14, 2) 10350 142
(14, 2,°14, 2) 10351 143

(14,°2, 14,°2) 1037 144
(16, 2,°1, 22) 96 145

(16,°2, 1,°22) 105 146
(15, 2,°12, 22) 10127 147

(15,°2, 12,°22) 1047 148
(15, 2,°1, 2,°1, 2) 10356 149

(15,°2, 1,°2, 1,°2) 10327 150
(14, 2, 13, 22) 10139 151

(14, 2,°13, 22) 10143 152
(14,°2, 13, 22) 99 153

(14,°2, 13,°22) 1062 154
(14,°2,°13,°22) 10141 155
(14, 2,°12, 2,°1, 2) 10148 156

(14,°2, 12,°2, 1,°2) 1085 157
(13, 2,°13, 2,°1, 2) 103A £
(13,°2, 13, 2,°1, 2) 10352 158

(13,°2, 13,°2, 1,°2) 10331 159
(13, 2,°12, 2,°12, 2) 10155 160

(13,°2, 12,°2, 12,°2) 10100 161
(15,°2, 1,°23) 109 162
(15,°22, 1,°22) 1032 163
(14,°2, 12,°23) 1038 164

(14, 2,°1, 2,°1, 22) 10149 165
(14,°2, 1,°2, 1,°22) 1082 166
(14, 2,°1, 22,°1, 2) 10358 167

(14,°2, 1,°22, 1,°2) 10335 168
(14, 22, 12, 22) 10362 £

(14, 22,°12, 22) 103B 169

(14,°22, 12,°22) 10319 170
(13,°2, 13, 23) 916 171

(13,°2, 13,°23) 1064 172
(13, 2,°12, 2,°1, 22) 10360 £

(13,°2, 12,°2, 1,°22) 10338 173
(13,°2, 12,°22, 1,°2) 1094 174

(13, 2,°1, 2, 12, 22) 10161 175
(13, 2,°1, 2,°12, 22) 10159 176

(13,°2, 1,°2, 12,°22) 10106 177
(13,°2, 1,°2, 1,°2, 1,°2) 10112 178

(13, 22, 13, 22) 10364 179
(13,°22, 13,°22) 10321 180

(12, 2,°12, 2, 12, 22) 10373 £
(12,°2, 12,°2, 12,°22) 10341 181

(12,°2, 12,°2, 1,°2, 1,°2) 10116 182
(12,°2, 1,°2, 12,°2, 1,°2) 10343 183

(15, 2,°1,°3, 2,°3) 923 184
(15,°2, 1, 3,°2, 3) 1026 185
(14, 2, 12,°3, 2,°3) 102133 186

(14, 2,°12,°3, 2,°3) 102134 £
(14,°2, 12, 3,°2, 3) 10238 187

(14,°2,°12, 3,°2, 3) 102132 £ £
(13, 2, 13,°3, 2,°3) 102141 188

(13, 2,°13,°3, 2,°3) 102140 £
(13,°2, 13, 3,°2, 3) 10246 189

(14,°2, 1,°24) 1017 190
(14,°22, 1,°23) 1048 191

(13,°2, 1,°2, 1,°23) 10330 192
(13,°2, 1,°22, 1,°22) 1091 193
(13,°2, 1,°23, 1,°2) 10333 194

(13, 22, 12, 23) 10152 195
(13,°22, 12,°23) 1079 196

(13, 22,°1, 2,°1, 22) 10157 197
(13,°22, 1,°2, 1,°22) 10104 198

x L º M

(12,°2, 12,°22, 1,°22) 1099 199
(12,°2, 1,°2, 1,°2, 1,°22) 10342 200
(12,°2, 1,°2, 1,°22, 1,°2) 10118 201

(12,°2, 1,°22, 12,°22) 10109 202
(1,°2, 1,°2, 1,°2, 1,°2, 1,°2) 10123 203

(14, 2,°1, 2,°3, 2,°3) 927 204
(14,°2, 1,°2, 3,°2, 3) 10211 205

(14,°2, 1,°2,°3, 2,°3) 924 206
(14, 2,°1,°3, 22,°3) 9227 207
(14,°2, 1, 3,°22, 3) 10256 208

(13, 2, 12, 2,°3, 2,°3) 102136 209
(13, 2,°12, 2,°3, 2,°3) 102139 210
(13,°2, 12,°2, 3,°2, 3) 10244 211

(13,°2,°12,°2, 3,°2, 3) 102138 212
(13, 2, 12,°3, 22,°3) 102169 213

(13, 2,°12,°3, 22,°3) 102163 214
(13,°2, 12, 3,°22, 3) 10276 215

(13,°2,°12, 3,°22, 3) 102162 216
(13, 2,°1, 2, 1, 3,°2, 3) 102135 £

(13, 2,°1, 2,°1,°3, 2,°3) 102155 217
(13,°2, 1,°2, 1, 3,°2, 3) 10288 218

(13, 2, 1, 3,°2, 1, 3, 2) 9245 £ £
(13, 2, 1,°3, 2, 1,°3, 2) 102128 £ £

(13, 2,°1, 3,°2, 1, 3,°2) 9256 £ £
(13, 2,°1, 3,°2,°1, 3, 2) 9247 £ £

(13, 2,°1,°3, 2, 1,°3,°2) 102160 £ £
(13, 2,°1,°3, 2,°1,°3, 2) 102154 £
(13,°2, 1, 3,°2, 1, 3,°2) 10294 219

(13,°2, 1,°3, 2, 1,°3,°2) 102124 £ £
(12, 2,°12, 2, 1, 3,°2, 3) 102137 220

(12,°2, 12,°2, 1, 3,°2, 3) 10298 221
(12, 2, 12,°3,°2, 1,°2,°3) 102176 222

(12, 2,°12,°3,°2, 1,°2,°3) 9258 223
(12,°2, 12, 3, 2,°1, 2, 3) 102177 224

(12,°2, 12, 3,°2, 1,°2, 3) 102110 225
(14, 2,°1,°3, 2,°32) 926 226
(14,°2, 1, 3,°2, 32) 10210 227
(13,°2, 12, 3,°2, 32) 10242 228

(13,°2, 1,°22, 3,°2, 3) 10218 229
(13,°2, 1,°22,°3, 2,°3) 929 230

(13, 2,°1, 2, 3, 22, 3) 9248 £ £
(13, 2,°1, 2,°3, 22,°3) 9218 231
(13,°2, 1,°2, 3, 22, 3) 102125 £ £

(13,°2, 1,°2, 3,°22, 3) 10231 232
(13,°2, 1, 3,°23, 3) 10263 233

(13, 22,°1, 2,°3, 2,°3) 9226 234
(13,°22, 1,°2, 3,°2, 3) 10241 235

(13,°22, 1,°2,°3, 2,°3) 928 236
(13, 22, 1, 3, 22, 3) 10412 £ £

(13, 22, 1, 3,°22, 3) 10411 £
(13, 22, 1,°3, 22,°3) 10410 £

(13, 22,°1,°3, 22,°3) 941 £
(13,°22, 1, 3,°22, 3) 1042 £
(13, 23, 1, 3,°2, 3) 9222 237

(13, 2,°3, 2,°1, 2,°3, 2) 9238 238
(13,°2, 3,°2, 1,°2, 3,°2) 10290 239

(12, 2,°12, 22, 3,°2, 3) 9246 £ £
(12, 2,°12, 22,°3, 2,°3) 102129 £ £
(12,°2, 12,°22, 3,°2, 3) 10235 240

(12,°2, 12,°22,°3, 2,°3) 9216 241
(12, 2, 12, 2, 3, 22, 3) 104A £ £

(12, 2, 12, 2, 3,°22, 3) 104B £ £
(12, 2, 12, 2,°3, 22,°3) 104C £ £

(12, 2,°12, 2,°3, 22,°3) 104D £ £
(12,°2, 12,°2, 3,°22, 3) 1046 242

(12, 2, 12,°3, 23,°3) 102167 £ £
(12, 2, 12,°3,°23,°3) 9260 £

(12,°2, 12, 3, 23, 3) 9230 243
(12,°2, 12, 3,°23, 3) 10274 244

(12,°2, 1,°2, 1,°2, 3,°2, 3) 10285 245
(12, 2,°1, 2, 1, 3,°22, 3) 102170 £
(12,°2, 1,°2, 1, 3, 22, 3) 102172 £

(12,°2, 1,°2, 1, 3,°22, 3) 102107 246
(12,°2, 1,°2, 1,°3, 22,°3) 102174 £

(12, 2,°1, 22, 1, 3,°2, 3) 102156 £
(12,°2, 1,°22, 1, 3,°2, 3) 102101 247
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x L º M

(12, 2,°1, 2, 3, 2,°1, 2, 3) 102179 £
(12, 2,°1, 2,°3, 2,°1, 2,°3) 102175 £
(12,°2, 1,°2, 3,°2, 1,°2, 3) 102118 248

(12,°2, 1,°2,°3,°2, 1,°2,°3) 102183 249
(12,°2, 1,°2, 3,°2, 1, 3,°2) 10293 250

(12,°2, 1,°2,°3, 2, 1,°3,°2) 9236 251
(12,°2, 1, 3, 2,°1, 22, 3) 102142 252

(12,°2, 1, 3,°2, 1,°22, 3) 102108 253
(12,°2, 1, 3,°2, 1,°2, 3,°2) 102117 254
(12,°2, 1, 3,°2, 1, 3,°22) 10297 255
(12, 2,°1, 3, 22, 1, 3,°2) 10415 256

(12, 2,°1,°3, 22, 1,°3,°2) 10413 £ £
(12,°2, 1, 3, 22, 1, 3,°2) 10419 257

(12,°2, 1, 3,°22, 1, 3,°2) 1048 258
(12,°2, 1,°3, 22, 1,°3,°2) 10420 259

(12, 22, 12, 2,°3, 2,°3) 102165 £
(12,°22, 12,°2, 3,°2, 3) 10272 260

(12,°22, 12,°2,°3, 2,°3) 9217 261
(12, 22, 12, 3, 22, 3) 10416 262

(12, 22, 12, 3,°22, 3) 10414 £
(12, 22, 12,°3, 22,°3) 10417 £ £
(12,°22, 12, 3,°22, 3) 1044 £

(1,°2, 1,°2, 1,°2, 1, 3,°2, 3) 102114 263
(1,°2, 1,°2, 1,°2, 1,°3, 2,°3) 102180 264

(1, 2,°1, 2, 1, 3,°2, 1,°2, 3) 102181 265
(1, 2,°1, 2, 1,°3,°2, 1,°2,°3) 102178 = 102182 266
(1,°2, 1,°2, 1, 3,°2, 1,°2, 3) 102120 267

(1,°2, 1,°2, 1,°3,°2, 1,°2,°3) 102184 268
(13,°2, 1,°2, 3,°2, 32) 10219 269
(13, 2,°1,°3, 22,°32) 9228 270
(13,°2, 1, 3,°22, 32) 10264 271

(13, 2,°1,°3, 2,°3, 2,°3) 9233 272
(13,°2, 1, 3,°2, 3,°2, 3) 10281 273
(12, 2, 12, 2,°3, 2,°32) 102130 £ £

(12, 2,°12, 2,°3, 2,°32) 102131 £ £
(12,°2, 12,°2, 3,°2, 32) 10237 £
(12, 2, 12,°3, 22,°32) 102168 £ £

(12, 2,°12,°3, 22,°32) 102161 £ £
(12,°2, 12, 3,°22, 32) 10275 £

(12, 2, 12,°3, 2,°3, 2,°3) 10418 £ £
(12,°2, 12, 3,°2, 3,°2, 3) 1047 £
(12,°2, 1,°2, 1, 3,°2, 32) 10286 274
(12,°2, 1, 3,°2, 1, 3,°2, 3) 102119 275
(12,°2, 1, 3,°2, 1, 32,°2) 10291 276

(13,°2, 1, 3,°2, 33) 10217 277
(13,°2, 1, 32,°2, 32) 10230 278
(12,°2, 12, 32,°2, 32) 1045 279

(13, 2,°1,°3, 2, 4,°3, 4) 915 280
(13,°2, 1, 3,°2,°4, 3,°4) 1029 281
(12, 2, 12,°3, 2, 4,°3, 4) 10349 £ £

(12, 2,°12,°3, 2, 4,°3, 4) 10348 £ £
(12,°2, 12, 3,°2,°4, 3,°4) 1035 282

(12,°2, 1,°23, 3,°2, 3) 10226 283
(12, 2,°1, 22,°3, 22,°3) 9215 £
(12,°2, 1,°22, 3,°22, 3) 10236 £

(12,°2, 1, 3,°24, 3) 10262 284
(12,°22, 1,°22, 3,°2, 3) 10243 285
(12,°22, 1,°2, 3,°22, 3) 10279 286

(12, 22, 1, 3, 23, 3) 102149 287
(12, 22, 1, 3,°23, 3) 102144 £

(12, 22, 1,°3, 23,°3) 102143 £
(12, 22, 1,°3,°23,°3) 102150 £

(12,°22, 1, 3, 23, 3) 102145 £
(12,°22, 1, 3,°23, 3) 10250 £

(12,°23, 1,°2, 3,°2, 3) 10248 288
(1,°2, 1,°2, 1,°22, 3,°2, 3) 10283 289

(1,°2, 1,°2, 1,°22,°3, 2,°3) 9232 £
(1,°2, 1,°2, 1, 3,°23, 3) 102104 £

(1,°2, 1,°2, 1,°3,°23,°3) 102A £

x L º M

(1,°2, 1,°22, 1, 3, 22, 3) 102171 £
(1,°2, 1,°22, 1, 3,°22, 3) 102106 £

(1,°2, 1,°22, 1,°3, 22,°3) 102173 £
(1,°2, 1,°23, 1, 3,°2, 3) 10287 290

(1, 2,°1, 22, 3,°2, 1,°2, 3) 102158 291
(1,°2, 1,°22, 3,°2, 1,°2, 3) 102115 292
(1,°2, 1,°2, 3,°2, 1,°22, 3) 102116 293
(1,°2, 1, 3,°22, 1,°22, 3) 102109 294
(12,°2, 1,°22, 3,°2, 32) 10227 295
(12,°2, 1,°2, 3,°22, 32) 10245 296

(12,°2, 1,°2, 3,°2, 3,°2, 3) 10284 297
(12,°2, 1, 3, 23, 32) 9224 298

(12,°2, 1, 3,°23, 32) 10266 299
(12, 22, 1, 3, 22, 32) 102151 300

(12, 22, 1, 3,°22, 32) 102148 301
(12, 22, 1,°3, 22,°32) 102147 302

(12, 22, 1,°3,°22,°32) 102152 303
(12,°22, 1, 3,°22, 32) 10254 304

(12,°22, 1, 3,°2, 3,°2, 3) 102105 £
(12,°2, 3,°2, 1,°2, 32,°2) 10296 305

(1,°2, 1,°2, 1, 3,°2, 3,°2, 3) 1049 £
(1,°2, 1,°2, 1,°3, 2,°3, 2,°3) 10421 306
(1,°2, 1,°2, 3,°2, 1, 3,°2, 3) 102121 307
(12, 2,°1, 2, 3,°2,°4, 3,°4) 81 308
(12, 2,°1, 2,°3, 2, 4,°3, 4) 921 309

(12,°2, 1,°2, 3,°2,°4, 3,°4) 1042 310
(12,°2, 1,°2,°3, 2, 4,°3, 4) 98 311
(12,°2, 1, 3, 22,°4, 3,°4) 925 312

(12,°2, 1, 3,°22,°4, 3,°4) 1071 313
(1,°2, 1,°2, 1, 3,°2,°4, 3,°4) 10329 314
(1,°2, 1,°2, 1,°3, 2, 4,°3, 4) 10361 £ £
(12, 2,°1,°3, 2,°3, 4,°3, 4) 914 315

(12, 2,°1,°3, 2,°3,°4, 3,°4) 83 316
(12,°2, 1, 3,°2, 3, 4,°3, 4) 912 317

(12,°2, 1, 3,°2, 3,°4, 3,°4) 1044 318
(12,°2, 1, 3,°2,°4, 32,°4) 10312 £
(12,°2, 1, 3,°2,°4, 3,°42) 1043 319

(1,°2, 1,°24, 3,°2, 3) 10225 320
(1,°2, 1,°23, 3,°22, 3) 10234 £
(1,°2, 1,°2, 3,°24, 3) 10239 321

(1,°2, 1, 3,°25, 3) 10255 322
(1,°22, 1,°2, 3,°23, 3) 10278 £

(1,°22, 1, 3,°24, 3) 1041 £
(1, 23, 1,°3, 23,°3) 102146 323
(1,°23, 1, 3,°23, 3) 10252 324

(1,°23, 3,°2, 1,°2, 3,°2) 102100 325
(1,°22, 3,°2, 1,°22, 3,°2) 102103 326
(1,°22, 3,°2, 1,°2, 3,°22) 102112 327

(1,°2, 1,°22, 3,°2,°4, 3,°4) 1041 328
(1,°2, 1,°22,°3, 2, 4,°3, 4) 919 329
(1,°2, 1,°2, 3, 22,°4, 3,°4) 10137 330

(1,°2, 1,°2, 3,°22,°4, 3,°4) 1059 331
(1,°2, 1,°2,°3, 22, 4,°3, 4) 10136 332

(1,°2, 1,°2,°3,°22, 4,°3, 4) 10138 333
(1,°2, 1, 3, 23,°4, 3,°4) 1054 334

(1,°2, 1, 3,°23,°4, 3,°4) 1070 335
(1,°22, 1,°2, 3,°2,°4, 3,°4) 1036 336
(1,°22, 1,°2,°3, 2, 4,°3, 4) 937 337
(1, 22, 1, 3,°22,°4, 3,°4) 10353 338

(1,°22, 1, 3,°22,°4, 3,°4) 10310 339
(1,°22, 1,°3,°22, 4,°3, 4) 10354 340

(1,°2, 3,°2, 1,°2,°4, 3,°2,°4) 10337 341
(1,°2,°3,°2, 1,°2, 4,°3,°2, 4) 10359 £ £
(1,°2, 1,°2, 3,°2, 3,°4, 3,°4) 1045 342
(1,°2, 1,°2, 3,°2,°4, 32,°4) 10313 £
(1,°2, 1, 3,°22,°4, 32,°4) 10324 343

(1,°2, 1, 3,°2, 3,°2,°4, 3,°4) 1088 344
(1,°2, 1, 3,°2,°4, 3,°2,°4, 3) 10334 345
(1,°2, 1, 3,°2,°4, 3, 5,°4, 5) 10223 346
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བྷΈͷϛϧφʔෆมྔͱHOMFLYPTଟ߲ࣜ

ߊɹݪ҆ (౦ֶܳژେֶɾڭҭֶ෦)∗

֓ ཁ

For an ordered, oriented link in the 3-sphere, J. Milnor defined a family of
invariants, known as Milnor µ-invariants. For an n-component link, Milnor
invariant is specified by a sequence of numbers in {1, 2, . . . , n} and the
length of the sequence is called the length of the Milnor invariant. We give
formulas expressing µ-invariants of an n-component link in terms of the
HOMFLYPT polynomial as follows. If all µ-invariant of length ≤ k vanish,
then any µ-invariant of length between 3 and 2k+1 can be represented as a
combination of HOMFLYPT polynomial of knots obtained from the link by
certain band sum operations. In particular, the Milnor invariants of length
k + 1 can be always represented as such a linear combination. While the
formula does not hold for length 2k+2, by adding correction terms, we give
a formula for the µ-invariants of length 2k + 2. The correction terms can
be given by a combination of HOMFLYPT polynomial of knots determined
by µ-invariants of length k+1. In particular, for any 4-component link the
µ-invariants of length 4 are given by our formula, since all µ-invariants of
length 1 vanish.

This talk is based on two joint works with Jean-Baptiste Meilhan and Yuka
Kotorii.

1. ϛϧφʔෆมྔ
͜ͷઅͰɼϛϧφʔෆมྔͷఆٛΛड़ͨޙɼΒΕ͍ͯΔੑ࣭Λ͍͔ͭ͛͘ڍɼ࠷
๏Λ͔͍ͭ·ΜͰઆ໌͢Δɽํࢉܭɼϛϧφʔෆมྔͷʹޙ

1.1. ఆٛ

ΛGͱ͢ΔɽʢҎ܈ຊجབྷΈLʹର͠ɼLͷิۭؒS3\Lͷ໘S3ͷn༗ٿݩ࣍3
ͱ͢Δɽ܈Ͱ͋Δͷͱ͢ΔɽʣGqΛGͷ߱த৺ྻͷq൪ͷ෦ɼབྷΈશͯ༗ޙ
ͭ·ΓɼG1 = GͰ͋Γɼ Gq = [G,Gq−1] (q ≥ 2){aba−1b−1 | a ∈ G, b ∈ Gq−1} Ͱੜ
͞ΕΔGͷʢਖ਼نʣ෦܈Ͱ͋Δɽ͜ͷͱ͖ɼ༨܈G/Gqɼnݸͷݩα1, . . . ,αn

Ͱੜੜ͞ΕΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ [3], [17]ɽ
͕ͨͬͯ͠ɼLͷୈ jKjͱύϥϨϧͳS3 \Lͷดۂઢ͕ද͢G/Gqͷݩλq

jɼ
α1, . . . ,αnͰද͞ΕΔ (j = 1, 2, . . . , n)ɽ͜͜Ͱɼλq

jͷϚάφεల։E(λq
j)ΛͱΔɽͭ

·ΓɼE(λq
j)ɼ

E(αi) = 1 +Xi, E(α−1
i ) = 1−Xi +X2

i −X3
i + · · · (i = 1, 2, . . . , n)

Ͱ༩͑ΒΕΔඇՄͳnมͷࣜܗతϕΩڃͱ͢Δɽू߹{1, 2, . . . , n}ͷݩΛ߲ͱ͢
Δ͞ qҎԼͷྻ I = i1i2...ik−1jʹର͠ɼE(λq

j)ʹ͓͚ΔXi1 ...Xik−1
ͷΛµL(I)

ຊڀݚͷҰ෦Պݚඅج൫ڀݚʢCʣ(՝൪߸:23540074)ͷॿΛड͚ͨͷͰ͋Δɽ
∗˟ 184-8501 ౦ژখۚҪࢢ؏Ҫொ 4-1-1ɹ౦ֶܳژେֶɾڭҭֶ෦
e-mail: yasuhara@u-gakugei.ac.jp
web: http://www.u-gakugei.ac.jp/~yasuhara/
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ͱද͢ɽʢͨͩ͠ɼµL(j) = 0ͱఆΊΔɽʣ͜͜ͰಘΒΕͨµL(I)ɼ֤λq
jͷදࣔͷํ

ʹґଘܾͯ͠·ΔͷͰɼҰൠʹབྷΈLͷෆมྔʹͳΒͳ͍ɽ
ͦ͜Ͱɼ

∆L(I) = gcd

{
µL(J)

J I͔Βগͳ͘ͱ1ͭͷ߲ΛऔΓআ͖
ΓΛ८ճͤͯ͞ಘΒΕΔྻ

}

ͱ͠ɼµL(I)ͷ∆L(I)Λ๏ͱ͢Δ༨ྨµL(I)ΛͱΔ͜ͱʹΑΓɼབྷΈͷෆมྔΛಘ
Δɽ͜ΕΛϛϧφʔͷµෆมྔͱݺͿɽ·ͨɼྻ Iͷ͞Λϛϧφʔෆมྔͷ͞ͱ
Ϳɽϛϧφʔෆมྔݺ qʹґଘ͢ΔΑ͏ʹ͑ݟΔ͕ɼ͞ qҎԼͷϛϧφʔෆมྔ
ɼG/Gq′ (q′ > q)ͰಘΒΕΔͷͱҰக͢Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽͭ·Γɼྻͷ
͞ʹ߹Θͤͯ qΛܾΊΕɼϛϧφʔෆมྔ͕ qʹґΒͣʹఆ·Δɽ

1.2. ϛϧφʔෆมྔͷੑ࣭

ϛϧφʔෆมྔʹؔͯ͠ɼΒΕ͍ͯΔੑ࣭Λ͔ͭزհ͢Δɽ

(1) nབྷΈL = K1 ∪ · · · ∪Knͱྻ Iʹର͠ɼµL(I) = µ⋃
i∈{I} Ki

(I)ཱ͕͢
Δɽ͜͜Ͱɼ{I}ྻ Iʹؚ·ΕΔશମͷू߹ͱ͢Δɽ͕ͨͬͯ͠ɼྻ
Ͱ͖ΔɽࢹͭབྷΈͷແʹࣈΕͳ͍Λఴݱʹ

(2) ͞ 2 ͷϛϧφʔෆมྔ µL(ij)ɼLͷୈ i Ki ͱୈ j  Kj ͷབྷΈ
lk(Ki, Kj)Ͱ͋Δɽ͜ͷ͜ͱ͔Βɼϛϧφʔෆมྔ࣍ߴͷབྷΈͱݺΕͯ
͍Δɽ

(3) (J. Milnor[17], A. J. Casson[2]) ϛϧφʔෆมྔɼབྷΈͷΠιτϐʔෆมྔ
Ͱ͋Γ [17]ɼ͔ͭɼίϘϧσΟζϜෆมྔͰ͋Δ [2]ɽ

(4) (K. Habiro[8]) ͞ kҎԼͷϛϧφʔෆมྔɼCkಉෆมྔͰ͋Δɽ͜͜Ͱɼ
Ckಉͱɼ༿ኍࢯ [8]ʹΑͬͯఆٛ͞ΕͨབྷΈͷہॴมܗʢCkมܗʣͰੜ
͞ΕΔབྷΈͷಉؔͰ͋Δɽ

(5) (J. Milnor[16]) ྻ Iʹಉؚ͕͡·Εͳ͍߹ɼµ(I)ϦϯΫϗϞτϐʔෆ
มྔʹͳΔɽ͜͜ͰϦϯΫϗϞτϐʔͱɼಉؒ͡ͷަࠩަ͔Βੜ͞Ε
ΔབྷΈͷಉؔͰ͋Δɽ·ͨɼL͕ࣗ໌ͳབྷΈʹϦϯΫϗϞτϐοΫͰ͋
Δҝͷඞཁे݅ɼ܁Γฦ͠ͷͳ͍ҙͷྻ Iʹର͠ɼµL(I) = 0ͱͳΔ
͜ͱͰ͋Δɽ

(6) (T. Fleming and Y[6], Y[23]) ྻ Iʹಉ͕͡ߴʑkؚ͔͠ݸ·Εͳ͍߹ɼ
µ(I)ɼࣗݾCkಉෆมྔʹͳΔ [6]ɽ͜͜ͰɼࣗݾCkಉͱɼಉؒ͡ͷ
Ckม͔ܗΒੜ͞ΕΔབྷΈͷಉؔͰ͋ΓɼಛʹࣗݾC1ಉɼϦϯΫϗ
ϞτϐʔͱҰக͢Δɽ·ͨɼབྷΈL͕ࣗ໌ͳབྷΈʹࣗݾC2ಉͰ͋Δҝͷ
ඞཁे݅ɼಉ͕͡ߴʑ̎ճ͔͠ݱΕͳ͍ҙͷྻ Iʹର͠ɼµL(I) = 0

ͱͳΔ͜ͱͰ͋Δ [23]ɽ

(7) (J. Milnor[17]) nབྷΈLର͠ɼLͷͷύϥϨϧɾίϐʔΛ͔ͭزLʹ
Ճ͑ͯಘΒΕΔmབྷΈΛL′ͱ͢ΔɽߋʹɼL′ͷୈ iɼLͷୈh(i)
ʹରԠ͍ͯ͠Δͷͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼµL′(i1, . . . , ir) = µL(h(i1), . . . , h(ir))͕
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ཱ͢Δɽ͜ΕʹΑΓɼ܁Γฦ͠ͷ͋Δྻʹؔ͢ΔLͷϛϧφʔෆมྔɼL

ͷͷύϥϨϧɾίϐʔΛLʹదʹՃ͑ͯͰ͖ΔབྷΈL′ͷϛϧφʔͷϦϯ
ΫɾϗϞτϐʔෆมྔͰ༩͑ΒΕΔ͜ͱ͕Θ͔Δɽ

(8) བྷΈ L͕ڥքབྷΈɼͭ·Γɼ֤͕͍ޓʹަΘΒͳ͍༗ۂ໘ͷڥքʹ
ͳ͍ͬͯΔͱ͖ɼLͷϛϧφʔෆมྔશͯ0Ͱ͋Δɽ

(9) ϛϧφʔෆมྔɼ͞2ͷ߹Λআ͖ɼ༗ܕݶෆมྔʹͳΒͳ͍ɽ

(10) etc.......

1.3. ϛϧφʔෆมྔͷํࢉܭ๏

͜͜ͰɼϛϧφʔෆมྔΛ͢ࢉܭΔͱ͖ʹඞཁͳλq
iΛٻΊํʹ͍ͭͯɼ͔͍ͭ·Μ

Ͱઆ໌͢Δɽ͜ΕɼMilnorͷจ [17]ͷதͰड़ΒΕ͍ͯΔํ๏Ͱ͋Δ͕ɼઆ໌͠
͍͢Α͏ʹଟগදݱΛม͍͑ͯΔɽ
L = K1 ∪ · · · ∪KnΛnབྷΈͷਖ਼ଇදࣔͱ͢Δɽ

♦ ֤Ki্ʹ 1 piΛબͼݻఆ͢Δɽpi͔ΒKiͷ͖ʹԊͬͯKiΛ 1प͠ɼ
௨աͨ͠ॱʹ֤ހʹϥϕϧai1, . . . , airiΛ͚ͭΔɽ͜͜ͰɼriKiͷݽͷ૯Ͱ
͋Δɽ

♦ ul ∈ {ajk | 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ rj}Λހailͱހai(l+1) ͷؒͷϥϕϧͱ͢Δɽ͜ͷ
ͱ͖ɼail, ai(l+1), ul͔ΒͳΔަࠩͷූ߸Λ ε(l) ∈ {−1, 1}ͱ͢Δɽ

ͦ͜Ͱɼ
li = uε(1)

1 uε(2)
2 · · · uε(ri)

ri , li[j] = uε(1)
1 · · · uε(j−1)

j−1

ͱஔ͘ɽ(໌Β͔ʹ li = li[ri + 1]Ͱ͋Δɽ·ͨɼli[j]KiΛai1͔Βaij·Ͱ୧ͬͨͱ͖
௨ա͢Δ্ަࠩͷϥϕϧΛූ߸͖ͰಡΈऔͬͨͷͰ͋Δɽʣ
ɼࣸ૾fΛҎԼͰఆٛ͢Δɽʹ࣍

f(aij) =

{
(li[j])−1ai1(li[j]) (j ≥ 2)

ai1 (j = 1).

·ͨɼaij (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ ri)Ͱੜ͞ΕΔࣗ༝͔܈Βα1, ...,αnͰੜ͞ΕΔࣗ༝
F܈ (n)ͷ४ಉܕ gΛ g(aij) = αiͰఆΊΔɽ
͜ͷͱ͖ɼλq

i (q ≥ 2)ɼ
λq
i = α−wi

i g ◦ f q−1(li)

ͰಘΒΕΔɽͨͩ͠ɼwi g(li)ʹ͓͚Δαiͷ࣍Ͱ͋Γɼf q−1 fΛ q − 1ճ܁Γฦ
ͨ͠߹ࣸ૾ͱ͢Δɽ

 1.1 (J. Milnor[17]) ༨܈G/GqҎԼͷදࣔΛͭ࣋ɽ

G/Gq
∼= 〈α1, . . . ,αn | α1λ

q
1α

−1
1 (λq

1)
−1, . . . ,αnλ

q
nα

−1
n (λq

n)
−1, (F (n))q〉
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 1.2 ϛϧφʔෆมྔɼབྷΈͷਖ਼ଇද͔ࣔΒ“ཧ্”؆୯ʹࢉܭͰ͖Δɽ͔͠
͠ͳ͕Βɼ࣮͠ࢉܭʹࡍΑ͏ͱ͢Δͱɼλq

i ͷจྻࣈͷ͞ɼqʹؔͯ͠ࢦؔత
ʹେ͖͘ͳΔɽ͞Βʹɼ͔ͦ͜ΒϚάφεల։͢Δ͜ͱͰɼྔࢉܭലେͳͷʹͳ
Δɽ͕ͨͬͯ͠ɼԿͷ͠ͳ͚ΕɼίϯϐϡʔλʔΛ༻͍ͯ͑͢͞ࢉܭΔ͜ͱ
ෆՄͰ͋ΔɽֶशӃେֶͷٱอࢁೋࢯɼभۀେֶͷࡔຊൺ࿊ࢯࢤͱߴിՅক
ʹΓฦ͕͠ଟ͍͜ͱ܁ɼʹྻࣈΕΔ͍จݱΔաఔͰ͢ࢉܭɼϛϧφʔෆมྔΛࢯ
͠ɼͦͷ܁Γฦ͠ͰจྻࣈΛ “ͨͨΉ”͜ͱʹΑΓɼʢབྷΈͷෳ͞ࡶʹΑΔ͕ʣ
q = 16ఔ·ͰेʹࢉܭͰ͖ΔϓϩάϥϜͷ։ൃʹޭͨ͠ɽ

2. ϛϧφʔෆมྔͱΞϨΩαϯμʔଟ߲ࣜ
ΞϨΩαϯμʔଟ߲ࣜɼབྷΈͷิۭؒͷجຊ͔܈ΒಘΒΕΔɽ͕ͨͬͯ͠ɼϛϧ
φʔෆมྔͱਂ͍ؔ࿈͕͋Δͱ͑ߟΔͷࣗવͰ͋Δɽ࣮ࡍɼ͍Ζ͍ΖͳڀݚՌ͕
ใ͞ࠂΕ͍ͯΔɽͦΕΒͷத͔Β͔ͭزͷ݁ՌΛհ͢Δɽ͜͜ͰɼnབྷΈͷn

มΞϨΩαϯμʔଟ߲ࣜΛAL(x1, ..., xn)1ͱද͢͜ͱʹ͢Δɽ

ఆཧ 2.1 (K. Murasugi[18], N. Smythe[20], L. Traldi[21]) LΛ 2ͷབྷΈͱ͢Δɽ
ྻ [p+1, q+1] = 1, ..., 1, 2, ..., 2ʢ͜͜Ͱɼ1p+1ݸɼ2 q+1ݸʣʹର͠ɼ͕࣍
ཱ͢Δɽ

(−1)q
1

p!q!

(
dp+qAL(x, y)

dxpdyq
x=y=1

)
≡ −µL([p+ 1, q + 1]) mod ∆L([p+ 1, q + 1])

 2.1 1, 2Λ߲ͱ͢Δྻɼඞͣ͠ [p+1, q+1]ͱ͍͏ܕͷͷ͚ͩͰͳ͍ͷͰɼ
͜ͷఆཧͰ༩͑ΒΕΔ2བྷΈͷϛϧφʔෆมྔɼ͘͝ݶΒΕͨͷͰ͋Δɽ

ఆཧ 2.2 (K. Murasugi[18]) 3ͷབྷΈLʹର͠ɼཱ͕࣍͢Δɽ

±
(
d3AL(x, y, z)

dxdydz
x=y=z=1

)
≡ µL(123)

2 + µL(112)µL(233)

−µL(113)µL(223)− µL(122)µL(133) mod ∆L(123).

ɼ∆(123)ʹߋ = 0ɼ͢ͳΘͪµL(ij) = 0 (1 ≤ i < j ≤ 3)ͷ߹ɼཱ͕࣍͢Δɽ

±
(
d3AL(x, y, z)

dxdydz
x=y=z=1

)
≡ µL(123)

2.

Ҏ্ͷఆཧɼಛघͳϛϧφʔෆมྔΞϨΩαϯμʔଟ߲ࣜͷ͔ΒಘΒΕΔ
͜ͱΛҙຯ͍ͯ͠Δɽ࣍ʹհ͢ΔఆཧͰɼΞϨΩαϯμʔଟ߲ࣜͷ͋Δϛ
ϧφʔෆมྔͷΈ߹ΘͤͰ༩͑ΒΕΔ͜ͱΛओு͍ͯ͠Δɽ

ఆཧ 2.3 ʢL. Traldi[22], J. Levine [13]) nབྷΈLͷ͞ k − 1ҎԼͷϛϧφʔ
ෆมྔ͕શͯࣗ໌Ͱ͋Δʢͭ·Γɼ͞ kͷϛϧφʔෆมྔ͕ΛऔΔʣͱ͖ɼ
AL(x1, . . . , xn)ͷx1 = · · · = xn = 1ʹ͓͚ΔςΠϥʔల։ɼ࣍ (k − 1)(n− 1)− 1

1Conway͕ potential functionΛఆٛͨ͠ͱ͖ʹ༻͍ͨͷ
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ະຬͷ߲Λؚ·ͳ͍ɽ࣍ʹߋ (k − 1)(n− 1)− 1ͷ߲ɼdet(aij)/(xi − 1)ʹ͍͠ɽ
͜͜Ͱk ≥ 3ͷ߹

aij = (xi − 1)
∑

i1,...,ik−2

µL(i1, . . . , ik−2, j, i)(xi1 − 1) · · · (xik−2
− 1) (1 ≤ i, j ≤ n− 1)

Ͱ͋Γɼk = 2ͷ߹

aij =

{
−µL(ij)(xj − 1) (i $= j)

−
∑

r "=i µL(ir)(xr − 1) (i = j)

Ͱ͋Δɽ

 2.2 ͜ͷఆཧ͔Βɼϛϧφʔෆมྔ͕ࣗ໌ͳΒɼΞϨΩαϯμʔෆมྔࣗ໌Ͱ
͋Δ͜ͱ͕Θ͔Δɽ͜ͷٯɼҰൠʹཱͤͣɼΞϨΩαϯμʔଟ߲ࣜʢ͔ΓͰͳ
͘ΞϨΩαϯμʔՃ܈ʣ͕ࣗ໌Ͱ͋Δ͕ɼϛϧφʔෆมྔ͕ඇࣗ໌Ͱ͋Δྫ͕ΒΕ
͍ͯΔ [5]ɽ

ίϯΣΠଟ߲ࣜͱϛϧφʔෆมྔʹؔͯ͠ɼ্Ͱհͨ͠ఆཧͱಉ༷ͷ݁Ռ
([8],[4],[12],[13]) ͕ΒΕ͍ͯΔ͕ɼίϯΣΠଟ߲ࣜΞϨΩαϯμʔଟ߲ࣜͷಛ
ผͳ߹Ͱ͋ΔͷͰɼ͜͜Ͱͷհল͘ɽ

3. ϛϧφʔෆมྔͱHOMFLYPTଟ߲ࣜ
ڀݚಉڞͱͷࢯԋऀɼMeilhanߨ [15]ͱখௗࢯډͱͷڞಉڀݚ [11]Ͱɼϛϧφʔෆม
ྔΛHOMFLYPTଟ߲ࣜΛ༻͍ͯද͢͜ͱΛࢼΈͨɽͦͷ݁Ռɼ͞kҎԼͷϛϧφʔ
ෆมྔ͕ফ͍͑ͯΔབྷΈʹର͠ɼ͞2k + 2·ͰͷϛϧφʔෆมྔΛHOMHLYPT

ଟ߲ࣜΛ༻͍ͯද͢͜ͱʹޭͨ͠ɽ

3.1. HOMFLYPTଟ߲ࣜ

͜͜ͰɼHOMFLYPTଟ߲ࣜͷఆٛͱɼ݁Ռͷओுʹඞཁͳ࣭ੑ͔ͭزʹ͍ͭͯड़
Δɽ
བྷΈLͷHOMFLYPTଟ߲ࣜ P (L; t, z) ∈ Z[t±1, z±1]ɼҎԼͷ2ͭͷنଇͰఆ·

ΔབྷΈͷෆมྔͰ͋Δɽ

(i) P (U ; t, z) = 1,

(ii) t−1P (L+; t, z)− tP (L−; t, z) = zP (L0; t, z),

͜͜ͰɼUࣗ໌ͳ݁ͼͰ͋ΓɼL+, L−, L0͋Δ3ٿݩ࣍ମͷ֎ଆͰҰக͠ɼ
ଆͰҎԼͷΑ͏ʹҟͳΔབྷΈͰ͋Δɽ

L+ = ; L+ = ; L+ = .

rབྷΈLͷHOMFLYPTଟ߲ࣜɼzʹ͍ͭͯ·ͱΊΔͱɼ࣍ͷΑ͏ͳܗ

P (L; t, z) =
N∑

k=1

P2k−1−r(L; t)z
2k−1−r

第６０回トポロジーシンポジウム講演集　2013年8月　於 大阪市立大学

109



ʹද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͜ͷͱ͖ɼP2k−1−r(L; t) ∈ Z[t±1]ΛLͷ (2k − 1− r)൪ͷ
ଟ߲ࣜͱݺͿɽPm(L; t)ͷ t = 1ʹ͓͚Δɼl֊ඍΛP (l)

m (L)ͱ͔͘͜ͱʹ͢Δɽզʑ
ͷ݁ՌͰɼL͕݁ͼͷ߹ͷP (l)

0 (L)Λඞཁͱ͢Δɽ

 3.1 (T. Kanenobu and Y. Miyazawa[10]) P (l)
m ࣍m+ lͷ༗ܕݶෆมྔͰ͋Δɽ

ಛʹɼP (l)
0 ࣍ lͷ༗ܕݶෆมྔͰ͋Δɽ͕ͨͬͯ͠ɼP (l)

0 Cl+1ಉͷෆมྔͰ
͋Δɽ

HOMFLYPTଟ߲ࣜ݁ͼͷ࿈݁ͷԼͰ๏తʹͳΔ͜ͱ͕ྑ͘ΒΕ͍ͯΔɽ
ಛʹɼ࠷࣍ͷଟ߲ࣜͰ͋ΔP0๏తͰ͋Δɽ͜ͷ͜ͱ͔Βɼҙͷࣗવn

ͱҙͷ݁ͼKɼK ′ʹରͯ͠ɼ

P (n)
0 (K!K ′) = P (n)

0 (K) + P (n)
0 (K ′) +

n−1∑

k=1

(
n

k

)
P (k)
0 (K)P (n−k)

0 (K ′)

ཱ͕͢Δ 2ɽP (k)
0 Ck+1ಉͷෆมྔͳͷͰɼ͠K͕ࣗ໌ͳ݁ͼͱCnಉͳ

Βɼ
P (n)
0 (K!K ′) = P (n)

0 (K) + P (n)
0 (K ′)

ཱ͕͢Δɽ
logP0(K; t)ͷ t = 1ʹ͓͚Δn֊ඍΛ (logP0(K))(n)ͱද͢͜ͱʹ͢ΔɽP0͕๏

తͰ͋Δ͜ͱ͔Βɼ(logP0(K))(n)݁ͼͷ࿈݁ͷԼͰՃ๏తʹͳΔɽͭ·Γɼ
ҙͷࣗવnͱҙͷ݁ͼKɼK ′ʹରͯ͠ɼ

(logP0(K!K ′))(n) = (logP0(K))(n) + (logP0(K
′))(n)

ཱ͕͢Δɽ
·ͨɼ࣮ࡍʹඍ͢Δͱ

(logP0(K))(n) = P (n)
0 (K) +

∑

k1+···+km=n

n(k1,...,km)P
(k1)
0 (K) · · ·P (km)

0 (K)

ͱͳΔ͜ͱ͕Θ͔Δɽ͜͜Ͱɼӈลͷk1+ · · ·+km = nΛຬͨ͢શͯͷk1, ..., kmʹ
ؔͯ͠͠߹ΘͤͨͷͰ͋Γɼn(k1,...,km)͋ΔΛҙຯ͢Δɽߋʹɼ(logP0(K))(n)

࣍nͷ༗ܕݶෆมྔͰ͋Δ͜ͱΘ͔Δɽ

 3.2 (logP0(K))(n)͕Ճ๏తͳ༗ܕݶෆมྔͰ͋Δͱ͍͏࣮ࣄɼ࣍અͰ݁ՌΛड़
Δࡍʹඞཁͷͳ͍ใͰ͋Δ͕ɼ݁Ռཱ͕͢Δҝʹຊ࣭తͳੑ࣭Ͱ͋Δɽ

3.2. ओ݁Ռ

ຊߨԋͷओ݁Ռʹ͍ͭͯड़Δɽ͞ࡶΛආ͚ΔͨΊʹɼ͜͜ͰϛϧφʔͷϦϯΫɾ
ϗϞτϐʔෆมྔɼͭ·Γɼ܁Γฦ͠ͷͳ͍ྻʹର͢Δϛϧφʔෆมྔʹؔ͢Δ݁
ՌͷΈΛհ͢Δɽ
L =

⋃n
i=1 LiΛ S3ͷ nབྷΈͱ͠ɼI = i1i2...imΛmݸͷҟͳΔ͔Βͳ

Δ{1, ..., n}ͷྻͱ͢ΔɽBIΛ͚͖ͮΒΕͨ2m֯ܗ, pj (j = 1, ...,m)Λmຊͷ
ɼʹߋԊͬͯॱʹ͚ΒΕͨͷͱ͢Δɽʹ͖∂BIͷࣈૉͳ∂BIͷลͰɼఴʹ͍ޓ
BI2ͭ࣍ͷ݅Λຬͨ͢Α͏ʹS3ʹຒΊࠐ·Ε͍ͯΔͷͱ͢Δɽ
2ҙͷ݁ͼKʹର͠ɼP0(K; t)ɼP0(K; 1) = 1ͱͳΔ tͷϩʔϥϯଟ߲ࣜͰ͋Δ
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(i) BI ∩ L =
⋃m

j=1 pjɽ

(ii) ֤pjLijʹؚ·Εɼ pjͱLijͷ͖ٯʹͳ͍ͬͯΔɽ

͜ͷͱ͖ɼBIΛLͷ I༥߹ԁ൫ͱݺͿɽ·ͨɼIͷҙͷ෦ྻJʹର͠ɼ݁ͼLJ

Λ
(
(
⋃

i∈{J} Li) ∪ ∂BI

)
\
(
(
⋃

i∈{J} Li) ∩BI

)
ͷดแͱͯ͠ఆٛ͢Δɽ

ఆཧ 3.1 (J. B. Meilhan and Y[15]) LΛ nབྷΈ (n ≥ 3)Ͱɼ͞ kҎԼͷϛϧ
φʔͷϦϯΫɾϗϞτϐʔෆมྔ͕શͯ0Ͱ͋Δͷͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼm+ ͷҟݸ1
ͳΔࣗવ͔ΒͳΔҙͷྻ I (3 ≤ m+ 1 ≤ 2k+ 1)ͱҙͷ I༥߹ԁ൫ʹର͠ɼ࣍
ཱ͕͢Δɽ

µL(I) ≡
−1

m!2m

∑

J<I

(−1)|J |(logP0(LJ))
(m) (mod ∆L(I)).

͜͜ͰɼJ < IJ͕ Iͷ෦ྻͰ͋Δ͜ͱΛҙຯ͠ɼӈลͷ Iͷશͯͷ෦ྻJ

ʹؔͯ͠͠߹ΘͤΔͷͱ͢Δɽ·ͨɼ|J |෦ྻJͷ͞ͱ͢Δɽ

͜ͷ݁ՌɼM. Polyak[19]ʹΑΔ͞3ͷϛϧφʔෆมྔµ(123)ͷ݁ՌΛΛେ෯ʹ
֦ுͨ݁͠Ռʹͳ͍ͬͯΔɽ
ఆཧ 3.1ʹ͓͍ͯɼϛϧφʔͷϦϯΫɾϗϞτϐʔෆมྔ͕ফ͍͑ͯΔͱ͍͏݅

ຊ࣭తͰ͋Δɽ࣮ࡍɼ͞ kҎԼ͕ফ͍͑ͯΔ߹ʹɼ͞ 2k + 2ͷϛϧφʔෆมྔ
ɼఆཧ 3.1ͱಉ͡ެࣜͰಘΒΕͳ͍͜ͱ͕ɼ࣍ͷྫ͔ΒΘ͔Δɽ

ྫ 3.1 ([15]) LΛ 2ͭͷϗοϓབྷΈͷ͔ΒͳΔ 4ͷབྷΈͰɼୈ 1
ͱୈ2ɼୈ3ͱୈ4͕ϗοϓབྷΈͰ͋Δͷͱ͢Δɽ͞1ҎԼͷϛϧ
φʔෆมྔ͕ফ͍͑ͯΔͷఆ͔ٛΒ໌Β͔ͳͷͰɼ͞4(= 2× 1+ 2)ͷϛϧφʔෆ
มྔʹؔͯ͢͠ߟΔɽ
ྻ I = 1324ʹର͠ɼ∆(I) = 1Ͱ͋ΔͷͰɼµL(I) = 0Ͱ͋ΔɽҰํɼI༥߹ԁ൫

1 2 3 4

BI

ਤ 1: L ∪BI

BIΛਤ 1ͷ༷ʹͱΔͱɼ

P0(LJ) =

{
2t2 − t4 if J = I,

1 if J ! I.

ͱͳΓɼ ∑

J<I

(−1)|J |(logP0(LJ))
(3) =

∑

J<I

(−1)|J |(P0(LJ))
(3) = 24

ΛಘΔɽ͕ͨͬͯ͠ɼఆཧ 3.1ͷެࣜͷࠨล0Ͱӈล1/2ͱͳΓɼ͜ͷ߹ɼެ
ཱ͕ࣜ͠ͳ͍͜ͱ͕Θ͔Δɽ

第６０回トポロジーシンポジウム講演集　2013年8月　於 大阪市立大学

111



Ҏ্ͷΑ͏ʹɼఆཧ 3.1͞ 2k + 2ͷϛϧφʔෆมྔʹରཱͯ͠͠ͳ͍͜ͱ
͕Θ͔ͬͨɽͦ͜Ͱɼ͋Δิਖ਼߲ΛՃ͑Δ͜ͱʹΑΓɼ͞ 2k + 2ͷ߹ʹཱ͢Δ
ެࣜΛ༩͑ͨɽ

ఆཧ 3.2 (Y. Kotorii and Y [11]) LΛnབྷΈ (n ≥ 4)Ͱɼ͞kҎԼͷϛϧφʔ
ͷϦϯΫɾϗϞτϐʔෆมྔ͕શͯ0Ͱ͋Δͷͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ2k+2ݸͷҟͳΔ
ࣗવ͔ΒͳΔҙͷྻ Iͱҙͷ I༥߹ԁ൫ʹର͠ɼཱ͕࣍͢Δɽ

µL(I) ≡ − 1

(2k + 1)!22k+1

∑

J<I

(−1)|J |(logP0(LJ))
(2k+1) − δL(I) (mod ∆L(I)).

͜͜ͰɼδL(I)ͷఆٛলུ͢Δ͕ɼδL(I)བྷΈLͷෆมྔͰɼIͷ͞k + 1ͷ෦
ྻʹର͢Δϛϧφʔෆมྔ͔Βఆ·Δ݁ͼͷHOMFLYPTଟ߲ࣜͷΈ߹ΘͤͰ
༩͑ΒΕΔɽ

͞1ͷϛϧφʔෆมྔৗʹ0Ͱ͋ΔͷͰɼఆཧ 3.2ʹ͓͍ͯɼ͞4ͷ߹ϛ
ϧφʔෆมྔ͕ফ͍͑ͯΔͱ͍͏݅ෆཁͰ͋Δɽߋʹɼ͜ͷ߹ɼδ(I)Λ͞2

ͷϛϧφʔෆมྔΛ༻͍ͯهड़Ͱ͖Δɽ

ఆཧ 3.3 (Kotorii and Yasuhara [11]) LΛ 4ͷབྷΈͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ1, 2, 3, 4

ͷฒସ͑ͰಘΒΕΔҙͷྻ I = i1i2i3i4ͱɼҙͷ I༥߹ԁ൫ʹର͠ɼཱ͕࣍
͢Δɽ

µL(I) ≡ − 1

48

∑

J<I

(−1)|J |P (3)
0 (LJ)

−1

2
µL(i1i3)µL(i2i4)(µL(i1i3) + µL((i2i4)− 1) (mod ∆L(I)).

 3.3 ྻ ij͕Iͷ෦ྻͳΒɼµ(ij)∆L(I)ͷഒͰ͋Δɽ͕ͨͬͯ͠ɼఆཧ 3.3

ʹ͓͍ͯɼµ(i1i3)ͱµ(i2i4)ͷ͍ͣΕ͔Ұํ͕ۮͷ߹ɼิਖ਼߲͕∆L(I)Λ๏ͱ͠
ͯ0ʹͳΔ͜ͱ͕Θ͔Δɽ

͞ kҎԼͷϛϧφʔෆมྔ͕શͯফ͍͑ͯΔབྷΈʹؔͯ͠ɼ͞ k + 1ͷϛ
ϧφʔෆมྔ͕ΛͱΔ͜ͱఆ͔ٛΒ໌Β͔Ͱ͋Δɽ͜ͷΑ͏ͳɼඇࣗ໌ͳϛ
ϧφʔෆมྔͷ͏ͪɼ͞࠷খͷͷΛ “first non vanishing” ϛϧφʔෆมྔͱݺͿɽ
“first non vanishing” ϛϧφʔෆมྔʹؔͯ͠ɼఆཧ 3.1ΑΓߋʹ៉ྷͳެ͕ࣜಘ
ΒΕΔɽ

ఆཧ 3.4 (J. B. Meilhan and Y [15]) LΛnབྷΈ (n ≥ 3)Ͱɼ͞ kҎԼͷϛϧ
φʔͷϦϯΫɾϗϞτϐʔෆมྔ͕શͯ0Ͱ͋Δͷͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼk + ͷҟݸ1
ͳΔࣗવ͔ΒͳΔҙͷྻ Iͱҙͷ I༥߹ԁ൫ʹର͠ɼཱ͕࣍͢Δɽ

µL(I) =
−1

k!2k

∑

J<I

(−1)|J |P (k)
0 (LJ) ∈ Z.
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 3.4 ྻ Iͷதʹಉ͕͡܁Γฦ͠ݱΕΔ߹ͷϛϧφʔෆมྔɼݩͷབྷΈͷ
֤ͷύϥϨϧɾίϐʔΛʢ܁Γฦ͠ͷճͱಉ͡ݸʣͱΔ͜ͱʹΑΓಘΒΕΔ
བྷΈͷϦϯΫɾϗϞτϐʔෆมྔͱ͘͠ͳΔ (1.2 (8))ɽ͕ͨͬͯ͠ɼҰൠͷϛϧ
φʔෆมྔʹର্ͯ͠هͷ݁Ռͱಉ༷ͷެ͕ࣜಘΒΕΔ͜ͱ͕Θ͔Δɽ

 3.5 ϛϧφʔෆมྔ༗ܕݶෆมྔͰͳ͍ (1.2 (10))ͷͰɼ্ड़ͷ݁Ռɼ༗ݶ
·ͳࣜΛ༩͍͑ͯΔɽົحݟෆมྔͰද͢ͱ͍͏ɼҰܕݶෆมྔͰͳ͍ͷΛ༗ܕ
ͨɼϛϧφʔෆมྔίϘϧσΟζϜෆมྔͰ͋ΔͷͰ (1.2 (4))ɼྔࢠෆมྔ͕ίϘ
ϧσΟζϜෆมྔΛ༩͍͑ͯΔͱݟΔ͜ͱͰ͖Δɽ

3.3. ূ໌ͷྲྀΕ

Ͳͷఆཧେ·͔ͳূ໌ͷྲྀΕಉ͡Ͱ͋Δɽ͜͜Ͱɼఆཧ 3.1ʹؔͯ͠આ໌͢Δɽ
·ͨɼઆ໌Λ؆୯ʹ͢ΔͨΊʹ I = 1, 2, . . . , nͱԾఆ͢Δɽྻͷ֤߲ɼབྷΈͷఴ
Λ͚ସ͑Δ͜ͱʹΑΓɼ͜ͷԾఆͰҰൠੑΛࣦ͏͜ࣈͰ͋ΔͷͰɼඞཁͳΒఴࣈ
ͱͳ͍ɽ
·ͣɼS3ͷབྷΈLͱͦͷ I༥߹ԁ൫BIʹର͠ɼBIͷۙΛऔΓআ͘͜ͱʹΑΓɼ

ɼγϦϯμʔD2ͯ͠ܗମͷλϯάϧΛಘΔɽ͜ΕΛɼগ͠มٿݩ࣍3 × [0, 1]ͷε
τϦϯάབྷΈ lͱΈͳ͢ɽ
ετϦϯάབྷΈ lʹབྷΈͷ߹ͱಉ༷ʹϛϧφʔෆมྔ͕ఆٛ͞ΕΔ͕ɼετ

ϦϯάབྷΈͷ߹ɼ∆(I)Λ͑ߟΔඞཁͳ͘ɼµl(I)ࣗମ͕ෆมྔʹͳΔɽͭ·Γɼ
શͯͷϛϧφʔෆมྔͰఆٛ͞ΕΔ [7]ɽ·ͨɼཱ͕࣍͢Δ͜ͱʹҙ͢Δɽ

µL(I) ≡ µl(I) (mod ∆L(I)), ∆L(I) = ∆l(I). (1)

 3.6 ϛϧφʔෆมྔετϦϯάབྷΈͷ༗ܕݶෆมྔͰ͋Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ
[1],[14]ɽ͕ͨͬͯ͠ɼ 3.4Ͱ “Ұົحݟ”ͱද͕ͨ͠ݱɼετϦϯάབྷΈͷϛϧ
φʔෆมྔΛհ͢Δ͜ͱʹΑΓɼ༗ܕݶෆมྔͰ͋ΔHOMFLYPTଟ߲ࣜͱؔ࿈͚
ΒΕΔ͜ͱɼͦΕ΄Ͳົحͳ͜ͱͰͳ͍ɽ

ετϦϯάབྷΈͷϦϯΫɾϗϞτϐʔྨɼϛϧφʔෆมྔͰྨͰ͖Δ͜ͱ͕
ΒΕ͍ͯΔ [7]ɽߋʹɼ࣍ʹհ͢ΔఆཧͰɼϦϯΫɾϗϞτϐʔྨͷදݩΛ༩
͍͑ͯΔɽ
JkΛҟͳΔ k + ͷࣗવ͔ΒͳΔྻݸ1 j0, j1, . . . , jk−1, jk (1 ≤ j0 < jm < jk ≤

n, m = 1, . . . , k− 1) ͱ͢ΔɽJkͷྻ i0i1...ikͰ i0 < i1 < · · · < ik−1 < ikΛຬͨ͢
ͷʹର͠ɼaJΛ {i1, ..., ik−1}ͷஔͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼJ = i0aJ(i1)...aJ(ik−1)ikJk

ͷݩͰ͋Δɽ(·ͨɼٯʹJkͷҙͷݩɼ͜ͷํ๏ͰಘΒΕΔɽ)

TJΛਤ 2Ͱࣔ͞Εͨɼࣗ໌ͳnετϦϯάབྷΈ1nʹର͢ΔCk-treeͱ͢Δ 3ɽ͜͜
Ͱɼ aJ ɼஔ aJΛ࣮͢ݱΔϙδςΟϒͳ k − 1ϒϨΠυͰɼҟͳΔετϦϯά
ؒͷަࠩߴʑ1ճͰ͋Δͷͱ͢Δɽʢ͜ͷΑ͏ͳϒϨΠυҰҙతʹఆ·Δɽʣߋʹɼ
ਤ 2ʹඳ͔Ε͍ͯͳ͍ 1nͷଞͷ͕͋Δ߹ɼͦΕΒશͯ TJͷԼଆʹ͋Δͷ

3Ck-tree༿ኍࢯʹΑͬͯఆٛ͞ΕͨΫϥεύʔͷҰछ͕ͩɼ͜͜Ͱɼਤ 3Ͱࣔ͢བྷΈͷόϯυ
ͷུਤͰ͋Δͱ͑ࢧࠩͯͬ͠ࢥͳ͍ɽ
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ͱ͢Δɽ·ͨɼTJͷ∗ҹ͕͍ͨลΛෛͷํʹͻͶΓͯ͠ಘΒΕΔCk-treeΛT−1
J

ͱ͢Δɽ
ͦ͜ͰɼVJͱV −1

J ΛͦΕͧΕTJͱT−1
J ͔Βɼਤ 3ʹैͬͨόϯυͰಘΒΕΔnε

τϦϯάབྷΈͱ͢Δ.

ਤ 2: ετϦϯάབྷΈVJ , V
−1
J

ਤ 3: Ck-treeͷද͢བྷΈͷόϯυ.

ఆཧ 3.5 (Y[23]) nετϦϯάབྷΈ lɼབྷΈ l1 × · · ·× ln−1ʹϦϯΫɾϗϞτϐο
ΫͰ͋Δɽ͜͜Ͱɼlk =

∏
J∈Jk

V xJ
J Ͱ͋Γɼ

xJ = µli(J) =






µl(J) if i = 1,

µl(J)− µl1···li−1(J) if i ≥ 2.

Ͱ͋Δɽ

 3.7 2ͭͷετϦϯάབྷΈ l1, l2ͷੵ l1 × l2ɼl2Λ l1ʹੵΈॏͶΔ͜ͱʹΑΓఆ
ٛ͞ΕΔɽ͜ͷੵҰൠʹՄͰͳ͍ͷͰɼఆཧ 3.5ʹ͓͍ͯɼ֤ू߹Jkͷݩʹ
ࣙॻࣜॱং͕༩͑ΒΕ͍ͯΔͷͱ͢Δɽ

ࣜ (1)ΑΓɼҎԼͷ2ͭͷ͜ͱΛࣔ͢͜ͱʹΑΓɼఆཧ 3.1ΛಘΔɽ

(I) µl(I) ≡ xI (mod gcd{xJ | J < I, J &= I})͔ͭ∆l(I) = gcd{xJ | J < I, J &= I}.

(II)
−1

(n− 1)!2n−1

∑

J<I

(−1)|J |(logP0(LJ))
(n−1) ≡ xI (mod gcd{xJ | J < I, J &= I})

(I)ɼϛϧφʔෆมྔͷࢉܭͰൺֱత༰қʹಘΒΕΔɽ(II)ΛಘΔʹɼ༿ኍࢯͷΫ
ϥεύʔཧɼ(logP0(LJ))(n−1)ͷՃ๏ੑͦͷଞͷHOMFLYPTଟ߲ࣜͷੑ࣭Λ༻
͍ͨʢগͳ͘ͱߨԋऀʹͱͬͯʣෳࡶͳٞΛඞཁͱ͢Δɽ·ͨɼ͜ͷ෦ͷٞ
Ͱఆཧ͝ͱʹҟͳΔΞΠσΞ͕ඞཁʹͳΔɽ
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Wedge Decomposition of Polyhedral Products

େࡕཱେֶཧֶڀݚܥՊɹೖߐӈӴ

֓ཁ

ۭؒͷੵ X1 × X2 × · · · × Xm ͷҰൠԽͱͯ͠ Polyhedral Productʢଟ໘ମੵʣ͕ 1960ΑΓ͞ڀݚΕ
͍ͯ·͢ɽಛʹ 1990ॳ಄ʹ Davisͱ Januszkiewicz͕ٖτʔϥεଟ༷ମͷڀݚʹ Polyhedral Product
Λ༻͍ΔΑ͏ʹͳΓଟ͘ͷΛूΊΔΑ͏ʹͳΓ·ͨ͠ɽզʑ Polyhedral Product ͷϗϞτϐʔܕʹ
ɼPolyhedralͪ࣋ຯΛڵ Product͕ݒਨۭؒͷ 1ʹղ͢Δे݅Λ༩͑Δ͜ͱ͕ग़དྷ·ͨ͠ɽ͜͜
Ͱɼલʹ͜ͷڀݚͷഎܠͰ͋Δ Polyhedral Product ͱͱͷؔ࿈Λத৺ʹ͓͠ɼޙͰ shellable
complexͷ Alexander dualʹର͢Δ Polyhedral ProductZK(CX,X)͕ݒਨۭؒͷ 1ʹղ͢Δ͜ͱ
Λɼ֤ Xi ͕࿈݁Ͱ͋Δͱ͍͏݅ͷͱͰূ໌͍ͨ͠ͱ͍ࢥ·͢ɽͳ͓ɼ͜ͷߨԋژେֶͷ؛ຊେ༞ࢯ

ͱͷڞಉ͍͍ͯͮجʹڀݚ·͢ɽ

̍ɽPolyhedral Productͷఆٛͱྫ

͜ͷߨԋͰɼ୯ମෳମ K ͱৗʹ༗ݶͳந୯ମෳମΛҙຯ͠ɼͦ͠͠ͷزԿֶత࣮ݱͱಉҰ͢ࢹ
Δɽͭ·Γɼ

ఆٛ 1.1. ୯ମෳମ Kͱ͋Δ༗ूݶ߹ V = V(K)ͷ෦ू߹ K ⊂ 2V Ͱ࣍ͷ݅Λຬͨ͢ͷͰ͋Δɽ

(i) σ ∈ K͔ͭ τ ⊂ σͳΒ τ ∈ KͰ͋ΔɽಛʹɼK ! ∅ͳΒ ∅ ∈ KͰ͋Δɽ
(ii) V ͷҙͷݩ v ∈ V ʹରͯ͠ {v} ∈ KͰ͋Δɽ

V ू߹ͱݴΘΕɼV ⊂ [m] = {1, 2, · · · ,m} ΛͱΔ͜ͱ͕ଟ͍ɽK = ∆V = V = 2V ͷͱ͖ɼK Λ୯ʹ
simplexͱ͏ݴɽ

͜ͷߨԋͰɼಛʹஅΒͳ͍ݶΓۭؒͱجΛۭؒͭ࣋Λҙຯ͠ɼࣸ૾ͱجΛۭؒͭ࣋ͷؒͷجΛ

ʹۭ͕ؒԿͰ͋Ζ͏ͱ୯جʹҠ͢࿈ଓࣸ૾Λҙຯ͢Δɽج ∗ʹΑͬͯද͞ΕΔɽ

ఆٛ 1.2. V ⊂ [m]Λू߹ͱ͢Δ୯ମෳମ Kͱۭؒରͷू߹ (X,A) = {(Xi,Ai)}mi=1 ͕༩͑ΒΕͨͱ͢Δɽ

Kͷ୯ମ σʹରͯ͠

(X,A)σ = Y1 × Y2 × · · · × Ym, ͨͩ͠ Yi =


Xi for i ∈ σ,
Ai for i " σ,

ͱఆΊΔɽKͱ (X,A)ʹਵͨ͠ Polyhedral ProductZK(X,A)ͱɼ

ZK(X,A) =
⋃

σ∈K

(X,A)σ ⊂
m∏

i=1

Xi

ͱఆٛ͢Δɽͯ͢ͷ iʹ͍ͭͯ (Xi,Ai) = (X,A)ͷͱ͖ɼZK(X,A)ΛZK(X,A)ͱུ͢هΔɽ
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ྫ 1.3.

(i) K = ∆[m] ͷͱ͖ɼPolyhedral Product୯ʹ

ZK(X,A) =
m∏

i=1

Xi

ͱͳΔɽ

(ii) K͕ [m]Λू߹ͱ͢Δࢄෳମͷͱ͖ɼ

ZK(X, ∗) = X1 ∨ X2 ∨ · · · ∨ Xm,

ͭ·Γɼۭؒ Xi ͷ 1ͱͳΔɻ
(iii) K = ∂∆[m] = {σ ⊂ [m] | σ ! [m]}ͷͱ͖ɼ

ZK(X, ∗) = {(x1, . . . , xm) ∈
m∏

i=1

Xi | at least one xi is the basepoint ∗}

ͱͳΓɼfat wedgeͱΑΕϗϞτϐʔͰΑ͘ѻΘΕΔۭؒͰ͋Δɽ
(iv) K = ∂∆[m] Ͱۭؒͷू߹ X = {Xi}mi=1 ʹରͯ͠ɼCX = {CXi}mi=1 ͱ͓͘ͱ͖ɼ

ZK(CX,X) % X1 ∗ · · · ∗ Xm % Σm−1X1 ∧ · · · ∧ Xm

ͱͳΔ͜ͱ͕Porter[1965]ʹΑͬͯࣔ͞Ε͍ͯΔɽͨͩ͠ɼCXۭؒXͷਲ਼CX = X×I/(X×{0}∪∗×I)
Λද͢ɽ

զʑͷڀݚಈػɼ͜ͷ Porter ͷࣄΛͲ͜·Ͱ֦ுͰ͖Δ͔ʁͱ͍͏࣭ʹԠ͑Δ͜ͱʹ͋ͬͨɽ
ͦͯ͠ɼ͜͜ͰઐΒZK(CX,X)ͷϗϞτϐʔܕΛ͢ߟΔɽ

ྫ 1.4.

(i) ZK(D2, S1)ͱZK(CP∞, ∗) toric manifoldsͷݱʹڀݚΕΔۭؒͰɼલऀΛmoment-angle complex,
Λऀޙ Davis-JanuszkiewiczۭؒͱΑͿɽ

(ii) C∗ = {z ∈ C | z ! 0}ͱఆٛ͢Δͱ͖ɼ

ZK(C,C∗) = Cm \
⋃

σ"K

{(z1, · · · , zm) ∈ Cm | zi1 = · · · = zik = 0 for σ = {i1, · · · , ik}}

ͱͳΓɼ෦ۭؒஔͷิۭؒͱͳΔɽͦͯ͠ɼ

ZK(C,C∗) % ZK(D2, S1)

Ͱ͋Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽ

̎ɽ͔Βͷ४උ

୯ମෳମ K͔Βछʑͷ͕ߏ͞ΕΔ͕ɼͦͷதͰ࠷ॏཁͳͷͷ 1ͭʹ Stanley-Reisner͕͋Δɽ
ҎԼʹ͓͍ͯಛʹஅΒͳ͍ݶΓ kʹΑͬͯ๏୯ҐݩΛͭ࣋ՄΛද͢ɽͦͯ͠ɼͦΕ্ͷ͖࣍ͭଟ

߲ࣜ k[v1, · · · , vm]Λ͑ߟΔɽͨͩ͠ɼdeg vi = 2ͱ͢Δɽ
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ఆٛ 2.1. [m]্ͷ୯ମෳମ Kͷ Stanley-Reisner ringʢ·ͨ face ringʣͱɼ༨

k[K] = k[v1, · · · , vm]/IK

ͷ͜ͱͰ͋Δɽ͜͜ʹɼIK  K ʹଐ͠ͳ͍୯ମ σ = {i1, · · · , is} ʹର͢Δ୯߲ࣜ vσ = vi1 · · · vis Ͱੜ͞ΕΔ

homogeneous idealͰ͋Δɽ

Stanley-Reisner ring ͷߏΛΔͨΊʹɼTork[v1,··· ,vm]
∗ (k[K],k) ͱ Tork[K]

∗ (k,k) ͕ௐΒΕ͖ͯͨɽ͜͜
ͰɼtorsionՃ܈ͷఆٛΛ͍ࢥग़ͦ͏ɽM,NΛ RՃ܈ͱ͢Δͱ͖Mͷ Rࣗ༝Ճ܈ղ

· · ·→ Fi → · · ·→ F1 → F0 →M→ 0

ΛͱΓɼNͱͷςϯαʔੵΛͱΔͱෳମ

· · ·→ Fi ⊗R N→ · · ·→ F1 ⊗R N→ F0 ⊗R N→ 0

͕ಘΒΕɼͦͷ i൪ͷϗϞϩδʔ܈Λ TorR
i (M,N)ͱॻ͘ɽͭ·Γɼ

TorR
i (M,N) = Ker(Fi ⊗R N→ Fi−1 ⊗R N)/Im(Fi+1 ⊗R N→ Fi ⊗R N).

Ұൠʹ TorR
∗ (M,N)ੵߏΛͨ࣋ͳ͍͕ɼTork[v1,··· ,vm]

∗ (k[K],k)ҎԼͷΑ͏ʹ KoszulղΛ༻͍ͯ k-
ͷߏΛ༩͑Δ͜ͱ͕ग़དྷΔɽ

k ͷ k[v1, · · · , vm] Ճ܈ͱͯ͠ͷߏɼ֤ vi Λ 0 ʹҠࣸ͢૾ k[v1, · · · , vm] → k Λ༻͍ͯ༩͑Δɽ
Λ[u1, · · · , um]ʹΑͬͯ k্ͷ֎ੵΛද͢ɽͭ·ΓɼΛ[u1, · · · , um] k্ u1, · · · , um Ͱੜ͞Ε͍ͯͯɼ

Ͱఆٛ͞ΕΔɽࣜͷؔ࣍

uiuj =


0 if i = j,
−ujui if i ! j.

͜ͷͱ͖ɼR = Λ[u1, · · · , um] ⊗ k[v1, · · · , vm]࣍ͷΑ͏ʹͯ̎͠ॏ͖࣍ͭඍͷߏΛͭ࣋ɽ

bideg ui = (1, 2), bideg vi = (0, 2),

dui = vi, dvi = 0.

Λi[u1, · · · , um] ʹΑͬͯ Λ[u1, · · · , um] ͷ͞ i ͷ୯߲ࣜʹΑͬͯੜ͞ΕΔ෦Ճ܈Λද͢ͱɼ࣍ͷΑ͏ͳ
શྻ͕ಘΒΕΔɽ

0→ Λm[u1, · · · , um] ⊗ k[v1, · · · , vm] d−→ · · · d−→ Λ1[u1, · · · , um] ⊗ k[v1, · · · , vm] d−→ k[v1, · · · , vm]→ k→ 0

ςϯαʔੵ ⊗k[v1,··· ,vm]k[K]ΛͱΔͱෳମ

0→ Λm[u1, · · · , um] ⊗ k[K] d−→ · · · d−→ Λ1[u1, · · · , um] ⊗ k[K] d−→ k[K]→ 0

ΛಘΔɽ

Tork[v1,··· ,vm]
i (k[K],k) " Tork[v1,··· ,vm]

i (k,k[K]) =
Ker(Λi[u1, · · · , um] ⊗ k[K] d−→ Λi−1[u1, · · · , um] ⊗ k[K])

Im(Λi+1[u1, · · · , um] ⊗ k[K] d−→ Λi[u1, · · · , um] ⊗ k[K])

ΑΓɼ
Tork[v1,··· ,vm]

∗ (k[K],k) " H∗(Λ[u1, · · · , um] ⊗ k[K]; d)
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ΛಘΔ͕ɼӈล͕ੵߏΛͭ࣋ͷͰ͜ΕʹΑΓࠨลʹੵߏΛఆٛ͢Δɽ

ҎԼʹ͓͍ͯɼk ମͰ͋ΔͱԾఆ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ̎ͭͷ̎ॏ͖࣍ͭՃ܈ Tork[v1,··· ,vm]
∗ (k[K],k) ͱ

Tork[K]
∗ (k,k)ͷ PoincaréྻΛ

P(Tork[v1,··· ,vm]
∗ (k[K],k)) =

∑

i, j≥0

dimk Tork[v1,··· ,vm]
i (k[K],k) jtixj

P(Tork[K]
∗ (k,k)) =

∑

i, j≥0

dimk Tork[K]
i (k,k) jtixj

ʹΑͬͯఆٛ͢Δɽ1950ͷޙɼSerreෆࣜ

P(Tork[K]
∗ (k,k)) ≤ (1 + tx)m

1 − tP(Tork[v1,··· ,vm]
∗ (k[K],k))

͕Γཱͭ͜ͱΛূ໌ͨ͠ɽͨͩ͠ɼෆࣜ ≤ ରԠ͢Δ͝ͱʹ͓͍ͯෆ͕ࣜΓཱͭ͜ͱΛҙຯ͢
ΔɽͦͷޙɼGolod্هʹ͓͍͕ͯࣜΓཱͭͨΊͷඞཁे݅Λ༩͑ͨɽ

ఆཧ 2.2(Golod[1962]). ࣜ

P(Tork[K]
∗ (k,k)) =

(1 + tx)m

1 − tP(Tork[v1,··· ,vm]
∗ (k[K],k))

͕ΓཱͭͨΊͷඞཁे݅ɼTork[v1,··· ,vm]
∗ (k[K],k))ͷੵ͕ࣗ໌Ͱ͋Δͱͱʹɼ͢ ͯͷ࣍ߴͷMassey

ੵ͕ࣗ໌Ͱ͋Δ͜ͱͰ͋Δɽ

Golod ʹҼΜͰɼ্هࣜͷΓཱͭ୯ମෳମ K ͷ͜ͱΛ Golod ෳମͱ͍͏ɽ͞Βʹۙ࠷ɼBerglund-
Jöllenbeck࣍ͷ࣮ࣄΛূ໌ͨ͠ɽ

ఆཧ 2.3(Berglund-Jöllenbeck[2007]). ୯ମෳମ K͕ GolodͰ͋Δඞཁे݅ɼTork[v1,··· ,vm]
∗ (k[K],k)

ͷੵ͕ࣗ໌Ͱ͋Δ͜ͱͰ͋Δɽ

Ұํʹ͓͍ͯɼBuchstaber-Panov[2000], Baskakov-Buchstaber-Panov[2004], Franz[2006]Βɼ࣍ͷఆ
ཧΛূ໌ͨ͠ɽ

ఆཧ 2.4. kΛମ·ͨ Zͱ͢Δͱ͖ɼͱͯ͠ಉܕ

H∗(ZK(D2, S1); k) ! Tork[v1,··· ,vm]
∗ (k[K],k)

͕ଘ͢ࡏΔɽ

ैͬͯɼ୯ମෳମ K͕ k্GolodͰ͋Δ͜ͱΛূ໌͢ΔʹɼίϗϞϩδʔH∗(ZK(D2, S1); k)ͷੵ͕ࣗ
໌Ͱ͋Δ͜ͱΛূ໌͢ΕΑ͍ɽಛʹɼZK(D2, S1)͕ݒਨۭؒͰ͋Εɼͯ͢ͷମ kʹ͍ͭͯ K Golod
Ͱ͋Δɽͭ·Γɼ୯ମෳମ K͕ GolodͰ͋Δͱ͍͏తߏΛௐΔʹɼZK(D2, S1)ͷϗϞτϐʔܕΛ
ௐΕΑ͍ͱ͍͏͕ࣄ͔Δɽ

̏ɽΈ߹Θ͔ͤΒͷ४උ

୯ମෳମΈ߹ΘͤͷͰৄ͘͠͞ڀݚΕ͓ͯΓɼ࣍ͷΑ͏ͳछʑͷ୯ମෳମͷΫϥε͕ఆٛ͞Εͯ

͍Δɽ
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ఆٛΛ༩͑ΔͨΊʹ༻ޠΛ४උ͢Δɽ୯ମෳମ Kͱͦͷ vʹରͯ͠ɼ

K \ v = {σ ∈ K | v ! σ},
linkK(v) = {σ ∈ K | v ! σ,σ ∪ {v} ∈ K}

ͱఆٛ͢ΔɽV ⊂ [m] ্ͷ୯ମෳମ K ͷۃେͳ୯ମʢsimplexʣͷ͜ͱΛ facet ͱ͍ݴɼσ ⊂ [m] ͕ K ͷ
missing faceͰ͋Δͱɼσͷڥք ∂σ = {τ ⊂ σ | τ " σ} Kͷ෦ෳମͰ͋Δ͕ɼσ ! KͰ͋Δ͜ͱΛ͏ݴɽ
ෳମ K͕ pureͰ͋ΔͱɼKͷ facetͷ͕͢ݩ͍࣍ͯ͜͠ͱΛ͏ݴɽ

ఆٛ 3.1. ୯ମෳମ K ͕ shiftedͰ͋ΔͱɼK ͷू߹ʹ࣍ͷੑ࣭ΛͭΑ͏ʹશॱংΛ༩͑Δ͜ͱ͕
ग़དྷΔ͜ͱΛ͏ݴɽ୯ମ σɼσͷ iͱ j < iΛҙʹͱΔͱ͖ɼ(σ \ {i}) ∪ { j} ∈ K ͕Γཱͭ͜ͱΛ͏ݴɽ
ͭ·ΓɼK͕ shiftedͰ͋ΔͨΊͷඞཁे݅ɼKͷҙͷ୯ମʹ͍ͭͯɼͦͷΛΑΓখ͞ͳʹ
औΓͯ͑ Kʹଐ͢Δ୯ମʹͳ͍ͬͯΔΑ͏ͳશॱং͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱͰ͋Δɽ

ఆٛ 3.2. ୯ମෳମ K͕ vertex decomposableͰ͋Δͱɼ࣍ͷ݅Λຬͨ͢͜ͱΛ͏ݴɽ

(i) K simplexͰ͋Δɼ·ͨ
(ii) ͷ݅Λຬͨ࣍͢ v͕ଘ͢ࡏΔɿ

(a) K \ vͱ linkK(v)ͱʹ vertex decomposableͰ͋Δɼ
(b) linkK(v)ͷ໘ K \ vͷਅͷ໘Ͱ͋Δɽ

ఆٛ 3.3. ୯ମෳମ K͕ shellableͰ͋ΔͱɼKͷ facet σ1, · · · , σk Λ࣍ͷ݅Λຬͨ͢Α͏ʹॱং͚ͮΒ

ΕΔ͜ͱΛ͏ݴɿͯ͢ͷ 2 ≤ i ≤ kʹ͍ͭͯ

(
i−1⋃

j=1

σ j) ∩ σi

͕ pureͳ dim σi − ෳମͰ͋Δɽ͜ͷͱ͖ɼॱংݩ࣍1 σ1, · · · , σk Λ shedding orderͱݺͿɽͦͯ͠ɼ

(
i−1⋃

j=1

σ j) ∩ σi = ∂σi

ͱͳΔ facet σi Λʢ༩͑ΒΕͨ shedding orderʹؔ͢Δʣspanning facetͱ͍͏ɽ

ۭؒ X  H̃i(X; k) = 0 for i ≤ n Λຬͨ͢ͱ͖ɼk ্ n-acyclic ͱ͍͏ɽn = ∞ ͷͱ͖ɼ୯ʹ k ্ acyclic
ͱ͍͏ɽ୯ମෳମ Kͱ nʹରͯ͠ɼK〈n〉 ʹΑͬͯɼKͷ nݩ࣍Ҏ্ͷ୯ମͰੜ͞ΕΔ Kͷ෦ෳମΛ
ද͢ɽ

ఆٛ 3.4. ୯ମෳମ Kʹ͍ͭͯ͑ߟΔɽ

(i) ͯ͢ͷ nʹ͍ͭͯɼK〈n〉 ͕ k্ n− 1-acyclicͷͱ͖ɼKΛ k্ sequentially acyclicͰ͋Δͱ͍͏ɽ
(ii) Kͷͯ͢ͷ୯ମ σʹ͍ͭͯɼlinkK(σ)͕ k্ sequentially acyclicͰ͋Δͱ͖ɼKΛ k্ sequentially

Cohen-MacaulayͰ͋Δͱ͍͏ɽಛʹ Kࣗ k্ sequentially acyclicͰ͋Δɽ

ͦͯ͠ɼ͜ΕΒͷؒʹ࣍ͷ͕ؔ͋Δɽ

shifted =⇒ vertex decomposable =⇒ shellable =⇒ sequentially Cohen-Macaulay over Z
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͜͜ͰॏཁͳఆཧΛड़Δલʹɼ͏ 1ͭఆ͕ٛඞཁʹͳΔɽ

ఆٛ 3.5. V ⊂ [m]্ͷ୯ମෳମ Kͷ Alexander dual K∗ ͱɼ࣍ʹΑͬͯఆٛ͞ΕΔ୯ମෳମΛද͢ɽ

K∗ = {σ ∈ [m] | σc = [m] \ σ ! K}

ैͬͯɼσ ⊂ [m]ʹ͍͕ͭͯ࣍Γཱͭɽ

σ is a facet of K⇐⇒ σ ∈ K and if σ ! τ then τ ! K
⇐⇒ σc ! K∗ and if τ ! σc then τ ∈ K∗

⇐⇒ σc is a missing face of K∗

(K∗)∗ = KͰ͋Δ͜ͱΛ͑ߟΔͱɼ୯ମෳମ KΛهड़͢Δͷʹͦͷ facetΛࢦఆ͢Δͷͱmissing faceΛࢦ
ఆ͢Δͷ͕ಉͰ͋Δ͜ͱ͕͔Δɽ

ఆཧ 3.6(Herzog-Reiner-Welker[1999]). K Λ [m] ্ͷ୯ମෳମͱ͢Δɽ͠ɼK ͷ Alexander dual K∗

͕ମ k্ sequentially Cohen-MacaulayͳΒɼKମ k্ GolodͰ͋Δɽ

,ষͰड़ΔΑ͏ʹɼզʑ͜ͷఆཧΛZK(D2࣍ S1)ͷϗϞτϐʔܕΛ͢ڀݚΔ͜ͱʹΑΓɼূ໌͢Δ͜ͱ
ʹޭͨ͠ɽ

4ɽओఆཧͱͦͷূ໌ͷΞΠσΞ

͏ 1ɼզʑ͕͢ߟΔಛผͳ polyhedral productͷఆٛΛ͍ࢥग़ͦ͏ɽV ⊂ [m]Λू߹ͱ͢Δ୯
ମෳମ Kͱۭؒͷू߹ X = {Xi}mi=1 ͕༩͑ΒΕͨͱ͢ΔɽKͷ୯ମ σʹରͯ͠

(CX,X)σ = Y1 × Y2 × · · · × Ym, ͨͩ͠ Yi =


CXi for i ∈ σ,
Xi for i ! σ,

ͱఆΊΔɽKͱ (CX,X)ʹਵͨ͠ Polyhedral ProductZK(CX,X)ͱɼ

ZK(CX,X) =
⋃

σ∈K

(CX,X)σ ⊂
m∏

i=1

CXi

ͱఆٛ͢ΔɽಛʹɼZK(D2, S1) = ZK(CS1, S1)Ͱ͋Δɽ
·ͨɼI = {i1 < · · · < ik} ⊂ [m] ʹରͯ͠ɼX̂I = Xi1 ∧ · · · ∧ Xik , ͓Αͼ XI = {Xij}kj=1 ͱఆٛ͢Δɽ͞Βʹɼ

V ⊂ [m]্ͷ୯ମෳମ Kʹରͯ͠ɼ
KI = {σ ⊂ I | σ ∈ K}

ͱఆٛ͢ΔɽಛʹɼI ⊂ [m]͕ Kͷ simplexͳΒ KI = ∆I ͱͳΓՄॖͰ͋Δɽ·ͨɼҎԼͷఆཧͰ X̂∅ = ∗
ͱଋ͢Δɽ

͜ͷͱ͖ɼ͕࣍զʑͷओఆཧͰ͋Δɽ

ఆཧ 4.1. K Λ [m]্ͷ୯ମෳମͰ X = {Xi}mi=1 ࿈݁ͳ CWෳମͷू߹ͱ͢ΔɽK ͷ Alexander dual͕
shellableͳΒ

ZK(CX,X) )
∨

I⊂[m]

ΣKI ∧ X̂I

Ͱ͋Δɽ
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ఆཧ 4.2. K Λ [m]্ͷ୯ମෳମͰ X = {Xi}mi=1 ࿈݁ͳ CWෳମͷू߹ͱ͢ΔɽK ͷ Alexander dual͕
ମ k্ sequentially Cohen-MacaulayͳΒ

ZK(CX,X) !(p)

∨

I⊂[m]

ΣKI ∧ X̂I

Ͱ͋Δɽͨͩ͠ɼpମ kͷඪͰ͋Δɽ

ܥ 4.3. KΛ [m]্ͷ୯ମෳମͰ X = {Xi}mi=1 ࿈݁ͳ༗ݶෳମͷू߹ͱ͢ΔɽKͷ Alexander dual͕ҙ
ͷମ k্ sequentially Cohen-MacaulayͳΒɼ࣍ͷϗϞτϐʔಉ͕ଘ͢ࡏΔɽ

ZK(CX,X) !
∨

I⊂[m]

ΣKI ∧ X̂I

ܥ 4.4. Kܥ 4.3ͷ௨Γͱ͢ΔͱZK(D2, S1)ٿ໘ͷ 1ʹϗϞτϐಉͰ͋Δɽ

গ͠ྺ࢙Λɽ·ͣ࠷ॳʹ Grbić-Theriault[2004] ͕ K ͕ shifted ͷ߹ʹ moment-angle complex
ZK(D2, S1) ໘ͷٿ͕ 1 ʹϗϞτϐʔಉͰ͋Δ͜ͱΛࣔͨ͠ɽͦͷޙɼGrbić-Theriault ͱզʑ
2013 ʹ͜ΕΛҰൠͷ ZK(CX,X) ͷղʹ֦ுͨ͠ʢզʑͷจͰ֤ Xi ඞͣ͠࿈݁Ͱͳ͍ʣɽ͜

͜ͰɼK ͕ shifted Ͱ͋Δ͜ͱͱɼͦͷ Alexander dual K∗ ͕ shifted Ͱ͋Δ͜ͱಉͰ͋Δ͜ͱΛҙ
͓ͯ͘͠ɽ͞Βʹɼ2012 ʹ Grujić-Welker ͕ K ͷ Alexander dual ͕ vertex decomposable ͷ߹ʹɼ
ZK(Dn+1, Sn) ໘ͷٿ͕ 1 ʹϗϞτϐʔಉͰ͋Δ͜ͱΛࣔͨ͠ɽͱ͜Ζ͕൴Βͷূ໌ΛΑ͘ݟΔͱɼK
ͷ Alexander dual ͕ vertex decomposable ͷ߹ʹɼZK(CX,X) ܥ͕ 4.2 ͱಉ͡ܗͷղΛͭ࣋͜ͱ͕
͔ΔɽͪΖΜɼ֤ Xi ͕࿈݁Ͱ͋Δ͜ͱΛԾఆ͢Δඞཁͳ͍ɽैͬͯɼ࣍ʹઓ͖͢՝ͱͯ͠ɼK
ͷ Alexander dual ͕ shellable Ͱ͋Δ߹ sequentially Cohen-Macaulay Ͱ͋Δ߹ʹ ZK(CX,X) ͷ
wedge decompositionΛ༩͑Δ͜ͱ͕ු্͢Δͷࣗવͳ͜ͱͰ͋Δɽզʑ֤ Xi ͕࿈݁Ͱ͋Δͱ͍͏

݅Λ༨ʹ͚Ճ͑Δ͜ͱʹΑͬͯɼॳͷతΛୡ͢Δ͜ͱ͕ग़དྷͨɽ໘ͷޙࠓͷ՝ɼ֤ Xi ͕࿈

݁Ͱͳ͍߹Λ͢ڀݚΔ͜ͱɼಛʹ real-moment angle complexZK(D1, S0)͕ղ͢Δ͔Ͳ͏͔Λܾఆ͢Δ
͜ͱͰ͋Δɽ

ఆཧ 4.2, 4.3ͷূ໌ʹٕज़తͳಓ۩͕ඞཁ͕ͩɼجຊతͳূ໌ͷΞΠσΞಉ͡ͳͷͰɼͦͷΑ͏ͳͷ
Λඞཁͱ͠ͳ͍ఆཧ 4.1ͷূ໌Λհ͢Δɽ·ͣɼ৽͍͠୯ମෳମͷΫϥεΛಋೖ͢Δɽ

ఆٛ 4.5. ୯ମෳମ K͕ k্ extractibleͰ͋Δͱɼ

(i) ͋Δ vʹ͍ͭͯ K \ v͕ simplexʹͳΔ͔ɼ
(ii) Kͷͯ͢ͷ vʹ͍ͭͯ K \ v͕ k্ extractibleͰ͋Γɼࣸ૾

ΣK→
∨

v∈[m]

Σ(K \ v)

Ͱ߹ࣸ૾
ΣK→

∨

v∈[m]

Σ(K \ v)→ ΣK

͕ kͷϗϞϩδʔ܈ͷ߃ࣸ૾Λಋ͘ͷ͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱͰ͋Δɽͨͩ͠ɼ্هͷӈଆͷࣸ૾แ
ؚࣸ૾ K \ v→ K͔Β༠ಋ͞ΕͨͷͰ͋Δɽ
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Z্ extractibleͰ͋Δͱ͖ɼ୯ʹ extractibleͰ͋Δͱ͍͏ɽ͜ͷ৽͍͠ΫϥεΛ༻͍Δͱɼఆཧ 4.1࣍
ͷ 2ͭͷఆཧͷܥͱͯ͠ಋ͔ΕΔɽ

ఆཧ 4.6. KΛ [m]্ͷ୯ମෳମͰ X = {Xi}mi=1 ࿈݁ͳ CWෳମͷू߹ͱ͢ΔɽK͕ extractibleͳΒ

ZK(CX,X) !
∨

I⊂[m]

ΣKI ∧ X̂I

Ͱ͋Δɽ

ఆཧ 4.7. K Λ V ⊂ [m] ্ͷ୯ମෳମͰɼK ͷ Alexander dual K∗ ͕ [m] ্ͷෳମͰ͋Δͱ͢ΔɽK ͕
shellableͳΒɼK∗  extractibleͰ͋Δɽ

ఆཧ 4.6ͷূ໌ͷεέον. ·ͣɼK \ v͕ simplexͱͳΔΑ͏ͳ͕͋Δ߹ɼূ໌͕؆୯ͳͷͰ͜͜
Ͱলུ͢Δɽ

ͦ͏Ͱͳ͍߹ΛҎԼͰ͑ߟΔɽ༩͑ΒΕͨ݅ͷͱͰɼ

ZK(CX,X),
∨

I⊂[m]

ΣKI ∧ X̂I

ͷۭ྆ؒͱ୯࿈݁Ͱ͋Δ͜ͱ͕༰қʹࣔ͞ΕΔͷͰɼmʹؔ͢Δؼೲ๏Λ༻͍ͯɼࣸ૾
∨

I⊂[m]

ΣKI ∧ X̂I → ZK(CX,X)

ͰϗϞϩδʔ܈ͷؒͷಉ૾ࣸܕΛ༠ಋ͢ΔͷΛߏ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼJ.H.C. WhiteheadͷఆཧΑΓ্ࣸه
૾ϗϞτϐʔಉͳࣸ૾ͱͳΓূ໌͕ऴΘΔɽͦ͜Ͱɼ֤ I ⊂ [m]ʹରͯࣸ͠૾

ΣKI ∧ X̂I → ZK(CX,X)

ͰɼͦΕ͕༠ಋ͢ΔϗϞϩδʔ܈ͷؒͷ४ಉ͕૾ࣸܕඪ४తͳͷͱͳΔͷΛߏ͢Δɽ͜͜Ͱʮඪ४తʯ

ͱԿ͔ɽ

Α͘ΒΕͨϗϞτϐʔಉࣸ૾

Σ(X1 × · · · × Xm) !
∨

I⊂[m]

ΣX̂I

ͷҰൠԽͱͯ͠ɼpolyhedral productZK(X,A) 1ճݒਨ͢ΔͱɼΑΓখ͞ͳۭؒͷݒਨۭؒͷ 1ʹϗ
ϞτϐʔಉʹͳΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽ

ఆཧ 4.8(Bahri-Bendersky-Cohen-Gitler[2010]). KΛ V ⊂ [m]্ͷ୯ମෳମͰ X = {Xi}mi=1 ࿈݁ͳ CW
ෳମͷू߹ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼࣗવͳϗϞτϐʔಉࣸ૾

Σ
∨

I⊂[m]

ΣKI ∧ X̂I !−→ ΣZK(CX,X)

͕ଘ͢ࡏΔɽ

͜ͷͱ͖ɼࣸ૾
ΣKI ∧ X̂I → ZK(CX,X)

͕༠ಋ͢ΔϗϞϩδʔ܈ͷؒͷࣸ૾͕ඪ४తͰ͋Δͱɼఆཧ 4.8Ͱߏ͞Εͨࣸ૾͕༠ಋ͢ΔϗϞϩδʔ܈
ͷؒͷ४ಉ૾ࣸܕͱҰக͢Δ͜ͱΛ͏ݴɽ
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ఆཧͷূ໌ʹΖ͏ɽؼೲ๏Λ͏ͱ֤ I ! [m]ʹରͯ͠ɼ߹ࣸ૾

ΣKI ∧ X̂I → ZK(CXI,XI)→ ZK(CX,X)

ΊΔͷͰ͋Δ͜ͱ͕ఆཧٻ͕ 4.8ͷࣸ૾ͷࣗવੑΑΓ݁Ͱ͖ΔͷͰɼ࠷ऴతʹ

K ∧ X1 ∧ · · · ∧ Xm → ZK(CX,X)

ͰɺͦΕ͕༠ಋ͢ΔϗϞϩδʔ܈ͷؒͷࣸ૾͕ඪ४తͰ͋ΔͷΛߏ͢ΕΑ͍ɽͦͷͨΊʹɼ୯ମෳମͷ

แؚࣸ૾ K \ v→ K͕༠ಋ͢Δ polyhedral productͷؒͷࣸ૾

ZK\v(CX,X) = ZK\v(CXK\v,XK\v) × Xv → ZK(CX,X)

Λར༻͢Δɽͭ·Γɼࠨଆͷ߲ͷ ∗ × Xv ͱӈଆͷ߲ͷ CXv Λ 1ʹ௵͢ͱࣸ૾

ZK\v(CXK\v,XK\v) " Xv → ZK(CX,X)/CXv % ZK(CX,X)

ΛಘΔɽ͜͜ʹɼY " X = (Y × X)/(∗ × X)Ͱ͋Δɽؼೲ๏ͷԾఆΑΓɼZK\v(CXK\v,XK\v)ݒਨۭؒΑΓɼ
Δɽ͢ࡏͷϗϞτϐʔಉࣸ૾͕ଘ࣍

ZK\v(CXK\v,XK\v) " Xv % ZK\v(CXK\v,XK\v) ∨ (ZK\v(CXK\v,XK\v) ∧ Xv)ɹ

ैͬͯɼࣸ૾

αv : ZK\v(CXK\v,XK\v) ∧ Xv → ZK\v(CXK\v,XK\v) " Xv → ZK(CX,X)/CXv % ZK(CX,X)

͞ΕͨߏʹೲతؼʹͰ͖ͨɽ͞Βߏ͕

fv : Σ(K \ v) ∧ X̂[m]\v ∧ Xv → ZK\v(CXK\v,XK\v) ∧ Xv

ͱɼK͕ extractibleͰ͋Δ͜ͱͷఆٛΑΓɼࣸ૾

g : ΣK→
∨

v∈[m]

Σ(K \ v)

Ͱ߹ࣸ૾ ΣK → ∨v∈[m] Σ(K \ v) → ΣK ͕ϗϞϩδʔ܈ͷ߃ࣸ૾Λ༠ಋ͢ΔΑ͏ͳࣸ૾Λ༻͍ͯɼ߹
ࣸ૾

ΣK∧X̂[m] g∧1−−→
∨

v∈[m]

Σ(K\v)∧X̂[m] =
∨

v∈[m]

Σ(K\v)∧X̂[m]\v∧Xv
∨ fv−−→
∨

v∈[m]

ZK\v(CXK\v,XK\v)∧Xv
∨αv−−→Z K(CX,X)

Λߏ͢Δɽޙ࠷ʹ͜ͷࣸ૾͕༠ಋ͢ΔϗϞϩδʔ܈ͷؒͷࣸ૾͕ඪ४తͰ͋Δ͜ͱΛɼఆཧ ߏ͍͓ͯʹ4.8
͞Εͨࣸ૾ͷࣗવੑΛ༻͍ͯূ໌͢Εɼূ໌͢Δɽ !

ఆཧ 4.7ͷূ໌. mʹؔ͢Δؼೲ๏ʹΑΓূ໌͢Δɽm = 1ͷͱ͖ɼఆཧ໌Β͔ʹΓཱͭɽ
m ≥ 2Ͱఆཧ m − 1ͷͱ͖ਖ਼͍͠ͱԾఆͯ͠ɼmͷͱ͖Γཱͭ͜ͱΛূ໌͢Δɽ
K∗ \ v = linkK(v)∗ ͱ linkK(v)͕ shellableͰ͋Δ͜ͱΑΓɼؼೲ๏ͷԾఆΑΓ K∗ \ v extractibleͰ͋Δɽ
∅∗ = ∆[m]ͱ {∅}∗ = ∂∆[m]͕Γཱͪɼ͜ ΕΒͷෳମ extractible͔ͩΒ K͕Λͭ࣋߹ͷূ໌Λ͏ߦɽ
Björner-Wachs[1996]ʹΑΓɼshellableͳෳମͷϗϞτϐʔܕΑ͔͍ͬͯ͘ΔɽKͷ shellingΛ 1ͭ

ఆ͠ɼݻ ΓK Λ Kͷ spanning facetsͷू߹ɼ∆K = K \ ΓK ͱ͓͘ɽ͜ͷͱ͖ɼ∆K  collapsible͔ͩΒ

K % K/∆K = ∨σ∈ΓK Sdim σ
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ΛಘΔɽΓK ͷ facet ∆K ͷmissing faceΑΓɼ

∆∗K = (∆K)∗ = K∗ ∪
⋃

σ∈ΓK

σc

ΛಘΔɽ͜͜ʹɼσc = [m] \ σͰ͋Δɽ
؆୯ʹ ∆∗K ͕Մॖͳ͜ͱ͕͔Δ͔Βɼ࣍ͷϗϞτϐʔಉࣸ૾͕ଘ͢ࡏΔɽ

ΣK∗ $ ∆∗K/K∗ = ∨σ∈ΓK Sdim σc
.

Björner-Wachs[1997]ʹΑΓɼK͕ shellableͳΒ linkK(v) shellableͰ͋Δ͜ͱ͕͔͍ͬͯͯɼKͷ
shelling orderΛ্ख͘ͱͬͯ linkK(v)ͷ shelling orderͰ࣍ͷ݅Λຬͨ͢ͷ͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱ͕͔Δɽ

ΓlinkK(v) = {σ \ v | σ ∈ ΓK and v ∈ σ}.

ͦ͜Ͱ࣍ͷՄਤࣜΛ͑ߟΔɽ

∆linkK(v) = linkK(v) \ ΓlinkK(v)
⊂−−−−−→ linkK(v)

#
#

∆K = K \ ΓK
⊂−−−−−→ K.

K∗ \ v = linkK(v)∗ ΑΓɼ࣍ͷՄਤ͕ࣜଘ͢ࡏΔɽ

linkK(v)∗ ⊂−−−−−→ ∆∗linkK(v) −−−−−→ ∆∗linkK(v)/linkK(v)∗ $−−−−−→ Σ(K∗ \ v)
#

#
#

#

K∗ ⊂−−−−−→ ∆∗K −−−−−→ ∆∗K/K
∗ $−−−−−→ ΣK∗.

ͨͩ͠ɼlinkK(v)∗ ͱ ∆∗linkK(v)  ∆
[m]\v ͷ෦ෳମͱͯ͠ Alexander dualΛ͍ͯ͑ߟΔ͕ɼK∗ ͱ ∆∗K  ∆

[m]

ͷ෦ෳମͱͯ͠ Alexander dualΛ͍ͯ͑ߟΔ͜ͱΛҙ͢Δɽ
ͷϗϞτϐʔಉࣸ૾࣍

ΣlinkK(v)∗ $ ∆∗linkK(v)/linkK(v)∗ = ∨σ∈ΓlinkK (v) S
dim(([m]\v)\σ) = ∨σ∈ΓK ,v∈σS

dim σc

͕ଘ͢ࡏΔͷͰɼΣK∗ $ ∆∗K/K∗ = ∨σ∈ΓK Sdim σc
ͷ Sdim σc

 σ͔Βҙͷ vΛͱΔͱ Σ(K∗ \v) $ ΣlinkK(v)∗

wedgeҼ͔ࢠΒདྷ͍ͯΔ͜ͱ͕͔ΔɽҎ্ΑΓɼॴఆͷੑ࣭Λ૾ࣸͭ࣋ ΣK∗ → ∨v∈[m] Σ(K∗ \ v)Λߏ͢
Δ͜ͱқ͍͜͠ͱͰ͋Δɽ !

ݙจߟࢀ

1. Victor M. Buchstaber and Taras E. Panov, Toric topology, available at arXive:1210.2368
2. Kouyemon Iriye and Daisuke Kishimoto, Topology of polyhedral products and the Golod property

of Stanley-Reisner rings, available at arXive:1304.4722
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*MIZLML�<ZMM[ɈাɂA∞৭ഢɈඍڮই

岩 瀨 則 夫

（九州大学 大学院数理学研究院）

� A∞ଡୗ
��� A∞ଡୗधਜ਼੪

A∞ ଡୗमණଡୗभঔॺআشऩधखथ ����ফप 6WDVKHII�>6W���@पेॉ

োऔोञऋؚ����ফपम 6XJDZDUD�>6X����� 6X����@ऋقಗ੪॑णكKRSI૬धঔ

ॺআش় KRSI૬पৌघॊই॓ॖংش૬॑৷ःञ્ඉतऐ॑ষढथःॊ؛

ই॓ॖংش૬ഔ! "
E1X Ei+1X EmX DmX

P0X PiX Pm−1X PmX

! " !!

""
!
!
!
!
!
!
!
!
!

pX0

! " !!

""
!
!
!
!
!
!
!
!
!

pXi

! " !!

""
!
!
!
!
!
!
!
!
!

pXm−1

""
!!
!!
! !
! !
!!

pXm

! " !! ! " !! ! " !!ιi

# $
ৰؚ6WDVKHII�>6W���@दम 6XJDZDUDभ્ඉतऐ॑ಹ৲खञ A∞ଡୗभणभଝ³

ই॓ॖংش૬ഔध A∞ ૄ³॑ଖइؚजोैभகਙ॑ંखञ؛जभჶम A∞ 

ૄ॑৷ःञই॓ॖংش૬ഔभଡਛदؚడഡऩਜ਼੪قVWULFW�XQLWكभோ॑৷ःॊ؛

Am ૄ! "
a(n) : K(n)× (

∏n X) −→ X� 2 ≤ n ≤ m� ਏऩैق a(1) = 1Xध઼ऎك# $
ERXQGDULHV! "

a(n)(∂k(ρ,σ ); [) = a(r)(ρ;ak(s)(σ; [)), [ = (x1, · · · , xn)
ZKHUH ak(s)(σ; [) = (x1, · · ·, xk−1, as(σ; xk, · · ·, xk+s−1), xk+s, · · ·, xn)�# $

VWULFW�XQLW! "
a(n)(τ; x1, · · ·, xj−1, e, xj+1, · · ·, xn) = a(n−1)(dK

j (τ); x1, · · ·, xj−1, xj+1, · · ·, xn).# $
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औथ 6WDVKHIIम VWULFW�XQLWपणःथभाোढञ੯॑ >6W���@दোखञऋؚ����ফ

भ /HFWXUH�1RWH�>6W���@दमऩॊभਜ਼੪قKRSI�XQLWكभ੯पऽदൠीथःञ؛

KRSI�XQLW! "
a(2)(∗; x, e) = x = a(2)(∗; e, x)# $!

K�XQLW! "
a(2)(∗; x, e) ∼ x ∼ a(2)(∗; e, x)# $

खऊखؚ����ফभ૮ঝشউ૬भম >$G���@भরद $GDPVमؚ॑ଖइॊ൸ऋ

ঔॺআشಗ੪॑णऩैय৴ਙमਏऩः6<قW���@म৴ਙ॑พ༷पෘघॊكऒ

धؚलমધपम੶खऩःऋ �VWULFW��XQLWपणःथभाোढञ੯ऋਏदँॊऒ

ध॑తखञ؛ৰؚA∞ ૄऊैই॓ॖংش૬॑ଡਛघॊ >6W���@भपम

ঔॺআشಗ੪भோऋਏदँॉؚ৴ &:ള৬मऒो॑ञघ؛ऽञؚणभਜ਼

੪भ੯पৌखथ >6W���@पଖइैोञகਙभपमؚ-DPHVभ UHWUDFWLOHभ৮ऋ

৷ःैोथःॊऋؚऒोम Am ૄभ GHIRUPDWLRQ॑ଖइॊभदमऩऎؚৗखः Am 

ૄ॑ଖइॊரभோ৶दँॊ؛జढथؚऒभ৮॑৷ःथ A∞ଡୗभइय A3

ૄ॑ॉఌइञৃ়ؚৗखः A3ૄपৌखथु A∞ଡୗभோ॑৳खअॊभऊਂ

दँॊ؛जऒदൿमযऊभ௧ੇपुৼखؚ৸ऎ౮ऩॊ॑ർॊऒधधखञ؛

���ঔॺআشਜ਼੪

ঔॺআشਜ਼੪भઅमؚ%RDUGPDQQैपेॊ WULYDOHQW�WUHHV॑৷ःञ৮ >%����

%9���@पऽद⍮ॊऋؚਜ਼ৼऩ RSHUDGधखथभଡਛपमؚ0XUR�7RQNVभਈभટ

>07���@ऋถखः؛जोपेोयؚೀैभ XQLWDO $VVRFLDKHGUDभ ERXQGDU\ध KRPRWRS\

XQLWम )XND\D²2K²2KWD²2QR�>)222����� )222����@भ XQLWDO '* DOJHEUDभଡୗपৌૢ

घॊधःअ؛खऊखजभ KRPRWRS\�XQLWम VWULFW�XQLWभঔॺআشගदँॉؚऩॊ

भঔॺআشਜ਼੪قK�XQLW6<قكW���@भ KRSI�XQLWधऺऻಉेكॉङढधਘः؛ম

दमؚKRSI�XQLWभோऊै VWULFW�XQLWभோ॑ऎઃभટ॑ງஂखञः؛

৶ ��� �>,���@� ,I�WKHUH�LV�DQ Am IRUP {Mn,n"m} ZLWK KRSI�XQLW RQ X ZLWK (X,M2)

D�&: ORRS�OLNH +RSI�VSDFH� WKHQ�WKHUH�LV�DQ Am IRUP {M̃n, n"m} ZLWK VWULFW�XQLW RQ X�
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ऒऒद KRSI૬ऋ ORRS�OLNHधमؚంకभঔॺআشಗ੪ऋோघॊऒधदँॉؚజढ

थm ≥ 3ऩैؚJURXS�OLNHधಉदँॊ؛भ্ଉमؚ৶ऋਫखःऩैयजभ

मਈुঽேऩ EDUଡਛऊै੭ैोॊधਦगथजभঽேऩ EDUଡਛ॑ർघऒधदँॊ؛

ञटखऒोपয়ढथؚপནपଖइञ $VVRFLDKHGUD� 0XOWLSOLKHGUDभঽীभ৬

ऩ੶धधभभලदঽேऩৌૢ॑ৄणऐञभदؚऒोपणःथुਾઔखञः؛

�
A∞ ଡୗपৌघॊभ৮म ����ফप %RDUGPDQQैपेढथ $VVRFLDKHGUDपৌ

खथऽङीैोؚ0XOWLSOLKHGUDقभ KRPRWRS\�XQLWගुكء৮औोथःॊ؛औैप

����ফप )RUFH\ैम JHQXLQH�0XOWLSOLKHGUDभ੶पखथ FRORUHG�WUHHV॑৷ःञ؛

जभ্दؚऽङ ����ফभ >,���@पउःथऒोै॑ਊੂभਕभషವ১पेॊ FXEH

એभীસपेॊଡਛ॑ଐखෞ৲खञदଖइؚ����ফभ ,�0LPXUD�>,0���@प

उःथਂಉૄधಉૄपेॉڭرষद੶घॊऒधऋदऌञ؟ऽङ $VVRFLDKHGUD॑

ੀ৷ಞउेल৲৷ಞधુप >,0���@ध >,���@पజढथ੶खेअ؛

$VVRFLDKHGUD! "
K(n) =

{
(t1, · · · , tn) ∈ Rn

+

k∑
i=1

ti ≤ k−1,
n∑
i=1

ti = n−1

}

# $
ERXQGDULHV! "

∂j : K(r)×K(t) → K(n), 1 ≤ j ≤ r, 2 ≤ r, t, r+t = n+1,

∂j(v1, · · ·, vr;u1, · · ·, ut) = (v1, · · ·, vj−1, u1, · · ·, ut−1, ut+vj, · · ·, vr).# $
GHJHQHUDFLHV! "

/HW dK
k : K(n) → K(n−1)� 1 ≤ k ≤ n EH�WKH�GHJHQHUDF\�RSHUDWLRQ�JLYHQ

E\�WKH�IROORZLQJ�IRUPXODV� ZKHUH (t ′k, · · ·, t ′n) = ξ(tk, · · ·, tn)�
dK
1 (t1, · · ·, tn) = (t ′2, · · ·, t ′n), k = 1,

dK
k (t1, · · ·, tn) = (t1, · · ·, tk−2, tk−1+t ′k, t

′
k+1, · · ·, t ′n), k ≥ 2.# $
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ञटखؚξ(t1, · · ·, tn) = (t ′1, · · ·, t ′n)� n ≥ 1मؚਰৣपेॉషವपଝऔोॊ؛

VKLIW���PDS! "




t ′1 = 0D[ {0, t1−1} DQG

t ′k = 0LQ
{
tk, 0D[

1≤j≤k

{
j∑

i=1

ti − j

}
−

k−1∑
i=1

t ′i + (k−1)

}

# $
ઃप0XOWLSOLKHGUDु $VVRFLDKHGUDधశଞप๚ञदઃभपଖइैोॊ؛

0XOWLSOLKHGUD! "
Ja(n) =

{
(t1, · · · , tn) ∈ Rn

+

k∑
i=1

ti ≤ k−1+a,
n∑
i=1

ti = n−1+a

}
, 0<a<1

(
ँॊःम J(n) =

{
(t1, · · · , tn) ∈ Rn

+

k∑
i=1

ti ≤ 2k−1,
n∑
i=1

ti = 2n−1

})

# $
SULPDU\�ERXQGDULHV! "

δaj : Ja(r)×K(s) → Ja(n), 1 ≤ j ≤ r, 2 ≤ s ≤ n, r+s=n+1,

δaj (v1, · · ·, vr;u1, · · ·, ut) = (v1, · · ·, vj−1, u1, · · ·, ut+vj, · · ·, vr).# $
VHFRQGDU\�ERXQGDULHV! "

δa : K(t)× Ja(n1)× · · ·×Ja(nt) → Ja(n), 1 ≤ ni (1≤i≤t),
t∑

i=1

ni = n,

δa(u1, · · ·, ut; v
(1)
1 , · · ·, v(1)n1 ; · · · ; v

(t)
1 , · · ·, v(t)nt )

= (v(1)1 , · · ·, v(1)n1+(1−a)u1; · · · ; v(t)1 , · · ·, v(t)nt+(1−a)ut).# $
GHJHQHUDFLHV! "

/HW dJ,a
k : Ja(n) → Ja(n−1)� 1 ≤ k ≤ n EH�WKH�GHJHQHUDF\�RSHUDWLRQ

JLYHQ�E\�WKH�IROORZLQJ�IRUPXODV� ZKHUH (t ′k, · · ·, t ′n) = ξ(tk, · · ·, tn)�

dJ,a
1 (t1, · · ·, tn) = (t ′2, · · ·, t ′n), k = 1,

dJ,a
k (t1, · · ·, tn) = (t1, · · ·, tk−2, tk−1+t ′k, t

′
k+1, · · ·, t ′n), k ≥ 2.# $

$VVRFLDKHGUDृ0XOWLSOLKHGUDपৌघॊभଝध॑৷ःञଝमஆয়पோख

थःञभटऋؚমदງஂघॊजोैभලदঽேऩঢ়બऊै >,0���@भ ERXQGDU\

৷ಞऋभமऍपৌૢखؚGHJHQHUDF\৷ಞुभਬऌ௷ऌभঽேऩఁद

ँॊभ॑ৄॊऒधपम્पखःਡमऩः؛ञटखؚ$VVRFLDKHGUDपৌखथमৢଞभ

WULYDOHQW WUHHV॑৷ःॊभटऋؚ0XOWLSOLKHGUDपৌखथम )RUFH\भ FRORUHG WUHHVदमऩ

ऎؚಉटऋંभ౮ऩॊ EHDUGHG WUHHVق।હऌभ؟ਈपँॊनभऊैु

ਈৣभஉपఋॉॊིभपഛ২মटऐ।ऋেइथःॊ॑ك఼৷खञ؛
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ৰؚWULYDOHQW�WUHHV भ LQWHJUDO ODWWLFH L षभ VKDGRZV भऩघૐ় KL(n) भෆऋ੶

K(n)धಱखؚK(n) ∩ L = KL(n)ऋຘਡभ৸৬धऩॊ؛ऽञ EHDUGHG�WUHHVभ ZRUGVभ

ZHLJKWഔभऩघૐ় JaL(n)قऽञम JL(n)كभෆऋ੶ Ja(n)قऽञम J(n)كपಱ

खؚJaL(n)قऽञम JL(n)كऋ Ja(n)قऽञम J(n)كभຘਡभ৸৬धऩॊ؛

� A∞
ਜ਼ৼ૬लઃਯહऌী৻ਯभभद A∞ ॑োघॊನभ੦ຊधऩॊੌ

ाधखथমदम $JXLDU�>$J���@पेॊभଝ఼॑৷खञ؛ञटखؚ$JXLDUम

भଡୗ॑ PRQRLGDOपउऐॊ PRQDGपेढथଖइॊभटऋؚমदमؚऒभ

भ PRQDG॑ A∞ ଡୗपॉఌइॊ؛जभನपؚधःअ TXLYHUप๚ञଡୗ॑

ीॊ؛TXLYHUदमೝभ৸৬ऋ VRXUFHध WDUJHWभा॑ठ $ؚJXLDUभੌादभ൨৻

ਯपৼਊघॊभपৌखथؚमऔैपເಉೝभோ॑ਏடघॊ؛औैपऒोैभ

ଡୗ॑৳णुभधखथঢ়ু॑ଝघॊ؛జढथऒोु൨৻ਯेॉु

ਘः؛ऒऒदిਊऩ RSHUDG॑৷ःॊऒधदؚऒोैपঽேपৈઃभঔॺআشଡୗ॑

োघॊऒधऋदऌॊ؛ৰؚਜ਼ৼ૬भभदँोयؚਜ਼ৼ RSHUDGऋ఼

৷दऌॊु؛खઃਯહऌী৻ਯभभ॑અइॊभदँोयؚਜ਼ৼ RSHUDG

भ QRUPDOLVHG�FKDLQ�FRPSOH[ K(n)قऽञमजभਈ৵ীള৬ Kc(n)॑ك఼৷दऌॊ؛

�ਠ
ৢଞ ؚऋଖइैोॊध QؚHUYHपेढथ৬ৌऋଡਛऔो जؚभ UHDOL]DWLRQ

धखथ EDUଡਛऋଖइैोॊ؛जोदम A∞ पৌखथؚजभ EDUଡਛ॑जभ
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पঽேऩदোघॊऒधम૭ચदँौअऊء ৰؚA∞ ऊै৬ৌ॑ण

ऎॊऒधमලदमऩःऋؚऒोपणःथम %DXHU�/LSPDQभટ >%/���@ऋँॊ؛ञ

टखؚೀैमྴऩ RSHUDG॑৷ःॊಹ॑ன৫खؚऔैपਜ਼੪पणःथमઅ

खथःऩः؛মदमؚ৬ৌभঢ়ুधखथभ VRXUFHधऩॊ॑ A∞ RSHUDG॑

ೝधघॊप઼ऌఌइॊऒध॑અइॊ؛ऒोमखऎऩःपঽேदँॊधઓॎोॊ

भटऋؚA∞ RSHUDG॑ೝधघॊम௹ᱬधऩैकॊ॑੭ङؚజढथजभभঢ়ুम

௹ᱬभभঢ়ুधऩॊ؛खऊुजोैमजभपඓइॊ UHDOL]DWLRQभನपमؚभ

PRQRLGDOଡୗध൸૬ऋ൩ःपྖൣघॊऩनभૼऩ੯ऋਏधऩॊ؛ম

दमऒो॑ೂघॊ৯दؚঢ়ুभ੯॑ीथ௹ᱬभਠधःअ॑ঢ়ুभ৻

ॎॉप৷ःॊ؛ऒभੌापउःथؚకਠقખঢ়ুपৼਊكधంਠુقঢ়ুप

ৼਊكभ WHQVRUधखथ UHDOL]DWLRQऋଝऔोؚਈुঽேऩ EDUଡਛऋ੭ैोॊ؛

�ਜ਼੪
੶भऩଡਛऊैऊोॊਈुঽேऩ EDUଡਛमؚৰमीपઅभৌ

ऊैਗखञुभदँढञ؛जऒदभೝ୶ઉम XQUHGXFHGऩೃႄभणभຘਡ॑

ଳखञुभधऩॉؚऽञகਙभभஉುधखेअधखथःञؚ6WDVKHIIभ૭ೠऩ

ীള৬ Dn ⊂ En+1 पৌૢघॊള৬قऒऒदु Dn दघكमؚడഡऩਜ਼੪॑௷ऌप

खथम૭ೠधऩैऩः؛০मؚઃभଡਛपेॉই॓ॖংش૬भ৸૬भෆஅ

൸ En−1 ↪→ Dn ऋ૭ೠधऩॊऒध॑ંखञ؟ৗखःള৬ D̂n ॑ En ॑அि૬धखथଡ

ਛखؚઃभऋ૭ఌधऩॊप൸ D̂n → Dn ॑ଝघॊ؛

ਈुঽேऩই॓ॖংش૬ഔ! "
En−1 Dn−1 En Dn

D̂n−1 D̂n

Pn−2 Pn−1 Pn
!!

! " ""
#$

##!
!!

!!
!

$$"
""

""
""

""
""

""
"

! " ""

!!

! " ""
#$

##!
!!

!!
!!

!

!!

%%######

%%#######

! " "" ! " ""

(2≤n≤m)

# $
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D̂n भଡਛ! "
��� D̂0 = K(2)×{e}×∗ ≈ ∗�

��� D̂n =
(
D̂n−1 ∐ (K(n+2)×{e}×Xn×∗)

)
/∼� n ≥ 1�

ZKHUH (∂k(σ)(ρ), e,χ ,∗) ∼ [ρ, āk(σ)(e,χ, ∗)] ∈ D̂r ⊂ D̂n−1 IRU k > 1� DQG�DOVR
(∂1(σ)(ρ), e,χ ,∗) ∼ [ρ, ā1(σ)(e,χ, ∗)] ∈ Er−1 ⊂ En IRU k = 1 DQG r ≤ n�# $

ऒऒदؚD̂n ऋ૭ೠधऩॊऒधऋషವ১॑৷ःथંऔोؚEn म En+1 ुखऎम Dn

nق ≤ mكभরद૭ೠधऩॊ؛ऒभଡਛऊै੪भ૬धঔॺআشகधऩॊ૬द

VWULFW�XQLW॑णुभऋଡਛऔोؚ੪भ૬ऊैभෆஅ൸ऋ �6WDVKHIIभਔदभ� A∞

ଡୗ॑৳णधःअਔद ´ઑ๚ A∞ ൸µधऩॊ؛ঔॺআشக൸॑৷ःथऒभ

VWULFW�XQLW॑ण A∞ ଡୗ॑ FRPSUHVVLRQघोयؚ੪भ૬प VWULFW�XQLW॑ण A∞ ଡୗ

ऋোॉؚເಉ൸ऋभਔद ´ઑ๚ A∞ ൸µधऩॊ؛ञटखؚऒऒदमই॓ॖ

ংش૬धऩॊऒधभभನभૼऩෘधखथ ؚقA2ଡୗكऋঔॺআشಗ੪

॑णقORRS�OLNHكऒधधؚ૬ऋ &:ള৬पঔॺআشகदँॊऒध॑ਏடघॊ؛

ऽञؚऩટऋ A∞ ൸पणःथुਛয়घॊऒधऋୄदऌॊभटऋ্ؚद

RSHUDGभऩघृ A∞ ঢ়ুभଝमؚৄखथऊऩॉളහऩुभधऩॊ؛

�હ੶
মदसञટ॑ງஂऔचथຘऎਃভ॑୦২ऊଖइथຘऎরदؚ0XURؚኌ

દऩनऊैత॑ਭऐञऒध॑હ੶खञः؟-� /XULHऋؚKLJKHU�DOJHEUDपणःथभ

ঌش४भધभরद A∞ ৻ਯपৌखथ KRPRWRS\�XQLW॑णुभऋ VWULFW�XQLW॑णऒ

ध॑ંखथःॊ؛ऒभધमऔैपुअমभঌش४भધपൂோखथःॊधभऒध

दँॊऋؚऒभ KRPRWRS\�XQLWम K�XQLWपৌૢघॊुभधઓॎोؚखऊुजभुਜ਼

ৼऩગଡਛऋ૭ચदँॊधઅइैोॊऋؚমद৷ःञ্১मङढधෞदखऊु

ঽேदुँॊ؛जअःअ৶दؚऒऒदओງஂघॊਔुँॊऊधઅइॊઃਸ਼दँॊ؛
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$અધ൴قফ৻ದك

>6X����@ 0��6XJDZDUD� 2Q�D�FRQGLWLRQ�WKDW�D�VSDFH�LV�DQ�+�VSDFH� 0DWK� -��2ND\DPD�8QLY� �
������� ���²�����

>6X����@ 0��6XJDZDUD� $ FRQGLWLRQ�WKDW�D�VSDFH�LV�JURXS�OLNH� 0DWK� -��2ND\DPD�8QLY� � �������
���²�����

>6W���@ -��'��6WDVKHII� +RPRWRS\�DVVRFLDWLYLW\�RI�+�VSDFHV� , 	�,,��7UDQV� $PHU� 0DWK� 6RF�
��� ������� ���²���� ���²����

>6W���@ -��'��6WDVKHII� +�VSDFHV�IURP�D�+RPRWRS\�3RLQW�RI�9LHZ� /HFWXUH�1RWHV�LQ�0DWK� ����
6SULQJHU� �����

>%���@ -� 0� %RDUGPDQ� +RPRWRS\�VWUXFWXUHV�DQG�WKH�ODQJXDJH�RI�WUHHV� 3URF� 6\PS� LQ�3XUH
0DWK� ��� $PHU� 0DWK� 6RF� ������� ��²���

>%9���@ -� 0� %RDUGPDQ� 5�0� 9RJW� +RPRWRS\�LQYDULDQW�DOJHEUDLF�VWUXFWXUHV�RQ�WRSRORJLFDO
VSDFHV� /HFWXUH�1RWHV�LQ�0DWK� ���� 6SULQJHU� �����

>$G���@ -� )� $GDPV� ,QÀQLWH�ORRS�VSDFHV� $QQ� RI�0DWK� 6WXGLHV ��� 3ULQFHWRQ�8QLY� 3UHVV�
3ULQFHWRQ� 1��-�� �����

>,���@ 1��,ZDVH� 2Q�WKH�ULQJ�VWUXFWXUH�RIK∗(XPn) �-DSDQHVH�� 0DVWHU�7KHVLV� .\XVKX�8QLYHUVLW\�
����� �KWWS���KGO�KDQGOH�QHW������������

>+���@ 0��+DLPDQ� &RQVWUXFWLQJ�WKH�DVVRFLDKHGURQ� ����� XQSXEOLVKHG�

>,0���@ 1��,ZDVH� 0��0LPXUD� +LJKHU�KRPRWRS\�DVVRFLDWLYLW\� ´$OJHEUDLF�7RSRORJ\µ��$UFDWD
&$ ������ ���²���� /HFWXUH�1RWHV�LQ�0DWK� ����� 6SULQJHU�9HUODJ� �����

>$J���@ 0��$JXLDU� ,QWHUQDO�FDWHJRULHV�DQG�TXDQWXP�JURXSV� 3K�'��7KHVLV� &RUQHOO�8QLYHUVLW\�
,WKDFD� �����

>)���@ 6� )RUFH\� &RQYH[�KXOO�UHDOL]DWLRQ�RI�WKH�PXOWLSOLKHGUD� 7RSRORJ\�DQG�LWV�DSSO� ���
������� ���²����

>)222����@ .��)XND\D� <��*��2K� +��2KWD� DQG�.��2QR� /DJUDQJLDQ�LQWHUVHFWLRQ�)ORHU�WKHRU\�
DQRPDO\�DQG�REVWUXFWLRQ� 3DUW�,��$06�,3 6WXGLHV�LQ�$GYDQFHG�0DWKHPDWLFV� ��� $PHU�
0DWK� 6RF�� 3URYLGHQFH� 5,�������

>)222����@ ³³³� /DJUDQJLDQ�LQWHUVHFWLRQ�)ORHU�WKHRU\� DQRPDO\�DQG�REVWUXFWLRQ� 3DUW�,,��$06�
,3 6WXGLHV�LQ�$GYDQFHG�0DWKHPDWLFV� ��� $PHU� 0DWK� 6RF�� 3URYLGHQFH� 5,�������

>0:���@ 6� 0DX�DQG�&� 7� :RRGZDUG� *HRPHWULF�UHDOL]DWLRQV�RI�WKH�0XOWLSOLKHGUD� &RPSRV�
0DWK� ��� ������� ����²�����

>036/���@ )� 0�OOHU�+RLVVHQ� -� 0� 3DOOR� -� 6WDVKHII� $VVRFLDKHGUD� 7DPDUL�/DWWLFHV�DQG�5HODWHG
6WUXFWXUHV� %LUNKlXVHU� %DVHO� �����

>07���@ )��0XUR�DQG�$��7RQNV� 8QLWDO�DVVRFLDKHGUD� WR�DSSHDU�LQ�)RUXP�0DWKHPDWLFXP� �����

>%/���@ 7��%DXHU�DQG�$��/LEPDQ� A∞�PRQDGV�DQG�FRPSOHWLRQ� WR�DSSHDU�LQ�-RXUQDO�RI�+RPRWRS\
DQG�5HODWHG�6WUXFWXUHV� �����

>,���@ 1��,ZDVH� $VVRFLDKHGUD� 0XOWLSOLKHGUD�DQG�XQLWV�LQ A∞ IRUP� KWWS���DU[LY�RUJ�VXEPLW�
������� $U;LY� �����

7\SHVHW�E\�;β/$7(;
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Vector partition functions and the topology
of multiplicity varieties

᭗̽ų (ɶܖٻځ)∗

ಒ ᙲ

multiplicity variety ƱԠƹǕǔᆰ᧓ଈǛݰλƠᲦཎࣱૠƷᚘምƱࣖဇǛᎋݑƢ

ǔᲨǇƨƦƜưƷኵӳƤႎ᩿ͨǛਁЈƠƯᲦǦǧǤȈ˄ƖƷ vector partition
function Ʊ volume function Ǜܭ፯ƠᲦƦǕǒƷଢᅆπࡸǛɨƑǔᲨƞǒƴᲦ

volume function Ʊឬ࠹˴᧙ૠᛯƱƷ᧙ǘǓǛᛯƣǔᲨ

1. Multiplicity variety ƱȆȳǽȫᆢᘙྵƷЎᚐ

1.1. բ᫆Ʊಒᙲ

G ǛҥᡲኽǳȳȑǯȈҥኝȪȸ፭ᲦT ǛಊٻȈȸȩǹƱƠᲦg, t Ǜ G, T ƷȪȸᲦg∗,

t∗ ǛƦǕǒƷӑݣƱƢǔᲨƠƹƠƹᲦϋᆢǛဇƍƯ t∗ ⊂ g∗ ƱǈƳƢᲨG Ʒ g∗ ǁƷ˷

᨟ˤ˺ဇƴǑǔλ ∈ t∗ (⊂ g∗) ƷᢊǛ Oλ ưᘙƢᲨλ1, . . . ,λn, µ ∈ t∗ ƴݣƠᲦഏƷǑ

ƏƳՠᲢǷȳȗȬǯȆǣȃǯՠƋǔƍƸǱȸȩȸՠƱԠƹǕǔᲣǛᎋƑǔᲨ

MG = (Oλ1 × · · ·×Oλn) //G := {(x1, . . . , xn) | x1 + · · ·+ xn = 0}/G,

MT = (Oλ1 × · · ·×Oλn) //µT := {(x1, . . . , xn) | p(x1 + · · ·+ xn) = µ}/T.

ƨƩƠ p : g∗ → t∗ ƸࢨݧưƋǓᲦG ƸႺᆢᆰ᧓ƴݣᚌႎƴ˺ဇƢǔǋƷƱƢǔᲨƜ

ǕǒƷᆰ᧓ǛዮᆅƠƯ multiplicity variety ƱǑƼᲦཎƴࢸᎍǛ multiple weight

variety ƱԠƿᲨ

ƦƷӸЭƸᲦ࠹˴ႎ҄܇ƴƓƚǔᆰ᧓ƱᘙྵƷࣖݣƴဌஹƢǔᲨP (⊂ t∗) Ǜ G Ʒ

ǦǧǤȈ܇ᲦP+ ǛૅᣐႎǦǧǤȈƷᨼӳƱƠᲦλ1, . . . ,λn ∈ P+, µ ∈ P ƷئӳǛ

ᎋƑǔᲨBorel-WeilƷྸܭƴǑǓᲦλi Ǜᡫǔ˷᨟ˤᢊ Oλi
ƸᲦλi Ǜஇ᭗ǦǧǤȈ

ƴǋƭ G ƷଏኖᘙྵVλi
ƴࣖݣƢǔᲨǇƨᲦႺᆢ Oλ1 × · · ·×Oλn ƸȆȳǽȫᆢᘙྵ

Vλ1⊗ · · ·⊗Vλn ƴࣖݣƢǔᲨƜƷƱƖᲦՠ MG Ƹɧ٭ᢿЎᆰ᧓ (Vλ1⊗ · · ·⊗Vλn)
G ƴࣖݣ

ƠᲦMT ƸǦǧǤȈƷᙐࡇǛᘙƢ [Vλ1 ⊗ · · ·⊗Vλn : Cµ] := HomT (Cµ, Vλ1 ⊗ · · ·⊗Vλn)

ƴࣖݣƢǔᲨƜƜư Cµ ƸǦǧǤȈ µ ǛǋƭT ƷᲫഏΨᘙྵưƋǔᲨ

λ1, . . . ,λn ƓǑƼ µ ƷӕǓ૾ƴǑǓˮႻƕಮŷƴ٭ǘǔƨǊᲦƜǕǒƷᆰ᧓Ʒࣱ

ឋƸ᩼ࠝƴᐻԛขƍᲨ

բ᫆ 1.1. MG, MT ƷȈȝȭǸȸȷ࠹˴ƴƭƍƯᛦǂǑᲨ

ଏჷƷᜂኽௐǛƜƜưЗਫƢǔƜƱƸƠƳƍƕᲦ̊Ƒƹ G ƕ A ưᲦӲ Oλi
ƕࢨݧ

ᆰ᧓ǍǰȩǹȞȳٶಮ˳ƷئӳƷ MG ƴƭƍƯƸᲦ[14], [11] ˌᨀᲢƋǔƍƸӞχႎƳ

ɧࡸ٭ᛯƷ૨ᏦưƦǕˌЭƴǋᲣᲦƍƘƭƔƷƜƱƕᛦǂǒǕƯƍǔᲨཎƴ G = SU(2)

ƷئӳƕؕஜႎƳ̊ƱƳǔᲨǇƨᲦn = 1 ƷƱƖƷ MT ƸᲦ[12] ˌᨀweight variety

ƱԠƹǕƯƍǔᲨn = 2 ƷƱƖƸdouble weight varietyƱԠƹǕᲦG = SU(3) Ʒئ

ஜᄂᆮƸᅹᄂᝲ (ؕႴᄂᆮ (C) ᛢ᫆ဪӭ 24540093)ƷяǛӖƚƨǋƷưƋǔᲨ
∗Ƅ 112-8551 ிʮᣃ૨ʮғବଐ 1-13-27 ɶܖٻځ ᢿܖྸ

e-mail: takakura@math.chuo-u.ac.jp
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ӳƴSuzuki [17, 18] ƴǑǓᛇƠƘᛦǂǒǕƨᲢ1.4ራӋༀᲣᲨƱƸƍƑᲦǇƩƕ˄ƍ

ƯƍƯƍƳƍƜƱƷ૾ƕٶƍᲨ̊ƑƹȩǰȩȳǸȥᢿЎٶಮ˳ǍࣇЎ࠹˴ႎƳࣱឋǋ

᩿ႉƍƱ࣬ǘǕǔᲨ

ƞƯᲦƜƜưբ᫆ƴƠƨƍƷƸᲦM = MG,MT ƷǳțȢȭǸȸʩӎᆢᲦཎƴཎࣱૠ

RR(M) =

∫

M
eωTd(M) ƓǑƼ vol(M) =

∫

M
eω = lim

k→∞

1

kd

∫

M
ekωTd(M)

ƷᚘምưƋǔᲨƨƩƠᲦω Ƹ M ƷǷȳȗȬǯȆǣȃǯࡸ࢟ᲦTd(M) Ƹ M Ʒ Todd

Ღdࡸ࢟ Ƹ MƷᙐእഏΨưƋǔᲨ̊Ƒƹ vol(M) ƕ M ƷȈȝȭǸȸƴƭƍƯᲢƦƜ

ƦƜᲣᝅ݈ƳऴإǛԃǉƜƱƸᲦ1.3ራưᛟଢƢǔᲨ

ǷȳȗȬǯȆǣȃǯՠƷǳțȢȭǸȸʩӎᆢƴ᧙ƢǔɟᑍᛯƱƠƯᲦJeffrey-Kirwan

ƴǑǔ residue formula [9] ǍᲦMartinƴǑǔᆢЎπࡸ [13] ሁƷඥƕჷǒǕƯƍǔƕᲦ

ŷƸᆰ᧓ƷဌஹƴბႸƠᲦRR(M), vol(M) ǛᘙྵƷᚕᓶưᚕƍ੭ƑǔᲨቇҥƷƨ

ǊᲦM Ƹ๖ǒƔƱˎܭƠᲦǇƨƋǒƔơǊᢘ࢘ƳദૢૠǛ λ1, . . . ,λn ∈ P+, µ ∈ P ƴ

ƔƚƯƓƘᲨƜƷƱƖᲦɥưᡓǂƨᆰ᧓ƱᘙྵƷࣖݣᲢཎƴGuillemin-SternbergƷܭ

ྸ [5]ᲣƔǒഏƕࢽǒǕǔᲨ

RR(MG) = dim(Vλ1 ⊗ · · ·⊗ Vλn)
G, vol(MG) = lim

k→∞

1

kd
dim(Vkλ1 ⊗ · · ·⊗ Vkλn)

G,

RR(MT ) = [Vλ1 ⊗ · · ·⊗ Vλn : Cµ], vol(MT ) = lim
k→∞

1

kd′
[Vkλ1 ⊗ · · ·⊗ Vkλn : Ckµ].

բ᫆ 1.2. ɥࡸƷӫᡀǛ qG(#λ), vG(#λ), qT (#λ, µ), vT (#λ, µ) ƱᚡƢᲨƜǕǒǛӧᏡƳᨂǓ

ଢᅆႎƴᘙƤᲨ

ɟƭƷᐯƳǢȗȭȸȁƸᲦਦǛဇƍǔ૾ඥưƋǔᲨWeylƷਦπࡸǛဇƍƯ

Vλ1 ⊗ · · · ⊗ Vλn Ɣǒ࣏ᙲƳऴإǛࢽǑƏƱƢǔƱᲦᇹ 2ራưᡓǂǔ vector partition

functionƓǑƼvolume functionƷᎋݑǁƱݰƔǕǔᲢ2.4ራӋༀᲣᲨɟ૾ᲦVerlinde Ʒ

πࡸǛဇƍƨКƷǢȗȭȸȁǛ1.5ራưᡓǂǔᲨ

1.2. ̊ᲴG = SU(2) Ʒئӳ

G = SU(2) ƷƱƖƸᲦɟᑍƷ λ1, . . . ,λn, µ ƴݣƠƯᲦqG(#λ), vG(#λ), qT (#λ, µ), vT (#λ, µ)

ƕൔ᠋ႎƖǕƍƳ࢟ƴ൭ǊǒǕǔᲢ[22] ሁǛӋༀᲣᲨ̊Ƒƹ vG(#λ) ƴƭƍƯᲦഏƕ

ǓᇌƭᲨᲢƨƩƠᲦΛ1 ƸؕஜǦǧǤȈᲦα1 = 2 Λ1 ƸҥኝȫȸȈưƋǔᲨᲣ

ྸܭ 1.3. i = 1, . . . , n ƴݣƠᲦλi = miΛ1 =
mi

2
α1 Ტmi ∈ 2Z>0) ƱƠᲦM = m1 +

· · ·+mn ƱƓƘᲨƜƷƱƖᲦd = n− 3 ưƋǓᲦvG(#λ) ƸഏƷᲭᡫǓƴᘙƞǕǔᲨ

(1) vG(#λ) = − 1

2(n− 3)!

∑

ε1,...,εn

ε1 · · · εn
(
ε1
m1

2
+ · · ·+ εn

mn

2

)n−3

,

ᲢԧƸ ε1
m1

2
+ · · ·+ εn

mn

2
> 0 ǛǈƨƢ (ε1, . . . , εn) ∈{± 1}n μ˳ƴǘƨǔᲣ

(2) vG(#λ) =
4Mn−3

πn−2

∞∑

p=1

∏n
i=1 sin

πmip
M

pn−2
,

(3) vG(#λ) =
4

π

∫ ∞

0

∏n
i=1 sinmix

xn−2
dx.
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λ1 = · · · = λn ƷƱƖᲦ(1)ƸᲬΨࡸ࢟Ʒɧࡸ٭ᛯƴ᧙Ƣǔ Hilbert ƷӞχႎƳኽௐ

ƱขƘ᧙ᡲƢǔᲢ[16] ሁǛӋༀᲣᲨG = SU(3) ƷئӳƷ (1)Ʒ˩ƴƭƍƯƸ [19] Ǜ

ӋༀƷƜƱᲨǇƨᲦ(2)(3)Ʒɟᑍ҄ƕ1.5ራưࢽǒǕǔᲨ

1.3. volumeƔǒǘƔǔƜƱ

MG, MT ƷǷȳȗȬǯȆǣȃǯࡸ࢟ǛᚡᡓƠǑƏᲨǇƣ λ ∈ t∗ ƱƠᲦ˷᨟ˤᢊ

Oλ ɥƷǷȳȗȬǯȆǣȃǯࡸ࢟ᲢKirillov-Kostant-Souriau ᲣǛࡸ࢟ ωλ ƱᚡƢᲨG Ʒ

Oλ ǁƷ˺ဇƷȢȸȡȳȈϙ Φλ ƸѼԃϙ Oλ ↪→ g∗ ưƋǔᲨG Ʒ᨞ૠǛ l ƱƠᲦ

Λ1, . . . ,Λl ǛؕஜǦǧǤȈƱƢǔᲨλ = p1Λ1 + · · · + plΛl ƱᘙƢƱƖᲦpi #= 0 ƳǒƹᲦ

Oλ ɥƷ2ࡸ࢟ ωΛi
Ʊϙ ΦΛi : Oλ → g∗ ƕܭǇǓᲦ

ωλ = p1ωΛ1 + · · ·+ plωΛl
, Φλ = p1ΦΛi + · · ·+ plΦΛi

ƕǓᇌƭᲨƜǕƔǒᲦMG ƷǷȳȗȬǯȆǣȃǯࡸ࢟ωG Ƹ

ωG =
n∑

i=1

(pi,1zi,1 + · · ·+ pi,lzi,l) (zi,j ∈ Z2(MG))

Ʒ࢟ƴƳǔᲨƞǒƴᲦµ ∈ t∗ Ǜ µ = x1Λ1+· · ·+xlΛl ƱᘙƢƱƖᲦDuistermaat-Heckman

ƷྸܭƷች݅҄Ტ[6] ӋༀᲣƔǒᲦMT ƷǷȳȗȬǯȆǣȃǯࡸ࢟ ωT Ƹ

ωT =
n∑

i=1

(pi,1zi,1 + · · ·+ pi,lzi,l) + x1γ1 + · · ·+ xlγl (zi,j, γk ∈ Z2(MT ))

Ʒ࢟ƴƳǔᲨƠƨƕƬƯᲦഏƕࢽǒǕǔᲨ

ԡ᫆ 1.4. (1) vol(MG) Ƹ pi,j ƷٶࡸưƋǓᲦʩӎᆢ

∫

MG

z1,1
d1,1 · · · zn,ldn,l Ʒ᧙

ૠƴƳǔᲨ

(2) vol(MT ) Ƹ pi,j, xk ƷٶࡸưƋǓᲦʩӎᆢ

∫

MT

z1,1
d1,1 · · · zn,ldn,l γe1

1 · · · γel
l Ʒ

᧙ૠƴƳǔᲨ

ኒ 1.5. G = SU(2) ƷئӳᲦ(1)1.3ྸܭƔǒ MG ƷƢǂƯƷʩӎᆢƕǘƔǔᲨMT ƴ

ƭƍƯǋӷಮưƋǔᲨǑǓɟᑍƴ G = SU(l + 1) ƱƠᲦӲ˷᨟ˤᢊOλi
ƕ U(l +

1)/(U(1)× · · ·× U(1)× U(ki)) ƷˮႻǛǋƭƱˎܭƢǔᲨƜƷƱƖᲦH∗
DR(MT ) ƕ

ʈඥႎƴ zi,j, γk ƨƪưဃƞǕǔƜƱƕᅆƞǕǔᲨǏƑƴᲦvol(MT ) ƕ pi,j, xk Ʒٶ

ࡸƱƠƯφ˳ႎƴ൭ǇǔƳǒƹᲦMT ƷƢǂƯƷʩӎᆢƕǘƔǔᲨƢƳǘƪᲦҾྸ

ႎƴƸ R ̞ૠǳțȢȭǸȸƷನᡯƕǘƔǔƜƱƴƳǔᲨ

1.4. ̊ᲴSU(3)Ʒ double weight variety

G = SU(3) ƱƢǔᲨSuzuki [17, 18] ƸᲦdouble weight variety MT = (Oλ1 ×Oλ2)//µT

ƷǷȳȗȬǯȆǣȃǯ˳ᆢ vol(MT ) = vT (λ1,λ2, µ) ǛᛇƠƘᛦǂƨᲨཎƴᲦ

(1) µ ƕ λ1 + λ2 ƴᨩƢǔalcoveƴޓƢئӳ

(2) µ ƕ 0 ƱӷơalcoveƴޓƢئӳ
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ǛᎋƑᲦvol(MT ) ƱƠƯྵǕǔƢǂƯƷࡸǛൿܭƠƨᲨƜƜư alcoveƱƸᲦࢨݧ p :

Oλ1 ×Oλ2 → t∗ ƷദЩ͌ƷᨼӳƷᡲኽЎƷƜƱưƋǔᲨλ1, λ2 ƕѣƘƱᲦalcoves Ʒ

ᣐፗǋಮŷƴ٭ǘǔᲢഏӋༀᲣᲨ
λ₁+λ₂  　 　

ቇҥƷƨǊ λ1,λ2 ∈ t∗++ = R>0Λ1+R>0Λ2 ƱˎܭƠᲦλ1 = pΛ1+qΛ2, λ2 = rΛ1+sΛ2,

µ = xΛ1 + yΛ2 ƱƓƘᲨ

(1) µ ƕ λ1 + λ2 ƷžჇɦƷſalcove ƴޓƢئӳᲦ

vol(MT ) =
1

12
(p+ r − x)3(−p+ 2q − r + 2s+ x− 2y)

ƕǓᇌƭ ([18, Corollary 4.1])Შኒ 1.5 ǛဇƍƯ MT ƷȝǢȳǫȬٶࡸ Pt(MT ) Ǜ

൭ǊǔƱᲦഏƷ࢟ƴƳǔᲨ

Pt(MT ) = 1 + 2t2 + 2t4 + 2t6 + t8 = (1 + t2)(1 + t2 + t4 + t6) (= Pt(P1) · Pt(P3)).

(2)ƴƭƍƯᲦ̊Ƒƹ 2q > p > q, 2s > r > s, p > q + r ƷئӳƸᲦ

vol(MT ) =
1

2
(2q − p)(2r − s)(2s− r)(r + s)

ưƋǔ ([18, Section 4.3, Case (Va)])ᲨƜǕƔǒᲦPt(MT ) = 1 + 3t2 + 4t4 + 3t6 + t8 Ʊ

ƳǔᲨƢǂƯƷئӳǛᛦǂƯᲦഏǛࢽǔᲨ

ྸܭ 1.6 ([21]). G = SU(3), λ1,λ2 ∈ t∗++ ƱƢǔᲨµ ƕ λ1 + λ2 ƴᨩƢǔ alcove ƴ

ƢƱƖᲦMTޓ = (Oλ1 ×Oλ2)//µT ƷȝǢȳǫȬٶࡸƸ (1 + t2)(1 + t2 + t4 + t6) ư

ƋǔᲨɟ૾Ღµ ƕ 0 ƱӷơalcoveƴޓƢƱƖᲦMT ƷȝǢȳǫȬٶࡸƸ

1 + 3t2 + 4t4 + 3t6 + t8 ǇƨƸ 1 + 6t2 + 10t4 + 6t6 + t8

ưƋǔᲨ

1.5. Verlinde ƷπࡸƷࣖဇ

ϐƼ G Ǜ᨞ૠ l ƷҥᡲኽǳȳȑǯȈҥኝȪȸ፭ƱƠᲦqG("λ) ƴݣƢǔКᆔƷᘙᅆǛݰ

ƘᲨW ǛȯǤȫ፭Ღ∆+ ǛദȫȸȈƷᨼӳᲦθ Ǜஇ᭗ȫȸȈᲦQ ǛȫȸȈ܇ᲦQ∨ Ǜ

ǳȫȸȈ܇ƱƢǔᲨǇƨᲦP++ = Z>0Λ1 + · · ·+ Z>0Λl, ρ = Λ1 + · · ·+ Λl ƱƢǔᲨ

ȬșȫƱԠƹǕǔദૢૠ m ǛܭƠᲦPm
+ := {x ∈ P+ | (x|θ) ≤ m} ƱƓƘᲨƨƩƠ

(·|·) ƸแϋᆢưƋǔᲨλ, µ,ν ∈ Pm
+ ƴݣƠᲦȕȥȸǸȧȳ̞ૠƱԠƹǕǔૠ Nν

λ,µ ƕ

ǇǔᲨƦǕƸᲦVλܭ ⊗ Vµ ƷଏኖЎᚐ

Vλ ⊗ Vµ =
∑

ν∈P+

nν
λ,µVν
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Ʒ̞ૠ nν
λ,µ ǛᲦm ƴࣖơƯݲƠ̲ദƢǔƜƱƴǑǓࢽǒǕǔᲢ[27] ሁǛӋༀᲣᲨȬș

ȫ m ƕҗЎٻƖƍƳǒƹᲦN ν
λ,µ = nν

λ,µ ƕǓᇌƭᲨɟ૾ᲦVerlinde ƷπࡸƱƠƯ

Nν
λ,µ =

∑

x∈Pm
+

a(λ, x)a(µ, x)a(ν, x)

a(x)

ƕǓᇌƭƜƱƕჷǒǕƯƍǔᲨƨƩƠᲦλ, µ ∈ Pm
+ ƴݣƠᲦ

a(λ, µ) : = (
√
−1)|∆+||P/(m+ g)Q∨|− 1

2

∑

w∈W

ε(w) exp

(
−2π

√
−1

m+ g
(λ+ ρ|w(µ+ ρ))

)

a(µ) : = (
√
−1)|∆+||P/(m+ g)Q∨|− 1

2

∑

w∈W

ε(w) exp

(
−2π

√
−1

m+ g
(µ+ ρ|w(ρ))

)

ưƋǔᲨƨƩƠ g Ƹӑݣ Coxeter ૠưƋǔᲨƜǕƔǒഏƕࢽǒǕǔᲨ

ԡ᫆ 1.7 ([20]). m ≥ (λ1 + · · ·+ λn|θ) ƷƱƖᲦഏƕǓᇌƭᲨ

qG('λ) =
∑

µ∈Pm
+

a(λ1, µ)a(λ2, µ) · · · a(λn, µ)

a(µ)n−2
.

m = k(λ1 + · · ·+ λn|θ) ƱƠƯ

1

kd
QG(kλ1, . . . , kλn) =

∑

µ∈Pm
+

1

kd

a(kλ1, µ)a(kλ2, µ) · · · a(kλn, µ)

a(µ)n−2

ƷಊᨂǛƱǔƱᲦഏƕࢽǒǕǔᲨ

ྸܭ 1.8 ([20]). λ1, . . . ,λn ∈ Q ∩ P++ ƱƠᲦn − 2 > l, n ≥ 5 ƱˎܭƢǔᲨΛ =

λ1 + · · ·+ λn, d = (n− 2)|∆+|− l ƱƓƘƱƖᲦഏƕǓᇌƭᲨ

vG('λ) =
|P/Q|
|P/Q∨| · (Λ|θ)

d ·




n∏

i=1

∏

α∈∆+

2 sin
π(λi|α)
(Λ|θ)




∑

µ∈P+

∏n
i=1 χµ

(
exp −2π

√
−1λi

(Λ|θ)

)

(∏
α∈∆+

2π(µ+ ρ|α)
)n−2 .

දॖ 1.9. ԡ᫆ 1.7, ྸܭ 1.8 ƸƦǕƧǕᲦໜƭƖྶ᩿ɥƷײ G ዓƷȢǸȥȩǤᆰ

᧓ƴݣƢǔ Verlinde ƷπࡸᲦWitten Ʒ˳ᆢπࡸƱǄǅӷơ࢟ǛƠƯƍǔᲢ[28] ӋༀᲣᲨ

ƜǕƸᲦƜƷȢǸȥȩǤᆰ᧓ƕ multiplicity variety MG ƱǷȳȗȬǯȆǣȃǯӷႻư

ƋǔƱƍƏʙܱᲢ[8])ƱૢӳƠƯƍǔᲨǇƨƜƷʙܱƔǒᲦλi ƕ P+ − P++ ƴޓƢئ

ӳƴǋ˩ƷπࡸƕǓᇌƭƸƣưƋǔᲨƠƔƠᲦƦǕǛኵӳƤႎƴႺᚰଢƢǔƜ

ƱƸưƖƯƍƳƍᲨƳƓᲦqT ('λ, µ) Ǎ vT ('λ, µ) ƴݣƠƯƸᲦƜƷǑƏƳሁࡸƸჷǒǕ

ƯƍƳƍᲨ

ɟᑍƴᲦλi ƕ ρ Ʒǹǫȩȸ̿ƷئӳᲦӫᡀƕൔ᠋ႎƖǕƍƴƳǔᲨ

̊ 1.10. G = SU(3), λ1 = m1ρ, . . . ,λ n = mnρ (mi ∈ Z>0) ƱƠᲦM = m1 + · · ·+mn

ƱƓƘᲨഏƕǓᇌƭᲨ

(1) vG('λ) = 26 · (2M)3n−8
∑

p,q∈Z>0

∏n
i=1 sin

πmip
2M sin πmiq

2M sin πmi(p+q)
2M

(πp · πq · π(p+ q))n−2

(2) vG('λ) =
26

π2

∫

x,y≥0

∏n
i=1 sinmix · sinmiy · sinmi(x+ y)

(xy(x+ y))n−2
dxdy
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2. Vector partition function Ʊ volume function
2.1. Vector partition function

α1, . . . ,αN Ƹ Rd ƷƋǔ܇ƷΨưᲦƢǂƯƕ Rd ƷƋǔҞᆰ᧓ᲢؾမƸҾໜǛᡫǔ

ឬ᩿ᲣƴޓƢƱˎܭƢǔᲨ∆ = (α1, . . . ,αN) ƱƓƘᲨλ ∈
N∑

i=1

Z≥0αi ƴݣƠᲦ

P∆(λ) := #{x = (x1, . . . , xN) ∈ (Z≥0)
N | x1α1 + · · ·+ xNαN = λ}

Ǜ vector partition function ƱԠƿᲨP∆(λ) Ʒ᧙ૠƸ

∑

λ

P∆(λ) e
λ =

1
∏N

i=1(1− eαi)

= (1 + eα1 + e2α1 + · · · ) · · · · · (1 + eαN + e2αN + · · · ).

ưƋǔᲨƨƩƠ λ ∈
N∑

i=1

Z≥0αi ƴݣƠƯࡸ࢟ႎƳǂƖ eλ ǛᎋƑᲦᆢǛ eλ1eλ2 = eλ1+λ2

ưܭǊǔǋƷƱƢǔᲨǇƨ h ∈
N∑

i=1

R≥0αi ƴݣƠᲦ

X∆(h) := {x = (x1, . . . , xN) ∈ (R≥0)
N | x1α1 + · · ·+ xNαN = h}

ƱƓƖᲦpartition polytope ƱԠƿᲨP∆(λ) Ƹ X∆(λ) ϋƷ܇ໜƷ̾ૠƴ˂ƳǒƳ

ƍᲨƢƳǘƪᲦ

P∆(λ) =
∑

x∈X∆(λ)∩ZN

1

ưƋǔᲨƞǒƴ y = (y1, . . . , yN) ∈ RN , m = (m1, . . . ,mN) ∈ ZN ƱƠᲦ

P∆(λ, y) :=
∑

x∈X∆(λ)∩ZN

e−(x1y1+···+xNyN ), P∆(λ;m) :=
∑

x∈X∆(λ)∩ZN

N∏

i=1

((
mi

xi

))
,

P∆(λ, y;m) :=
∑

x∈X∆(λ)∩ZN

(
N∏

i=1

((
mi

xi

))
e−xiyi

)

Ʊܭ፯ƢǔᲨƜǕǒǋ vector partition function ƱዮᆅƢǔᲨƜƜư

((
m

x

))
=

{(
m+x−1

x

)
(m > 0 ƷƱƖ)

(−1)x
(−m

x

)
(m ≤ 0 ƷƱƖ)

ưƋǔᲨܭ፯Ɣǒ

P∆(λ) = P∆(λ, 0 ; 1), P∆(λ, y) = P∆(λ, y; 1), P∆(λ;m) = P∆(λ, 0 ;m)

ưƋǔᲨǇƨᲦP∆(λ, y;m) Ʒ᧙ૠƸ

∑

v

P∆(λ, y;m) eλ =
1

∏N
i=1(1− e−yieαi)mi

ưƋǔᲨˌɦᲦm = (m1, . . . ,mN) ∈ ZN ǛǦǧǤȈƱԠƿᲨ
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2.2. Volume function

ɥᚡƷᡲዓ༿ǛᎋƑǔᲨh ∈
N∑

i=1

R≥0αi ƴݣƠᲦ

V∆(h) :=

∫

X∆(h)

dµ, V∆(h, y) :=

∫

X∆(h)

e−(x1y1+···+xNyN )dµ

Ʊܭ፯ƢǔᲨƨƩƠᲦdµ Ƹឬ᩿ {(x1, . . . , xN) ∈ RN | x1α1 + · · ·+ xNαN = v} ɥƴ

ᐯƴܭǇǔยࡇưƋǔᲨ

ƞǒƴᲦǇƣƢǂƯƷ mi ƕദƷئӳƴ

V∆(h;m) :=

∫

X∆(h)

N∏

i=1

xmi−1
i

(mi − 1)!
dµ, V∆(h, y;m) :=

∫

X∆(h)

N∏

i=1

(
xmi−1
i

(mi − 1)!
e−xiyi

)
dµ

Ʊܭ፯ƢǔᲨmi Ʒɶƴ ≤ 0 ƷǋƷƕƋǔƱƖƸᲦ᩼ᆢЎ᧙ૠƷॖԛƮƚƕբ᫆ƱƳ

ǔᲨm ∈ Z≤0 ƴݣƠᲦ

xm−1

(m− 1)!
: = δ(|m|)

x (=žx = 0 ƴӨǛਤƭȇȫǿ᧙ૠƷ |m| ᨞ݰ᧙ૠſ)

ƱܭǊǔᲨƜǕǒƷᆢƓǑƼᆢЎƴƭƍƯഏƕǓᇌƭᲢ[10], [7] ӋༀᲣᲨ

ᙀ᫆ 2.1. h ƕ C(∆) =
N∑

j=1

R≥0αj ƷƋǔ chamberᲢܭ፯ƸɦᚡӋༀᲣƴޓƢƱˎܭ

ƢǔᲨƜƷƱƖᲦmi Ʒɶƴ ≤ 0 ƷǋƷƕƋǔئӳƴǋᲦhyperfunctioin ƋǔƍƸ

distribution ƱƠƯᆢ

N∏

i=1

xmi−1
i

(mi − 1)!
Ʒ X∆(h) ǁƷСᨂƕ well-defined ưƋǓᲦᆢЎ

V∆(h;m), V∆(h, y;m) ǋ well-defined ƱƳǔᲨ

ƭǇǓᲦh ƕ C(∆) ƷƋǔ chamber ƴޓƠƯƍǔƳǒƹᲦmi Ʒദƴ᧙ǘǒƣ

V∆(h;m), V∆(h, y;m) ƕܭ፯ƞǕǔᲨV∆(h), V∆(h, y), V∆(h;m), V∆(h, y;m) ǛዮᆅƠ

ƯᲦ(vector partition) volume function ƱԠƿᲨƳƓᲦchamber Ʒܭ፯ƸഏƷᡫ

ǓưƋǔᲨ

፯ܭ 2.2. {1, . . . , N} ƷᢿЎᨼӳ J ƴݣƠᲦC(J) =
∑

j∈J

R≥0αj ƱᚡƢᲨƜƷƱƖᲦC(J)

ƷσᡫᢿЎƨƪƸᲦІᥤƴǑǔ C(∆) ƷЎлǛɨƑǔᲨƦƷЎлƴƓƚǔӲ d ഏΨᥤ

ƷϋᢿǛ C(∆) Ʒ chamber ƱԠƿᲨ

2.3. ഭӪƳƲ

vector partition function Ǎ volume fuction ƸᲦ᩿૾ٶƔǒƷѣೞƴؕƮƍƯಮŷƳᄂ

ᆮƕƳƞǕƯƍǔᲨ૨ྂᲢƷɟᢿᲣƱƠƯᲦ[4], [2], [3] ǛਫƛǔᲨǇƨɥᡓƷǑƏƴᲦ

ƦǕǒƸІ˳Ʒ܇ໜƷ̾ૠǍ˳ᆢƱǈƳƢƜƱƕưƖǔƨǊᲦƦƷᄂᆮǋԃǊǔƳ

ǒƹᲦƞǒƴᧈƍഭӪǛǋƭƜƱƴƳǔᲨ

ƱƜǖưᲦvector partition function Ǎ volume function ƴ᧙Ƣǔ૨ྂƷٶƘƸᲦǦǧ

ǤȈ m = (m1, . . . ,mN) ǛᎋॾƠƯƍƳƍᲨܱᨥᲦαi ƨƪƷɶƴӷơǋƷƕƋƬƯǋ

ཎƴૅᨦƸƳƍᲨƦƜư mi ƕ ≥ 2 ƷئӳƸᲦαi Ǜ mi ̾ᙐƞƤƯ ∆ ƴԃǊƯƓ

ƚƹǑƘᲦڼǊƔǒƢǂƯƷ mi Ǜ 1 ƱƠƯǋɟᑍࣱǛڂǘƳƍƷưƋǔᲨƠƔƠƳ
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ƕǒŷƸᲦǦǧǤȈ m = (m1, . . . ,mN) ǛٻЏƳȑȩȡȸǿƱƠƯᛐᜤƠᲦƞǒƴ

mi ƷɶƴƷǋƷƕƋǔئӳǋᙲᙻƢǔᲨƳƓ [4] ưƸᲦƢǂƯƷ mi ƕദƷئӳ

Ʒ V(λ;m) ƕᎋݑƞǕƯƍǔᲨឬ࠹˴᧙ૠᛯƱƷ᧙ᡲƴƭƍƯƸᲦ2.6ራưᛯƣǔᲨ

2.4. ̊ᲴϐƼ multiplicity variety ƴƭƍƯ

ˌɥƷಒࣞǛဇƍǔƱᲦ1.1ራƷ qG("λ), qT ("λ, µ) ƸഏƷǑƏƴᘙƞǕǔᲨ

qG("λ) =
(−1)|∆+|

|W |
∑

w1,...,wn∈W

ε(w1) · · · ε(wn)P∆+

(
n∑

i=1

wi(λi + ρ)− (n− 2)ρ ; n− 2

)

qT ("λ, µ) =
∑

w1,...,wn∈W

ε(w1) · · · ε(wn)P∆+

(
n∑

i=1

wi(λi + ρ)− nρ− µ ; n

)
.

ǇƨᲦvG("λ), vT ("λ, µ) ƴƭƍƯƸᲦ̊ƑƹƢǂƯƷ λi ƕ P++ ƴޓƢƳǒƹᲦ

vG("λ) =
(−1)|∆+|

|W | ε(w1) · · · ε(wn)
∑

w1,...,wn∈W

V∆+

(
n∑

i=1

wi(λi) ; n− 2

)

vT ("λ, µ) =
∑

w1,...,wn∈W

ε(w1) · · · ε(wn)V∆+

(
n∑

i=1

wi(λi)− µ ; n

)

ƕǓᇌƭᲨƳƓ λi ∈ P+−P++ ƱƳǔ i ƕƋǔئӳƸᲦvG("λ) ƸƷǦǧǤȈǛǋƭ

volume function ǛဇƍƯᘙƞǕǔᲨƜǕƕƷǦǧǤȈǛᎋƑƨѣೞƷɟƭưƋǔᲨ

2.5. Brion-VergneƷπࡸƷɟᑍ҄

Brion-Vergne [2] ƸᲦP∆(λ, y), V∆(h), V∆(h, y) ƴݣƢǔƖǕƍƳଢᅆπࡸǛɨƑƯƍ

ǔᲨƜƷኽௐǛᲦǦǧǤȈ m ƕƋǔئӳᲢཎƴƷ mi ƕƋǔئӳᲣǁਘࢌƢǔᲨኽ

ௐǛᡓǂǔƨǊƴᚡӭǛݰλƢǔᲨ

፯ܭ 2.3. • {1, . . . , N} ƷᢿЎᨼӳ σ ƕ ∆ ƷؕࡁưƋǔƱƸᲦ(αj | j ∈ σ) ƕ Rd

ƷؕࡁưƋǔƱƖǛƍƏᲨ∆ Ʒؕࡁμ˳ƷᨼӳǛ B(∆) ƱᚡƢᲨ

C(∆) Ʒ chamber γ ƴݣƠᲦσ ∈ B(∆) ư γ ⊂ C(σ) ǛǈƨƢǋƷμ˳ƷᨼӳǛ

B(∆, γ) ƱᚡƢᲨ

∆ ƷᢿЎᨼӳ ∆′ ƴݣƠƯǋᲦӷಮƴB(∆′), B(∆′, γ) ǛܭǊǔᲨ

• σ ∈ B(∆) ƴݣƠᲦዴ࢟ϙ vσ : Rd → RN Ǜ vσ(αj) := wj (j ∈ σ) ưܭ፯ƢǔᲨ

ƨƩƠᲦ(w1, . . . , wN) Ƹ RN ƷแႎƳؕࡁưƋǔᲨ

ǇƨᲦᘍ᩿ٶ˳

{
∑

j∈σ

tjαj

∣∣∣∣∣ 0 ≤ tj ≤ 1 (j ∈ σ)

}
Ʒ˳ᆢǛ µ(σ) ƱᚡƢᲨ

ƞǒƴᲦG(σ) = (⊕j∈σZαj)
∗ /(Zn)∗ ƱܭǊǔᲨ

• σ ∈ B(∆), j ∈ σ ƓǑƼ k /∈ σ ƴݣƠᲦܱૠ cjk Ǜαk =
∑

j∈σ

cjkαj ưܭǊǔᲨ

ྸܭ 2.4 ([24, 25]). I = {i |mi > 0}, J = {i |mi ≤ 0}, ∆′ = (αi | i ∈ I), M =

m1 + · · ·+mN ƱƢǔᲨǇƨᲦ∂j =
∂

∂yj
ƱဦᚡƢǔᲨ
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(1) λ ∈
N∑

i=1

Z≥0αi ƕ C(∆′) ƷƋǔ chamber γ ƴޓƢƱƠᲦƞǒƴJ "= ∅ ƷƱƖƸᲦ

λ−
∑

i∈J

liαi ∈ γ (∀li = 0, . . . , |mi|) ƱˎܭƢǔᲨƜƷƱƖഏƕǓᇌƭᲨ

P∆(λ, y;m) =
∑

σ∈B(∆′,γ)

∏

j∈σ

(
−∂j +mj − 1

mj − 1

)
×



e−〈y,vσ(λ)〉

µ(σ)

∑

g∈G(σ)

e2πiλ(g)
∏

k/∈σ(1− e−2πiαk(g)e−yk+
∑

j∈σ cjkyj)mk



 .

(2) h ∈
N∑

i=1

R≥0αi ƕ C(∆) ƷƋǔchamber γ ƴޓƢƱƢǔᲨƜƷƱƖഏƕǓᇌƭᲨ

V∆(h, y;m) =
∑

σ∈B(∆′,γ)

1

µ(σ)

∏

j∈σ

(−∂j)mj−1

(mj − 1)!

(
e−〈y,vσ(h)〉

∏
k/∈σ(yk −

∑
j∈σ cjkyj)

mk

)
,

V∆(h;m) =
1

(M − d)!

∑

σ∈B(∆′,γ)

1

µ(σ)

∏

j∈σ

∂
mj−1
j

(mj − 1)!

(
〈y, vσ(h)〉M−d

∏
k/∈σ(−yk +

∑
j∈σ cjkyj)

mk

)
.

දॖ 2.5. ƢǂƯƷ mi ƕ 1 ƷƱƖƸᲦƍƣǕǋ Brion-Vergne [2] ƷኽௐưƋǔᲨǇƨ

ƦƷئӳᲦλ, h ƕ γ ƷѼ γ ƴޓƢƱƖƴǋӷơπࡸƕᇌƢǔᲨӷಮƴᲦƢǂƯƷ

mi ƕദƳǒƹᲦλ, h ∈ γ ƷƱƖƴǋӷơπࡸƕᇌƢǔᲨ

ኒ 2.6. ྸܭ 2.5 (2)Ʊ2.4ራƷࡸƔǒᲦvG(&λ), vT (&λ, µ) ƷᘙᅆࡸƕࢽǒǕǔᲨ

2.6. ឬ࠹˴᧙ૠᛯƱƷ᧙ǘǓ

Rn ϋưᲦɟᑍƷˮፗƴƋǔឬ᩿ᣐፗ H1, . . . , HN ǛᎋƑǔᲨƜƷƱƖᲦƜǕǒư

ǇǕƨஊမƳ᪸؏ƸƪǐƏƲ

(
N − 1

n

)
̾ƋǔᲨRn ƷࡈǛ (u1, . . . , un) ƱƠᲦᲫഏ

ࡸ fj = fj(u1, . . . , un) ǛဇƍƯ Hj ƕ fj = 0 ƱᘙƞǕƯƍǔƱƢǔᲨࡈ٭੭ǛƢ

ƜƱƴǑǓᲦf1 = u1, . . . , fn = un ƱˎܭƠƯǑƍᲨǇƨᲦj = n + 1, . . . , N ƴݣƠᲦ

fj = x0j + x1ju1 + · · ·+ xnjun ƱᘙƢᲨ

r1, . . . , rN ∈ Z ƱƠᲦH1, . . . , HN ưǇǕƨஊမƳ᪸؏ D ƴݣƠᲦ

FD : =

∫

D

N∏

j=1

f
rj
j

rj!
du1 · · · dun

=

∫

D

ur1
1

r1!
· · · u

rn
n

rn!

N∏

j=n+1

(x0j + x1ju1 + · · ·+ xnjun)rj

rj!
du1 · · · dun

Ʊܭ፯ƢǔᲨƨƩƠᲦrj ƕƷئӳƸᲦ2.2ራƷǑƏƴ f
rj
j /rj! Ƹȇȫǿ᧙ૠƷݰ᧙ૠ

Ტƴ fj ǛˊλƠƨǋƷᲣƱᚐƢǔᲨƜƷƱƖᲦF = FD(xij) ƸᲦഏƷ (1)(2)(3)Ɣǒ

Ƴǔឬ࠹˴૾ᆉࡸኒ E ′(n+ 1, N + 1; r)Ტ[1] ӋༀᲣƷᚐƴƳǔƜƱƕᅆƞǕǔᲨ

(1)
n∑

i=0

xij
∂F

∂xij
= rjF (j = n+ 1, . . . , N)
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(2)
N∑

j=n+1

xij
∂F

∂xij
= −(ri + 1)F (i = 0, . . . , n)

(3)
∂2F

∂xij∂xpq
=

∂2F

∂xiq∂xpj
(i, p = 1, . . . , n, j, q = n+ 1, . . . , N)

ǇƨƜƷ૾ᆉࡸኒƸᲦGelfand-Kapranov-Zelevinsky ƴǑǓݰλƞǕƨGKZ૾ᆉࡸኒ

Ტ[15] Ӌༀ) ƱƠƯǋᘙƞǕǔᲨഏƕǓᇌƭᲨ

ԡ᫆ 2.7 ([26]). r1, . . . , rn ∈ Z≥0, rn+1, . . . , rN ∈ Z>0 ƱˎܭƢǔᲨƜƷƱƖᲦ{FD} Ƹ

ឬ࠹˴૾ᆉࡸኒ E ′(n+ 1, N + 1; r) Ʒᚐᆰ᧓ƷؕࡁƴƳǔᲨ

දॖ 2.8. ឬ࠹˴᧙ૠᛯƴƓƍƯƸᲦri /∈ Z ƷƱƖǛᎋƑǔƜƱƕٶƍǑƏưƋǔᲨƦ

ƷئӳᲦᆢЎር D ǛžȄǤǹȈȷǵǤǯȫſƴ̲ദƢǔƜƱƴǑǓ FD Ǜܭ፯ƢǔᲨ

FD Ƹɟᑍ҄ƞǕƨឬ࠹˴᧙ૠƋǔƍƸǰȩǹȞȳٶಮ˳ɥƷឬ࠹˴᧙ૠƱԠƹǕǔ

Ტ[1] ӋༀᲣᲨ

ƞƯᲦ࣏ᙲƳǒƹ fi Ǜ −fi ƴӕǓƔƑƯᲦஊမƳ᪸؏ D ƕ

u1 ≥ 0, . . . , un ≥ 0, fj ≥ 0 (j = n+ 1, . . . , N)

ưᘙƞǕǔƱƢǔᲨd = N − n ƱƠᲦRd ƴƓƍƯ

αi = (−xi n+1, . . . ,−xiN) (i = 1, . . . , n), αn+1 = (1, 0, . . . , 0), . . . ,αN = (0, . . . , 0, 1),

h = (x0n+1, . . . , x0N)

ƱƓƘᲨƞǒƴ mi = ri+1 (i = 1, . . . , N) ƱƢǔᲨƜƷƱƖᲦFD Ƹvolume function

V∆(h;m) ƴɟᐲƢǔᲨ

ྸܭ 2.9 ([26]). r1, . . . , rn ∈ Z ƴݣƠᲦFD Ƹ(2)2.4ྸܭƷᇹʚࡸƷ࢟ƴᘙᅆƞǕǔᲨ

FD Ƹ xij Ʒஊྸ᧙ૠưᲦཎƴ x0n+1, . . . , x0N ƷٶࡸƴƳǔᲨƦƷࣱឋƸᐻԛขƍᲨ
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