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結び目の局所変形をめぐって
金信　泰造 (大阪市立大学)∗

2012年7月2日提出

概 要
結び目や絡み目にはさまざまな局所変形が考えられており，各々の局所変形
に対して結び目，絡み目の間に，いわゆるゴルディアン距離が定義される．
本講演ではとくに，絡み目の一部分にバンドを貼付けて，そのバンドを使っ
て新たに別の絡み目に変形する『バンド手術』に焦点をあてる．(1) バンド
手術による不変量の変化について紹介する．(2) バンド手術によって実現さ
れるいくつかの局所変形に対して (1)の結果を利用してゴルディアン距離が
評価される例を紹介する．

1. はじめに
結び目の図式において，適当に交差点の上下を逆にすると結び目をほどくことができ
る．すなわち，交差交換という局所変形は結び目解消操作である．したがって，２つの
結び目K, K ′に対して一方の適当な図式を何回か交差交換すると他方に変形することが
できる．このときの交差交換の最小回数をKとK ′のゴルディアン距離とよび d(K,K ′)
であらわす．とくに，Kと自明な結び目のゴルディアン距離をKの結び目解消数とよ
び u(K) であらわす．

図 1: 交差交換

交差交換以外にも結び目や絡み目にはさまざまな局所変形が考えられている．まず，
その変形が結び目解消操作かどうかということが問題となる．また，２つの結び目，絡
み目がある変形操作で移り合うときその最小回数である『ゴルディアン距離』や，ま
た自明な結び目とのゴルディアン距離である『結び目解消数』を求めることが問題と
なる．とくに，与えられた２つの結び目，絡み目が１回の変形操作で移り合うかとい
う問題もある．局所変形の全般的な解説は [21, Chapter 11]を参照．
本講演では，局所変形の一つであるバンド手術を中心に考えていく．向きを保つバ

ンド手術（整合的バンド手術とよぶ）はDNAに働く組み換え酵素の作用としてあらわ
れるために，最近，活発に研究がすすめられている（[7], [12], [13], [27]）．講演者はた
またま，H(2)移動とよばれる向きを保たないバンド手術の研究 [19] を宮澤康行氏とお
こなっていたが，下川航也氏の講演において整合的バンド手術の問題を知り，H(2)移
動のときと似た手法をつかって研究をはじめることとなった．具体的には，「(2, 2n)型

本研究は科研費 (課題番号:24540089)の助成を受けたものである。
2010 Mathematics Subject Classification: 57M25
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トーラス絡み目が，与えられた (2n + 1)交点の２本橋結び目に整合的バンド手術で変
形できるか？」さらに，「変形されるときはそのバンドの特徴付けは？」という問題が
提示された．これは，DNAに作用するXer酵素の部位特異的組み換えの解析から生じ
た問題である．詳しくは，下川氏，石原海氏等の論文 [6], [39], [43] を参照．

T6 T ′
6 T6! T ′

6!

図 2: 向きの付いた (2, 6)型トーラス絡み目

本稿では，まず第2節で，バンド手術と，結び目の連続する２回の整合的バンド手術
と同値な変形であるSH(3)移動の定義を述べる．次に第 3節で，整合的バンド手術で
移り合う絡み目に関係する不変量について述べる．最後に第 4節で，SH(3)移動の他
のいくつかの変形操作への応用を述べる. 本稿は主に [16]，[18]の概要である．

2. バンド手術とSH(3)移動
2.1. バンド手術
図 3のように絡み目の一部分にバンドを貼付けこのバンドを利用して新たに別の絡
み目に変形する操作をバンド手術(band surgery) とよぶ．正確には，Lを絡み目，b :

I × I → S3 を L ∩ b(I × I) = b(I × ∂I)をみたす埋め込みとしたとき，あらたな絡み
目M = (L \ b(I × ∂I)) ∪ b(∂I × I) をバンド B = b(I × I)に沿ったバンド手術によっ
て得られた絡み目という．ただし，Iは閉区間 [0, 1]．

L L ∪ B = M ∪ B M

図 3: 絡み目 LにバンドBに沿ったバンド手術をおこなうと絡み目Mが得られる

バンド手術は，絡み目L，Mの向き，成分数によって，さまざまな場合が考えられ
る．とくに，図 4のように，絡み目の向きがきちんと合うLからM，または，Mから
Lへのバンド手術を整合的バンド手術 (coherent band surgery) とよぶ．このとき，絡
み目の成分数には１の増減が生じる．

L L ∪ B = M ∪ B M

図 4: 整合的バンド手術
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また，向きの付いていない絡み目において，LとMの成分数が変化しないバンド手
術をH(2)移動 (H(2)-move) とよぶ．H(2)ゴルディアン距離については [16] ，また，
向きを無視したバンド手術については [1]を参照．
2.2. SH(3)移動
図 5のような向きの付いた絡み目に対する局所変形をSH(3)移動 (SH(3)-move)とよ
ぶ．ただし，絡み目の成分数は変化しないという条件を付ける．

図 5: SH(3)移動

１回の SH(3)移動は 2回の整合的バンド手術で実現される（図 6）．逆に，結び目
の２回の整合的バンド手術は常に１回の SH(3)移動で実現されることがわかる [18,

Proposition 2.3]．

図 6: １回のSH(3)移動は２回の整合的バンド手術で実現される．

注意 2.1 H(2)移動とSH(3)移動は，Hoste, Nakanishi, Taniyama [11]が定義したH(n)

移動，SH(n)移動の特別な場合である．H(n)移動，SH(n)移動は，n本のひもからな
る自明なタングルに対する局所変形である．図 7(a)のような向きの付いていない絡み
目に対する局所変形をH(n)移動 (H(n)-move)，図 7(b)のような向きの付いた絡み目
に対する局所変形をSH(n)移動 (SH(n)-move)とよぶ．ただし，これらの変形では，
絡み目の成分数は変化しないという条件が付く．また，SH(n)移動では，必然的に n

は奇数でなければならない．また，H(n)移動，SH(n)移動はともに結び目解消操作で
ある．

1

2 2
3 3

n n

nー1 nー1

1 1

2 2
3 3

n n

nー1 nー1

1
(a) (b)

図 7: (a) H(n)移動　 (b) SH(n)移動

１回のH(n)移動，あるいは，SH(n)移動は，それぞれ，(n− 1)回のバンド手術，あ
るいは，整合的バンド手術で実現される．さらに，SH(3)移動，H(3)移動については，
Taniyama, Yasuhara [41]がいくつかの意味付けをおこなっている．
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3. バンド手術に関係する不変量
3.1. スケイン三つ組から定義される多項式不変量
スケイン三つ組 (L+, L−, L0) とは，ある１点の近くが図 8のように違っている以外は
まったく同じ向きの付いた３つの向き付けられた絡み目の組のことである．このとき，
L+とL0，あるいは，L−とL0は整合的バンド手術で移り合う．また，逆に，整合的バ
ンド手術で移り合う２つの絡み目L，L′については，(L,M,L′)，(M ′, L, L′)がスケイ
ン三つ組となるような絡み目M，M ′が存在する．

L+ L− L0

図 8: スケイン三つ組

向きの付いた結び目，絡み目の位相不変量であるConway多項式∇(L; z) ∈ Z[z] [5],

Jones多項式V (L; t) ∈ Z[t±1/2] [14]，HOMFLYPT多項式P (L; v, z) ∈ Z[v±1, z±1] [8,

35] をそれぞれ以下の関係式で定義する．ここで，Uは自明な結び目，

∇(U ; z) = 1; (1)

∇(L+; z) −∇(L−; z) = z∇(L0; z); (2)

V (U ; t) = 1; (3)

t−1V (L+; t) − tV (L−; t) =
(
t1/2 − t−1/2

)
V (L0; t); (4)

P (U ; v, z) = 1; (5)

v−1P (L+; v, z) − vP (L−; v, z) = zP (L0; v, z), (6)

3.2. 符号数
向きの付いた絡み目の符号数について次が成り立つ ([31, Lemma 7.1], [32, Theorem 1]，
[33])．
命題 3.1 スケイン三つ組 (L+, L−, L0) に対して，

|σ(L±) − σ(L0)| ≤ 1. (7)

さらに，結び目の符号数については，次が成り立つ ([9])．
命題 3.2 結び目の符号数は次の３つの条件から決定できる．

(i) 自明な結び目Uについて，
σ(U) = 0. (8)

(ii) スケイン三つ組 (L+, L−, L0)において，L±が結び目のとき，

σ(L−) − 2 ≤ σ(L+) ≤ σ(L−). (9)

(iii) ε(K) = V (K;−1)/|V (K;−1)| = ∇(K; 2i)/|∇(K; 2i)|とすると，
(−1)σ(K)/2 = ε(K). (10)
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3.3. Arf不変量
Lが結び目，または，各成分Liについて，Liと残りの成分それぞれとの絡み数の和が
偶数という条件ををみたす絡み目（proper linkとよばれている）のとき，Arf不変量
Arf(L) ∈ Z2 [36] が定義される．Arf不変量は次のようにして Jones多項式，Conway

多項式から求まる ([29]，[23, Chapter 10])．
命題 3.3 (i) Kが結び目のとき，

Arf(K) = a2(K) (mod 2). (11)

ただし，a2(K)はKのConway多項式∇(K; z)の z2の係数．
(ii) Lが2成分の絡み目のとき，

V (L; i) =

{
(−√

2)(−1)Arf(L) Lの絡み数が偶数のとき
0 Lの絡み数が奇数のとき

(12)

ただし，V (L; i)はJones多項式V (L; t)において t1/2 = eiπ/4を代入した値．
ここではArf不変量の次の性質を利用する．２成分の絡み目Lから整合的バンド手

術で結び目Kが得られたとき，Lの絡み数が偶数ならば．Arf不変量は一致する．

Arf(L) = Arf(K). (13)

3.4. Jones多項式の特殊値
ω = eiπ/3とおく． Lを c成分からなる絡み目，Σ(L)をS3のL上での２重分岐被覆空
間とする．また，δ(L) = dim H1(Σ(L); Z3)とおく．このとき，Lickorish，Millett [22,

Theorem 3]は t1/2 = eiπ/6におけるJones多項式の特殊値 V (L; ω) に関して次の式を与
えた．

V (L; ω) = ±ic−1(i
√

3)δ(L). (14)

(L+, L−, L0)をスケイン三つ組とする．L+, L−が結び目，L0が2成分絡み目のとき，
さらに，図 9のような結び目L∞を考える．λ をL0の絡み数とするとき，次の式が成
り立つ [2]．

V (L+; t) − tV (L−; t) + t3λ(t − 1)V (L∞; t) = 0. (15)

L+ L− L0 L∞

図 9: スケイン四つ組

(4), (14), (15)式を用いると，４つの結び目，絡み目 (L+, L−, L0, L∞)の Jones多項
式の特殊値の比の値は表1の (a)–(d)の４通りの場合しかないことがわかる．
表1から，すぐに次のことがわかる．
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表 1: Jones多項式の特殊値の比

Cases
V (L+; ω)

V (L−; ω)

V (L∞; ω)

V (L−; ω)

V (L0; ω)

V (L−; ω)

V (L0; ω)

V (L+; ω)
(a) 1 (−1)λ −√

3 −√
3

(b) −1 (−1)λ+1i
√

3 i −i

(c) i
√

3 (−1)λ+1 −i −√
3
−1

(d) i
√

3
−1

(−1)λ+1i
√

3
−1 −√

3
−1

i

定理 3.4 ２つの絡み目L，L′が整合的バンド手術で移り合うとき，

V (L; ω)/V (L′; ω) ∈
{
±i, −

√
3
±1

}
. (16)

例 3.5 Traczyk [42, Example 4.3]は表1を利用して，74結び目の結び目解消数が2であ
ることを次のように証明した．K = 74に対してu(K) = 1と仮定する．(9)式を使うと
σ(K) = −2より，スケイン三つ組 (K,U, L0)が存在する．ところが，V (K; ω) = −i

√
3，

V (U ; ω) = 1より，表1を見るとそのようなスケイン三つ組は存在しないことがわかる．
1067についても同様であると述べられている．

注意 3.6 例 3.5のTraczyk [42]以前にMiyazawa [26]は，Jones多項式，符号数，結び
目の行列式，Conway多項式の４次の係数を使って，結び目解消数が１の結び目に対す
るある条件を与え，1065, 1069, 1089, 1097, 10108, 10163, 10165の結び目解消数が２である
ことを示した.これらは例3.5の方法によっても示すこともできる．

3.5. HOMFLYPT多項式の特殊値
Lを c成分からなる絡み目，Σ3(L)をS3のL上での巡回３重分岐被覆空間とする．ま
た，h(L) = dim H1(Σ3(L); Z2)とおく．このとき，Lickorish，Millett [22, Theorem 2]

はv = z = iにおけるHOMFLYPT多項式の特殊値 P (L; i, i) に関する次の式を与えた．

P (L; i, i) = (−2)h(L). (17)

(6)式に v = z = iを代入すると，

P (L+; i, i) + P (L−; i, i) + P (L0; i, i) = 0 (18)

を得る．この式と (17)式より，次を得る ([25], [17])．
定理 3.7 ２つの絡み目L，L′が，１回の交差交換，または，整合的バンド手術で移り
合うとき，

P (L; i, i)/P (L′; i, i) ∈ {
1, −2±1

}
(19)

例 3.8 絡み目Lに対して，その鏡像をL!とすると，P (L; i, i) = P (L!; i, i)であること
にまず注意する．K = 31，41については，P (K; i, i) = −2である．また，(2, 6)型トー
ラス絡み目T ′

6については，P (T ′
6; i, i) = 1である．したがって，次の結び目と２成分絡

み目の対は１回の整合的バンド手術では移り合わないことがわかる．

(31#31!, T
′
6), (31#41, T

′
6!) (20)

6



これらは符号数，3.4節の Jones多項式の特殊値を使っても示せない例である．ただ
し，後者は Alexander多項式を使ったKawauchiの判定法でも示すことができる [13,

Lemma 3.10(2)].

3.5.1. Q多項式とその特殊値
Q多項式Q(L; z) ∈ Z[z±1] [3, 10]は向きの付いていない絡み目の位相不変量で，次の
関係式により定義される．

Q(U ; z) = 1; (21)

Q(L+; z) + Q(L−; z) = z (Q(L0; z) + Q(L∞; z)) , (22)

ここで，Uは自明な結び目， L+, L−, L0, L∞はある１点の近くで図 10のように違っ
ている以外はまったく同じ４つの絡み目である．

L+ L− L0 L∞

図 10: 向きの付いていないスケイン４つ組

Jones [15]は，z = (
√

5−1)/2におけるQ多項式の特殊値 ρ(L) = Q
(
L; (

√
5 − 1)/2)

)
に関して次の式を与えた．

ρ(L) = ±
√

5
r

(23)

ただし，r = dim H1(Σ(L); Z5)である．さらに，Rong [37]は，４つの結び目，絡み目
(L+, L−, L0, L∞)のQ多項式の特殊値の比の値は表 2の (a)–(f)の６通りの場合しかな
いことを示した．

表 2: Q多項式の特殊値の比

Cases ρ(L−)/ρ(L∞) ρ(L0)/ρ(L∞) ρ(L+)/ρ(L∞)

(a) 1
√

5 1

(b)
√

5 1 −1

(c) 1 −1 −1

(d) −1 −1 1

(e) −1 1
√

5

(f)
√

5
−1 √

5
−1 √

5
−1

これを利用して，Stoimenow [40] は，特殊値ρ(L)の結び目解消数に関する条件を与
えて，いくつかの結び目の結び目解消数を決定した．
表2より，次を得る．

定理 3.9 ２つの絡み目L，L′がバンド手術で移り合うとき，

ρ(L)/ρ(L′) ∈
{
±1,

√
5
±1

}
. (24)
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4. さまざまな結び目，絡み目の局所変形
局所変形Tに対して，結び目KとK ′の間のTゴルディアン距離 dT(K,K ′) を，Kを
K ′に変形するための局所変形Tの最小回数で定義する．また，局所変形Tが結び目解
消操作のとき，結び目KのT結び目解消数 uT(K) を，Kと自明な結び目の間のTゴ
ルディアン距離で定義する．とくに，
• SH(3)ゴルディアン距離は sd3(K,K ′)，SH(3)結び目解消数は su3(K)

• H(2)ゴルディアン距離はd2(K,K ′)，H(2)結び目解消数はu2(K)

であらわす．

4.1. Γ0移動とΔ移動
Shibuya [38]は図 11のような隣り合った２個の交点を同時におこなう交差交換Γ0移動
(Γ0-move)とΓ′

0移動を定義した．Γ′
0とΓ0移動は同値である．

Γ0 Γ′
0

図 11: Γ0移動とΓ′
0移動

Γ0移動は結び目解消操作である．実際，１回の交差交換は１回のΓ0移動で実現され
る（図 12）．また，Γ0移動は１回のSH(3)移動で実現される（図 13）．

≈ Γ0 ≈

図 12: １回の交差交換は１回のΓ0移動で実現される

≈ SH(3) ≈

図 13: １回のΓ0移動は１回のSH(3)移動で実現される

図 14のような 3本のひもからなるタングルの局所変形をΔ移動 (Δ-move)とよぶ．
この図で，向きをどのように付けても，それらは同値な変形である（[30]，[24]参照）．
Δ移動も結び目解消操作である．
１回のΔ移動は１回のΓ0移動で実現される（図 13）．１回のΓ0移動は１回のSH(3)

移動で実現される（図 15）．したがって，
命題 4.1 結び目K,K ′に対して

sd3(K,K ′) ≤ dΓ0(K,K ′) ≤ dΔ(K,K ′) (25)
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図 14: Δ移動

≈ Γ0 ≈

図 15: １回のΔ移動は１回のΓ0移動で実現される

SH(3)結び目解消数に関する不等式をあげる．
命題 4.2 結び目Kに対して次が成り立つ．

|σ(K)|/2 ≤ g∗(K) ≤ su3(K) ≤ g(K); (26)

em(K)/2(m − 1) ≤ e(K)/2 ≤ su3(K) ≤ uΓ0(K) ≤ u(K), uΔ(K). (27)

ここで，g∗(K)は４次元種数，g(K)は (３次元)種数，em(K)はH1(Σm(L); Z)の生成元
の最小数， e(K)は中西指数（Z[t, t−1]加群としてのH1(Σ̃(K); Z)の生成元の最小数）．

さらに，Δ結び目解消数には次の評価式がある．

uΔ(K) ≡ Arf(K) (mod 2), uΔ(K) ≥ |a2(K)| (28)

SH(3)結び目解消数を使うと良い評価を得られる場合がある．
例 4.3 12交点の交代結び目K = 12a177 [4] に対して，uΔ(K) = 3である．まず，Δ

の印の付いた領域のまわりでΔ移動をおこなうと1067結び目になる．uΔ(1067) = 2 [34]

なので uΔ(K) ≤ 3．逆に，∇(K) = 1－ z2－ 3z4 + 2z6から， g(K) = 3，uΔ(K) ≡
a2(K) = −1 (mod 2)．次に，V (K; ω) = −3より，定理 3.4を使うと，整合的バンド
手術で自明な結び目に変形するためには，３回以上の手術が必要なことがことがわか
る．したがって，SH(3)移動は２回以上必要となる．su3(K) ≥ 2．よって (27)式より，
uΔ(K) = 3を得る．さらに，2交点∗で交差交換をおこなうとほどけるので，u(K) ≤ 2．
また，1 = |σ(K)|/2 ≤ g∗(K) ≤ su3(K) ≤ g(K), u(K)より su3(K) = u(K) = 2．
g∗(K) = 1も図のバンドの手術からわかる．

* 

* 

図 16: 12a177結び目
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4.2. #移動とパス移動
#移動 (#-move) [28] とパス移動 (pass move) [20] はともに平行な２本のひもを同時に
交差交換する局所変形である．ただし，２本のひもの向きは，#移動は同じで，パス
移動は逆になっている．#移動は結び目解消操作であるが，パス移動はArf不変量が同
じ結び目どうしでは移り合うことが知られている．

#移動 　パス移動

図 17: #移動とパス移動

パス・ゴルディアン距離の評価 図 13と同様にすると，パス移動は１回のSH(3)移動
で実現されることがわかる．したがって，結び目K，K ′に対して，

sd3(K,K ′) ≤ dpass(K,K ′), su3(K) ≤ upass(K). (29)

パス・ゴルディアン距離の評価として， |σ(K) − σ(K ′)| ≤ dpass(K,K ′) は知られてい
た．さらに，SH(3)結び目解消数を使うと評価が良くなる場合がある．
例 4.4 K = 1074とする．∇(K) = 1− 4z4，σ(K) = −2より，upass(K) ≥ 1である．さ
らに，V (K; ω) = −3より，2 ≤ su3(K) ≤ upass(K)がわかる．実際に，4-moveだけで
K −→ 61 −→ Uと変形できるので，su3(K) = upass(K) = 2と決定できる．
#ゴルディアン距離の評価 #移動は２回のH(2)移動で実現されることがわかる．し
たがって，結び目K，K ′に対して，

d2(K,K ′) ≤ 2d#(K,K ′), u2(K) ≤ 2u#(K). (30)

#ゴルディアン距離を評価するための性質として次のことが知られている．結び目K

がK ′から１回の#移動で得られるとき，

a2(K) − a2(K
′) ≡ 1 (mod 2), |σ(K) − σ(K ′)| = 2, 4, 6. (31)

さらに，H(2)結び目解消数を使うと評価が良くなる場合がある．
例 4.5 K = 10103（図 18）とする．∇(K) = 1+3z2+4z4+2z6より，u#(K) ≡ a2(K) = 3

(mod 2)．（また，σ(K) = 2）よって，u#(K)は１以上の奇数である．一方，#移動に
より Kは 52!に変形でき，u#(52!) = 2が知られているので，u#(K) ≤ 3．ところで，
ρ(K) = −5より，3 ≤ u2(K) ≤ 2u#(K) [19]．したがって，u#(K) = 3と決定できる．

図 18: 10103結び目
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MONOTONIC NORMAL 空間と
種々の位相空間との積の位相的性質について

平田 康史 (神奈川大学)
家本 宣幸 (大分大学)
矢島 幸信 (神奈川大学)

1. Introduction and backgrounds

All spaces are regular T1. A space X is said to be normal if every disjoint pair {F,H}
of closed subsets can be separated, that is, there are disjoint open sets U(F ) and U(H)
with F ⊂ U(F ) and H ⊂ U(H). It is well known that all compact spaces and all
metrizable spaces are normal and these spaces have other nice topological properties
listed below.

Definition 1.1. Recall the following definitions.

• A space X is collectionwise normal if every discrete collection F of closed sets
is separated, that is, there is a pairwise disjoint collection {U(F ) : F ∈ F} of
open sets with F ⊂ U(F ) for every F ∈ F , where a collection F of subsets
of X is discrete if for every x ∈ X, there is a neighborhood U of X such that
{F ∈ F : U ∩ F �= ∅} is at most one.

• A space X is (countably) paracompact if for every (countable) open cover U of
X, there is a locally finite open refinement V of U , that is, for every x ∈ X
there is a neighborhood U of X such that {V ∈ V : U ∩ V �= ∅} is finite, where
an open cover V is a refinement of U if for every V ∈ V there is U ∈ U with
V ⊂ U .

• A space X is (countably) metacompact if for every (countable) open cover U of
X, there is a point finite open refinement V of U , that is, for every x ∈ X, (V)x
is finite, where (V)x = {V ∈ V : x ∈ V }.

• A space X is shrinking if every open cover U of X has a closed shrinking
{F (U) : U ∈ U} of U , that is, it is a closed cover with F (U) ⊂ U for every
U ∈ U .

• A space X is orthocompact if for every open cover U of X, there is an inte-
rior preserving open refinement V of U , that is, for every x ∈ X,

⋂
(V)x is a

neighborhood of x.

It is well known that
1
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2

• All subspaces of metrizable spaces are metrizable but subspaces of compact
spaces need not be compact.

• Products of countably many metrizable spaces are also metrizable and products
of arbitrary many compact spaces are compact.

• Metrizable spaces and compact spaces are paracompact.
• Paracompact spaces are collectionwise normal, shrinking and metacompact.
• Shrinking spaces are normal and countably paracompact.
• Collectionwise normal spaces are normal.
• Metacompact spaces are countably metacompact and orthocompact.

Also remark that

• Product spaces of arbitrary many regular T1 spaces are also regular T1.

On 1950s, the following problem was discussed:

Problem 1.2. If X is normal, then so is X × I? Here I denotes the unit interval [0, 1]
of the real line R.

Nowadays this problem is known as to “Dowker problem”. Dowker proved in 1951:

Theorem 1.3 (Dowker’s Theorem [4]). For a normal space X, X× I is normal if and
only if X is countably paracompact.

A normal space X is said to be Dowker if it is not countably paracompact, equiva-
lently X × I is not normal. After many mathematicians constructed various Dowker
spaces assuming some additional set theoretical assumptions, finally in 1978, Rudin
terminated the problem:

Theorem 1.4 (Rudin’s Theorem [13]). There is a Dowker space without any other
additional set theoretical assumptions.

Dowker’s Theorem has an interesting analogy:

Theorem 1.5 (Scott’s Theorem [14]). For a space X, X × I is orthocompact if and
only if X is countably metacompact.

Also the following result is well-known:

Theorem 1.6. Let βX denotes the Stone-Čech compactification of a completely regular
space X. Then:

(a) X × βX is normal if and only if X is paracompact [12, Tamano].
(b) X × βX is orthocompact if and only if X is metacompact [5, Junnila].

Since (countably) paracompact spaces are (countably) metacompact, we have;

• If X × I is normal, then it is orthocompact.
• If X × βX is normal, then it is orthocompact.
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3

So we naturally have the following conjecture:

Conjecture A. In general, normality of a product space X × Y imply its orthocom-
pactness.

On the other hand, there are many pairs of normal spaces X and Y such that X×Y
is not normal. For instance,

• X = Y = S, where S is the Sorgenfrey line, that is, S = R as the base set and
its topology generated by half open intervals [a, b)’s with a < b.

• X = ω1 and Y = ω1+1, where ω1 denotes the first uncountable ordinal numbers
with the usual order topology.

Remark that intuitively ordinal numbers are inductively constructed:

• the first ordinal is 0,
• add a next ordinal α+1 after an ordinal α at successor stage, like: 0, 1, 2, 3, 4, · · · ,
• add a new ordinal at limit stage, like: 0, 1, 2, 3, 4, · · · , ω.

Repeating this construction, we get ordinal numbers

0, 1, 2, 3, 4, · · · , ω, ω + 1, ω + 2, · · · , ω1, ω1 + 1, · · ·
where ω is the first infinite ordinal and ω1 is the first uncountable ordinal. We
can consider every ordinal is the set of its all smaller ordinals, that is 1 = {0},
2 = {0, 1}, 3 = {0, 1, 2}, · · · , ω = {0, 1, 2, 3, · · · }, ω + 1 = {0, 1, 2, 3, · · · , ω}, ω1 =
{0, 1, 2, 3, 4, · · · , ω, ω + 1, ω + 2, · · · } and ω1 + 1 = {0, 1, 2, 3, 4, · · · , ω, ω + 1, ω +
2, · · · , ω1}. Thus every ordinal number is considered as linearly ordered set with the
usual order topology, that is, the topology generated by open intervals (a, b)’s with
a < b. Remark that ω1 + 1 is compact but ω1 is not paracompact.

Generally a linearly ordered set with the usual order topology is said to be a Lin-
early Ordered Topological Space (LOTS). Also a subspace of a LOTS is said to be a
Generalized Ordered space (GO-space). The Sorgenfrey line S is a GO-space but not a
LOTS.

For an ordinal α, cf α denotes the cofinality of α, that is,

cf α = min{|A| : A is unbounded subset of α},
where |A| denotes the cardinality of A. An ordinal α with cf α = α is said to be a
regular cardinal.

These twenty years, we have investigated topological properties of the products of
subspaces of an ordinal. For example we got:

Theorem 1.7 ([6, 7, 9]). Let X and Y be subspaces of an ordinal. Then the following
are equivalent:

(a) X × Y is orthocompact.
(b) X × Y is normal and rectangular.
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(c) X × Y is shrinking.
(d) X × Y is collectionwise normal.
(e) X × Y is normal.

Here a product space X × Y said to be rectangular if every cozero cover {U0, U1}
of X × Y has a locally finite refinement V such that every V ∈ V is cozero and
represented as V = πX [V ] × πY [V ], where πX and πY are the usual projection maps.
Moreover a subset U of X is said to be cozero if U = f−1[(0, 1]] for some continuous
map f : X → I. Note that the notion of rectangularity is useful when we calculate the
dimension of product spaces and that if Y is compact, then X × Y is rectangular for
every space X (see [3]). Also we got:

Theorem 1.8 ([9]). Let X and Y be subspaces of an ordinal. Then X×Y is rectangular
if and only if X × Y is countably paracompact.

Therefore by two Theorems above, we have:

Corollary 1.9. Let X and Y be subspaces of an ordinal. If X × Y is normal, then it
is rectangular.

Also remark that ω1 × (ω1 + 1) is rectangular but not normal. So the following
conjecture seems to be true:

Conjecture B. In general, normality of a procuct space X × Y implies its rectangu-
larity.

However the following immediately gives a negative answer to this conjecture:

Theorem 1.10 (Ohta’s Theorem [11]). If a space X is normal but not paracompact,
then there is an almost discrete space Y , that is, Y has exactly one non-isolated point,
such that X×Y is normal but not rectangular. In particular, there is an almost discrete
space Yω1 such that ω1 × Yω1 is normal but not rectangular.

Back to Conjecture A, we have the following unexpected result:

Theorem 1.11 ([8]). Let X be a paracompact space and κ a regular uncountable car-
dinal. If X × κ is orthocompact, then it is normal.

Also note that the following shows the implication of the above theorem is not
reversible.

Example 1.12 (Aoki’s example [1]). αD(ω1) × ω1 is normal but not orthocompact,
where αD(ω1) denotes the one point compactification of the discrete space D(ω1) of
size ω1.

Also note that αD(ω1) is almost discrete. It is a well-known wide class of (so called
monotonically normal) spaces containing the class of metrizable spaces, the class of
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GO-spaces and the class of almost discrete spaces. Yajima has been studied topolog-
ical properties of product spaces of monotonically normal spaces with various special
factors, e.g. compact factors.

Theorem 1.13 ([16]). If a product space X × Y of a monotonically normal space X
and a compact space Y is orthocompact, then it is normal.

It should be also noted by Example 1.12 that the converse of Theorem 1.13 is not
true.

Also remark:

Theorem 1.14 ([10] etc, see [16]). Let X be a monotonically normal space and Y a
compact space. Then the following are equivalent:

(a) X × Y is normal.
(b) X × Y is shrinking.
(c) X × Y is collectionwise normal.

Now we give the definition of monotonically normal spaces.

Definition 1.15 (Monotonically normal). A space X is said to be monotonically nor-
mal if for any two disjoint closed sets E and F in X, one can assign an open set
M(E,F ), satisfying that

(i) E ⊂ M(E,F ) ⊂ ClM(E,F ) ⊂ X � F , where Cl denotes the closure,
(ii) if E ′ and F ′ are disjoint closed sets in X with E ⊂ E ′ and F ⊃ F ′ in X, then

M(E,F ) ⊂ M(E ′, F ′) holds.

Obviously (i) ensures that monotonically normal spaces are normal and (ii) says that
the operator M is monotonic. Moreover these spaces have richer properties, e.g.:

• Monotonically normal spaces are collectionwise normal, countably paracompact
and shrinking.

• All subspaces of monotonically normal spaces are also monotonically normal.
• Metrizable spaces, GO-spaces and almost discrete spaces are orthocompact and
monotonically normal.

Later we will also consider whether monotonically normal spaces are orthocompact
or not. Both metrizable spaces and almost discrete spaces are paracompact. But
GO-spaces need not be paracompact, for example ω1.
Balogh and Rudin gave a strong tool for monotonically normal spaces. To describe

this tool, we need some notations.

• For a regular uncountable cardinal κ, a subset S of κ is said to be stationary if
S ∩ C �= ∅ for every closed unbounded (club) set C of κ.

• For a cover U of X, a collection V of subsets of X is said to be a partial
refinement of U if each member of V is contained in some member of U . Here
we do not require that V covers X.

17
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• A collection V of subsets of X is said to be σ-disjoint if V is represented as
V =

⋃
n∈ω Vn, where each Vn is pairwise disjoint.

Theorem 1.16 (Balogh and Rudin’s Theorem [2]). Every monotonically normal space
X has the following property (BR).

(BR) For every open cover U of X, there are a σ-disjoint partial refinement V of U by
open sets in X and a discrete collection F of closed sets each of which is homeomorphic
to some stationary set in a regular uncountable cardinal such that X \⋃V =

⋃F .

2. Results

Remember that metrizable spaces, GO-spaces and almost discrete spaces are ortho-
compact and monotonically normal. So it is natural to ask whether monotonically
normal spaces are orthocompact. But the answer is negative.

Theorem 2.1 (Machine). There is a machine constructing a monotonically normal
space which is not orthocompact from a monotonically normal space which is not para-
compact (e.g., ω1).

Next we investigate whether a product space X×Y has a property P in the following
various cases:

• P is normal, orthocompact, rectangular,...etc.
• X is a monotonically normal space, a GO-space, ...etc.
• Y is a subspace of ordinal, a compact space, a space defined by a topological
game, an almost discrete space,...etc.

In some cases, we can give necessary and sufficient conditions on X and Y in order
that X × Y has a property P . To describe such conditions, we need some notation.

Definition 2.2 (Stationary subspaces). Let X be a space.

• For a regular uncountable cardinal κ, let

S(X, κ) = {E ⊂ X : E is a closed set homeomorphic to some stationary set in κ. }.
• Let

Λ(X) = {κ : κ is a regular uncountable cardinal with S(X, κ) �= ∅. },
S(X) =

⋃

κ∈Λ(X)

S(X, κ).

• For every E ∈ S(X, κ) with κ ∈ Λ(X), fix a stationary set SE of κ which is
homeomorphic to E.

Remark that a monotonically normal space X with S(X) = ∅ is paracompact.
Through our results, the most basic and important result is following;
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Lemma 2.3 (Structural Lemma). Let X be a monotonically normal space and U an
open cover of X. Then U has a locally finite open refinement iff every E ∈ S(X, κ)
with κ ∈ Λ(X) is almost contained in some member U ∈ U , that is, |E \ U | < |E|.

The proof of this Lemma is essentially used the property BR above.
For a subset S of a regular uncountable cardinal κ, Lim(S) denotes the set of all

limit point of S in κ, that is, Lim(S) = {α ∈ κ : α = sup(S ∩ α)}.
Definition 2.4 (Neighborhood properties). Let X be a space with x ∈ X and S a
subset of a regular uncountable cardinal κ.

• X has orthocaliber κ at x if for every collection {Vα : α ∈ κ} of neighborhoods
of x, there is a subset T of κ with |T | = κ such that

⋂
α∈T Vα is a neighborhood

of x.
• X has the κ-decreasing open preserving (κ-dop) property at x if for every de-
creasing sequence {Vα : α ∈ κ} of neighborhoods of x,

⋂
α∈κ Vα is a neighbor-

hood of x.
• X has the S-continuous decreasing clopen preserving (S-codecop) property
at x if for every continuous decreasing sequence {Vα : α ∈ S} of clopen
neighborhoods of x,

⋂
α∈S Vα is a neighborhood of x, where a decreasing se-

quence {Vα : α ∈ S} is said to be continuous if Vα =
⋂

β∈S∩α Vβ for every

α ∈ S ∩ Lim(S).
• X has the S-decreasing open continuously shrinking (S-docs) property at x if
for every decreasing sequence {Vα : α ∈ S} of neighborhoods of x, there is a
continuous sequence {Fα : α ∈ S} of closed neighborhoods of x with Fα ⊂ Vα

for every α ∈ S.

These definitions immediately yield:

Lemma 2.5. Let X be a space with x ∈ X and κ a regular uncountable cardinal.

(1) If X has orthocaliber κ at x, then it has the κ-dop property at x.
(2) If X has the κ-dop property at x, then it has the S-codecop and S-docs property

at x for every unbounded subset S of κ.

When S is a stationary set, we have:

Lemma 2.6. Let X be a space with x ∈ X and S a stationary set in a regular un-
countable cardinal κ.

(1) If X × S is orthocompact, then X has orthocaliber κ at every point in X.
(2) If X × S is normal and rectangular, then X has the κ-dop property at every

point in X.
(3) If X×S is rectangular, then X has the S-codecop property at every point in X.
(4) If X × S is normal, then X has the S-docs property at every point in X.
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Definition 2.7 (Product conditions). For two spaces X and Y ,

(A) X × Y is called an orthocaliber product (a dop product) if the following three
conditions are true:
(1) SE ∩ SF is stationary for every E ∈ S(X, κ) and F ∈ S(Y, κ) with κ ∈

Λ(X) ∩ Λ(Y ).
(2) Y has orthocaliber κ (the κ-dop property) at every point in Y for all

κ ∈ Λ(X).
(3) X has orthocaliber κ (the κ-dop property) at every point in X for all

κ ∈ Λ(Y ).
(B) X × Y is called a docs (codecop) product if the following three conditions are

true:
(1) SE ∩ SF is stationary for every E ∈ S(X, κ) and F ∈ S(Y, κ) with κ ∈

Λ(X) ∩ Λ(Y ).
(2) Y has the SE-docs property (the SE-codecop property) at every point in

Y for all E ∈ S(X, κ) with κ ∈ Λ(X).
(3) X has the SF -docs property (the SF -codecop property) at every point in

X for all F ∈ S(Y, κ) with κ ∈ Λ(Y ).
(C) X×Y is called a weak codecop product if the following two conditions are true:

(1) Y has the κ-codecop property at every point in Y for all κ ∈ Λ(X).
(2) X has the κ-codecop property at every point in X for all κ ∈ Λ(Y ).

Using Lemma 2.6, we have:

Theorem 2.8 (General implications). Let X and Y be spaces.

(1) If X × Y is orthocompact, then it is an orthocaliber product.
(2) If X × Y is normal and rectangular, then it is a dop product.
(3) If X × Y is normal, then it is a docs product.
(4) If X and Y are monotonically normal spaces and X × Y is rectangular, then it

is a weak codecop product.
(5) If X and Y are GO-spaces and X × Y is rectangular, then it is a codecop

product.

The following implications hold for a product space X × Y :

orthocompact normal + rectangular =⇒ rectangular
⇓ ⇓ ⇓ X, Y : GO

orthocaliber product =⇒ dop product =⇒ codecop product
⇓ ⇓

normal =⇒ docs product weak codecop product
⇑ X, Y : MN

rectangular
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When the factor space Y is a subspace of an ordinal, we have:

Theorem 2.9 (Ordinal subspaces). Let X be a monotonically normal space and Y a
subspace of an ordinal. Then:

(a) X × Y is orthocompact iff X is orthocompact and X × Y is an orthocaliber
product.

(b) X × Y is normal and rectangular iff X × Y is a dop product.
(c) If X×Y is normal and rectangular, then it is collectionwise normal and shrink-

ing.

Hence under the assumption of Theorem 2.9, if X × Y is orthocompact, then it is
normal and rectangular. In the case that X is a GO-space, we have:

Theorem 2.10 (GO-spaces). Let X be a GO-space and Y a subspace of an ordinal.
Then:

(a) X × Y is orthocompact iff it is normal.
(b) X × Y is rectangular iff it is countably paracompact.

Hence under the assumption of Theorem 2.10, if X × Y is normal, then it is rectan-
gular.

When the factor space Y is compact, we can get two characterizations of X × Y
being normal and being orthocompact, respectively, as follows.

Theorem 2.11 (Compact spaces). Let X be a monotonically normal space and Y a
compact space.

(A) The following are equivalent.
(a) X × Y is orthocompact.
(b) X is orthocompact and X × Y is an orthocaliber product.
(c) X is orthocompact and E × Y is orhthocompact for each E ∈ S(X).
(d) X is orthocompact and Y has orthocaliber κ for each κ ∈ Λ(X).

(B) The following are equivalent.
(a) X × Y is normal.
(b) X × Y is a dop product.
(c) X × Y is a docs product.
(d) E × Y is normal for each E ∈ S(X).
(e) Y has the κ-dop property for each κ ∈ Λ(X).
(f) Y has the SE-docs property for each E ∈ S(X).

This immediately yields Theorem 1.13 as a corollary.
Next we consider the case that the factor space Y has a property defined by a

topological game which is weaker than both compactness and almost discreteness.
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Definition 2.12 (Topological games). Let DC denotes the class of all spaces each of
which has a discrete cover by compact sets. Let describe a topological game G(DC, Y )
defined by Telgársky [15], which is played by two persons of Players I and II.

A sequence 〈E0, F0, E1, F1, · · ·〉 of closed sets in a space Y is a play of G(DC, Y ) if it
has the following rules: for each n ∈ ω, where F−1 = Y ,

(1) En is a choice of Player I,
(2) Fn is a choice of Player II,
(3) En ∈ DC,
(4) En ∪ Fn ⊂ Fn−1,
(5) En ∩ Fn = ∅.

Player I wins this play if
⋂

n∈ω Fn = ∅. Otherwise, Player II wins it.

Remark that if Y is a compact space or an almost discrete space (more generally a
space having a σ-closure preserving cover by compact sets), then Player I has a winning
strategy in G(DC, Y ).

Theorem 2.13 (Spaces defined by topological games). Let X be a monotonically
normal space and Y a paracompact space with a winning strategy for Player I in the
game G(DC, Y ). Then:

(a) X × Y is orthocompact iff X is orthocompact and X × Y is an orthocaliber
product.

(b) If X is orthocompact, then X×Y is normal and rectangular iff X×Y is a dop
product.

Hence under the assumption of Theorem 2.13, if X × Y is orthocompact, then it is
normal and rectangular. We also constructed an example:

Example 2.14. There is a space which witnesses that the assumption “ X is ortho-
compact” in (b) of the Theorem above cannot be removed.

On Conjecture B, we have the following unexpected result:

Theorem 2.15 (Almost discrete spaces). Let X be a monotonically normal space and
Y an almost discrete space. If X × Y is rectangular, then it is normal.

Remember that the product ω1 × Yω1 described in Theorem 1.10 is normal but not
rectangular.
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3 次元開多様体上の絡み目と平面への沈め込み

三好　重明（中央大学理工学部）

1 序
以下，断らない限り滑らかな圏で議論する．また，全ての多様体は向き附け可能であ
るとする．n 次元多様体 M 上のベクトル場 X に対して，n − 1 個の独立な第一積分
fi : M → R (i = 1, 2, . . . , n − 1) が存在する場合を考える．ここで，f : M → R が X の
第一積分であるとは f が X の各積分曲線に沿って一定値を取ることをいう．このとき，
n−1個の独立な第一積分を並べる事によりM から R

n−1 への沈め込み (f1, f2, . . . , fn−1) :

M → R
n−1 が得られ，X の各積分曲線はその沈め込みの 1 点の逆像である．A. F. Costa,

F. G. Gascon 及びA. Gonzalez-Lopez [CGG-L]は M が n 次元ユークリッド空間の場合
に上のような自励系微分方程式（即ち，時間に依存しないベクトル場）を考察し，n ≥ 3

のとき，積分曲線の位相型として円周と直線の 2 種類が混在し得る事を示した．そして
n = 3 のとき，或る 1 点の逆像（以下、繊維と呼ぶ）が非自明の結び目となっているよう
な沈め込み f : R

3 → R
2 が存在するかどうかを open problem として問うた．この問に対

して渡邊展也は次の肯定的解答を得た．

定理 1.1 ([Wa]) 任意に与えられた絡み目 L ⊂ R
3 に対し，沈め込みϕ : R

3 → R
2 であっ

て ϕ−1(0) のコムパクトな連結成分の合併が与えられた絡み目 L と一致するものが存在
する．

さらに講演者は 3 次元多様体の場合に拡張し，満足すべき「解答」を得た（積りであっ
た）．1 次元整係数の局所有限無限チェインのホモロジー群をH∞

1 (−; Z) によって表す．

「定理」 1.2 ([M1]) L を向き附けられた 3 次元開多様体 M 内の向き附けられた絡み
目とする．このとき以下の 2 条件は同値である：

(1) 沈め込み ϕ : M → R
2 であって ϕ−1(0) = L かつ ϕ は L の横断的向きを R

2 の標
準的向きへ写すものが存在する．

(2) 輪体 L ⊂ M は局所有限無限チェインの意味で零ホモローグ：[L] = 0 ∈ H∞
1 (M ; Z).

1
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しかしながら，この「定理」は証明に不備があり，実際，誤りである事がG. Hector と D.

Peralta-Salas により指摘された．条件 (2) は十分ではなく，正しくは以下の通りでなけ
ればならない．

定理 1.3 ([M2]) L を向き附けられた 3 次元開多様体 M 内の向き附けられた絡み目と
する．このとき以下の 2 条件は同値である：

(1) 沈め込み ϕ : M → R
2 であって ϕ−1(0) = L かつ ϕ は L の横断的向きを R

2 の標
準的向きへ写すものが存在する．

(2) 輪体 L ⊂ M は局所有限無限チェインの意味で零ホモローグでありかつL の優先枠
付け (preferred framing) が M 全体へ拡張する．

優先枠付けの定義は以下を見よ．「定理」の誤りは条件 (2) に於いて，この枠付けの拡張
条件が抜けていた事である．[M1] のもう一つの定理は正しいが，そこでの証明は不完全
なものであった．実際，L の（優先とは限らない）枠付けの M 全体への拡張を示さなけ
ればならないが，それは必要なら枠付けを取り替える事により可能である．

定理 1.4 ([M1]) 可附向 3 次元開多様体 M 内の任意の絡み目に対し，沈め込み ϕ : M →
R

2 であって ϕ−1(0) のコムパクトな連結成分の合併が L と一致するものが存在する．

定理 1.3 による「定理」1.2 の修正により，絡み目がいつ平面への沈め込みの繊維とし
て実現されるかを判定する為の，良く知られた不変量による基準が求められる．この問題
に関し，向き附けられた 3 次元開多様体内の向き附けられた結び目 K ⊂ M に対しては
以下の解が得られた．簡単の為に，沈め込み ϕ : M → R

2 が存在してK = ϕ−1(0) であっ
て，K に横断的な十分小さい円板 D への制限 ϕ |D が向きを保つものが存在するとき，
K は実現可能であるという事にする．K の外部を MK と表す：MK = M \ IntN(K)．

定理 1.5 ([M2]) K は局所有限無限チェインの意味で零ホモローグとする．さらに K の
メリディアンがH∞

1 (MK ; Z) に於いて奇数位数の捩れ類を代表するとするとき，K は実
現可能である．

定理 1.6 ([M2]) H1(M ; Z) は有限生成であるとする．K は局所有限無限チェインの意味
で零ホモローグとし，さらに K のメリディアンが H∞

1 (MK ; Z) に於いて無限位数である
かまたは偶数位数の捩れ類を代表するとする．このとき，K が実現可能である為の必要
十分条件は 0 �= [K] ∈ H1(M ; Z2) である．

2
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一方，Hector と Peralta-Salas [HP-S] はこの種の部分多様体の実現問題に関し一般的
な枠組みで研究し非常に徹底した結果を得ている．即ち，n 次元開多様体の k 次元部分
多様体 L に対し沈め込み ϕ : M → R

n−k であって L ⊂ ϕ−1(0) または L = ϕ−1(0) とな
るものが存在する為の条件を考察している．（第 3 節参照．） その理論の応用の一つとし
て彼らは特に上の定理 1.3，1.4 を導いているばかりでなく，R3 内の絡み目が実現可能で
ある為の必要十分条件を得ている（定理 3.4）．特に R

3 内の任意の結び目は実現不可能
である事が示されている．我々の定理 1.5, 1.6 は彼らの特徴付けを，結び目の場合に一般
の 3 次元開多様体へと一般化したものと看做す事ができる．

2 絡み目の枠付けとホモトピー枠付け
向き附けられた 3次元開多様体M 内の向き附けられた n成分絡み目L = L1∪L2∪· · ·∪

Ln に対して，管状近傍 N(L) ⊂ M と，その枠付け (framing) ν :
∐n

j=1(S
1×D2)j → N(L)，

即ち，n 個のソリッドトーラスの N(L) の上への埋め込みで中心円周
∐n

j=1(S
1 ×{0})j を

L へ写すものを選ぶ．ここで L の枠付けは L の法束（の単位円板束）の自明化を管状近
傍として実現したものと看做せる事に注意しよう．さらに [L] = 0 ∈ H∞

1 (M ; Z) である
とするとき，その枠付け ν が優先枠付け (preferred framing) であるとはロンジチュード
の合併 ν(

∐n
j=1(S

1 ×{1})j) が局所有限無限チェインとしてM \ IntN(L) に於いて零ホモ
ローグであるときをいう．但し，D2 は複素平面の単位円板を表す．R

3 内の結び目とは異
なり，一般に優先枠付けは一意とは限らない事に注意しよう．定理 1.3 の (2) の拡張条件
とは N(L) の優先枠付けの定める接束の制限 TM |N(L) の自明化が M 全体へ拡張する
事を要請するものである．
ここでK ⊂ M を向き附けられた結び目とし，管状近傍 N(K)及び枠付け ν : S1×D2 →

N(K) をとる． M は平行化可能であるから接束 TM の自明化 Π : TM ∼= M × R
3 をと

り固定する．Π による計量に関し各円板 ν({e
√−1θ}×D2) は K と直交しているとしてよ

い．すると M と K の向き及び自明化 Π により写像 f : K → SO(3) が定まる．即ち，
点 p ∈ K に対し v1(p) ∈ TpM を K に接する単位接ベクトルとし，v2(p), v3(p) ∈ TpM

を互いに直交し K の法円板に接する単位接ベクトルで円板 ν({e
√−1θ} ×D2) の座標から

定まるものとする．すると (v1(p), v2(p), v3(p)) は TpM の正規直交基底を定めるから自明
化 Π により SO(3) の要素と思える．それを f(p) とおく．この写像 f : K → SO(3) を K

のホモトピー枠付けと呼ぶ．K の枠付けが M 全体へ拡張する為の必要十分条件はその
枠付けの定めるホモトピー枠付けが M 全体へ拡張することである．

3 Hector と Peralta-Salas による可積分埋め込みの理論
この節では第 1 節で触れた Hector と Peralta-Salas による部分多様体の沈め込みの繊

維による実現問題に関する理論 [HP-S] の一部をごく簡単に紹介する．まず彼らによる術
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語を定義する．この節では M を n 次元可附向開多様体とし，L を M の k 次元可附向
部分多様体 (k < n) とする．

定義 ([HP-S]) 部分多様体 L ⊂ M が弱可積分 (WI: weakly integrable)であるとは，沈め
込み Φ : M → R

n−k で L ⊂ Φ−1(0) となるものが存在する事をいう．ここで L = Φ−1(0)

と取れるとき，L は強可積分 (SI: strongly integrable) であるという．また，L が完全交
差 (CI: completely intersection) であるとは写像 Ψ : M → R

n−k であって 0 が Ψ の正則
値でありかつ L = Ψ−1(0) となるものが存在する事をいう．

まず，余次元 1（即ち k = n − 1）の場合は完全に解かれている．

定理 3.1 ([HP-S]) L ⊂ M を余次元 1 部分多様体とするとき，以下の条件は同値である：

(1) L は強可積分である．

(2) L は弱可積分かつ或る向きに関し [L] = 0 ∈ H∞
n−1(M ; Z) が成り立つ．

(3) L は完全交差かつ弱可積分である．

(4) L は完全交差かつ L の外部 M \ IntN(L) の各連結成分はコムパクトでない．

さらに，L が弱可積分である為の必要十分条件は L の外部の各連結成分がコムパクトで
ない事である．

余次元が 2 以上の場合は，所謂 Gromov-Phillips の h 原理 (h-principle) の相対版に
よって次が得られている．

定理 3.2 ([HP-S]) L ⊂ M を余次元 2 以上の部分多様体とするとき，以下の条件は同値
である：

(1) L は弱可積分である．

(2) L の法束は M 全体へ自明束として拡張する．

余次元が 2 以上の部分多様体の強可積分性に関しては，完全交差部分多様体の特別な
ものと捉えることができる．

定義 ([HP-S]) 完全交差部分多様体 L ⊂ M が馴れた完全交差 (TCI: tame complete

intersection) であるとは，以下の条件が満たされる事をいう：
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(1) L の法束が M 上のベクトル束 E へ拡張する．

(2) L の完全交差を与える写像 Ψ が誘導する L の法束の自明化が E の自明化に拡張
する．

定理 3.3 ([HP-S]) L ⊂ M を余次元 2 以上の部分多様体とするとき，L が強可積分で
ある為の必要十分条件は L が馴れた完全交差である事である．

彼らの理論による古典的結び目理論 (R3 内の結び目理論) に関わる定理の一例が次の
定理である．

定理 3.4 L = L1 ∪ · · · ∪ Ln ⊂ R
3 を向き附けられた絡み目とするとき，L が強可積分で

ある為の必要十分条件は，任意の i = 1, 2, . . . , n に対して
∑

i�=j

lk(Li, Lj) = 1 mod 2

が成立する事である．

4 定理の証明
この節に於いて定理 1.5, 1.6 の証明の概略を述べる．詳細は [M2] を見られたい．M を
向き附けられた 3 次元開多様体とし，K ⊂ M を向き附けられた結び目とする．まず，K

の優先枠付けとホモトピー枠付けに関する次の補題が成立する．

補題 4.1 K は局所有限無限チェインの意味で零ホモローグであると仮定する．K の外部
を MK = M \ IntN(K) と表す．このとき，以下が成立する：

(1) K のメリディアンが H∞
1 (MK ; Z) に於いて無限位数または偶数位数の捩れ類を代表

するとき，K の任意の優先枠付けにより誘導されるホモトピー枠付けはホモトピー
を除いて一意的である．

(2) K のメリディアンが H∞
1 (MK ; Z) に於いて奇数位数の捩れ類を代表するとき，（ホモ

トピーを除いて）K の任意のホモトピー枠付けは或る優先枠付けから誘導される．
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言い換えると，K のメリディアンが H∞
1 (MK ; Z) に於いて偶数位数捩れであるなら K の

優先ホモトピー枠付け（即ち，優先枠付けの誘導するホモトピー枠付け）は一意的であ
り，奇数位数捩れなら全てのホモトピー枠付けは或る優先枠付けによって実現できる．

定理 1.5 の証明 K のメリディアンが H∞
1 (MK ; Z) に於いて奇数位数の捩れ類を代表す

ると仮定すると，補題 4.1 の (2) により K の優先枠付け ν : S1 ×D2 → N(K) であって
それの誘導するホモトピー枠付け fν : K → SO(3) が [fν ] = 0 ∈ π1(SO(3)) を満たすもの
が存在する．すると (fν)∗ : π1(K) → π1(SO(3)) は自明に π1(M) へ拡張する．3 次元開
多様体 M はその（或る単体分割に関する）2 骨格（の部分複体）にホモトピー同値（cf.

[Wh]）であり，従って準同型 (fν)∗ : π1(K) → π1(SO(3)) の π1(M) への拡張が存在すれ
ば fν : K → SO(3) の M への拡張が存在する．よって定理 1.3 により K は実現可能で
ある．Q. E. D.

この証明に見られるように，枠付けの K からM への拡張に関して以下の基準が得られ
る．即ち，M はその 2 骨格（の部分複体）にホモトピー同値である（例えば [Wh] 参照）
から初等的な障害理論及び，基本群 π1(K), π1(SO(3)) の可換性により次の補題を得る．

補題 4.2 M を 3 次元可附向開多様体とし，K ⊂ M を結び目とするとき，以下の 3 条
件は同値である：

(1) 写像 f : K → SO(3) は M → SO(3) へ拡張する．

(2) 誘導準同型 f∗ : π1(K) → π1(SO(3)) は準同型 π1(M) → π1(SO(3)) へ拡張する．

(3) 誘導準同型 f∗ : H1(K; Z) → H1(SO(3); Z) は準同型 H1(M ; Z) → H1(SO(3); Z) へ
拡張する．

定理 1.6 の証明の為に，補題 4.1 の (1) の状況をより詳しく調べなければならない．次
の補題が必要である．J ⊂ M を向き附けられた結び目で，[J ] = 0 ∈ H∞

1 (M ; Z) とする．
またH1(M ; Z) に於いて [J ] = pγ, γ ∈ H1(M ; Z) であるとする．但し p は或る正整数で
ある．さらに C を γ を代表する輪体（向き附けられた結び目）とする．このとき，以下
の補題が成立する．

補題 4.3 以下の性質を持つ C の (p, l) 型のケーブル結び目 L が存在する．但し，p が
偶数なら l = 1，奇数なら l = 1 または 2 である；

(1) L は J とホモロガスである．

(2) J の優先枠付けは L の優先枠付けを誘導する．
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(3) (2) の L の優先枠付けの誘導するホモトピー枠付けは回転的ホモトピー枠付けに
（ホモトピーを除き）一致する．

ここで C のケーブル結び目 Lの回転的（ホモトピー）枠付けとは C の枠付けに対して
定まる L の枠付けであって，C のメリディアン円板 D 上で中心 C ∩D から L∩D へ向
かう線分（半径）達 ri (i = 1, 2, . . . , p) が定めるものである．即ち，L ∩D を中心とする
小円板達Δi ⊂ D (i = 1, 2, . . . , p) を D の中心に関する 2kπ

p
回転不変 (k = 1, 2, . . . , p− 1)

となるように取り，各Δi 於いて ri ∩Δi ⊂ Δi が複素平面の単位円板に於ける実軸の像で
あるとするような枠付けである．図 1 参照．

C
L

L

L

N(L)

N(C)

図 1: L の回転的枠付け

補題 4.3 の証明 [J ] = pγ ∈ H1(M ; Z) であるから向き附けられたコムパクト曲面 S で
境界が J と “p 重の C” であるものが存在する．ここで，S のC の周りの様子は以下の
通りである．N(C) を C の管状近傍とする：

S ∩ ∂N(C) は (p, q) 型のケーブル絡み目で S ∩N(C) はS ∩ ∂N(C) から C へ
の p 重被覆写像の写像柱 (mapping cylinder) である．

そこで以下のように p と q の偶奇に従って C の周りの N(C) 内に (p, 1) 型または (p, 2)

型のケーブル結び目として L を定義する．

Case 1 p が偶数であるかまたは p, q 共に奇数であるならば L を (p, 1) 型ケーブル結び
目とする．

Case 2 p が奇数で q が偶数であるならば L を (p, 2) 型ケーブル結び目とする．

L の十分小さい管状近傍 N(L) を N(C) 内にとり，以下のような向き附けられたコムパ
クト曲面 B ⊂ N(C) \ N(L) を構成する：
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B ∩ ∂N(C) は (p, q) 型ケーブル絡み目 (= S ∩ ∂N(C)) であって B ∩ ∂N(L)

は N(L) 内で L にアイソトピック．

曲面 B を構成する為に L と L に「平行」な ∂N(C) 上のケーブル結び目を境界とする円
環面 (annulus) と何枚かのメリディアン円板とに二重曲面手術 (double curve surgery) を
施す（図 2 参照）．メリディアン円板の枚数は Case 1 では q − 1 枚，Case 2 では q − 2

枚である．

二重曲線
手術

N(L)N(L)
メリディアン円板

A

B

図 2: 曲面 B の構成

S \ IntN(C)と B とを S∩∂N(C) = B∩∂N(C)に沿って貼り合わせる事によって J と
Lを張る向き附けられた曲面 T が得られる．実際は ∂T \J = T ∩∂N(L)は ∂N(L)上にあ
り，N(L)内でLとアイソトピックな曲線である．また，Lの枠付けは ∂T \J = T ∩∂N(L)

をロンジチュードとすることによって定める．この枠付けの誘導するホモトピー枠付けを
g : L → SO(3) と表す．
この L のホモトピー枠付け g は L の C に関する回転的枠付けの誘導するホモトピー
枠付けと等しい．何故なら，二重曲線手術のホモトピー枠付けに対する効果は．L とメリ
ディアン円板との各交点に於いて一回捻りである．そしてそれらの交点の個数は Case 1

では p(q − 1) 個，Case 2 では p(q − 2) 個であり，いずれにせよ偶数である．従って g

の定めるホモトピー類は回転的ホモトピー枠付けのそれと一致する．

定理 1.6 の証明 K ⊂ M は局所有限無限チェインの意味で零ホモローグであるとする
とし，そのメリディアンは外部に於いて同じ意味で偶数位数の捩れ類を表すと仮定する．
すると補題 4.1 の (1) により K のホモトピー枠付けは（ホモトピーを除き）一意的であ
る．ここでホモロジー類 κ := [K] ∈ H1(M ; Z) を捩れ部分 κT と自由部分 κF とに分解し
ておく：κ = κF + κT．さらに，一般にホモロジー類 ξ ∈ H1(M ; Z) に対しその Z2 還元を
ξ(2) ∈ H1(M ; Z2) と表す．証明は以下の二つの主張に分かれる：
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主張 1 κ(2) = 0 ならば f∗ : H1(K; Z) → H1(SO(3); Z) は H1(M ; Z) 上の準同型へは拡張
しない．

主張 2 κ(2) �= 0ならば f∗ : H1(K; Z) → H1(SO(3); Z)は準同型H1(M ; Z) → H1(SO(3); Z)

へ拡張する．

主張 1 の証明 帰謬法による．f∗ の拡張 Φ : H1(M ; Z) → H1(SO(3); Z) が存在したと
仮定する．すると κ(2) = 0 かつ H1(SO(3); Z) ∼= Z2 より f∗([K]) = Φ(κ) = 0 である．
(κF )(2) = 0 であるから原始類 α ∈ H1(M ; Z) と非負整数 m が存在して κF = 2mα とな
る．ここで ζ ∈ H1(M ; Z) が原始類とは ζ が如何なるホモロジー類の整数倍にもならな
い事をいう．(κT )(2) = 0 である必要十分条件は κT が奇数位数の捩れ類であるかまたは
偶数位数の捩れ類の偶数倍である事に注意する．従ってこの二つの場合に分かれる．

Case 1 κT が奇数位数の捩れ類であると仮定する．κT の位数を k とする．すると或る非
負整数 nによりκT = (k−1)(−κT ) = 2n(−κT )と表されるから，このときκ = κF +κT =

2mα − 2nκT = 2(mα − nκT ) を得る．補題 4.3 に於いて J = K, γ = mα − nκT , p = 2

とおいて適用すれば，γ を代表する輪体 C とその管状近傍 N(C) の枠付けを選んでそ
れらに関して (2, 1) 型のケーブル結び目 L が得られる．誘導されるホモトピー枠付け
を g : C → SO(3)，回転的ホモトピー枠付けを fL : L → SO(3) と表す．π1(SO(3)) ∼=
H1(SO(3); Z) ∼= Z2 に於いて [fL] = 2[g] + 1 ≡ 1 であるが，これは C の枠付けが如何
なるものであろうとも L のホモトピー枠付けは非自明となる事を意味している．また
κ = [L] であってさらに帰謬法の仮定により f∗ の拡張準同型 Φ が存在するから結局，
0 = Φ(κ) = Φ([L]) = [fL] ≡ 1 を得るが，これは矛盾である．

Case 2 κT が偶数位数の捩れ類の偶数倍であると仮定する．即ち，或るβ ∈ H1(M ; Z)と
非負整数 nによって κT = 2nβ と表されると仮定する．すると κ = κF +κT = 2(mα+nβ)

となる．補題 4.3 を J = K, γ = mα + nβ, p = 2 とおいて適用すれば Case 1 と同様に
矛盾が生ずる．

結局，いずれの場合も矛盾が得られた．従って f∗ は拡張し得ず，主張 1 が示された．

主張 2 の証明 κ(2) �= 0 i.e. (κF )(2) �= 0 または (κT )(2) �= 0 と仮定する．特に (κT )(2) �= 0

であるのは κT がH1(M ; Z)に於いて偶数位数の捩れ類の奇数倍であるときかつそのときに
限ることに注意する．f∗ : H1(K : Z) → H1(SO(3); Z) を拡張する準同型 Φ : H1(M ; Z) →
H1(SO(3); Z) を構成する．κF と κT の代表輪体 KF , KT をそれぞれ選ぶ．さらに K の
優先ホモトピー枠付けは自然に KF と KT の優先ホモトピー枠付けを誘導するから，そ
れらをそれぞれ fKF

: KF → SO(3) 及び fKT
: KT → SO(3) とする．最初に κF �= 0 かつ

κT �= 0 の場合を考える．
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Step 1 まず，(fKF
)∗ : H1(KF ; Z) → H1(SO(3); Z) の拡張準同型 ΦF : H1(M ; Z) →

H1(SO(3); Z) を構成する．(κF )(2) �= 0 であるから，（無限位数）原始類 α ∈ H1(M ; Z) と
非負整数 m が存在して κF = (2m + 1)α と表せる．J = KF , γ = α, p = 2m + 1 とおい
て補題 4.3 を適用すると，α の代表輪体 C 及びその管状近傍 N(C) の或る枠付けに関す
る (2m+1, 1)型または (2m+1, 2)型のケーブル結び目 Lが得られる．g : C → SO(3)を
その N(C) の枠付けの誘導するホモトピー枠付けとする．[L] = [KF ] であるから拡張準
同型を構成する為には回転的ホモトピー枠付け fL : L → SO(3) を調整して [fL] = [fKF

]

とする必要がある．いま H1(SO(3); Z) ∼= Z2 に於いて，[fL] = (2m + 1)[g] + r であ
る．但し，r は L の型に応じて 1 または 2 である．r = 1 なら g を N(C) のメリ
ディアン方向に一回捻って新たなホモトピー枠付け g′ : C → SO(3) を得る．すると
fL = (2m+1)([g′]−1)+1 ≡ [g′] ∈ Z2∼=H1(SO(3)) となる．このとき h = g′ とおく．r = 2な
らば [fL] = (2m+1)[g] + 2 ≡ [g] であり，h = g とおく．すると定理の仮定より H1(M ; Z)

の自由部分の基底 {α1, . . . , αb} を α1 = α を拡張するかたちで選ぶ事ができる．このとき
ΦF : H1(M ; Z) → H1(SO(3); Z) を以下のように定義する：

ΦF (αi) =

{
[h] i = 1のとき
0 それ以外

ΦF |T ≡ 0

但し，H1(M ; Z) = F ⊕ T であって，T ⊂ H1(M ; Z) は捩じれ部分群，F ⊂ H1(M ; Z) は
自由部分を表す．ΦF は (fKF

)∗ の拡張準同型である．

Step 2 (κT )(2) �= 0 であるのは κT が H1(M ; Z) に於いて偶数位数の捩れ類の奇数倍で
あるときかつそのときに限るのであった．捩じれ部分群 T ⊂ H1(M ; Z) の部分群 G ⊂ T

を以下のように定義する．T の部分集合Dodd(κT ) を

Dodd(κT ) := {σ ∈ T | κT = (2m + 1)σ (∃m ∈ Z)}
と定義し，Gを Dodd(κT )の生成する T の部分群とする．すると有限生成 Abel群の基本定
理により Gは T の（従って H1(M ; Z)の）直和因子である．準同型 ΦT : G → H1(SO(3))

をΦT |Dodd(κT ) ≡ (fKT
)∗[KT ]（特に ΦT (κT ) := (fKT

)∗[KT ]）によって定めると，矛盾無
く定義されている事が判る．ΦT を G の補因子上は零準同型として H1(M ; Z) へ拡張す
ると (fKT

)∗ の拡張準同型（これも ΦT と表す）が得られる．

以上より (fKF
)∗ 及び (fKT

)∗ の拡張準同型 ΦF 及び ΦT がそれぞれ得られた．そこで
Φ = ΦF + ΦT とおけば

Φ ◦ ι∗[K] = (ΦF + ΦT ) ◦ ι∗[K]

= ΦF ◦ ι∗[KF ] + ΦT ◦ ι∗[KT ]

= (fKF
)∗[KF ] + (fKT

)∗[KT ]

= f∗[K].
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であるから，求める f∗ の拡張準同型 Φ が得られた．

(κF )(2) = 0（かつ (κT )(2) �= 0）または (κT )(2) = 0（かつ (κF )(2) �= 0）の場合は，上の
構成でホモロジー類を少し調整する必要がある．実際，(κF )(2) = 0 ならば（(κT )(2) �= 0

であって）ΦT (κT ) := f∗[K], ΦT |Dodd(κT ) ≡ f∗[K] 及びΦF ≡ 0 と定義する．(κT )(2) = 0

ならば（(κF )(2) �= 0 であって）ΦF (α1) := f∗[K](= [h] + (fKT
)∗) と定義する．すると

Φ = ΦF + ΦT は求める拡張準同型である．

以上より主張 2 が示され，結局，定理 1.6 の証明が完了した．

注意 上の定理 1.6 の証明を見れば判るように，H1(M ; Z) の有限生成性の条件は拡張準
同型の構成（特に主張 2 の Step 2）に必要な言わば技術的なものである．無限生成の場
合でも κ(2) �= 0 の必要性は上の証明でも明らかである．一般に無限生成の場合でも十分
であるかは open problem である．
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結び目カンドルの表現からわかる
絡み目の幾何について
井上 歩 (東京工業大学)∗

1. 序
カンドルは Reidemeister変形で互いに移り合う絡み目図式の検出に有効な（極小の）

代数系である [14]．この Reidemeister 変形との密接な関係は，Carter ら [3] が導入し，
その後いくつかの形 [1, 2, 9] に拡張された，カンドルのホモロジーにも引き継がれて
いる．カンドルとそのホモロジーは，図式を用いた絡み目の研究に有用であり，この
方面で活発に利用されている．
カンドルと絡み目図式との関係には，絡み目が定める結び目カンドルの表現として，

幾何学的な解釈を与えることもできる．ならば，カンドルとそのホモロジーを用いて，
（3次元球面に埋め込まれたいくつかの円周としての）絡み目の幾何も記述することが
できるのではないか？ 本稿ではこの立場により進めた著者の研究について紹介したい．
なお一部の成果は，蒲谷祐一氏との共同研究により得られたものである．

【約束】
本稿において，絡み目（結び目）とその図式はすべて向き付けられていると約束する．

2. カンドルと絡み目図式
まずはじめに，カンドルと絡み目図式との関係を簡単に紹介する．詳細については

[10] を参照されたい．
カンドルとは，集合 X とその上に定義された二項演算 ∗ : X ×X → X の組であり，

次の公理を満たすものである：

(Q1) 任意のx ∈ Xに対し，x ∗ x = x．
(Q2) 任意の x ∈ X に対し，写像 ∗ x : X → X (• �→ • ∗ x) は全単射．
(Q3) 任意の x, y, z ∈ X に対し，(x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z)．

演算を保つカンドル間の写像を準同型と呼び，特に値域を固定するときは表現と呼ぶ．
カンドルは，次に紹介する二種類の彩色により，絡み目図式と関係する．
X をカンドルとする．絡み目図式の X 彩色とは，図式の各弧への X の要素の割り

当てであり，各交点において図 1 左の条件を満たすものである．つまり交点において，
上弧から見て（進行方向）右側にある下弧に x ∈ Xが，上弧に y ∈ X が割り当てられ
ているとき，上弧から見て左側にある下弧には x ∗ y ∈ X が割り当てられている必要
がある．カンドルの公理 (Q1) ～ (Q3) は，変形の境界にある弧の色（割り当てられた
X の要素）を固定しながら Reidemeister 変形 R1 ～ R3 が施せることをそれぞれ保証
する（図 2 参照）．よって，同値な絡み目を表す図式たちの X 彩色の間には一対一の
対応がつき，特に X 彩色の総数は絡み目に不変量を与える．

本研究はグローバル COE プログラム「計算世界観の深化と展開」および科学研究費補助金（研究活動
スタート支援 課題番号：23840014）の助成を受けている．
∗〒 152–8552 東京都目黒区大岡山 2-12-1 東京工業大学 大学院情報理工学研究科 数理・計算科学専攻
e-mail: ayumu.inoue@math.titech.ac.jp
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図 1:!

図 2:!

次の表示により与えられる群 As(X) を，カンドル X の付随群と呼ぶ：

〈 x (x ∈ X) | x ∗ y = y−1xy (x, y ∈ X)〉.

すなわち，F (X) を X が生成する自由群，N(X) を集合 {y−1xy(x ∗ y)−1 | x, y ∈ X}
が生成する F (X) の正規部分群とするとき，As(X) = F (X)/N(X) である．
Y を付随群 As(X) が右から作用する集合とする．絡み目図式の (X, Y ) 彩色とは，

図式の各弧および各領域へのそれぞれ X および Y の要素の割り当てであり，X 彩色
の条件を満たし，弧の周りで図 1 右の条件を満たすものである 1．つまり，領域を分離
する弧に x ∈ X が，弧から見て右側の領域に r ∈ Y が割り当てられているとき，弧か
ら見て左側の領域には（x を As(X) の要素とみなして）r · x ∈ Y が割り当てられてい
る必要がある．図 2 からわかるように，Reidemeister 変形 R1 ～ R3 は変形の境界に
ある領域の色も変化させない．よって，同値な絡み目を表す図式たちの (X, Y ) 彩色の
間にも一対一の対応がつき，特に (X, Y ) 彩色の総数は絡み目に不変量を与える．
Y として一元集合を考え，As(X) の Y への作用を自明と定めれば，(X, Y ) 彩色と

X 彩色との間には一対一の対応がつけられる．よって (X, Y ) 彩色は X 彩色の一般化
と考えることができる．
1任意の x, y ∈ X に対して，x, y および x ∗ y を As(X) の要素とみなすと xy = y(x ∗ y) が成り立つ
ので，この条件は交点の周りで well-defined である．
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次にカンドルのホモロジーを紹介する．自然数 n に対して，CR
n (X, Y ) を Y ⊗ Xn

が生成する自由アーベル群とする．また，CR
0 (X, Y ) を Y が生成する自由アーベル群

とする．このとき，写像 ∂n : CR
n (X, Y ) → CR

n−1(X, Y ) を

∂n(r ⊗ (x1, . . . , xn)) =
n∑

i=1

(−1)i{r ⊗ (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)

− r · xi ⊗ (x1 ∗ xi, . . . , xi−1 ∗ xi, xi+1, . . . , xn)} (n ≥ 2),

∂1(r⊗ (x1)) = r ·x1− r と定めると，(CR
n (X, Y ), ∂n) は鎖複体となる．図 3 で示すよう

に，CR
n (X, Y ) の生成元は向き付け・ラベル付けされたn次元の立方体と同一視でき，

∂n はその境界を読み取る写像と解釈できる．

図 3:!

CR
n (X, Y ) の部分群 CD

n (X, Y ) を

CD
n (X, Y ) =

{
spanZ{r ⊗ (x1, x2, . . . , xn) | ∃i s.t. xi = xi+1} (n ≥ 2),

0 (n = 0, 1)

と定義する．このとき ∂n(C
D
n (X, Y )) ⊂ CD

n−1(X, Y ) が成り立つので，CQ
n (X, Y ) を

CR
n (X, Y )/CD

n (X, Y ) と定めれば，(CQ
n (X, Y ), ∂n) はまた鎖複体となる．この鎖複体

のホモロジー群を (X, Y ) のカンドルホモロジー群と呼び，HQ
∗ (X, Y ) で表す．また

アーベル群 A に対し，余鎖複体 (Hom(CQ
n (X, Y ), A),Hom(∂n, id)) のコホモロジー群

を (X, Y ) の A 係数カンドルコホモロジー群と呼び，H∗
Q(X, Y ;A) で表す．

(X, Y ) 彩色された絡み目図式の双対グラフを考えると，その各補領域は一つの交点
を含む四角形である．そこで，交わる弧の向きと色から四角形の辺の向きとラベルを，
交わる領域の色から四角形の頂点のラベルを定めることで，図式の交点に CQ

2 (X, Y )

の要素を付随させることができる（図 4 参照）．構成から，すべての交点についてこ
の要素を足し合わせたものは，2次元サイクルとなる．この 2次元サイクルが定める
HQ

2 (X, Y ) の要素を，(X, Y ) 彩色の基本類と呼ぶ．
基本類は Reidemeister 変形で不変である．すなわち，Reidemeister 変形で対応する

(X, Y ) 彩色たちは，同一の基本類を定める．実際，図 2 の R1, R2, R3 変形は元々
の 2次元サイクルにそれぞれ ±r ⊗ (x, x) ∈ CD

2 (X, Y ), +r ⊗ (x, y) − r ⊗ (x, y) = 0,

±∂3(r ⊗ (x, y, z)) を加えるが，これらはホモロジー類を変化させない．
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図 4:!

当然ながら，基本類を2次元コサイクル θ で評価した値は Reidemeister 変形で不変
である．特に絡み目図式に対してすべての (X, Y ) 彩色を考えると，その基本類を θ で
評価した値たちがなす多重集合は絡み目に不変量を与える．この多重集合を θ に付随
したカンドルコサイクル不変量と呼ぶ．

3. 結び目カンドルと彩色
彩色は図式に対する概念であるが，これには幾何学的な解釈を与えることができる．

その鍵となるとなるのは，Joyce [8] により定義された結び目カンドルである 2．
L を絡み目とし，点 p をその補空間の点とする．また，複素平面の部分集合 N を

単位円板 D と実軸上の線分 R = {z ∈ C | 1 ≤ z ≤ 5} の和集合とする．このとき，次
の条件を満たす連続写像 ν : N → S3 を L のヌースと呼ぶ（図 5 左参照）：

(1) ν(5) = p．
(2) 制限写像 ν|D : D → S3 は埋め込み．
(3) ν(N ) と L とは一点 ν(0) のみで横断的に交わる．
(4) ν(∂D) は L のある成分の (+) メリディアンをなす．

二つのヌース μ, ν に対し，その積 μ ∗ ν を次で定義する（図 5 右参照）：

(μ ∗ ν)(z) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

μ(z) (|z| ≤ 1),

μ(4z − 3) (1 ≤ z ≤ 2),

ν(13− 4z) (2 ≤ z ≤ 3),

ν(e2(z−3)πi) (3 ≤ z ≤ 4),

ν(4z − 15) (4 ≤ z ≤ 5).

μ ∗ ν は再びヌースであることに注意する．L のヌースのホモトピー類がなす集合を
Q(L) とすると，積 ∗ は Q(L) 上の well-defined な二項演算となり，カンドルの公理
(Q1) ～ (Q3) を満たす．このカンドル Q(L) を，L の結び目カンドルと呼ぶ．
ヌース ν の制限写像 ν|∂D∪R は，写像 · : Q(L) → π1(S

3 \ L) を誘導する．ヌース
ν のホモトピー類を [ν] と表すと，[μ] ∗ [ν] = [ν]

−1
[μ] [ν] が成り立つことから，付随群

As(Q(L)) は · が誘導する準同型により π1(S
3 \ L) と同型になる．

2Matveev [12] も（異なる語彙により）結び目カンドルと同値な概念を与えている．
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図 5:!

二種類の彩色に幾何学的な解釈を与えるため，次の設定を行う．D を 2次元球面 S

上に描かれた L の図式とする．L は D と交点の近くを除いて一致しており，点 p は
S 上に無いと仮定する．点 q を S3 \ S の点 p を含まない成分にある L の補空間の点
とする．X をカンドルとし，Y を付随群 As(X) が右から作用する集合とする．
D の各弧 Ai (1 ≤ i ≤ n) に対して，ヌース νi を図 6 左のように定める．このとき，

図 7 左の交点に付随して [νu] = [νs] ∗ [νt] が成り立つから，表現 ϕ : Q(L) → X は関係
式 ϕ([νu]) = ϕ([νs]) ∗ ϕ([νt]) を満たす．これは，弧 Ai に ϕ([νi]) を割り当てれば，D

の X 彩色が得られることを意味する．反対に，D の X 彩色が与えられたとき，写像
ϕ : {[ν1], . . . , [νn]} → X を ϕ([νi]) = (Ai の色) で定めれば，ϕ は表現 Q(L) → X へと
一意に拡張する．よって D の X 彩色は，表現 Q(L) → X と同一視できる．

図 6:!

図 7:!

X 彩色に対応する表現 ϕ : Q(L) → X を一つ選び，固定しておく．L の補空間内で
点 p から点 q へ向かう道 γ のホモトピー類 [γ] がなす集合を Z(L) とする．図 8 のよ
うに，付随群 As(Q(L))は Z(L)に右から作用する．そこで ψ : Z(L) → Y を ϕが誘導
する準同型 ϕ∗ : As(Q(L)) → As(X) により付随群の右作用を保つような写像とする．
つまり ψ は，任意の [γ] ∈ Z(L), [ν] ∈ As(Q(L)) に対して ψ([γ] · [ν]) = ψ([γ]) ·ϕ∗([ν])

41



を満たすとする．このとき，D の各領域 Ri (1 ≤ i ≤ m) に対して点 p から点 q への
道 γi を図 6 右のように定めると，図 7 右の状況に付随して [γl] = [γk] · [νs] が成り立つ
から，ψ は関係式 ψ([γl]) = ψ([γk]) · ϕ∗([νs]) を満たす．これは，領域 Ri に ψ([γi]) を
割り当てれば，D の (X, Y ) 彩色が得られることを意味する．反対に，（X 彩色として
は ϕ に対応する）D の (X, Y ) 彩色が与えられたとき，写像 ψ : {[γ1], . . . , [γm]} → Y

を ψ([γi]) = (Ri の色) で定めれば，ψ は ϕ∗ により付随群の右作用を保つような写像
Z(L) → Y へと一意に拡張する．よって D の (X, Y ) 彩色は，表現 ϕ : Q(L) → X

とその誘導準同型 ϕ∗ : As(Q(L)) → As(X) により付随群の右作用を保つような写像
ψ : Z(L) → Y の組と同一視できる．

図 8:!

4. 彩色と四面体分割
彩色の幾何学的解釈を考察すると，彩色と絡み目補空間のある四面体分割との間に

関係を見いだすことができる．本章ではこのことを紹介する．前章に引き続き，L を
絡み目，D を2次元球面 S 上に描かれた L の図式，点 p, q を L の補空間の点とする．
技術的な理由により，L の各成分は D で少なくとも一つの交点を持ち，D は分離不能
と仮定する 3．Ai で D の弧を表し，Ri で D の領域を表す．
まず，Weeks [16] が与えた L の補空間の四面体分割方法を紹介する．S 上に D の

双対グラフを描き，点 p, q によるその懸垂を考える．この操作により，L の補空間は
バナナのような細長い領域に分割される（図 9 左参照）．さらにこの領域を図 9 右の
ように四分割し，斜線部分を（絡み目の各成分を一点に潰すようにして）線分に変形
する．この操作により，各ピースは二つの理想頂点を持つ四面体となる．つまり L の
補空間に四面体分割が与えられたことになる．
上記の四面体分割において，四面体は D の交点の角（かど）と一対一の対応を持つ．

そこで，領域 Ri および弧 Aj, Ak からなる角に対応する四面体を Δi,j,k とする．この
とき，点 p と点 q を結ぶ Δi,j,k の辺は，前章で定義した道 γi に他ならない．また，点
p と弧 Aj（または Ak）をつなぐ Δi,j,k の辺は，前章で定義したヌース νj（または νk）
と自然に同一視できる．よって D に (X, Y ) 彩色が与えられたとき，Δi,j,k には Ri, Aj

および Ak の色から得られる情報を付与することができる．
この議論を応用するため，次の設定を行う 4．L0 を双曲絡み目とし，その補空間の異

なる二点 p0, q0 を固定する．Q(L0) を（p0 を基点とする）L0 の結び目カンドルとし，
Z(L0)を L0 の補空間内で点 p0 と点 q0 を結ぶ道のホモトピー類がなす集合とする．ま

3必要ならば図式に数回の R1, R2 変形を施すことで，この仮定はいつでも満たすことができる．
4双曲幾何の用語や事実を未定義のまま使用しているので，参考文献として [11] を挙げておく．
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図 9:!

た Ψ : H3 → S3 \L0 を普遍被覆とし，ρ : π1(S
3 \L0) → PSL(2,C)をそのホロノミー表

現とする．前章で定義した写像 · : Q(L0) → π1(S
3 \L0) と ρ の合成写像は x ∈ Q(L0)

を PSL(2,C) の放物的元にうつす．その放物的元の唯一の固定点を x∞ ∈ ∂H3 で表す．
点 p̃0 ∈ Ψ−1(p0) を選んで固定し，r ∈ Z(L0) に対して p̃0 を始点とする r の代表元の
持ち上げの終点を r̃(1) ∈ H3 とする．また，H3 の点 a, b, c, d を頂点とする H3 の測地
四面体（退化していても構わない）を Δ(a, b, c, d) と表す．
D に (Q(L0), Z(L0)) 彩色が与えられているとする．弧 Ai の色を xi，領域 Ri の色

を ri とすると，四面体 Δi,j,k には r̃i(1), xj∞, xk∞ の情報が付与される．この情報を
用いれば，（辺の対応を考慮しながら）全射連続写像 Δi,j,k → Ψ(Δ(p̃0, r̃i(1), xj∞, xk∞))

が構成できる．この連続写像は，四面体たちの共通部分で一致すると仮定することが
できる．よって，次の定理が成り立つ．

定理 1. Lを絡み目とし，L0を双曲絡み目とする．このとき，Lの図式の (Q(L0), Z(L0))

彩色は，連続写像 S3 \ L → S3 \ L0 を誘導する．

Dの各交点には四つの四面体が対応する．よって，交点に付随する CQ
2 (Q(L0), Z(L0))

の要素（図 4参照）には，対応する四つの四面体の連続写像による像の符号付き（双曲）
体積の和を割り当てることができる．この操作により写像 vol : CQ

2 (Q(L0), Z(L0)) → R

が定まるが，簡単な考察から vol は2次元コサイクルであることがわかる．この2次元
コサイクル vol を利用して，定理 1 から次を示すことができる．

定理 2. K を双曲・結・び・目とする．K の補空間の体積を Vol(S3 \K) と表し，K の向き
を逆にして得られる双曲結び目を −K と表す．このとき次が成り立つ：

(1) その基本類を vol により評価した値が −Vol(S3 \K) となる K の図式の
(1) (Q(K), Z(K)) 彩色が存在するとき，またそのときに限り，K は (−)もろて型
(1) である．
(2) その基本類を vol により評価した値が Vol(S3 \K) となる K の図式の
(2) (Q(−K), Z(−K))彩色が存在するとき，またそのときに限り，K は可逆である．
(3) その基本類を vol により評価した値が −Vol(S3 \K) となる K の図式の
(3) (Q(−K), Z(−K)) 彩色が存在するとき，またそのときに限り，K は (+)もろて
(3) 型である．
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詳細は拙論文 [5] に譲ることとする．
次に紹介する単体的カンドルホモロジーは，上記の議論を一般化するために，蒲谷

祐一氏と共同で導入したものである [7]．X をカンドルとする．非負整数 n に対して，
Xn+1 が生成する自由アーベル群を CΔ

n (X) とする．写像 δn : CΔ
n (X) → CΔ

n−1(X) を

δn(x0, x1, . . . , xn) =
n∑

i=0

(−1)i(x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)

と定めると，(CΔ
n (X), δn) は非輪状な鎖複体となる．CΔ

n (X) の生成元は頂点に xi が
付与されたn次元の四面体と同一視でき，δn はその境界を読み取る写像と解釈できる．
付随群 As(X) の群環を Z[As(X)] と表す．As(X) は X に右から自然に作用するから，
CΔ

n (X)は自然に Z[As(X)]加群の構造を持つ．そこで CΔ
n (X)As(X)を CΔ

n (X)⊗Z[As(X)]Z

と定義する．明らかに (CΔ
n (X)As(X), δn)はまた鎖複体である．この鎖複体のホモロジー

群を X の単体的カンドルホモロジー群と呼び，HΔ
∗ (X) で表す．またアーベル群 A に

対し，余鎖複体 (Hom(CΔ
n (X)As(X), A),Hom(δn, id)) のコホモロジー群を X の A係数

単体的カンドルコホモロジー群と呼び，H∗
Δ(X;A) で表す．

w ∈ X を固定し，写像 τ : CR
2 (X,X) → CΔ

3 (X)As(X) を

τ(r ⊗ (x, y)) = (w, r, x, y)− (w, r · x, x, y)− (w, r · y, x ∗ y, y) + (w, r · xy, x ∗ y, y)

と定める．このとき，次の定理が成り立つ．

定理 3. 写像 τ は準同型 τ∗ : H
Q
2 (X,X) → HΔ

3 (X) を誘導する．この準同型は w ∈ X

の選び方に依らず，一意に定まる．

D の (X,X) 彩色が定める基本類の τ∗ による像は，頂点に付与されている X の要
素の情報を無視すれば，これまでに考えてきた L の補空間の四面体分割に他ならない．
よって定理 3 は，これまでの議論を代数的に表したものと考えることができる．
次に簡単に紹介する定理 3の応用は，やはり蒲谷氏との共同研究 [7]の成果である．P

を PSL(2,C) の放物的元がなす集合とする．二項演算 ∗ : P ×P → P を x ∗ y = y−1xy

と定めると，P はカンドルとなる．L を双曲絡み目と仮定すると，ホロノミー表現
π1(S

3 \ L) → PSL(2,C) に対応する D の (P ,P) 彩色を考えることができる．定理 3

といくつかの議論から，この彩色の基本類が拡張 Bloch 群 ([15]) に L の補空間を表す
要素を定めることが分かる．Neumann [15] は，3次元双曲多様体 M を表す拡張 Bloch

群の要素から，M の体積および Chern-Simons 不変量が組み合わせ的に計算できるこ
とを示している．この結果を利用することで，次の定理が得られる．

定理 4. L を双曲絡み目とする．このとき，ホロノミー表現 π1(S
3 \ L) → PSL(2,C)

に対応する L の図式の (P ,P) 彩色から，L の補空間の体積および Chern-Simons 不
変量が組み合わせ的に計算できる．

5. 彩色と絡み目ホモトピー
彩色の幾何学的な解釈は，彩色が絡み目ホモトピーで不変となるための条件も与え

る．最後にこのことを紹介する．
Milnor [13] により導入された絡み目ホモトピーは，同一成分の接触を許した絡み目

の連続変形である．正確には，二つの絡み目は，アンビエントイソトピーと自己交差
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図 10:!

交換の有限列で互いに移り合うとき，絡み目ホモトピックであるという．ここで自己
交差交換とは，絡み目の同一成分に対する図 10 の変形を意味する．
結び目カンドルは，アンビエントイソトピーで不変だが，自己交差交換で不変とは

限らない．これは，自己交差交換がヌースのホモトピー同値性を保たないことによる．
しかし元々ホモトピックだったヌースたちは，自己交差交換後，ホモトピーと図 11 の
変形で互いに移り合う．そこで絡み目 L に対して，（集合としての）Q(L) を図 11 の
変形が与える関係で割った集合 RQ(L) を考える．ヌースの積 ∗ は，RQ(L) 上でも
well-defined な二項演算となり，カンドルの公理 (Q1) ～ (Q3) を満たす．このカンド
ル RQ(L) を L の簡約結び目カンドル と呼ぶ．明らかに簡約結び目カンドルは絡み目
ホモトピーで不変である．なお，この構成は著者によるものであるが，簡約結び目カ
ンドル自体は Hughes [4] が代数的に定義したものである．

図 11:!

簡約結び目カンドルの性質を代数的に述べるため，次の用語を用意する．カンドル
X の自己同型群 Aut(X) とは，写像の合成を積として，X の自己同型全体がなす群で
ある．カンドルの公理 (Q2) と (Q3) より，任意の x ∈ X に対して写像 ∗ x : X → X

は自己同型である．そこで集合 {∗ x : X → X | x ∈ X} が生成する Aut(X) の部分群
Inn(X) を考え，これを X の内部自己同型群と呼ぶ．また Inn(X) の要素を X の内部
自己同型と呼ぶ．
L を絡み目とし，μ, ν をそのヌースとする．μ と ν が L の同一成分と交わること

は，[μ] = ϕ([ν]) を満たす内部自己同型 ϕ ∈ Inn(Q(L)) が存在することと同値である．
よって図 11 の I の変形が与える関係は，

(∗) 任意の [ν] ∈ RQ(L) と ϕ ∈ Inn(RQ(L)) に対して [ν] ∗ ϕ([ν]) = [ν]

と表せる．同様に，図 11 の II の変形が与える関係は，任意の [μ], [ν] ∈ RQ(L) と
ϕ ∈ Inn(RQ(L)) に対して [μ] ∗ ([ν] ∗ ϕ([ν])) = [μ] ∗ [ν] と表せる．以上より，条件 (∗)
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を満たすことが簡約結び目カンドル RQ(L) の特徴であることがわかる．そこで，簡約
結び目カンドルからの非自明な表現を許容し得るカンドルとして，次を定義する．

定義 5. 次の条件を満たすカンドル X を準自明カンドルと呼ぶ：

(QT) 任意の x ∈ X と ϕ ∈ Inn(X) に対して x ∗ ϕ(x) = x．

商写像 π : Q(L) → RQ(L) は準同型であるから，任意のカンドル X に対し，表現
RQ(L) → X は表現 Q(L) → X に持ち上がる．反対に，X が準自明カンドルならば，
表現 Q(L) → X は π : Q(L) → RQ(L) と表現 RQ(L) → X に分解する．よって，次
の定理が成り立つ．

定理 6. X を準自明カンドルとする．このとき，絡み目ホモトピックな絡み目を表す
図式たちの X 彩色の間には一対一の対応がつく．特に X 彩色の総数は，絡み目ホモ
トピー不変量を与える．

X を準自明カンドルとし，Y を一元集合とする．X 彩色と (X, Y ) 彩色との同一視
により，X 彩色は HQ

2 (X, Y ) に基本類を定める．一般に，この基本類は自己交差交換
で不変とはならない．そこで，カンドルホモロジーの定義を次のように修正する．
自由アーベル群 CR

n (X, Y ) とその部分群 CD
n (X, Y )，そして鎖写像 ∂n : CR

n (X, Y ) →
CR

n−1(X, Y ) を 2 章のように定める．また CR
n (X, Y ) の部分群 CD,qt

n (X, Y ) を

CD,qt
n (X, Y ) =

{
CD

n (X, Y ) ∪ spanZ{r ⊗ (x1, ϕ(x1), x3, . . . , xn) | ϕ ∈ Inn(X)} (n ≥ 2),

0 (n = 0, 1)

と定義する．このとき ∂n(C
D,qt
n (X, Y )) ⊂ CD,qt

n−1 (X, Y )が成り立つから，CQ,qt
n (X, Y )を

CR
n (X, Y )/CD,qt

n (X, Y ) と定めれば，(CQ,qt
n (X, Y ), ∂n) は鎖複体となる．この鎖複体の

ホモロジー群を (X, Y ) の準自明カンドルホモロジー群と呼び，HQ,qt
∗ (X, Y ) で表す．

またアーベル群 A に対し，余鎖複体 (Hom(CQ,qt
n (X, Y ), A),Hom(∂n, id)) のコホモロ

ジー群を (X, Y ) の準自明カンドルコホモロジー群と呼び，H∗
Q,qt(X, Y ;A) で表す．

X 彩色は HQ,qt
2 (X, Y ) にも基本類を定め，これは Reidemeister 変形および自己交差

交換で不変となる．よって，次の定理が成り立つ．

定理 7. X を準自明カンドルとし，Y を一元集合とする．また A をアーベル群とし，
θ : CQ,qt

2 (X, Y ) → A を 2次元コサイクルとする．このとき，θ に付随したカンドルコ
サイクル不変量は絡み目ホモトピーで不変である．

拙論文 [6] では，定理 7 の適用例として，Borromean 環（ある 3成分絡み目）が自明
な3成分絡み目と絡み目ホモトピックではないことを示している．
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ホイットニーの傘とスワローテイル

西村尚史（横浜国立大学）

1 序
H. Whitneyのパイオニア的な仕事（[19, 20]）以来，次の写像芽 f はホイッ
トニーの傘の標準形としてよく知られている．図 1の左は f の像である．

f(x, y) =
(
xy, x2, y

)
.

他方，スワローテイルの標準形1は次の写像芽 F であり，図 1の右は F の像
である．

F (x, y) =
(
3x4 + x2y,−4x3 − 2xy, y

)
.

ホイットニーの傘の像とスワローテイルの像は，たとえて言うと『東の横綱

図 1: 左：ホイットニーの傘．右：スワローテイル.

と西の横綱』とでも言いたくなるような，特異点を持つ曲面としては代表的
な存在と言える．これらは独立して研究されてきた2が，「本質的には同じも
のとみなせる」というご報告をさせていただく．この報告の内容は [14]に出
版済みですので，詳細についてはそちらをご覧いただければ幸いです．

1スワローテイルはカタストロフ理論に登場してから有名になったように見受けられるが，実
はもっと遥か以前から知られていて，L. Kronecker (1823-1891) の 1878 年の論文に既に登場
しているそうである．スワローテイルの標準形 F は標準形と言いつつも残念ながら記憶に残り
にくい形をしており，そのことは本研究の動機の一つにもなっているが，4.2 節における超平面
のワンパラメータ族 (3) を k = 2, n = 1 の場合に考えると，その包絡面のパラメータ表示が F
である．すなわち，4 次項の係数が 1 である 4 次方程式にチルンハウス変換を施し 3 次項の係
数をゼロとしておいて，重根を持つような係数の集合のパラメータ表示である ([3] を参照)．

2本当は，同時に登場することもときどきある．図 1 の左右を眺めていただけるとおわかり
のように，像たちは R3 の同相写像で写りあうが，この事実が役立つときもあるので (たとえば，
[21] を参照).
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ホイットニーの傘の標準形 f からスワローテイルの標準形 F を作ってみる
ことから話を始めることにする．三つのステップで簡単に作ることができる．
ステップ 1 写像芽 f に二つの座標変換 hs(x, y) = (x, x2+ y), ht(X,Y, Z) =

(X,−Z,−Y + Z)を合成する．すると，次の gを得る．

g(x, y) = ht ◦ f ◦ hs(x, y) =
(
x3 + xy,−x2 − y, y

)
.

ステップ 2 写像芽 g の第 1 成分と第 2 成分を 0 から x まで積分し，G と
おく．

G(x, y) =

(∫ x

0

(x3 + xy)dx,

∫ x

0

(−x2 − y)dx, y

)
=

(
1

4
x4 +

1

2
x2y,−1

3
x3 − xy, y

)
.

ステップ 3 写像芽Gにスケーリング変換Hs(x, y) =
(
x, 1

6y
)
, Ht(X,Y, Z) =

(12X, 12Y, 6Z)を合成すると，スワローテイルの標準形 F が得られている．

Ht ◦G ◦Hs(x, y) =
(
3x4 + x2y,−4x3 − 2xy, y

)
= F (x, y).

定義 1 1. C∞級の二つの写像芽ϕ, ψ : (R2, 0) → (R3, 0)がA-同値である
とは，C∞級の微分同相写像芽 hs : (R

2, 0) → (R2, 0) と ht : (R
3, 0) →

(R3, 0) が存在して ψ = ht ◦ ϕ ◦ hs をみたすことである.

2. C∞級の写像芽 ϕ : (R2, 0) → (R3, 0)は，ホイットニーの傘の標準形 f

(resp., スワローテイルの標準形 F )と A-同値であるときホイットニー
の傘 (resp., スワローテイル)と呼ばれる．

定義 1により，ステップ 1で得られた gはホイットニーの傘であり，ステッ
プ 2で得られたGはスワローテイルである．そうすると，ステップ 2が本質
的ステップであることがわかる．他方，以下の写像芽 (1)のディスクリミナ
ント（特異点集合の像）は直線であってカスプ状ではないので，ステップ 1

を経ずにステップ 2だけではスワローテイルは得られないこともわかる．

(x, y) �→
(∫ x

0

xydx,

∫ x

0

x2dx, y

)
. (1)

では，ステップ 1はいったい何をしているのであろうか？ ステップ 1の意
味をご理解いただくため，垂足曲線の定義3 を復習しておく．

変曲点を持たない正則曲線 r : (a, b) → R2 (0 ∈ (a, b)) と平面 R2上の点 P

が与えられたとする．そのとき，r(s)における接線 {r(s) + ur′(s) | u ∈ R}
に点 P からおろした垂線の足の軌跡を，rの垂足点 P に関する垂足曲線とい
い，pedr,P : (a, b) → R

2 と表す.

定義 2 ([2, 7]を参照) C∞級の写像芽 Φ : (Rm, 0) → (Rm+1, 0)は以下の条
件をみたす Φに沿った C∞級単位ベクトル場 νΦ が存在するときルジャンド
ル写像芽と呼ばれる. ルジャンドル写像芽の像はm = 1のとき波線，m = 2

のとき波面と呼ばれる．
3たとえば，[1, 3, 9] などに載っている．

50



1. ∂Φ
∂x1

(x1, . . . , xm) · νΦ(x1, . . . , xm) = · · · = ∂Φ
∂xm

(x1, . . . , xm) · νΦ(x1, . . . , xm)

= 0.

2. 以下のように定義される写像芽 LΦ : (Rm, 0) → T1R
m+1 は非特異．

LΦ(x1, . . . , xm) = (Φ(x1, . . . , xm), νΦ(x1, . . . , xm)).

ベクトル場 νΦ は Φの単位法ベクトル場と呼ばれ，写像芽 LΦ は Φのルジャ
ンドルリフトと呼ばれる.

次で定義される解曲線をWFr,P : (a, b) → R2 で表す．

d

ds
WFr,P (s) = pedr,P (s)− P, WFr,P (0) = (0, 0).

すると, 垂足曲線の定義により, r′(s) (これは r(s)における rの単位接ベクト
ル4) はWFr,P (s)におけるWFr,P の単位法ベクトルになっている．従って,

LWFr,P (s) = (WFr,P (s), r
′(s))

とおけば LWFr,P はWFr,P のルジャンドルリフトになっている．与えられた
平面曲線 rは変曲点を持たなかったので,フレネ・セレの公式5より,LWFr,P

は非特異であることがわかる．すなわち，WFr,P の像は波線である6．
次に垂足点 P を動かすことにより，垂足曲線を動かしてみる．すなわち，

C∞ 級の写像 P : (c, d) → R
2 (0 ∈ (c, d))に対して次の写像を考えることに

する．
(s, λ) �→ (

pedr,P (λ)(s), λ
)
.

この写像を（ワンパラメータ）垂足開折と呼び，Un-pedr,P という記号で表
すことにする．ワンパラメータ垂足開折は垂足曲線のパラパラ漫画として得
られる曲面のパラメータ表示を与えている．図 2より，「与えられた平面曲線 r

に横断的に交わるように点 P を動かしていった場合は，ワンパラメータ垂足
開折はホイットニーの傘になるであろう」ということが容易に想像できる7．
ステップ 1では「（垂足開折という幾何学的な概念を元にした）第 2節の定義
3で定義する垂足開折型の写像芽となるように，ホイットニーの傘の標準形
を座標変換する」ということを行っていた．
垂足点 P を動かしていくとルジャンドル写像WFr,P も動いていき，像で
ある波線も動いていく．垂足点 P が動いていくときのWFr,P の動きは次の
写像でとらえることが出来る．

Un-WFr,P (s, λ) =
(
WFr,P (λ)(s), λ

)
.

4s は r の弧長．従って，r′(s) の長さは 1．
5たとえば，[3, 9] を参照
6本稿とは異なる観点ではあるが, 双曲空間において, 垂足超曲面の特異点とルジャンドル写

像の特異点との密接な関連は [10] で既に見出されていた．
7証明もできる．[13, 15] を参照.
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図 2: ワンパラメータ垂足開折であるホイットニーの傘.

この写像を（ワンパラメータ）波開折と呼ぶことにする．ワンパラメータ波開折
は波線のパラパラ漫画として得られる曲面8のパラメータ表示を与えている．で
は，垂足曲線のパラパラ漫画として得られる曲面がホイットニーの傘であると
き，波線のパラパラ漫画として得られる波面はどういう曲面になるのであろう
か？ 図 3，4を眺めていると「ホイットニーの傘 g(x, y) = (x3+xy,−x2−y, y)

を積分して得られる曲面はスワローテイルであろう」ということが予想でき
る9． この講演の目的は，「ここまでの平易で幾何学的な構成を，垂足曲線の

図 3: ワンパラメータ垂足開折．

図 4: ワンパラメータ波開折．

ぱらぱら漫画（垂足開折）として得られるホイットニーの傘の集合10と波線
のぱらぱら漫画（波開折）として得られるスワローテイルの集合11との間の

8この曲面は波面であることが容易にわかる．
9実際にスワローテイルであることをさきほど確認した．

10正確には，（第 2 節の定義 3 で定義する）垂足開折型のホイットニーの傘の集合．
11正確には，（第 2 節の定義 5 で定義する）正規化されたスワローテイルの集合．
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対応12に昇華させることができる」ということを報告することである．

2 垂足開折型のホイットニーの傘と正規化されたス
ワローテイル

定義 3 ([14]) 以下の形をしている C∞ 級の写像芽 ϕ : (R2, 0) → (R3, 0) を
垂足開折型の写像芽という．

ϕ(x, y) = (n(x, y)p(x, y), p(x, y), y) .

ここに n : (R2, 0) → (R, 0)は ∂n
∂x (0, 0) �= 0 という条件をみたしている C∞

級の写像芽であり，p : (R2, 0) → (R, 0)は C∞ 級の写像芽である. ??で明ら
かにされる．

命題 1 ([13, 15]) r : (a, b) → R
2 (0 ∈ (a, b))を変曲点を持たず r(0) = 0と

なっている正則曲線とし，P : (c, d) → R2 (0 ∈ (c, d))を P (0) = r(0) = 0を
みたす C∞ 級の写像とする．そのとき, 以下が成立する．

1. 垂足開折 Un-pedr,P は垂足開折型の写像芽である．

2. 垂足開折 Un-pedr,P は次の形の写像芽と A-同値となる13.

(x, y) �→ (
x(x2 + q(y)), x2 + q(y), y

)
.

定義 4 ([12]) kを非負整数とする. C∞級の写像芽 f : (R2, 0) → (R3, 0)は，
fk,±(x, y) = (x(x2 ± yk+1), x2 ± yk+1, y) という写像芽とA-同値のとき，Sk

特異点と呼ばれる.

命題 1により, ワンパラメータ垂足開折 Un-pedr,P の特異点は Sk特異点に限
ることがわかる (ただし、rは変曲点なしの正則曲線であり, r(0) = P (0)と
q(y)が平坦でないという仮定の元で). たとえ非退化曲線 rをパラメータ yに
依存して動かしたとしても, r0が非退化であって r0(0) = P (0)をみたしてい
て q(y)が平坦ではない限り，新しい特異点は決して現れないことが命題 1の
証明からわかる.

定義 5 ([14]) 1. 垂足開折型の写像芽 ϕ(x, y) = (n(x, y)p(x, y), p(x, y), y)

に対し,

I(ϕ) =
(∫ x

0

n(x, y)p(x, y)dx,

∫ x

0

p(x, y)dx, y

)

とおく．写像芽 I(ϕ) : (R2, 0) → (R3, 0)を ϕの積分と呼ぶ.
12この対応は微分と積分によって与えられるので, 微積分対応と呼ぶことにする．微積分対応
により同一視できるということが「ホイットニーの傘とスワローテイルは同じものとみなせる」
の意味である．

13y = 0 のときだけ考えてみると，命題 1 の 2 は [1, 3, 9] などに載っている垂足曲線の特異
点の解説と矛盾しているように見えるかもしれない．しかし，[1, 3, 9] では P (0) = r(0) とい
う場合は除外しており，矛盾していない．
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2. 以下の三つの条件をみたすルジャンドル写像芽Φ : (R2, 0) → (R3, 0)を
正規化されたルジャンドル写像芽と呼ぶ．

(a) Φ は Φ(x, y) = (Φ1(x, y),Φ2(x, y), y)という形をしている.

(b) ∂Φ2

∂x (0, 0) = 0.

(c) νΦ(0, 0)は ∂
∂X または − ∂

∂X .

3. 正規化されたルジャンドル写像芽 Φ(x, y) = (Φ1(x, y),Φ2(x, y), y) に
対し,

D(Φ) =

(
∂Φ1

∂x
(x, y),

∂Φ2

∂x
(x, y), y

)

とおく．写像芽 D(Φ) : (R2, 0) → (R3, 0)を Φの微分と呼ぶ.

命題 2 ([14]) 1. 垂足開折型の C∞ 級写像芽 ϕ : (R2, 0) → (R3, 0)に対
し, ϕの積分 I(ϕ)は正規化されたルジャンドル写像芽である.

2. 正規化されたルジャンドル写像芽 Φ : (R2, 0) → (R3, 0)に対し, Φの微
分 D(Φ)は垂足開折型の写像芽である.

W =
{
ϕ : (R2, 0) → (R3, 0) 垂足開折型のホイットニーの傘

}
,

S =
{
Φ : (R2, 0) → (R3, 0) 正規化されたスワローテイル

}

とおく．

定理 1 ([14]) 1. W � ϕ �→ I(ϕ) ∈ S で定義される写像 I : W → S は
well-definedであり，全単射写像である.

2. S � Φ �→ D(Φ) ∈ W で定義される写像 D : S → W は well-definedで
あり，全単射写像である.

定理 1の応用を一つあげておく．

系 1 写像芽 Φ : (R2, 0) → (R3, 0) が次の形をしているとする：

Φ(x, y) =
(
ax4 + bx2y, cx3 + dxy, y

)
(a, b, c, d ∈ R).

そのとき, 以下は同値である．

1. Φはスワローテイル．

2. abcd �= 0 かつ 2ad = 3bc．
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この系の証明は定理 1の応用として [15]に与えてある．
ルジャンドル写像の特異点として，次の写像芽 (2)とA-同値なカスピダル

エッジと呼ばれるジェネリックな特異点がある．垂足開折型の非特異写像芽
と正規化されたカスピダルエッジとの間にも微積分対応がある（定理 2）．

(x, y) �→ (
2x3,−3x2, y

)
. (2)

N =
{
ϕ : (R2, 0) → (R3, 0) 垂足開折型の非特異写像芽

}
,

C =
{
Φ : (R2, 0) → (R3, 0) 正規化されたカスピダルエッジ

}

とおく．

定理 2 ([14]) 1. N � ϕ �→ I(ϕ) ∈ C で定義される写像 I : N → C は
well-definedであり，全単射写像である.

2. C � Φ �→ D(Φ) ∈ N で定義される写像 D : C → N は well-definedであ
り，全単射写像である.

次の二つの事実はよく知られている (たとえば [2]を参照).

1. 安定写像芽 (R2, 0) → (R3, 0)はホイットニーの傘か非特異のいずれか
である14.

2. 安定なルジャンドル特異点 (R2, 0) → (R3, 0)はスワローテイルかカス
ピダルエッジのいずれかである.

従って，定理 1と定理 2は，安定写像芽 (R2, 0) → (R3, 0)と安定なルジャン
ドル特異点 (R2, 0) → (R3, 0) に対する微積分の基本定理とみなすことがで
きる.

3 ルジャンドリアン ヤコビアン
定義 6 ([14]) Φ : (R2, 0) → (R3, 0)をルジャンドル写像芽とし，νΦをΦの単
位法ベクトル場とする. そのとき，以下で定義される関数芽LJΦ : (R2, 0) → R

を Φのルジャンドリアン ヤコビアン15と呼ぶ.

LJΦ(x, y) = det

(
∂Φ

∂x
(x, y),

∂Φ

∂y
(x, y), νΦ(x, y)

)
.

14これに関しては，[5]の第 I 部『特異点とマザー理論』にも証明付きで載っている．しかし，
スワローテイルやカスピダルエッジはこの本には登場していない．

15同一の関数芽は [11]において既に導入されており, [14]において導入しているのはルジャン
ドリアン ヤコビアンという名称にすぎない．この関数芽は [18]においては “signed area density
function”と呼ばれているが, 「（特異点付き曲面という図形に関する概念というよりも）写像に
関する概念」ととらえたいとの思いから, ルジャンドリアン ヤコビアンという名称を導入した．
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νΦが Φの単位法ベクトル場であれば，−νΦも Φの単位法ベクトル場となる.

従って，LJΦ(x, y)の符号は単位法ベクトル場の選び方に依存する.

定理 3 (佐治・梅原・山田の判定法 [17]) 16 Φ(x, y) = (Φ1(x, y),Φ2(x, y), y)

を正規化されたルジャンドル写像芽とする．そのとき，以下は同値である．

1. Φはスワローテイル．

2. Q
(
LJΦ,

∂LJΦ

∂x

) ∼= Q(x, y).

ここで, Q
(
LJΦ,

∂LJΦ

∂x

)
は関数芽 LJΦ,

∂LJΦ

∂x に対するマザーの局所代数17で
ある. 定理 3により，正規化されたルジャンドル写像芽がスワローテイルで
あるかどうかを知るにはルジャンドリアン ヤコビアンを調べればいいことが
わかった．では，垂足開折型の写像芽がホイットニーの傘であるかどうかを
知るには何を調べればいいのであろうか？　答えは次18である．

定理 4 φ(x, y) = (n(x, y)p(x, y), p(x, y), y)を垂足開折型の写像芽とする．そ
のとき，以下は同値である．

1. φはホイットニーの傘．

2. Q
(
p, ∂p

∂x

) ∼= Q(x, y).

定理 3と定理 4は形が同じだけでなく，「（住んでいる世界は異なれど）同じも
ので判定できる」ということを示しているのが次の補題である．命題 2，定
理 3，定理 4，補題 1を結び付ければ定理 1の証明は完了する．

補題 1 ([14]) Φ(x, y) = (Φ1(x, y),Φ2(x, y), y)を正規化されたルジャンドル
写像芽とすると,以下が成立する．

LJΦ(x, y) =
∂Φ2

∂x (x, y)

ν1(x, y)
.

ここに νΦ(x, y) = ν1(x, y)
∂

∂X1
+ ν2(x, y)

∂
∂X2

+ · · ·+ νn+2(x, y)
∂

∂Xn+2
である.

16後に見るように，佐治・梅原・山田の判定法は n個のパラメータに対してルジャンドル Ak+1

特異点を判定する判定法である (k ≤ n + 1)．スワローテイルの判定法としては國分・ラスマ
ン・佐治・梅原・山田の判定法 [11] もあり，スワローテイルに限っては両者は本質的には同じ
判定法であるが，垂足開折型のホイットニーの傘の集合と正規化されたスワローテイルの集合と
の微積分対応を得るには [17] のほうが使いやすいのでそちらを使った．

17原点における x, y を変数とする C∞ 級関数芽の集合を Ex,y とおくと R の R-代数構造に
より Ex,y には R-代数の構造が自然に入る．R-代数 Ex,y を LJΦ,

∂LJΦ
∂x

で生成するイデアルで
割った商代数が Q

(
LJΦ,

∂LJΦ
∂x

)
．

18この定理は [12]における定理 4.1.1とパラメータ付きのモースの補題 (たとえば [3]を参照)
から得られる．
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4 今後の課題
[14]には次の問題が提出されている．

問題 1 1. 二つの垂足開折型の写像芽 ϕ1, ϕ2 : (R2, 0) → (R3, 0)が与えら
れたとする. ϕ1 と ϕ2 は A-同値であると仮定する．そのとき，I(ϕ1)

は，必然的に， I(ϕ2)と A-同値になるのであろうか？

2. 二つの正規化されたルジャンドル写像芽 Φ1,Φ2 : (R2, 0) → (R3, 0)が
与えられたとする. Φ1 と Φ2 は A-同値であると仮定する．そのとき，
D(Φ1)は，必然的に， D(Φ2)と A-同値になるのであろうか？

問題 1の完全解決はとても難しそうに見える．そこで，問題 1の特別な場合
や定理 1の自然な一般化について考えてみることにする．

4.1 Sk特異点とルジャンドル Sk特異点

定義 4における fk,± は垂足開折型の写像芽なので，命題 2により，次の
Fk,± は正規化されたルジャンドル写像芽である．

Fk,±(x, y) = I(fk,±)(x, y) =
(
1

4
x4 ± 1

2
x2yk+1,

1

3
x3 ± xyk+1, y

)
.

ルジャンドル写像芽 Fk,±はルジャンドル Sk 特異点の標準形と呼ばれ，Fk,±
と A-同値なルジャンドル写像芽はルジャンドル Sk 特異点と呼ばれる.

「垂足開折型の Sk 特異点の集合と正規化されたルジャンドル Sk 特異点の
集合との間に微積分対応が存在しているであろうか？」と問うてみる．k = 0

の場合は, 定理 1で肯定的に解決済みである．k = 1の場合19は, まず f1,+

(resp., F1,+) と f1,− (resp., F1,−)　はA-同値ではないことに注意しておく.

[12]の定理 4.1.1は，パラメータ付きのモースの補題と組み合わせることによ
り任意の非負整数 k に対する Sk 特異点のの判定法として使える形で述べら
れているので，S1特異点は判定可能である. 他方, ルジャンドル S1特異点に
ついては泉屋・佐治・高橋の判定法が知られている ([8]). 従って，佐治・梅
原・山田の判定法を泉屋・佐治・高橋の判定法に置き換えれば，定理 1と同
様に，垂足開折型の S1特異点の集合と正規化されたルジャンドル S1特異点
の集合の間の微積分対応の存在を示すことができるであろう．
次に, k ≥ 2の場合について考えてみる. k ≥ 2の場合でも [12]の定理 4.1.1

は Sk 特異点の判定法として機能する．しかし, k ≥ 2の場合にはルジャンド
ル Sk 特異点の判定法が知られていないようである. 従って, 現状では，定理
1の証明のアナロジーは期待できそうもない.

19f1,+, f1,− は，[12] とは独立に，ほぼ同時期に，[4] においても発見されている．
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4.2 ルジャンドルAk特異点とその微分

　ここまではワンパラメータであったが，この部分節のみ y = (y1, . . . , yn)

(n ≥ 1) と多パラメータで考えることにする．多パラメータにしても，Sk 特
異点に関する箇所とモンドの判定法以外の第 3節までの結果はほとんどその
まま成立する ([15])．

定義 7 ([17]) k, nは k ≤ n+ 1をみたす正の整数とする.

1. 以下で定義される写像芽Gk : (R×R
n, (0, 0)) → (R2 ×R

n, (0, 0))をル
ジャンドルAk+1特異点の標準形と呼ぶ, ここに (x, y) = (x, y1, . . . , yn)
とおいている.

Gk(x, y) =

(
(k + 1)xk+2 +

k−1∑
j=1

jxj+1yj ,−(k + 2)xk+1 −
k−1∑
j=1

(j + 1)xjyj , y

)
.

2. C∞ 級の写像芽 Φ : (R × Rn, (0, 0)) → (R2 × Rn, (0, 0))がルジャンド
ル Ak+1 特異点とは，Φが Gk と A-同値であることである.

Gk の像は次の超平面のワンパラメータ族の包絡超曲面になる．このことか
ら，Gk はルジャンドル Ak+1 特異点の標準形と呼ばれる.

{
(X1, X2, Y1, . . . , Yn) | xk+2 + Yk−1x

k + · · ·+ Y1x
2 +X2x+X1 = 0.

}
.

(3)

ルジャンドル Ak+1 特異点の標準形を微分すると次を得る．

D(Gk)(x, y) = (n(x, y)p(x, y), p(x, y), y) ,

ここにn(x, y) = −xであり p(x, y) = −(k+2)(k+1)xk−∑k−1
j=1 j(j+1)xj−1yj

である. p(0, 0) = 0となっており ∂n
∂x (0, 0) �= 0であるから, D(Gk)は垂足開

折型である. 従って, 命題 2より，Gk = I(D(Gk))は正規化されたルジャン
ドル写像芽である. 次の問題 2は北海道大学の石川教授 [6]とノースイースタ
ン大学の Gaffney教授から20独立に質問された．

問題 2 1. 垂足開折型の写像芽 ϕ : (R×R
n, (0, 0)) → (R2 ×R

n, (0, 0))が
与えられたとする. ϕとD(Gk)はA-同値であると仮定する．そのとき，
I(ϕ)は，必然的に， Gk と A-同値になるのであろうか？

2. 正規化されたルジャンドル写像芽Φ : (R×Rn, (0, 0)) → (R2×Rn, (0, 0))

が与えられたとする. Φと Gk は A-同値であると仮定する．そのとき，
D(Φ)は，必然的に， D(Gk)と A-同値になるのであろうか？

G1は (カスプ)×R
nであることやG2は (スワローテイル)×R

n−1であること
はすぐわかる. よって, k = 1, 2の場合は, 定理 2や定理 1の多パラメータ
版21が問題 2の肯定的解答になっている.

20AMS 2012 Spring Western Section Meetingの “Special Session on Singularities, Strat-
ifications and Their Applications ” における講演後の質問．

21定理 2 や定理 1 の多パラメータ版が成立することは [15] で示されている．
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従って, 問題 2は k ≥ 3の場合が本質的である. 佐治・梅原・山田の判定法
は，k ≥ 3の場合でも有効なように元々作られていた（定理 5）ので正規化さ
れたルジャンドルAk+1特異点の判定には困らない. 他方，D(Gk) (k ≥ 3)の
A-同値類の判定法は未だ存在していないようである22．従って，ここでもま
た，定理 1の証明のアナロジーは現状では期待できないようである．

定理 5 ([17]) Φ : (R×Rn, (0, 0)) → (R2×Rn, (0, 0)) を正規化されたルジャ
ンドル写像芽とする．そのとき，以下は同値である．

1. Φはルジャンドル Ak+1 特異点．

2. Q
(
LJΦ,

∂LJΦ

∂x , . . . , ∂k−1LJΦ

∂xk−1

) ∼= Q(x, y1, . . . , yk−1),
∂kLJΦ

∂xk (0, 0) �= 0.

4.3 さらに・・・
　 4.1節や 4.2節で紹介した問題以外にも，微積分対応に関連する問題は
いくつか考えられる23．しかし，すでに予定ページ数を超過してしまってい
るので，講演時に時間の余裕があればそのうちのいくつかにはなんらかの言
及をするかもしれない，ということでご容赦願いたい．
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カンドルの分類空間と低次元トポロジー

野坂 武史 (Takefumi Nosaka) 1

京都大学数理解析研究所 日本学術振興会研究員ＰＤ

概 要
この予稿では, カンドルという代数系が低次元トポロジーへどう活用されるかを叙述する. 特にカンドルの
分類空間 (ラック空間)に関する代数トポロジー的研究の活用法を概観する. また, そのラック空間のホモト
ピー群に関し, 筆者の研究結果をいくつか紹介する.

1 導入
この節では, カンドルの分類空間における系譜を, 本稿の構成に準じ簡単に説明する.

カンドルとは或る代数系であり (定義 2.1), おおよそ等質空間H\Gに入る良い二項演算
の事である (定理 2.7を見よ). カンドルは, 余次元 2の実多様体の組の研究に相性がよく,

実際, 基本カンドルが定義できる (基本群の類似). そしてカンドルの代数的特徴や位相的
モデルなどは, 原論文 [Joy, Mat]でかなり本質的に解っている (節 2で説明する).

時を経て 1995年に, Fenn-Rourke-Sanderson [FRS1]はラック空間BXを導入した. それ
はカンドルの分類空間に相応するものであり, その構成はカンドルの公理にあわせ四角形
を貼った (cubical-set)幾何実現として構成された (定義 3.1). そして, そのホモトピー群
π∗(BX)と‘ 結び目(のカラリング)のボルディズム群’との関連が調べられた. しかし彼ら
の仕事は定性的で安定域的な議論でもあった. これについて, 節 3,4で紹介する.

次に 2000年に入ると, ラック空間BXのコホモロジーが (曲面)結び目論で扱われる (論
文 [CJKLS, CEGS]). カンドルコサイクル不変量と知られる結び目不変量が構成され, 曲面
結び目への応用を幾つか与えた. その不変量を例えていえば, 「カンドルの特性類と, 上記
の結び目ボルディズムのペアリング」といえる. こういった観点と応用からの需要もあり,

BXのコホモロジーが計算されていった ([Moc, Eis, Cla1, N1]参照. 節 5を見よ).

この背景を基に, 筆者はそのBXのホモトピー群を定量的に研究している. 幾つか試ん
だ [HN, N3, N6]なか著しい結果として, π2(BX)の計算には, Postnikov塔という古典的手
法が有力な事を見抜いた (定理 6.1). 実際, これで多くのカンドルXに関し π2(BX)を計算
できる. 他方で, その π2(BX)を用いた応用・進展として, 低次元トポロジーへの適用法を
幾らか試みた (勿論, 先人の結果・アイディアに基づいている). カンドルの研究から, 幾つ
か正統的な位相的対象を扱える事が段々解ってきた. 節 7で簡単な紹介をする.

最後に, 本稿の構成と注意点を述べる. 節の順は, 上述の順に従っている. また本稿では,

低次元トポロジーの用語を多用したが, その用語の定義を付しておいた. 但し煩雑さを防ぐ
ため多くを footnoteに回してある. さて以上を導入とし, 本論に移るとする.

1E-mail address: nosaka@kurims.kyoto-u.ac.jp
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2 カンドル (quandle)の定義と, 例
カンドルの定義を与え, 例を見た後, カンドルの特徴と長所を観察する.

まずカンドルの定義を復習する.

定義 2.1. カンドル (Quandle)とは, 集合X と二項演算� : X ×X → X の組のことで
次の 3条件を満たすものをいう.

(QI) 任意の x ∈ Xに対して, x� x = x.

(QII) 任意の y ∈ Xに対し, 写像 (•� y) : X → Xは全単射である.

(QIII) 任意の x, y, z ∈ Xに対して (x� y)� z = (x� z)� (y � z).

この定義は一見わかり辛い. 例を見ながら, カンドルの抽像・本性を観察しよう.

例 2.2 (アレクサンダーカンドル). Z[T±1]加群Xは, x� y
def
= y + T (x− y)によってカン

ドルとなる. 図的には「x� yは yを中心にした 1 : T 等分点」とみなせる (左下図参照).

例 2.3 (球面上のカンドル). θ ∈ Rを固定し, X を球面 S2とする. カンドル演算 x � yを
「yを軸にして θ回転させたときの xの行先」と定める (右下図を見よ).

例 2.4 (対称空間). Xを滑らかな実多様体とし, 各点 y ∈ Xに対し, 対合 ρy : X → Xをと
る (i.e. ρy ◦ ρy = idX). 組 (X, ρ∗)が “(大域的リーマン)対称空間”を成すとする (定義は多
様体の教科書を参照). この時, x� y := ρy(x)と定めれば, カンドルになる.

y
x � yx

x x � yy
1 : T

この例示から, カンドル演算の抽像とは「yを軸とした作用を, 公理化したもの」と察す
るが出来る. 実際, 上の例 2.2, 2.3, 2.4 を包括し, その抽像を標榜したカンドルが次である.

例 2.5 (等質空間上のカンドル構造). H ⊂ Gを群の組とし, 中心化群 ZG(H)の元 z0を固
定する. このとき, 左商集合X = H\Gに, カンドル演算を次で入れる.

[x]� [y] := [z0xy
−1z0y] ∈ H\G (x, y ∈ G).

例えば, 例 2.2を実現するには, Gを半直積M �Z (ここでZは T 倍でM に作用させる)と
し, Hを {0} � Zとする. z0 = (0, 1)とすれば, 確かに例 2.2と一致する. 他に, 例 2.4を復
元するには, Lie群の組H ⊂ Gをとり, z0 ∈ ZH(G)で (z0)

2 = 1Gとなるものをとれば, 多
くの場合, 対称空間が実現できる (cf. 対称空間対という概念).

逆に “連結”なカンドルはこの例 2.5に尽きる (定理 2.7). これを見る為に, 用語を準備する.

定義 2.6. カンドルXに対し, 随伴群As(X)を次の表示で定める群とする:

As(X) := 〈 ex (x ∈ X) | ex�y = e−1
y exey (x, y ∈ X) 〉.
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またAs(X)はX に自然な右作用をもつ, 実際, x · ey := x � yと定めればよい (x, y ∈ X).

カンドルXが連結であるとは, この作用が推移的の時をいう.

定理 2.7 ([Mat, Joy]). X を連結カンドルとする. 元 x0 ∈ X を固定し, H ⊂ As(X)を x0

の固定部分群とする. また z0 := ex0 ∈ Hと定める. この時, 自然な写像

As(X) −→ X (g �−→ x0 · g)
が誘導する全単射H\As(X) → Xは, カンドル同形である. ここで左辺H\As(X)は例 2.5

のカンドル構造を入れた.

結論として, カンドルは「等質空間H\Gに入る良い二項演算」といえる.

さて話題を変え, カンドルが余次元 2の位相的対象にどう有効なのか見てみよう. まず基
本カンドルの定義を復習する.

例 2.8 (基本カンドル). N ⊂ M を向付き実多様体の余次元 2の組とする. このとき, 基本
カンドルQ(M,N)を, 次のラケット状のものからのC∞-写像のホモトピー類で定義する.

Q(M,N)
def
= { −→ (M,N, {∞})}/ホモトピー.

Q(M,N)上にカンドル構造が下図のように (大雑把に)定義される (詳細は [Joy, Mat]参照).

�
def

この典型例として, 向付き結び目Kを考える (定義は下を見よ2). すると, 上述の等質空間
という観点から, 基本カンドルQ(S3, K)は結び目を分類する:

事実 2.9 ([Joy, Mat]). 結び目K ′が, 他のK(または−K∗)にイソトピックである必要十分
条件は, 或るカンドル同形Q(S3, K) ∼= Q(S3, K ′)が存在する事である.

概証 必要性は明らかだから,十分性を示す. G := π1(S
3 \K)とおき,メリディアンmK ∈ G

を一つ固定し z0と書く. z0で生成される部分群H(∼= Z) ⊂ Gをとる. この時, 例 2.5による
H\G上のカンドルが, Q(S3, K)に同形に成る事は容易に確かめられる. 故に当カンドル同形
は,メリディアンを保つ基本群の同形を意味する. これは (ハーケン多様体論の事実より), K ′

と K(または−K∗)がイソトピックで繋がる事を意味する. �

しかし基本カンドルは有限表示可能な代数系であるから直接調べる事は難儀である. そ
こで他のカンドルを使って, 基本カンドルを相対的に調べる手段を一つ紹介する:

定義 2.10. Dを向付き絡み目図式とし, Xをカンドルとする. X-カラリングとは写像C : {
over arc } → Xのことで図式Dの各交点に対して下図を満たすものをいう.

2結び目の用語を確認する: 結び目とは円周の S1 から球面 S3 への埋込みをいう. 絡み目とは有限個の円周 �S1 から S3 への埋込
みをいう. また二つの絡み目がイソトピックとは, その二つが埋込みとして連続変形で移り合う時を言う. 絡み目図式とは, だいたい‘有
限個の円周 �S1 から S2 への (正則横断的な)はめ込みと, 交点の上下情報との組’である (正確には教科書をご覧下さい). 以上の概念
で向きを込めた時, 向付きという装飾語を添える. 最後に, 図式 D 上の over arcとは, 上交点から次の上交点までをつなぐパスをいう.
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α β

γ
C(γ) = C(α)� C(β)

そこで, X-カラリング全体の集合をColX(D)と書く事にする. 次がいえる.

事実 2.11. Dを絡み目 L ⊂ S3の図式とする. このとき自然な全単射がある3:

ColX(D)
1:1←→ HomQnd(Q(S3, L), X)

よってX-カラリングを考察する事で, 基本カンドルが組合せ的に研究できる.

他方で, 代数トポロジー・特性類の知見から自然に次の問いが思い浮かぶ: カンドルXの
コホモロジーを準同形Q(S3, L) → Xにより引き戻す事で, より深い情報を (カラリングを
用い組合せ的に)得られるか, と. その回答の 1つが次節で紹介するラック空間である.

α
β γ α

β γ

3 ラック空間と, X-カラリングのボルディズム群
この節では,ラック空間BXの定義を紹介する (定義3.1). その後に,ホモトピー群π2(BX)

を考察し, X-カラリングのボルディズム群との対応を見る.

先ず, BX を定義する前に, その 3-スケルトンを紹介し, 構成のアイディアを述べる. カ
ンドルXに対し, ラック空間の 3-スケルトンとは次で定義されるCW複体である.

• BXの 1-スケルトンをXで添字づけられた S1の一点和と定める (左下図を見よ).

• BXの 2-スケルトンを, 1-スケルトン∪{(a, b)-セル |(a, b) ∈ X2} と定める. ここで (a, b)-

セルとは下図のような正方形であり, 各辺を 1-セルに添字が合うように貼る.

• BXの 3-スケルトンを, 2-スケルトン∪ {(a, b, c)-セル |(a, b, c) ∈ X3} と定める. ここで
(a, b, c)-セルとは次のような立方体である: 即ち, 上面が (a, b)-セルで, 高さ方向の辺を全て
c ∈ Xで添字づけたものである. 公理 (QIII)から底面の添字がwell-definedとなり, 各面が
(a, b)型の 2-セルとなる. そこで添字に合わせて各面を 2-スケルトンに貼る.

b ∈ X

a ∈ X

a

b b

a� b

b
a� b

b

a� c

c

c c

a

b� c

b� c
(a� b)� c
= (a� c)� (b� c)

図 1: 左から, BX の 1-スケルトン, (a, b)-セル, (a, b, c)-セルを図示した.

このように, カンドルの公理が n 次元立方体 [0, 1]n と相性よいものと察せる. 実際,

(cubical-setの幾何実現として) 一般に, ラック空間が次で定義される:
3ここで右辺は, カンドル準同形たちの集合である. ここでカンドル間の写像 f : X → Y が 準同形であるとは, 任意の a, b ∈ X に

対して f(a � b) = f(a) � f(b) を満たす時をいう.
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定義 3.1. カンドルXに対し, Y をAs(X)の作用付き集合とする. Xと Y に離散位相を入
れ, 和集合

⋃
n≥0

(
Y × ([0, 1]×X)n

)
をおく. そこに次の同値関係を定める:

(y; t1, x1, . . . , xj−1, 1, xj , tj+1, . . . , tn, xn) ∼ (y ·exj ; t1, x1�xj , . . . , tj−1, xj−1�xj , tj+1, xj+1, . . . , tn, xn),

(y; t1, x1, . . . , xj−1, 0, xj , tj+1, . . . , tn, xn) ∼ (y; t1, x1, . . . tj−1, xj−1, tj−1, xj+1, . . . , tn, xn).

するとラック空間(rack space)とは, この同値関係による商空間と定める. BXY と書く.

BXY はCW複体である, 実際, 射影
⋃

n≥0

(
Y × ([0, 1]×X)n

) → BXY を, BXY のセル分
割と思えばよい. 特に, Y が一点の時にBXY をBXと書くと, BXの 3-スケルトンは上記
のそれと一致する.

次に, BX のホモトピー群と結び目のX-カラリングとの関係を述べる. Dを絡み目図式
とし, そのX-カラリング C をとる. 絡み目図式Dを S2上の図式と思うと, 左下図のよう
なDの双対分割は S2のセル分割を与える. それを右下図のように各交点に対して, BXの
2-スケルトンに対応させる. するとこれらは S2全体に貼り合い, セル写像 ξD,C : S2 → BX

を得る. このホモトピー類を [ξD,C ] ∈ π2(BX)とおく.

−−−−→ 0-セル

a
−−−−→ (a)-セル

a

b

b

a�b

−−−−→ (a, b)-セル

注意 3.2. ホモトピー類 [ξD,C ] ∈ π2(BX)がライデマイスター (R-II, R-III)移動に拠らな
い. 実際, BXの 3-セルの貼合せ方から解る (下図参照. 図内の水平射は ξD,C である. )

• R-II移動の不変性 • R-III移動の不変性

homotopyR-II
R-III に沿った

homotopy

加えて, 下図の「concordance 関係」にもよらないことが解る. そこで次を定義する:

Π2(X) := { D上のX-カラリング }D:絡み目図式/R-II, III, concordance関係

ここには, disjoint unionでアーベル群構造が入る. よって対応 (C �→ [ξD,C ]) から準同形
Π2(X) → π2(BX)を得る. すると [FRS2]にて, この同形性が示された:
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定理 3.3 ([FRS2]). カンドルXに対し, この準同形Π2(X) → π2(BX)は同形である.

これはThomの基本定理の類似である (MO-スペクトラムのホモトピー群と向付きボルディ
ズム群の等価性).

この定理を研究の基本原理・方針と考えている. つまり, π2(BX)のホモトピー群を使っ
て, 結び目の不変量などに応用できる事が予想できる. 実際, 低次元トポロジーの研究に幾
つか役立つ (節 7). 次節以降はこのホモトピー群の計算法や結果を紹介していく.

a a
a

a

a

∅　

4 ラック空間の基本的性質
ホモトピー群の計算には, 基本群からホモトピー群への自然な作用について優先的に調べ
る必要がある. 以下, ラック空間の基本群の性質を列挙する.

• 空間BXは弧状連結である (∵ 0-cellが一点より).

• 基本群は π1(BX) ∼= As(X)となる (∵ BXの 2-スケルトンを見よ).

• 任意のAs(X)-作用付き集合 Y に対し, 自然な射影BXY → BXは被覆となる (定義 3.1

と幾何実現の基本性質より明らか).

• Clauwens氏 [Cla1]は, BX の普遍被覆空間に位相モノイド構造が入る事を示した. これ
を見よう. Y = As(X)としAs(X)を右から作用させる: g · h := gh. 次の写像を考える.

μ : (Y × [0, 1]n ×Xn)× (Y × [0, 1]m ×Xm) → Y × [0, 1]n+m ×Xn+m,

μ([g; t1, . . . , tn, x1, . . . , xn], [h; t
′
1, . . . , t

′
m, x

′
1, . . . , x

′
m]) :=

[gh; t1, . . . , tn, t
′
1, . . . , t

′
m, x1 · h, . . . , xn · h, x′

1, . . . , x
′
m].

するとBXY はBXの普遍被覆空間だが,この二項演算から位相モノイド構造が誘導される.

このモノイド構造はBXの研究上重要である. 例えば [FRS2]の定理が容易に示される:

定理 4.1 ([FRS2]). BXは単純空間である. 即ち, 自然な作用 π1(BX) � π∗(BX)は自明.

証明. 普遍被覆空間がH-空間なので単純である. あとは lifting propertyを用いて,「H-空間
が単純である」事の証明と同様に敢行すれば, BXの単純性が示される. �

しかしながら注意する事に, As(X)は無限より, BXY は無限被覆であり扱い辛い. だか
ら実用上では, 具体的なX に応じ, Y = As(X)の商集合のうちBXY のモノイド構造が誘
導されるものを適宜使い分ける必要がある (例えばトランスファーなど使えるようになる).

例えば, 有限位数で連結なカンドルに対し, 空間の有理パートは次のようにすぐ解る:

定理 4.2. 有限で連結なカンドルXに対し, BXの 0-局所化はループ空間ΩS2
(0)である.
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概証. 作用X � As(X)が effectiveになるように, As(X)の商群 Y をとる. Y は有限群であ
り, BXY にモノイド構造が誘導される. 他方, Zを一点とすると, BZはループ空間ΩS2と
なる事が知られている [FRS2]. すると一点射X → Zは, H空間写像BXY → ΩS2が誘導
される. 誘導射は (トランスファーより)有理ホモロジーで同形なので, H空間のWhitehead

の定理から, BXの 0-局所化はループ空間ΩS2
(0)となる. �

証明はさておき, 連結な有限位数のカンドルに関し, BXの捩れ部分群が重要課題となった.

5 ラック空間のホモロジーに関する計算例
ラック空間のコホモロジーに関する計算例を紹介する. 既存の計算法はアドホックなも
のが多いため, 細部は割愛する. 結果のみ述べる為, 読み飛ばしても構わない.

まず 2次ホモロジーに関し, Eisermann氏は (カンドルの中心拡大の関連で)次を示した:

定理 5.1 ([Eis]). X を連結カンドルとする. 元 x0 ∈ X を固定し, 固定部分群 Stab(x0) ⊂
As(X)をおく. このアーベル化は, BXの 2次ホモロジーである: 即ち

H2(BX;Z) ∼= Stab(x0)ab.

従って随伴群As(X)の表示が解れば, 2次は計算できる. 例えば, アレクサンダーの場合
(定義は例 2.2を見よ), Clauwens氏はAs(X)の表示を与え, 次を示した:

定理 5.2 ([Cla2]). アレクサンダーカンドルXを連結とする, i.e., (1− T )X = X. この時,

H2(BX;Z) ∼= Z⊕(
X ⊗Z X/(x⊗ y − Ty ⊗ x)x,y∈X

)
.

鮮やかなこの公式は, 2次代数K群に関するMatsumotoの定理の類似を思わせる.

つぎに話を 3次ホモロジーに転じると, 突如難しくなる. 最近までは, 望月拓朗氏 [Moc]

の 2002年の結果が 3次に関し最良だった. つまり氏は, X が Fq[T ]/(T − ω)という形のア
レクサンダーカンドル (ここで ω ∈ Fq)に対し, この 3次コホモロジー群を Fq係数で基底
込で計算しきった. がその手法も定理も, 陳述や数式が複雑で難解なものであった.

しかし近日, この様相を解明する定理を筆者は得た:

定理 5.3 ([N6]). Xを有限位数で連結なアレクサンダーカンドルとする. この時,

H3(BX;Z)(�) ∼= Hgr
3 (As(X))(�) ⊕

(
H2(BX)(�) ∧H2(BX)(�)

)
.

ここで素数 
( �= 2)は, 最小数min{n ∈ N | T n = idX} と互いに素なものとする.

Xが Fq[T ]/(T − ω)の時, 
 = pでよい事に注意する (∵ ωq−1 = 1). この定理によれば, 左
辺は群の 3次ホモロジーHgr

3 (As(X))であまねく縛られる. このH3
gr(As(X);Fq)はMassey

積を持つため, 帰結として, 望月氏の結果がなぜ複雑だったのか解った事になる.

ちなみに, 高次に関する計算結果を述べる. ここではH∗(BX)の直和因子である “カンド
ルホモロジーHQ

n (X)”([CJKLS]で導入)に着目する. それはH∗(BX)の主要な情報を成す
事が知られている. 筆者は, 奇素数位数で連結カンドルに対し, HQ

n (X)を全て決定した:
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定理 5.4 ([N1]). Xを Fp[T ]/(T − ω)の形のアレクサンダーカンドルとする (但し ω �= 1).

e := min{n ∈ N | ωn = 1}とする. この時, HQ
n (X) ∼= (Z /p)bnとなる. ここで bnは数列

b0 = b2e−1 = 1, b1 = b2 = · · · = b2e−2 = 0, bn+2e = bn + bn+1 + bn+2

で定まる自然数である.

ところで独立にも, Clauwens氏 [Cla1]は, ω = −1の時のみH∗(BX;Z)を決定している.

氏の手法はH∗(BX;Fp)をコホモロジー作用素の情報込みで決定した点が優れている.
　

6 ラック空間BXの2次ホモトピー群
BXは単純空間だった (定理 4.1)が, さらにホモトピー群 π2(BX)も単純な事をみる.

主定理を述べる為に,一つ用語を導入する: カンドルXのタイプを,次の自然数で定める：

Type(X) := min{ n ∈ N | (· · · (x�y)) · · · )� y︸ ︷︷ ︸
n 回作用

= x (∀x, y ∈ X)}.

例えば, 対称空間 (例 2.4)ならば Type(X) = 2であり, アレクサンダーの時, Type(X) =

min{n ∈ N | T n = idX}である.

タイプは素朴な概念であるが, 次の定理のように π2(BX)を知る最小の障
がい

碍である:

定理 6.1 ([N6]). Xを有限位数の連結カンドルとし, タイプをmとする. 自明Z-係数のフル
ビッツ準同形HX : π2(BX) → H2(BX;Z)をとる. このとき, ある準同形ΘX : π2(BX) →
Hgr

3 (As(X);Z)があって, 直和

ΘX ⊕HX : π2(BX) −→ Hgr
3 (As(X))⊕H2(BX)

はm捩れ部分を無視すれば同形である.

この証明は節末に回すとして, 結果のご利益をのべる.

まず, π2(BX)はほとんど決着した事になる. つまり, もし随伴群As(X)の具体的表示が
わかれば, 定理 3.3でH2(BX)も解り, 従って, π2(BX)がm-捩れを除き決定される. 実際,

筆者はAs(X)の (m-捩れを除く)表示を得るアルゴリズムを考案した (詳細は [N6]にて).

次に, m-捩れ部分が問題になるが, 一般論は完成していない. が, 簡単な例において, 定理
6.1の準同形はm捩れ部分でも同形である事を確かめた. これを紹介しよう:

例 6.2. 位数９未満の連結カンドル (但し, ひとつのカンドルを除く. 約 10種ある)に対し,

上の準同形は全捩れ部分で同形である.

例 6.3 (有限体 Fq上のシンプレクティックカンドル). q = pdを奇数とし, q �= 3, 5, 7, 9, 27

とする (ある種の安定域). Σg を閉曲面とする. このとき, X := H1(Σg;Fq) \ {0}とし,

x� y := 〈x, y〉symy + xというカンドルをおく. するとAs(X) ∼= Z×Sp(2g;Fq)である事が
わかった. するとQuillen氏の結果であるHgr

3 (Sp(2g;Fq)) ∼= Z /(q2 − 1)が役立つ (これは
代数K群K3(Fq)である). また定理 5.3から, g > 1のときH2(BX) ∼= Zがわかり, g = 1

のとき, H2(BX) ∼= Z⊕(Z /p)dがわかる. 従って, 次が結論付けられる:
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π2(BX) ∼=
{

Z⊕Z /(q2 − 1), g > 1,

Z⊕Z /(q2 − 1)⊕ (Z /p)d, g = 1.

さらに, この結果と定理 5.3の議論を使い, H3(BX)を次で決定した (証明略):

H3(BX;Z) ∼=
{

Z, g > 1,

Z⊕Z /(q2 − 1)⊕ (Z /p)d(d+3)/2, g = 1.

このように, ラック空間BXの位相的構造は特異な振舞いをするようである.

(定理 6.1の概証). 今から定理 6.1の証明を解説する. それには π2 の数多の計算法の中,

Postnikov塔の一階4 という最も古典的手法を用いる. 即ち

H3(BX)
c∗−→ Hgr

3 (π1(BX)) −→ π2(BX)
HX−→ H2(BX)

c∗−→ Hgr
2 (π1(BX)) → 0 (exact),

という完全列である. 中央の π2(BX)は計算から遠いものと感じるが, 次を示せた:

命題 6.4 ([N6]). 両翼の c∗はm倍で消える. 特に, 最右Hgr
2 (As(X))はm倍で消える.

証明は割愛する5 が, とにかく上の完全系列は短くなった.

次に, 主張した準同形ΘX : π2(BX) = Π2(X) → Hgr
3 (As(X))の構成を見よう. Π2(X)に

帰着させる為, 絡み目LのX-カラリング Cを考える. 事実 2.11の全単射を通じ, 自然に, 群
準同形 ΓC : π1(S

3 \ L) → As(X)を得る. そこで Lに沿うm次巡回分岐被覆を Ĉm
L と書く

と, ΓCは Γ̂C : π1(Ĉ
m
L ) → As(X)を誘導する事が確かめられる. この Γ̂Cによる基本類 [Ĉm

L ]

の押出しを考えよう. 要約すると次の写像を得る.

{ ColX(D) }D:図式 −→ Hgr
3 (As(X)), C �−→ (Γ̂C)∗([Ĉm

L ]).

これは concordance関係式によらない (concordance関係式の巡回分岐被覆を考えよ). よっ
て準同形ΘX : Π2(X) → Hgr

3 (As(X))が得られた.

最後にΘX の分裂全射性は次の様に示す. ボルディズム群がホモロジー理論を成す事に
注目し, ボルディズム群内へのΘXの拡張が分裂全射となる事に帰着させる (詳細略). �

この証明方針の長所は, BXの 1次Postnikov不変量が (m-捩れを除き)解る点である. 加
えて, 上の証明をなぞると, Π2(X)を用いた結び目不変量も, 巡回被覆を用い位相的意味が
付けられた利点もある (詳細は [N6]にて). カンドルコサイクル不変量 [CJKLS, CEGS]や
群Π2(X)が, 結び目図式から組合せ的に定義された事と比較すると, この位相的意味づけ
は一般的で綺麗なため, インパクトがあるものと考えている.

7 カンドルによる低次元トポロジーへの応用例
低次元トポロジーでカンドルの応用例を概説し, 筆者の仕事も紹介する. この研究の基本
方針は, 定理 3.3で述べたホモトピー群 π2(BX)とカラリングのボルディズム群との関係に

4正確に述べると次である: 自然な入射 c : BX → K(π1(BX), 1) のホモトピーファイヴァーは, BX の普遍被覆空間である. そこ
でこの Leray-Serre スペクトル系列の尻尾を見たものが, 該当の完全系列である. ここで作用 π1(BX) � π2(BX) の自明性を用いる.

5タイプmが利く部分を述べておく. 鍵は「∀x, y ∈ X で, 等式 (ex)m = (ey)m が As(X)の中心で成立する」事である. この等式
は定義から容易に示されるが, 上述の証明の色々な箇所で利き強力である.
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帰着させるものである. この節では次の 4つの位相的対象を順々に見る. 即ち, 閉 3次元多
様体, 球面上 4次元レフシッツ束, 曲面結び目, ハンドル体結び目である. 紙幅の都合上, 箇
条書き的な駆け足の説明になるが, 詳細は該当の参考文献などを参照下さい.

(I) カンドルを用いた 3次元多様体の不変量
任意の 3次元多様体は, 結び目に沿った分岐被覆空間として実現される事が古典的に知ら
れている. 他方「カンドルは余次元 2と相性がよい」と前述したが, 特に分岐被覆のモノド
ロミーをカンドルで換言でき, よって 3次元多様体をカンドルを用い扱える. その知見か
ら, 畠中英里氏 [Hat]は 3次元多様体のカンドルコサイクル不変量を構成する仕事をされた.

そこで筆者も参画し [N2, HN], 氏の構成を普遍的な議論に持ち上げた. 即ち, ホモトピー群
π2(BX)を用いて 3次元多様体の不変量を構成し, 基本的事項を整えた. そして我々の不変
量は,“Dijkgraaf-Witten不変量”より強いか等しい事を示した.

(II) 球面上のレフシッツ束のカンドルコサイクル不変量
球面上レフシッツ束とは, おおよそ「よい特異点を許した, 球面上の閉曲面束となる 4次
元多様体」である．そのモノドロミーを “デーンカンドル”(写像類群の亜種)から捉える研
究法が, 松本幸夫氏やYetter氏により考察されていた ([Y]参照).

そこで筆者は, 底空間 S2を “トーラス絡み目 Tn,n”の基本カンドルに取り替えられる事を
見出した. そこでレフシッツ束のカンドルコサイクル不変量を, トーラス絡み目のそれと
して定義した. この不変量から, 4次元多様体の符号数とオイラー標数が導出される事を示
した [N4]. これより強い不変量が構成できるかは今後の課題である.

(III) 曲面結び目の不変量と 3次ホモトピー群 π3(BX)

一次元結び目を考えたが, 議論を１次元上げ, 曲面結び目 (Σgから S4への埋込み)の研究
も行った. そこでは 3次ホモトピー群 π3(BX)が鍵となる (cf. 定理 3.3). この π3(BX)は,

論文 [CJKLS, CEGS]で定義されたコサイクル不変量の普遍的対象であり, この研究は意味
を持つ. ただし 3次の計算は 2次の場合より, 議論がややこしい. が筆者は, HQ

2 (X)の消え
るアレクサンダーカンドルに対し, π3(BX)の計算に成功した. 詳細は [N3]を御覧下さい.

(IV) 不変式論から構成されるカンドルコサイクルと, ハンドル体結び目への応用
「カンドルの特性類」という観点から, H∗(BX;A)のコサイクルの表示は重要である. 下
で説明するカンドルのクラスに対し, コサイクルを表示込みで量産する構成法を見出した.

それは任意の群Gと右G加群M に対し成立し, 適用範囲が広い.

そのカンドルのクラスと構成法を概説する. アレクサンダーカンドルのG族 [IIJO]とは,

直積X(= M ×G)上のカンドルで, 演算を次で定めたものである.

� : (M ×G)× (M ×G) −→ M ×G (x, g, y, h) �−→ ((x− y) · g + y, h−1gh).

このカンドルのクラスに対して, 筆者 [N6]は準同形

ϕ∗
n : Hn

gr(M ;A)G −→ Hn(BX;A)

を構成した. この左辺はアーベル群M の群コホモロジーのG不変部分である. 特に, M が
Gの線形表現の時, (ベクトル)不変式論から左辺の元を例示すれば, 右辺のコサイクルを量
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産できる. さらに「こう得られたコサイクルが, ハンドル体結び目のカンドルコサイクル不
変量 [IIJO]に適用できる」事を筆者 [N6]は示した. 応用例として「筆者のコサイクルが幾
つかのハンドル体結び目の鏡像を分別する」事が論文 [IIJO]で確かめられた.

跋語で恐縮であるが, (IV)のアイディアの大元を述べる. 井上-蒲谷氏 [IK]は, 結び目の
双曲体積・Chern-Simons不変量をカンドルに換言する仕事を修めた. 両氏はある鎖準同形
(定義域はBXの cellular複体)を構成し, Chern-Simons類をカンドルコホモロジーで置き
換えたのである (詳細は当論文 [IK]を参照). 上述のϕ∗

nはその改良版となっている. しかし
ながら, この鎖写像は幾何的に興味深く, さらなる他の応用を期待している.
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パーシステントホモロジー群のタンパク質構造解析へ
の応用

平岡裕章（Yasuaki HIRAOKA）
九州大学 マス・フォア・インダストリ研究所

概 要

本講演では，パーシステントホモロジー群をタンパク質の構造解析や遺伝解析へ応用する
試みについて，解説をおこなう．

1 単体複体フィルトレーション
1.1 脈体

X ⊂ R
N が有限個の部分集合の集まり Φ = {Bi ⊂ R

N | i = 1, · · · ,m}で被覆され
ているとする：

X =
m⋃

i=1

Bi.

このとき頂点集合を V = {1, · · · ,m}，単体の集まりを

Σ =

⎧⎨
⎩{i0, · · · , ik}

∣∣∣∣∣∣
k⋂

j=0

Bij �= ∅
⎫⎬
⎭

で定めると，これは抽象単体複体になる．この抽象単体複体をΦの脈体とよびN (Φ)
で表す．X の被覆が凸閉集合で与えられる場合は次の関係が成り立つ．

定理 1.1 (脈体定理) X ⊂ R
N が有限個の凸閉集合の集まりΦ = {Bi | i = 1, · · · ,m}

で被覆

X =
m⋃

i=1

Bi

されているとする．このときX と脈体N (Φ)はホモトピー同型となる．

1.2 Čech複体

R
N 内の有限個の点の集まり P = {xi ∈ R

N | i = 1, · · · ,m}に対して，点 xiを中
心とし半径 rの球Br(xi) = {x ∈ R

N | ||x− xi|| ≤ r}を配置する．ここで ||x||はユー
クリッドノルムを表す．これらの球の集まり Φ = {Br(xi) | xi ∈ P} についての脈体

本研究は，Marcio Gameiro，泉俊輔，Miroslav Kramar，Konstantin Mischaikow，Vidit Nanda
氏との共同研究にもとづく．
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N (Φ)をČech複体とよび，C(P, r)で表す．球は凸閉集合なので，脈体定理よりホモ
トピー同型

Xr =
m⋃

i=1

Br(xi) � C(P, r)

を得る．図 1にČech複体の例を示す．

B1 B2

B3 3

1 2

図 1: Čech複体の例

Čech複体に k単体 {i0, · · · , ik}が存在する必要十分条件は，∩k
j=0Br(xij ) �= ∅であ

る．この条件は，球の半径を rより大きい r′に置き換えても成り立つ．すなわち
k⋂

j=0

Br(xij ) �= ∅ =⇒
k⋂

j=0

Br′(xij ) �= ∅, r < r′．

よって半径 rが定めるČech複体に現れる単体は，rより大きな半径 r′が定めるČech
複体に全て含まれる．よって以下の包含関係が成立する：

C(P, r) ⊂ C(P, r′)．

これにより rの増大列 r1 < · · · < ri < · · · < rT に対してČech複体のフィルトレー
ション

C(P, r1) ⊂ · · · ⊂ C(P, ri) ⊂ · · · ⊂ C(P, rT )

を得る．
ここまでは全ての点に同じ半径の球を配置して脈体を構成していたが，脈体定理を
適用する際には各点で異なる半径を与えても構わない．すなわち P 内の各点 xiに半
径 riの球 Bri(xi)を配置し，その脈体を考えることで ∪m

i=1Bri(xi)とホモトピー同型
な単体複体が得られる．この単体複体を重み付きČech複体とよび C(P, R)で表す．こ
こでRは各点での半径の集まりR = {ri | i = 1 · · · ,m}を表す．

1.3 アルファ複体

有限個の点の集まり P = {xi ∈ R
N | i = 1, · · · ,m}に対して，各点 xiに領域

Vi = {x ∈ R
N | ||x − xi|| ≤ ||x − xj ||, 1 ≤ j ≤ m, j �= i}

を割り当てる．すると R
N はこれらの領域の和集合として表せる：

R
N =

m⋃
i=1

Vi. (1)
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領域 Vi をボロノイ領域とよび，ボロノイ領域による R
N の分割 (1)をボロノイ図と

よぶ．
ドロネー複体はボロノイ図の脈体として定められる．すなわち (1)で与えられる被
覆Φ = {Vi | i = 1, · · · ,m}に対して，そのドロネー複体D(P )をD(P ) = N (Φ)で定
める．よってドロネー複体D(P )に k単体 {i0, · · · , ik}が存在する必要十分条件は

k⋂
j=0

Vij �= ∅

であり，さらにこの条件は，

||x − xi0 || = · · · = ||x − xik ||となる x ∈ R
Nが存在する，

と同値である．図 2は，R
2内の 5点が定めるボロノイ図と，そのドロネー複体の例を

示してある．

図 2: ボロノイ図（点線）とそのドロ
ネー複体（実線）

図 3: アルファ複体の例

ここでアルファ複体を導入する．m個の半径 rの球からなる和集合

Xr =
m⋃

i=1

Br(xi), xi ∈ P

を考える．P が定める各ボロノイ領域 Viと，球Br(xi)の共通部分をWi = Br(xi)∩Vi

とおく．するとWiは凸集合の共通部分なので凸集合となり，球Br(xi)をボロノイ領
域 Viに制限した図形を与える．また

Ψ = {Wi | i = 1, · · · ,m}

がXrの被覆

Xr =
m⋃

i=1

Wi

を与えることも容易にわかる．
球の集まり {Br(xi) | i = 1, · · · ,m}のアルファ複体 α(P, r)は，Ψに対する脈体

α(P, r) = N (Ψ)

75



として定義される．図 3は 6個の球の集まりからなるアルファ複体の例である．
Wi は凸閉集合であり Xr の被覆を与えていることから，脈体定理 1.1より Xr と

α(P, r)はホモトピー同型
Xr � α(P, r)

である．
包含関係Wi ⊂ Br(xi)より，アルファ複体 α(P, r)はČech複体 C(P, r)の部分複体
である．またWi ⊂ Viより，アルファ複体 α(P, r)はドロネー複体 D(P )の部分複体
でもある．P が一般の位置にある∗場合は，ドロネー複体D(P )の次元はN 以下であ
り，よってアルファ複体 α(P, r)の次元もN 以下になる．
ここでČech複体もXr とホモトピー同型な単体複体であったが，一般にはN より
大きな次元の単体が現れることに注意する．すなわち P が一般の位置にある場合，ア
ルファ複体はXrとホモトピー同型な単体複体を，次元がN 以下の単体で構成できる
点においてČech複体とは異なる．
またČech複体のときと同様に，半径の増大列 r1 < · · · < ri < · · · < rT からアル
ファ複体のフィルトレーション

α(P, r1) ⊂ · · · ⊂ α(P, ri) ⊂ · · · ⊂ α(P, rT )

も得られる．各点で半径が異なる球を配置させる重み付きアルファ複体も同様に定義
される．

2 パーシステントホモロジー群
単体複体Kt, t = 0, 1, · · · ,のフィルトレーション

K : K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kt ⊂ · · · (2)

を考える．ここで，フィルトレーション内の単体複体Ktを指定する添字 tを時刻とよぶ
ことにする．フィルトレーションKは，ある非負整数Θが存在し，Kj = KΘ, j ≥ Θ,

が成り立つとき，有限型であるという．またこの性質を満たすΘの最小値を，フィル
トレーションの飽和時刻とよぶことにする．以下では有限型フィルトレーションのみ
考察する．
フィルトレーション (2)に対して，K = ∪t≥0K

tとする．また時刻 tでの単体複体
Ktの，k次元単体の集まりをKt

k と表す．さらにK 内の単体 σが時刻 tで発生した
とき，つまり

σ ∈ Kt \ Kt−1

のとき，T (σ) = tと表すことにする．
各次元 kごとに，Z2係数ベクトル空間

Ck(Kt) =
∑

σ∈Kt
k

Z2σ

∗
R

N 内のN +2個の点 x1, · · · , xN+2 は，それらから等距離にある点が存在しないとき一般の位置に
あるという．また P 内の全ての N + 2個の点が一般の位置にあるとき，P は一般の位置にあるという．
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を用意する．さらにこれらの直和

Ck(K) =
⊕
t≥0

Ck(Kt) = {(c0, c1, · · · , ct, · · · ) | ct ∈ Ck(Kt)}

に，次の xの作用
x · (c0, c1, · · · ) = (0, c0, c1, · · · )

を導入する．すると Ck(K)は次数付き Z2[x]加群となる．この次数付き Z2[x]加群
Ck(K)を，フィルトレーションKに対する k鎖群とよぶ．また斉次部分Ck(Kt)から
Ck(K)への包含写像 it : Ck(Kt) → Ck(K)，

it(σ) = (c0, c1, · · · ), ci =

{
σ, i = t,

0, i �= t

を導入しておく．
ここで k鎖群 Ck(K)は

Ξk =
{
eσ = iT (σ)(σ) | σ ∈ Kk

}
を基底とする自由Z2[x]加群になることが確かめられる．そこで境界作用素∂k : Ck(K) →
Ck−1(K)を，基底 Ξkをもちいて

∂k(eσ) =
k∑

i=0

(
xT (σ)−T (σi)

)
eσi , σ ∈ Kk

で定める．ここで k単体 σ = {v0 · · · vk} ∈ Kk の面を σi = {v0 · · · v̂i · · · vk}（viを除
く）で表している．
この定義において，単体 σの面 σiに対しては，T (σi) ≤ T (σ)であることに注意し
ておく．またここで導入した境界作用素は，∂k−1 ◦ ∂k = 0を満たす次数付き準同型写
像 ∂k(Ck(Kt)) ⊂ Ck−1(Kt)となる．
ここで k鎖群 Ck(K)に対して，2つの斉次部分加群を導入する：

Zk(K) = Ker ∂k,

Bk(K) = Im ∂k+1.

Zk(K), Bk(K)は斉次部分加群なので，Zk(Kt) = Zk(K)∩Ck(Kt), Bk(Kt) = Bk(K)∩
Ck(Kt) とすると，

Zk(K) =
⊕
t≥0

Zk(Kt),

Bk(K) =
⊕
t≥0

Bk(Kt)

が成り立つ．
単体複体のフィルトレーションに対して，そのパーシステントホモロジー群は次で
与えられる．
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定義 2.1 単体複体の有限型フィルトレーション

K : K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kt ⊂ · · ·

に対して
PHk(K) = Zk(K)/Bk(K)

を，k次パーシステントホモロジー群とよぶ．

パーシステントホモロジー群の詳細については文献 [2, 4]などを参照されたい．まず
Zk(K), Bk(K)は斉次部分加群なので，パーシステントホモロジー群は次数付き Z2[x]
加群として

PHk(K) =
⊕
t≥0

Zk(Kt)/Bk(Kt) =
⊕
t≥0

Hk(Kt)

となる．ここで xの PHk(K)への作用は，包含写像 Ck(Kt) → Ck(Kt+1)が誘導する
準同型写像

ϕt+1
t : Hk(Kt) → Hk(Kt+1)

を用いて
x · [z] = ϕt+1

t ([z]), [z] ∈ Hk(Kt)

で与えられる．
また Z2[x]は単項イデアル整域なので，パーシステントホモロジー群 PHk(K)は次
の形に一意的に表せる：

PHk(K) �
s⊕

i=1

(
(xdi)

/
(xdi+li)

)
⊕

s+r⊕
i=s+1

(xdi) (3)

この表示において，最初の s個の直和成分は，時刻 diで発生し di + liで消滅するホ
モロジー類を表している．また次の r個の直和成分は，時刻 diで発生しフィルトレー
ションの飽和時刻まで存続するホモロジー類を表している．

定義 2.2 パーシステントホモロジー群 (3)に対して

Ii =

{
[di, di + li) , i = 1, · · · , s,

[di, Θ] , i = s + 1, · · · , s + r

をパーシステント区間とよぶ．ここでΘはフィルトレーション (2)の飽和時刻である．
また diをパーシステント区間 Iiの発生時刻，di + liを消滅時刻とよぶ．

パーシステント区間 Iiに対して，Ii(b)で区間の下限（birth），Ii(d)で区間の上限
（death）を表すことにする．

定義 2.3 パーシステントホモロジー群 (3)に対して

PDk(K) = {(Ii(b), Ii(d)) ∈ R × R | i = 1, · · · , s + r}

を k次パーシステント図とよぶ．
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図 4: フィルトレーションK．飽和時刻Θ = 4．

図 5: 図 4で与えられるフィルトレーションKの 1次パーシステン
ト図 PD1(K)

ここでパーシステント図 PDk(K)内の全ての点は，対角線より上側にくることに注
意しておく．また定義より，対角線付近の点はパーシステント区間が短いため，発生
してからすぐに消滅，もしくは飽和するホモロジー類に対応する．一方で対角線から
離れたところにある点は，長く存続するホモロジー類を表すことになる．
例えば図 4のフィルトレーションKが定めるパーシステント図 PD1(K)は，図 5で
与えられる．

3 タンパク質の立体構造解析への応用
タンパク質は生命活動を営む上で必須の物質であり，細胞内で繰り広げられている
様々な働きはタンパク質を基本ユニットとして展開される．生体内に現れるタンパク
質は，20種類のアミノ酸を 1次元的に並べたものを，3次元空間内で折りたたんだ構
造をとる．
ここで，アミノ酸は共通の基本構造に加えられる側鎖の違いによって分類される．
またアミノ酸の 1次元的な構造は，隣り合うアミノ酸とのペプチド結合によって与え
られる（図 6参照）
各原子にはファンデルワールス半径が定められている．これはそれぞれの原子の原
子核を中心に，電子が存在する密度に応じて定められた原子の仮想的な半径である．
この半径が定める球として原子を表現したものを，ファンデルワールス球とよぶ．よっ
て各原子の 3次元空間での中心座標がわかれば，タンパク質をファンデルワールス球の
和集合として表現できることになる．ここでタンパク質を構成している原子の空間座
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ペプチド結合

アミノ酸１ アミノ酸２

図 6: ペプチド結合．R1やR2はアミノ酸の側鎖を表す．

図 7: ヘモグロビン（1BUW）

標は，X線結晶解析技術の発達によって詳細に調べられており，そのデータはProtein
Data Bank（PDB）[5]に保存され一般公開されている．図 7は，タンパク質の一つ
であるヘモグロビン（PDB ID：1BUW）のファンデルワールス球体モデルを，PDB
データから描画させたものである．
これより各タンパク質を，重み付きČech複体やアルファ複体で表現することができ
る．また半径増大列に対応するフィルトレーションを構成することで（図 8を参照），
トポロジカルな量の履歴やロバスト性を調べることが可能となる．
例えば PDB IDが 1OVAで与えられるオボアルブミンを例に挙げ，そのパーシス
テント図を見てみよう．ここでフィルトレーションは重み付きアルファ複体で与える．
またファンデルワールス球の半径を調節するパラメータwを，各 i番目の原子半径ご
とに

ri(w) =
√

r2
i + w

で導入する．ここでw = 0に対応する riはファンデルワールス半径とする．このとき
パラメータwを区間 [0, 20]の間で動かした 1, 2次パーシステント図は，それぞれ図 9
と図 10で与えられる．また比較のため，これらのベッチ数のプロットを図 11と図 12
にのせてある．
パーシステント図を見てわかるように，対角線付近に多くの生成元が存在している．
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図 8: ヘモグロビン（1BUW）のČech複体フィルトレーション

図 9: 1OVAの 1次パーシステント図 図 10: 1OVAの 2次パーシステント図

これらの対角線付近の生成元は，発生してから消滅するまでのパラメータ幅が短いた
め，フィルトレーション内に現れるトポロジカルなノイズと見なせる．また比較的対
角線から離れたところに位置する生成元は発生してから消滅するまでのパラメータ幅
が長いため，パラメータ変化に対してロバストな生成元に対応する．つまりフィルト
レーション過程に現れるこのようなトポロジカルなノイズやロバストな生成元を，パー
システント図は区別することができる．ベッチ数のプロットからなる図 11と図 12か
らは，このような情報は手に入らないことに注意しておく．
ではパーシステントホモロジー群を用いて，タンパク質の物性について調べてみよ
う．タンパク質は生体内で多種多様な働きをしており，その機能と立体構造は密接に
関係している．例えば，立体構造を大きく変形させることで，別の分子を取り込む働
きをするタンパク質もある．このようなタンパク質の場合，立体構造を変形させる為
にはある程度柔らかい構造を取る必要がある．このようにタンパク質の柔さや固さと
いった物性を知ることは，機能発現を調べる際の重要な手がかりとなりうる．
このタンパク質の柔らかさを測る指標の 1つに圧縮率とよばれるものがある．タン
パク質の圧縮率を実験的に求めることで，立体構造とゆらぎや機能との関係を調べる
ことが可能である（詳しくは文献 [1]を参照）．しかし圧縮率を実験で測定するにはそ
れなりの実験装置が必要であり，もう少し手軽に圧縮率を調べることができれば望ま
しい．例えば PDBには膨大なタンパク質の立体構造に関するデータが蓄えられてい
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図 11: 1OVAの 1次ベッチ数のプロット 図 12: 1OVAの 2次ベッチ数のプロット

るので，これらのデータを利用して圧縮率と相関をもつ指標を得られないだろうか．
そこでパーシステントホモロジー群の立場からこの問題を考えてみる．
タンパク質の圧縮率は，その内部に存在する空洞に関係していると予想されている．
さらに物理・化学的背景から，圧縮率に影響を及ぼすと思われる幾つかの幾何構造（原
子の疎配置性など）もある．論文 [3]では，これらを反映させた量をパーシステント
図から取り出し定量化を試みた．その結果を図 13に示す．

図 13: パーシステント図から得られる定量化CP と圧縮率の関係．
各タンパク質の圧縮率は論文 [1]の値を用いており，数値計
算で使用した PDB IDはプロットの横に記入してある．

ここでの数値計算結果との比較には，文献 [1]内にある実験から圧縮率が求まってい
るタンパク質を用いている．図 13から見てとれるように，多くのタンパク質がパーシ
ステント図から導出した定量化 CP と線型相関の関係にある．これより，ここで行っ
たパーシステント図を用いた圧縮率の定量化 CP は，ある程度幾何構造と圧縮率の関
係を抽出できているものと思われる．
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また講演では，パーシステント図に定まる距離関数を，タンパク質の遺伝系統樹解
析へ応用する試みについても紹介する予定である．
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バビロンまでは何マイル？
— コンパクト化の近似と集合論 —

嘉田 勝 （大阪府立大学）

2012年 8月 13日

How many miles to Babylon?

Three score miles and ten.

Can I get there by candle-light?

Yes, and back again.

If your heels are nimble and light,

You may get there by candle-light. *1

概要

本発表では，距離に依存するコンパクト化の族による Stone-Čech コンパクト化
の近似について，嘉田が友安一夫氏（都城高専），吉信康夫氏（名古屋大）と共同で
2004年から現在までに行ってきた一連の研究の流れとその成果を紹介する．

1 準備

1.1 距離依存コンパクト化の族による Stone–Čechコンパクト化の近似

コンパクトでない完全正則空間X のコンパクト化*2 αX, γX について，γX から αX

への連続な全射で，X への制限が恒等写像となるものが存在するとき，αX ≤ γX と表
す．特にその写像が同相写像でとれるとき，αX � γX と表す．X のコンパクト化全体

嘉田 勝: 大阪府立大学大学院理学系研究科 email kada@mi.s.osakafu-u.ac.jp

本研究は次の科学研究費補助金の補助を受けて行われました．若手研究 (B) 14740057，若手研究 (B)

14740058，基盤研究 (C) 15540115，基盤研究 (C) 20540114，若手研究 (B) 21740080，基盤研究 (C)

24540121．
*1 マザーグース（nursery rhymes, イギリスの伝承童謡）のひとつ．[5, 6, 8] および本発表の表題の由来．
*2 本稿では，単にコンパクト化というとハウスドルフコンパクト化を意味するものとする．
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を Cpt(X) で表す．*3 Cpt(X) は ≤ について完備上半束をなし，X の Stone–Čechコン
パクト化 βX はその最大元となる．
位相空間 X から R への有界連続関数全体の集合 C∗(X) は（各点ごとの和と積につ

いて）環の構造を持ち，かつ，一様ノルム位相に関する位相環となる．位相空間 X のコ
ンパクト化 αX について，C∗(X) の元のうち αX 上に連続に拡張できるものの全体を
CαX とおくと，CαX は C∗(X) の点と閉集合を分離する閉部分環をなし，定数関数をす
べて含む．また，この CαX は αX を生成する C∗(X) の部分集合のうち最大のものであ
る．逆に，定数関数をすべて含み，かつ C∗(X) の点と閉集合を分離する閉部分環 R が
与えられたとき，X のコンパクト化 αX で，CαX = R となるものが存在する．X の
Stone–Čechコンパクト化 βX については，CβX = C∗(X) となる．
空間 X のコンパクト化 αX と，X の閉集合 A,B に対して，clαX A ∩ clαX B = ∅ で

あるときに A ‖ B (αX) と記す．X が正規空間ならば，αX � βX と「X の交わらな
い閉集合 A,B について常に A ‖ B (αX) が成り立つ」が同値である．
距離化可能空間 X の Stone–Čechコンパクト化 βX は，以下に述べる形で，同じ位相

を導く距離に関する Smirnov コンパクト化あるいは Higson コンパクト化の全体で「近
似」できる．
距離空間 (X, d) から R への有界一様連続関数の全体を U∗

d (X) で表す．U∗
d (X) に対

応するコンパクト化を udX で表し，距離空間 (X, d) の Smirnov コンパクト化という．
距離空間 (X, d) の空でない閉集合 A,B について，A ‖ B (udX) と d(A,B) > 0 が同
値である [12, Theorem 2.5]．
X の位相を導く距離関数の全体を M(X) で表す．次の定理は，距離化可能空間 X の

Stone–Čechコンパクト化 βX は，X の位相を導く距離関数に対応する Smirnovコンパ
クト化の全体で近似できることを意味する．

定理 1.1. [12, Theorem 2.11] X をコンパクトでない距離化可能空間とするとき，
βX � sup{udX : d ∈ M(X)} が成り立つ．*4

X 上の距離関数 d がプロパーであるとは，d に関して有界な任意の X の部分集合が
コンパクトな閉包をもつときにいう．プロパーな距離 d をもつ距離空間 (X, d) につい
て，関数 f ∈ C∗(X) が（距離 d に関して）slowly oscillatingであるとは，任意の r > 0,

ε > 0 に対し，X のコンパクト部分集合 Kr,ε が存在し，すべての x ∈ X �Kr,ε につい

*3 通常，Cpt(X) の元は � に関する同値類と考え，� の意味で同値なコンパクト化は同一視する．
*4 この式における sup は，完備上半束 (Cpt(X),≤) における sup (

∨
) を意味する．以下の文中において

も同様．
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て diam(f ′′ Bd(x, r)) < ε が成り立つときにいう．*5 距離 d に関して slowly oscillating

な C∗(X) の元の全体を C∗
d(X) で表す．C∗

d(X) に対応するコンパクト化を X
d で表し，

(X, d) の Higsonコンパクト化という．
距離化可能空間 X について，X と同じ位相を導くプロパーな距離関数の全体を PM(X)

で表す．局所コンパクトかつ可分な距離化可能空間 X については，PM(X) �= ∅ である
[10, Lemma 3.1]．Higsonコンパクト化による Stone–Čechコンパクト化の近似定理は，
次の形で述べられる．

定理 1.2. [10, Proposition 3.2] X を，コンパクトでない局所コンパクトかつ可分な距離
化可能空間とするとき，βX � sup{Xd

: d ∈ PM(X)} である.

1.2 実数の基数不変量

実数直線のルベーグ測度およびベールのカテゴリに関する構造を対象とする集合論的手
法による研究は実数の集合論 (set theory of the reals)と呼ばれ，集合論の主要な一分野
となっている．
実数の集合論の研究のひとつとして，実数の基数不変量 (cardinal invariants of the

reals)の研究が行われてきた．実数の基数不変量とは，実数直線の位相および測度に関す
る集合論的性質から定義される基数の総称で，それらの多くは ℵ1 以上 c（連続体濃度）
以下の値をもつ．連続体濃度 c の具体的な値が ZFC（集合論の公理系）からは決定でき
ないことはよく知られているが，ℵ1 以上 c 以下の種々の基数不変量がとる値についても，
やはり ZFCから完全には決定できず，それらの具体的な値は考えている数学世界（ZFC

のモデル）に依存する．
自然数全体の集合を ω で表す．ω から {0, 1} への関数全体の集合を 2ω で，ω から ω

への関数全体の集合を ωω で表す．集合 2ω および ωω を，ターゲットの集合 {0, 1} ある
いは ω に離散位相と適切な測度（{0, 1} の場合は 1/2 ずつ）を導入して可算個のコピー
の直積をとったと捉えたものがカントール空間 2ω およびベール空間 ωω である．*6 実数
直線 R は 2ω および ωω と位相および測度の意味で共通の性質をもつので，実数直線の
集合論的性質はしばしば自然数の組合せ論の言葉で表現され，それゆえ，自然数集合の無
限組合せ論から定義される基数不変量が重要な役割を果たす．

*5 おおざっぱに言うと，「遠くに行くほど，値の振れ幅が小さくなる」．
*6 カントール空間 2ω はカントール 3 進集合と同相であり，また，ベール空間 ωω は無理数全体のなす R

の部分空間と同相である．
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実数直線 R におけるベール第一類集合の全体を M，ルベーグ測度零の集合の全体を
N で表す．M および N は R 上の可算加法的なイデアルである．基数 cov(M) および
cov(N ) を次のとおり定義する．

cov(M) =min{|A| : A ⊆ M かつ
⋃

A = R}
cov(N ) =min{|A| : A ⊆ N かつ

⋃
A = R}

f, g ∈ ωω に対し，すべての n < ω について f(n) ≤ g(n) であるとき f ≤ g と表し，
有限個を除くすべての n < ω について f(n) ≤ g(n) であるとき f ≤∗ g と表す．ωω の部
分集合 F が ≤∗ (あるいは ≤) に関する dominating familyであるとは，任意の g ∈ ωω

に対し，ある f ∈ F が g ≤∗ f (g ≤ f) を満たすときにいう．基数 d を，≤∗ に関する
dominating familyの最小の濃度として定義する．*7

ω 上の超フィルター F の部分集合 G が F を生成するとは，任意の X ∈ F に対し，
ある Y ∈ G が Y ⊆ X を満たすときにいう．基数 u を，ω 上の非単項超フィルター*8を
生成する P(ω) の部分集合の最小濃度として定義する．
d, cov(M), cov(N ), u の間には，次の関係が成り立つ．

命題 1.3. 1. ℵ1 ≤ cov(M) ≤ d ≤ u ≤ c かつ ℵ1 ≤ cov(N ) ≤ u である．さらに，そ
れぞれの ≤ について，< が成り立つことは ZFC上無矛盾である．

2. d < cov(N ) は ZFC上無矛盾である．
3. cov(N ) < cov(M) は ZFC上無矛盾である．

1.3 Generalized Galois–Tukey connection

順序集合の「共終な構造」を相互に比較し解析するための一般的な枠組みとして，Vojtaš
は Generalized Galois–Tukey connection という概念を導入した [11]（本稿での記法は
Blass [1] に従う）．A−, A+ を空でない集合，A を A− と A+ の間の 2 項関係（つま
り A ⊆ A− × A+）とし，A = (A−, A+, A) の形の 3つ組を考える．A = (A−, A+, A)

と B = (B−, B+, B) に対し，A から B への morphism とは，写像 ϕ− : B− → A−,

ϕ+ : A+ → B+ の組 ϕ = (ϕ−, ϕ+) で，「b ∈ B− と a ∈ A+ について，ϕ−(b)Aa ならば
b B ϕ+(a)」という性質をみたすものをいう．A から B へのmorphismが存在するとき，
A → B と書き表す．3つ組の間の関係 → が推移的であることは容易に確かめられる．

*7 ≤∗ でなく ≤ に関する dominating familyの最小の濃度としても，基数としては同じになる．
*8 有限集合の補集合をすべて元として持つ ω 上の超フィルター．
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有向集合 (D,≤D), (E,≤E) について，(E,E,≤E) → (D,D,≤D) が成り立つとき，
D ≤T E と書く．D ≤T E は，E から D への写像を E の任意の共終集合が D の共終
集合に移るように作れる，つまり E は D より『共終的に細かい』構造をもつことを意
味する．D ≤T E かつ E ≤T D のとき D ≡T E と書く．有向集合の間の関係 ≤T を
Tukey relationと呼ぶ．
Tukey relationは有向集合の「共終的な細かさ」を比較する関係だが，その考えを異なる

集合の間の 2 項関係にも適用できるように一般化したものが generalized Galois–Tukey

connection だと考えることができる．

2 βX まで何マイル？ — 距離関数の順序構造の解析へ
定理 1.1 により，距離化可能空間 X について，βX は X の Smirnovコンパクト化を

「すべて」集めれば近似できる．ところで，Smirnovコンパクト化を最低「いくつ」集め
れば βX を近似するために十分だろうか．この疑問から自然に次の cardinal functionの
定義を思いつく．

定義 2.1. 距離化可能空間 X に対し，sa(X) は次で定義される基数である．

sa(X) = min
{|D| : D ⊆ M(X) かつ βX � sup{udX : d ∈ D}}

明らかなケースとして，X がコンパクト空間や離散空間の場合は sa(X) = 1 である．
一般に，次のことが知られている．位相空間 X の非孤立点全体がなす部分空間（X の
first Cantor–Bendixson derivative）を X(1) で表す．

定理 2.2. [12, Corollary 3.5] sa(X) = 1 であることと X(1) がコンパクトであることは
同値である．

したがって，X(1) がコンパクトでない場合が興味の対象となる．そこで，手近な例と
して半直線 [0,∞) について sa

(
[0,∞)

)
を考えると，そこに基数 d が現れる．

事実 2.3. [6, Example 2.3] sa
(
[0,∞)

)
= d.

嘉田・友安・吉信は，この事実の証明をさらに詳しく検討し，次のことを証明した．

定理 2.4. [8] X は距離化可能空間で X(1) はコンパクトでないとする．

1. sa(X) ≥ d．
2. X が局所コンパクトかつ可分ならば sa(X) = d．
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3. 任意の基数 κ に対し，sa(X) ≥ κ をみたす局所コンパクトな距離化可能空間 X が
存在する．

残る重要な場合は，X が（局所コンパクトでない）可分な距離化可能空間の場合であ
る．この場合 X はヒルベルトキューブ H = [0, 1]ω に位相的に埋め込めるので，X とし
て H の部分空間を考える．嘉田・友安・吉信は次のことを証明した．X∗ = clHX � X

とし，K(X∗) は X∗ のコンパクト部分集合全体の集合を表す．また，有向集合 (D,≤D)

に対し，cof(D,≤D) は ≤D について共終な D の部分集合の最小の濃度を表す．

定理 2.5. [7, 系 4.6] X が可分な距離化可能空間で X(1) がコンパクトでないならば，
sa(X) = d · cof(K(X∗),⊆) である．

特に，X が局所コンパクトの場合，X∗ はコンパクトなので (K(X∗),⊆) は最大元 X∗

をもち，sa(X) = d となる [8, Theorem 2.10]．
ところで，sa(X) = d · cof(K(X∗),⊆) の右辺は，直積順序 (ωω,≤) × (K(X∗),⊆)

の cofinality（共終集合の最小濃度）を表している．また，一般に有向集合 (D,≤D),

(E,≤E) について，D ≤T E ならば cof(D) ≤ cof(E) で，したがって D ≡T E ならば
cof(D) = cof(E) である．
そこで，Todorčević は，定理 2.5 とその証明を知った直後に次の問題を提示した．
d1, d2 ∈ M(X) について，「d1 � d2 ⇐⇒ X 上の恒等写像が (X, d2) から (X, d1)

への写像として一様連続である」と定めることで M(X) 上に順序関係 � を導入する．
d1 � d2 は ud1X ≤ ud2X と同値であり，この意味で，順序構造 (M(X),�) は Cpt(X)

の中で Smirnovコンパクト化の全体がなす順序構造と自然に対応する．特に，M(X) の
部分集合 D が (M(X),�) で共終であるとき，βX � sup{ud : d ∈ D} が成り立つ [12]．

問題 2.6. X が可分な距離化可能空間で X(1) がコンパクトでないとき，(M(X),�) ≡T

(ωω,≤)× (K(X∗),⊆) が成り立つか？

定理 2.5 が � について共終な M(X) の部分集合の濃度だけを問題にしているのに対
し，問題 2.6 は (M(X),�) の順序構造というより詳しい情報について問いかけている．
そして，問題 2.6 が肯定的に解決されれば，系として定理 2.5 の別証明が得られる．
問題 2.6 の完全な解決は今のところ与えられていない．部分解として，X が局所コン

パクトの場合に限って，嘉田は次のことを証明した．

定理 2.7. [4, Theorem 3.1] X が可分かつ局所コンパクトな距離化可能空間で X(1) がコ
ンパクトでないとき，(M(X),�) ≡T (ωω,≤) が成り立つ．
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一般の場合については，問題の完全な解決は与えられていないが，嘉田・吉信は，Tukey
relationのかわりに generalized Galois–Tukey connectionを用いて考え，さらに問題 2.6

を少し変形することにより，当初の問題 2.6 の肯定解に近い結果を得た．
M(X) 上の新たな順序関係 �ε （ε は正の実数）を，d1, d2 ∈ M(X) について

d1 �ε d2 ⇐⇒ ∀p, q ∈ X
[
d1(p, q) ≥ ε ⇒ d2(p, q) ≥ ε

]
と定めることで導入する．*9 d1, d2 ∈ M(X) について，d1 �ε d2 は，p, q ∈ X について
「d1(p, q) ≥ ε ならば d2(p, q) ≥ ε」であることと同値である．*10 また，X の空でない閉集
合のペア全体の集合を PC(X) で表し，(A,B) ∈ PC(X)，d ∈ M(X)，ε > 0 について，
d(A,B) ≥ ε であることを (A,B) Sepε d と表すことにより，2項関係 Sepε を定義する．

定理 2.8. [9, Theorem 1.7] X が可分な距離化可能空間で X(1) がコンパクトでないと
き，次の morphism のサイクルが存在する．ただし ≤ × ⊆ は ωω 上の順序関係 ≤ と
K(X∗) 上の順序関係 ⊆ の通常の意味での直積順序を表す．

(ωω ×K(X∗), ωω ×K(X∗),≤ × ⊆) → (M(X),M(X),�1)

→ (PC(X),M(X), Sep1)

→ (ωω ×K(X∗), ωω ×K(X∗),≤ × ⊆).

この定理から直ちに次の定理が導かれる．

定理 2.9. [9, Corollary 1.8] X が可分な距離化可能空間で X(1) がコンパクトでないと
き，(M(X),�1) ≡T (ωω,≤)× (K(X∗),⊆) が成り立つ．

定理 2.9 の系として，定理 2.5 の別証明が得られる [9, Section 4]．その意味で，定
理 2.9 は問題 2.6 に対する（当初の想定とは異なる）ひとつの答を与えているといえる．

3 βω まで何マイル？ — 実数の集合論との関わり
可算離散空間 ω について，βω の Smirnovコンパクト化による近似を単純に考えよう

とすると，sa(ω) = 1 となり意味をなさない．ところが，次のように定義に「ひねり」を
加えると，実数の集合論の観点から非常に興味深い問題が現れる．

*9 d1 � d2 と d1 �ε d2 は定義が似通っているが，それらの間に直接の強弱関係はない．
*10 また，d1 �ε d2 は，X の空でない閉集合 A,B について「d1(A,B) ≥ ε ならば d2(A,B) ≥ ε」であ
ることと同値である.
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定義 3.1. M′(X) = {d ∈ M(X) : udX �� βX} とおく．基数 sp を次で定義する．

sp = min

{
|D| D ⊆ M′(ω), ∀F ∈ [D]<ℵ0

(
sup{udω : d ∈ F} �� βω

)
かつ sup{udω : d ∈ D} � βω

}
.

Higsonコンパクト化についても，同じ考えで次のとおり定義する．

定義 3.2. PM′(X) = {d ∈ PM(X) : X
d �� βX} とおく．基数 hp を次で定義する．

hp = min

{
|D| D ⊆ PM′(ω), ∀F ∈ [D]<ℵ0

(
sup{ωd : d ∈ F} �� βω

)
かつ sup{ωd : d ∈ D} � βω

}
.

これらの基数について，嘉田・友安・吉信は次のことを証明した cof(N ) は cof(N ,⊆)

を表す．

定理 3.3. [6] 基数 sp, hp について次の大小関係が ZFCで証明できる．

1. max{cov(M), cov(N )} ≤ sp ≤ cof(N ).

2. max{cov(M), cov(N )} ≤ hp ≤ cof(N ).

3. sp ≤ u.

hp と u の関係については，hp ≤ u と予想されるが，未解決である．部分解として，嘉
田は次のことを証明した．ω 上の非単項超フィルター U が q-pointであるとは，ω を定
義域とする任意の finite-to-oneの写像 f について，ある U の要素 X について f �X が
単射となるときにいう．u(non-q-point) は q-pointでない超フィルターを生成する P(ω)

の部分集合の最小濃度を表す．明らかに u ≤ u(non-q-point) だが，u = u(non-q-point)

が ZFCで証明できるかどうかは未解決である．

定理 3.4. [3] hp ≤ u(non-q-point).

4 To βω, or not to βω: that is the question.

前節で定義した基数 sp, hp をさらに変形して定義される次の基数も，実数の集合論の
観点から興味深い対象である．

定義 4.1. 基数 st, ht を次のとおり定義する．ただし，d1, d2 ∈ PM′(ω) について，
d1 � d2 ⇐⇒ ωd1 ≤ ωd2 とする．また，min ∅ = ∞ と定め，すべての基数 κ について

8
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κ < ∞ と規約する．

st = min

{
|D| D ⊆ M′(ω), D は � で整列されていて，

かつ sup{udω : d ∈ D} � βω

}
,

ht = min

{
|D| D ⊆ PM′(ω), D は � で整列されていて，

かつ sup{ωd : d ∈ D} � βω

}
.

定義より明らかに，sp ≤ st, hp ≤ ht である．ただし，st, ht の場合，定義をみたす距
離関数の集合 D が存在するとは限らず，定義により ∞ という（形式的な）値をとる可
能性があるので，それらが（具体的な基数の）値をもつか，それとも ∞ になるか，そこ
から議論を始める必要がある．

定理 4.2. 1. [5, 命題 5.10, 命題 6.15] st = ht = ∞ をみたす ZFC のモデルが存在
する．

2. [5, 系 5.7] マーティンの公理のもとでは st = c が成り立つ．特に，連続体仮説のも
とでは st = ℵ1 = c である．

3. [7, 系 2.6][2, Corollary 3.4] マーティンの公理のもとでは ht = c が成り立つ．特
に，連続体仮説のもとでは ht = ℵ1 = c である．

4. [7, 系 2.7][2, Corollary 3.3] st = ht = ℵ1 < ℵ2 = c は ZFC上無矛盾である．
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バビロンの流れのほとりに座り
シオンを思って，私たちは泣いた．
竪琴は，ほとりの柳の木々に掛けた．
わたしたちを捕囚にした民が
歌をうたえと言うから
わたしたちを嘲る民が，楽しもうとして
「歌って聞かせよ，シオンの歌を」と言うから．
どうして歌うことができようか
主のための歌を，異教の地で．

（詩篇 137）
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A∞-structure in string topology

( )

Chas Sullivan C∞-
([7])
Chas Sullivan Hochschild

:

: M C∞- d LM M

k H∗(−) k-

1

Chas Sullivan Batalin-Vilkovisky

Chas-Sullivan

Cohen Jones [11]

Δ : M −→ M×M νΔ Δ normal bundle, NΔ Δ ev : LM →
M p ∈ S1 evaluation

LM ×M LM
Δ̃ ��

e

��

LM × LM

ev×ev

��
M

Δ �� M ×M

LM ×M LM → LM × LM

1.1. (ev × ev)−1NΔ ⊂ LM × LM e∗νΔ

Hp(LM)⊗Hq(LM) −→ Hp+q−d(LM)

Hp(LM)⊗Hq(LM) → Hp+q(LM × LM)

→ Hp+q(LM × LM/(LM × LM − (ev × ev)−1NΔ)) (collapse)

∼= Hp+q((ev × ev)−1NΔ/∂(ev × ev)−1NΔ))

∼= Hp+q(LM
e∗νΔ) ( LM e∗νΔ Thom )

∼= Hp+q−d(LM ×M LM) (Thom )

→ Hp+q−d(LM) ( )

1.2. Hp = Hp+d(LM)

H∗ • : H∗ ⊗H∗ −→ H∗
ρ : S1 × LM → LM ρ(s, γ)(t) = γ(t+ s) [S1] ∈ H1(S

1)

Δ : H∗ −→ H∗+1

Hp(LM)
[S1]⊗−−−→ H1(S

1)⊗Hp(LM) −→ Hp+1(S
1 × LM)

ρ∗−→ Hp(LM).

1
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1.3 ([7]). • Δ H∗ Batalin-Vilkovisky (BV-

) (i) • : H∗ ⊗H∗ −→ H∗
(ii) Δ Δ ◦Δ = 0 (iii) • Δ

Δ(a · b · c) = Δ(a · b) · c+ (−1)|a|a ·Δ(b · c) + (−1)(|a|−1)|b|b ·Δ(a · c)
−Δ(a) · b · c− (−1)|a|a ·Δ(b) · c− (−1)|a|+|b|a · b ·Δ(c)

1.4 (Gerstenhaber ). {−,−} : H∗ ⊗ H∗ −→ H∗+1 {a, b} = (−1)|a|Δ(a • b) −
(−1)|a|(Δa) • b− a •Δb H∗[−1] Lie

(− • −) {−,−}

{a, b • c} = {a, b} • c+ (−1)|b|(|a|−1)b • {a, c}

Lie Gerstenhaber

BV- Gerstenhaber 3

[16],[17],[14]

2 Hochschild

A (differential graded algebra) A Hochschild

CH∗,∗(A,A)

CHk,l(A,A) = Homk(A⊗l, A),

(Hom hom- ) d : CHk,l(A,A) → CHk+1,l(A,A) hom-

df = dAf − (−1)kfdA⊗l δ : CHk,l(A,A) → CHk,l+1(A,A)

(δf)(a1⊗· · ·⊗al+1) = ±a1f(a2⊗· · ·⊗al+1)+
∑
i

±f(a1⊗· · ·⊗ai·ai+1⊗· · ·⊗al)±f(a1⊗· · ·⊗al)al+1

( [18] . ) CH∗,∗(A,A) total complex CH∗(A,A) Hochschild

Hochschild HH∗(A,A) CH∗(A,A)

(f · g)(a1 ⊗ · · · ⊗ al+m) = ±f(a1 ⊗ · · · ⊗ al) · g(al+1 ⊗ · · · ⊗ al+m)

Hochschild Gerstenhaber

Gerstenhaber

2.1 ([11]). C∗(M) M k- M

(H, ) (HH∗(C∗(M), C∗(M)), Gerstenhaber )

6 Hochschild

Lie Gerstenhaber

Gerstenhaber ([1]) [18]

2.2 ([18]). Hochschild HH∗(C∗(M), C∗(M)) Gerstenhaber

H ( 1.4 )

2
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3

(C,⊗, I)

(SET ,×, ∗), (T OP ,×, ∗), (CH,⊗k k).

SET , T OP , CH

3.1 ( ). (1) C ( ) C O = {O(n)}n≥0O(0)

1. C μk1,...,kn : O(n) ⊗ O(k1) ⊗ · · · ⊗ O(kn) −→ O(k) (n ≥ 1,

k1 . . . kn ≥ 0, k = k1 + · · · + kn) : c ∈ O(n), di ∈ O(ki),

ej ∈ O(lj)

μl1,...,lk(μk1,...,kn(c; d1, . . . , dn); e1, . . . , ej) = μL1,...,Ln(c; f1, . . . , fn)

fi = μ(di; ek1+···+ki−1+1, . . . , ek1+···+ki), Li = lk1+···+ki−1+1 + · · ·+ lk1+···+ki

2. 1 ∈ O(1) : d ∈ O(k) μ(1; d) = d, c ∈ O(n)

μ(c; 1n) = c. 1n = (1, . . . , 1).

3. O(n) n Σn : c ∈ O(n), di ∈
O(kj), σ ∈ Σn, τj ∈ Σkj

μ(cσ; d1 . . . dn) = μ(c; dσ−1(1), . . . , dσ−1(n))σ(k1, . . . , kn)

μ(c; d1τ1, . . . , dnτn) = μ(c; d1, . . . , dn)(τ1 ⊕ · · · ⊕ τn)

σ(k1, . . . , kn) block permutation, τ1 ⊕ · · · ⊕ τn (τ1, . . . , τn)

Σk1 × · · · × Σkn ⊂ Σk1+···+kn

O, O′ C {O(n) → O′(n)}n≥0

(2) C

3.2. (Endomorphism ) X,Y ∈ C C Hom(X,Y )

C = SET Hom(X,Y ) X Y C = T OP Hom(X,Y ) =

Map(X,Y ), C = CH Hom(X,Y ) =

Hom(X,Y ) X ∈ C EndX

EndX(n) = Hom(X⊗n, X)

( X n ) 1 = id ∈ Hom(X,X)

f ∈ EndX(n), gi ∈ EndX(ki) μ(f ; g1, . . . , gn) = f ◦ (g1 ⊗ · · · ⊗ gn)

f ∈ EndX(n), xi ∈ X (fσ)(x1, . . . , xn) = f(xσ−1(1), . . . , xσ−1(n)) . (

)

3.3 ( ). O C O ( O- )

C X ρ : O → EndX (X, ρ) O
EndX ( ) O-

ρ O X ( .)

3
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3.4.

3.5 ( ). C A A(n) = I,

I ⊗ I⊗n → I I ⊗ I ∼= I n − 1 (C = CH
1 ∈ k.) A- C

3.6 ( ). Bm ⊂ R
m 1 m m ≥ 1

Dm(n) ⊂ Map(Bm, Bm)×n : (f1, . . . , fn) ∈ Dm(n) ⇐⇒
[fi fi(u) = xi + riu, xi ∈ Bm, ri > 0 i �= j fi(IntB

m) ∩ fj(IntB
m) =

∅.] Dm = {Dm(n)} f = (f1, . . . , fn) ∈ Dm(n),

gi = (gi1, . . . g
i
ki
) ∈ Dm(ki) μ(f ; g1, . . . gn) = (h1, . . . hk1+···+kn) :

hk1+···+ki−1+t = fi ◦ git (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ t ≤ ki) 1 = id ∈ Map(Bm, Bm)

Dm m- (little m-balls operad)

m = 1, 2

3.7 ( ). X Ω(X)

Ωm(X) = Ω(Ωm−1(X)) Ωm(X) Dm Ωn(X)

Map((Bm, ∂Bm), (X, ∗)) f = (f1, . . . , fn) ∈ Dm(n) α1, . . . , αn ∈ Ωm(X)

β = ρ(f)(α1, . . . , αn) u ∈ Bm − (∪iIntfi(B
m)) β(u) = ∗ i

u ∈ Intfi(B
m) β(u) = αi ◦ f−1

i (u)

Dm m

( [3])

3.8 ( ). fD2(n) ⊂ Map(B2, B2)×n :

(f1, . . . , fn) ∈ fD2(n) ⇐⇒ ∃(g1, . . . gn) ∈ D2(n)
∃αi ∈ SO(2), fi = gi ◦ αi. fD2 = {fD2(n)}

D

C = T OP CH C C = T OP
C = CH quasi-isomorphism

3.9. O, O′ C
(1) f : O → O′ n ≥ 0 fn : O(n) → O′(n)

C O O′

O g1→ O1
g2← O2

g3→ · · · gN→ O′

gj (j = 1, . . . , N)

(2) O- C O-

X Y

(3) A A∞- Dm( Dm

) Em-

3.10 (Associahedra[2]). Planer n-tree 0 n

finite planer tree

• 0 valence 2 1 n valence 1. valence

3

• 0 1 n

4
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1: T (4) ( .)

n-tree planer n-tree 0

i (1 ≤ i ≤ n) i n-tree

T (n) T, T ′ ∈ T (n) T ′ T T ≤ T ′

T (n) 1

4-tree T (0), T (1)

T ∈ T (n), Si ∈ T (ki) μ(T ;S1, . . . , Sn) i T i

Si tree T = {T (n)}n≥0

(⊗ )

K(n) T (n) {K(n)} T

associahedra K T (n) K(n)

K A∞-

BV- Gerstenhaber

3.11 ([4]). (1) Gerstenhaber

X D2

H∗(D2(2))⊗H∗(X)⊗2 −→ H∗(X)

evaluate

D2(2) � S1 S1 evaluate Lie

1.4

(2) Batalin-Vilkovisky

((1) )H1(fD(1)) ∼= H1(SO(2)) +1

5
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3.12 ([10]). dg- A Hochschild CH∗(A,A) E2-

Gerstenhaber Lie

[5], [6], [9], [15]

4 A∞-

McClure Smith[12] totalization A∞-

( )

C C
4.1 ( ). (1) Δ Ob(Δ) = {[n] = {0, 1, . . . , n}|n ≥ 0},

HomΔ([n], [m])) = {[n] [m] }
(2) (cosimplicial space) X : Δ → T OP X([n]) = Xn

X• •
T OPΔ

di : [n] → [n + 1] ∈ Δ (0 ≤ i ≤ n + 1) i si : [n] → [n − 1] ∈ Δ

(0 ≤ i ≤ n) i i+ 1 i Δ {di, si}
X•

Xn (n ≥ 0), di : Xn → Xn+1 (n ≥ 0, 0 ≤ i ≤ n+ 1), si : Xn → Xn−1(n ≥ 1, 0 ≤ i ≤ n)

{di, si} ( , [12] )

4.2 (totalization). Δ•
top Δn

top =

{(t1, . . . , tn)|0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn ≤ 1} ⊂ R
n d0((t1, . . . tn)) = (0, t1, . . . , tn), d

i(t1, . . . , tn) =

(. . . , ti, ti, . . . ) (1 ≤ i ≤ n), dn+1(t1, . . . , tn) = (t1, . . . , tn, 1), s
i(t1, . . . , tn) = (. . . , ti, ti+2, . . . )

X• Hom(Δ•
top, X

•)
∏

n≥0Map(Δn
top, X

n)

Tot(X•) X• totalization

4.3 (McClure-Smith [12]). X• X• McClure-Smith

{μp,q : X
p×Xq → Xp+q| p, q ≥ 0} ( μp,q(x, y)

x · y )

di(x · y) =
{

(dix) · y if 0 ≤ i ≤ p

x · (di−py) if p+ 1 ≤ i ≤ p+ q + 1

(dp+1x) · y = x · (d0y)

si(x · y) =
{

(six) · y if 0 ≤ i ≤ p− 1

x · si−py if p ≤ i ≤ p+ q

x · (y · z) = (x · y) · z
X•, Y • X•�Y •

(X•�Y •)r =
⊔

p+q=r

Xp × Y q/ ∼, (dp+1x, y) ∼ (x, d0y).

{di, si} McClure-Smith (−�−) CΔ ( )

X• McClure-Smith X•�X• → X•

B B(n) = MapT OPΔ(Δ•
top, (Δ

•
top)

�n)

f ∈ B(n), gi ∈ B(mi) (1 ≤ i ≤ n) μ(f ; g1, . . . , gn)

Δ• f−→ (Δ•)�n g1�···�gn−−−−−−→ (Δ•)�m1� · · ·�(Δ•)�mn ∼= (Δ•)�m1+···+mn

6
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4.4 ([12]). B A∞-

Proof. ζ : Δ•
top�Δ•

top → Δ•
top

ζ((t1, . . . , tp), (s1, . . . , sq)) = (t1/2, . . . , tp/2, (1 + s1)/2, . . . , (1 + sq)/2)

ζ B(n) ∼= Map(Δ•
top,Δ

•
top)

[0, 1] (

)

4.5 ([12]). X• McClure-Smith Tot(X•) B
Proof.

B(n)× Tot(X•)×n → B(n)×MapT OPΔ((Δ•)�n, X�n) → MapCΔ(Δ•, (X•)�n) → Tot(X•).

B(n)

5 String topology

3.11 1.3 BV-

LM

T OP∗
X,Y ∈ T OP∗ X ∧Y = X×Y/(X ∨Y ) ∈ T OP∗

5.1 ( ). {Xi, αi} X0, X1, . . . , Xi, . . .

αi : S
1 ∧Xi → Xi+1(i ≥ 0) {Xi, αi}, {Yi, βi}

T OP∗ {fi : Xi → Yi} αi, βi
SP {fi : Xi → Yi} ( )

k ∈ Z k- πS
k (X∗) = colimi πk+i(Xi)

Ho(SP) HS
k (X∗) HS

k (X∗) = colimiH
S
k+i(Xi)

S∞ : T OP∗ −→ SP S∞(X)i = Si ∧X

Ho(SP)

1. Σ(X∗)i = Xi+1 Σ : SP → SP Σ : Ho(SP)
�−→

Ho(SP)

2. Ho(SP) (−⊗−)

LM−TM ∈ Ho(SP) e : M −→ RN

C∞- νe normal bundle

LM−TM = Σ−NS∞(LM ev∗νe) (ev : LM → M evaluation)

Cohen Jones BV-

5.2 ([11]). (1) LM−TM Ho(SP) Thom

HS∗ (LM−TM ) ∼= H∗+d(LM) = H∗
(2) N k ≥ 1 fD2(k)×(LM)×k (k−1)(N−d)

θ̃k Ho(SP)

Σ−(k−1)NS∞[(fD2(k)× (LM)×k)θ̃k ] −→ LM

Thom 1.3 BV-

7
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6 Cohen-Jones 2.1

Cohen Jones 2.1 LM−TM

LM−TM Hochschild totalization LM−TM ( Hochschild

) Gerstenhaber

(

) (symmetric spectra)

([8]) Cohen [13]

McClure-Smith totalization

2.2 McClure Smith totalization E2-

Cohen Jones

Gerstenhaber

( )

A∞- Cohen Jones

6.1 (( ) ). Cohen Jones ( )

Poincare :[C∞-

Csm∗ (M) Csm∗ (M) ⊗ Csm∗ (M) −→ Csm∗ (M)

C∗(M)⊗Csm∗ (M) → Csm∗ (M) Csm∗ (M) C∗(M)

C∗(M)- ] Csm∗ (M)

Poincare

(Atiyah [13] )

7

Dns
1 (n) ⊂ D1(n) Dns

1 (n) = {(f1, . . . , fn) ∈ D1(n) | fi(1) < fi+1(1) ∀i = 1, . . . , n− 1}
Dns

1 = {Dns
1 (n)} D1

Dns
1 A∞- K̃ K̃(n) = Dns

1 (n)×K(n)

( .) K̃ A∞- 2.1

7.1 ([19]). (1) K̃- LM−τ (

)LM−τ Ho(SP) LM−TM

(2) M THH∗(F (M,S), F (M,S)) ( )

F (M,S) Hochschild A∞-

THH∗(F (M,S), F (M,S)) � LM−τ

(1) K̃- (2) McClure-

Smith

8 McClure-Smith

7.1,(2) McClure-Smith

McClure-Smith

d0(x · y) = (d0x) · y, dp+q+1(x · y) = x · dq+1y, (dp+1x) · y = x · d0y (|x| = p, |y| = q)

8
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(d0x)y

�
��

�
��

�

d̄

d0(xy)

�
��

�
��

�

d̄

�
��

�
���

d̄

(dp+1x)y

�
��

�
��

�

d

xd0y

�
��

�
��

�

d̄

�
��

�
��

�

h1

2: T c(2) (p = |x|)

cofacial n-tree

n-tree n-tree d̄, d, h1, . . . , hn−1 n+ 1

d̄ first coface map d0 d last coface map hi

x1 · · · (dxi) · xi+1 · · ·xn � x1 · · ·xi · (d̄xi+1) · · ·xn.

2 cofacial tree

cofacial tree 3

cofacial tree

• d̄ d d̄ (resp. d) ( )

(resp. )

• hi (i, i+1)- (i, i+1)- i

i+ 1 ( )

T c(n) cofacial n-tree T c(n)

2, 3 cofacial tree

cofacial tree

(T c(1) =

{d̄m0dm1 |m0,m1 ≥ 0}(∼= Z
×2
≥0), ) T c(n)

8.1 ([19]). n ≥ 2 T c(n)

�

hm1
1 · · ·hmn−1

n−1

�
�

�
�

�
�

�
��

�
�
�
��

�
�

�
�

�

d̄m0
�

dmn
· · ·

( n-tree T (n) 1

d̄ m0 ) T c(m0, . . . ,mn)

T c = {T c(n)} T

�
��

�
��

�

h1

�

d̄

◦1
�

��
�

��
�

h1 =
�

��
�

�����
d̄h1 �

h2

9
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�
�

�
�

�
�

�
��

�
�
�
�
�
�
��

�
�

�
�

�
�

�
��

�
�
�
�
�
�
��

((dp+1x)y)z

(dp+1x)(yz)

xd0(yz)

(xd0y)z

x((d0y)z)

�
��

�
����

�

d

�
��

�
��

�

d

�
��

�
����

�

d

�
��

�
����

�

h1

�
��

�
���� �

d̄
�

��
�

�����
d̄

�
��

�
�����

h1

�
��

�
����

�

d̄

�
��

�
��

�

d̄

�
��

�
����

�

d̄

�
��

�
��

�

h1

3: T c(3)

T c

dji :T
c(m0, . . . ,mi, . . . ,mn) −→ T c(m0, . . . ,mi + 1, . . . ,mn)

sji :T
c(m0, . . . ,mi, . . . ,mn) −→ T c(m0, . . . ,mi − 1, . . . ,mn)

( 0 ≤ i ≤ n. j dji , i = 0 j = 0, . . . ,m0

, 1 ≤ i ≤ n − 1 j = 1, . . . ,mi i = n j = 1, . . . ,mn + 1. sji
j = 0, . . . ,mi− 1. ) dji T ∈ T c(m0, . . . ,mn) d00 T

d̄ 1 dj0 (1 ≤ j ≤ mn)

1 T d̄

dj0 j d̄ d̄ 1

1 ≤ i ≤ n − 1 i i + 1 i-

(i, i+1) d (i, i+1)- hi
i+ 1 d̄ dji j 1

djn n- n-

j- d 1 djn dmn+1
n d

1

sji dji j + 1 1

8.2 ([19]). CK(n) T c(n) CK = {CK(n)} T c

CK(m0, . . . ,mn) ⊂ CK(n)
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T c(m0, . . . ,mn)

dji :CK(m0, . . . ,mi, . . . ,mn) −→ CK(m0, . . . ,mi + 1, . . . ,mn)

sji :CK(m0, . . . ,mi, . . . ,mn) −→ CK(m0, . . . ,mi − 1, . . . ,mn).

CK {dji , sji} T OPΔ CK
CK : T OPΔ −→ T OPΔ η : id ⇒ CK,

μ : CK ◦ CK → CK (CK, μ, η)

n ≥ 1 CKn : T OPΔ×n → T OPΔ

X1, . . . , Xn l CKn(X1, . . . , Xn)
l

CKn(X1, . . . , Xn)
l =

⊔
CK(m0, . . . ,mn)×Xp1

1 × · · · ×Xpn
n / ∼ .

m0+· · ·+mn+p1+· · ·+pn = l (m0, . . . ,mn; p1, . . . , pn)

∼

(u ◦i d̄, x1, · · · , xi, · · · , xn) ∼ (u, x1, · · · , d0xi, · · · , xn),
(u ◦i d, x1, · · · , xi, · · · , xn) ∼ (u, x1, · · · , dpi+1xi, · · · , xn)

( u ∈ CK(n), xj ∈ X
pj
j , 1 ≤ i ≤ n.) {dj , sj}

CK Xi CKn(X1, . . . Xn)

dj(u, x1, · · · , xn)

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(dj0u, x1, . . . , xn) (0 ≤ j ≤ m0)

(dj1i u, x1, . . . , xn) (m≤i−1 + p≤i−1 + 1 ≤ j ≤ m≤i + p≤i−1, j1 = j −m≤i−1 − p≤i−1)

(u, x1, . . . , d
j2xi, . . . , xn) (m≤i + p≤i−1 + 1 ≤ j ≤ m≤i + p≤i, j2 = j −m≤i − p≤i−1)

(dj3n u, x1, . . . , xn) (m≤n−1 + p≤n ≤ j ≤ m≤n + p≤n + 1, j3 = j −m≤n−1 − p≤n)

(|xi| = pi, u ∈ CK(m0, . . . ,mn), m≤i = m0 + · · ·+mi ). sj

CK(X) =
⊔
n≥1

CKn(X, . . . ,X).

η : id ⇒ CK, μ : CK ◦ CK ⇒ CK CK
CK

Δ•
top projective cofibrant replacement Δ̃•([12] ) X• T̃ot(X•) =

Map(Δ̃•, X•) ∈ T OP CB CB(n) = Map(Δ̃•
top, CKn(Δ̃

•, . . . , Δ̃•))
( CK 4 )

8.3 ([19]). (1) CB A∞-

(2) X• CK T̃ot(X•) CB

CK T OPΔ CK(X•) → X• μ,η

[19] LM−τ THH∗(F (M+, S), F (M+, S))

CK 8.3 A∞-

11

117



[1] M. Gerstenhaber, The cohomology structure of an associative ring, Ann. of Math. (2) 78 1963 267-
288.

[2] J. D. Stasheff, Homotopy associativity of H -spaces. I, II,Trans. Amer. Math. Soc. 108 (1963), 275-
292; ibid. 108 1963 293-312.

[3] J. P. May, The geometry of iterated loop spaces, Lectures Notes in Mathematics, Vol. 271. Springer-
Verlag, Berlin-New York, 1972. viii+175 pp.

[4] F. R. Cohen, T. J. Lada, J. P. May, The homology of iterated loop spaces, Lecture Notes in Mathe-
matics, Vol. 533. Springer-Verlag, Berlin-New York, 1976. vii+490 pp.

[5] J. P. May, E∞ ring spaces and E∞ ring spectra With contributions by Frank Quinn, Nigel Ray,
and Jorgen Tornehave. Lecture Notes in Mathematics, Vol. 577. Springer-Verlag, Berlin-New York,
1977. 268 pp.

[6] C. P. Boyer, B. M. Mann, Monopoles, nonlinear models, and two-fold loop spaces, Comm. Math.
Phys. 115 (1988), no. 4, 571-594.

[7] M. Chas, D. Sullivan, String Topology, preprint, arXiv:math/9911159.

[8] M. A. Mandell, J. P. May, S. Schwede, B. Shipley, Model categories of diagram spectra, Proc. London
Math. Soc. (3) 82 (2001), no. 2, 441-512.

[9] M. A. Mandell, E∞ algebras and p-adic homotopy theory, Topology 40 (2001), no. 1, 43-94.

[10] J. E. McClure, J. H. Smith, A solution of Deligne’s Hochschild cohomology conjecture, Recent
progress in homotopy theory (Baltimore, MD, 2000), 153-193, Contemp. Math., 293, Amer. Math.
Soc., Providence, RI, 2002.

[11] R. L. Cohen, J. D. S. Jones, A homotopy theoretic realization of string topology, Math. Ann. 324
(2002), no. 4, 773-798.

[12] J. E.McClure; J. H. Smith, Cosimplicial objects and little n -cubes I, Amer. J. Math. 126 (2004), no.
5, 1109-1153.

[13] R. L. Cohen, Multiplicative properties of Atiyah duality Homology Homotopy Appl. 6 (2004), no. 1,
269-281.

[14] S. Kallel, P. Salvatore, Rational maps and string topology, Geom. Topol. 10 (2006), 1579-1606.

[15] R. Budney, Little cubes and long knots, Topology 46 (2007), no. 1, 1-27.

[16] M. Goresky, N. Hingston, Loop products and closed geodesics, Duke Math. J. 150 (2009), no. 1,
117-209.

[17] D. Chataur, Jean-Francois Le Borgne, Homology of spaces of regular loops in the sphere, Algebr.
Geom. Topol. 9 (2009), no. 2, 935-977.

[18] L. Menichi, String topology for spheres, With an appendix by Gerald Gaudens and Menichi. Com-
ment. Math. Helv. 84 (2009), no. 1, 135-157.

[19] S. Moriya, A∞-structure in string topology in preparation.

Department of Mathematics, Faculty of Science, Kyoto University,

Kyoto, 606-8502, Japan.

E-mail adress: moriyasy@math.kyoto-u.ac.jp

12

118



∗

1 Introduction

We argue the differential geometry of spacelike submanifolds in de Sitter space and

geometrical correspondence of singularities of map germs related to the spacelike sub-

manifolds. Classical example is a Gauss map of surface in Euclidean three space. Let

U ⊂ R2 be an open subset and X : U → R
3 be a regular surface (an embedding map),

Gauss map G : U → S2 is defined by the unit normal vector field of the surface. The

geometric meanings of singularities of the Gauss map are studied by many researchers.

For each point p = X(u) on the surface M = X(U), the singular set of the Gauss map

coincides with the set of parabolic points, where the Gauss-Kronecker curvature K(u)

vanishes.

Figure: Singularities of Gauss map germs on surface in R
3

Let f : (R2,0) → (R2,0) be a map germ, we say that f has a fold (or cusp) singularity at

the origin if f is A-equivalent to the map germs g1(u, v) = (u, v2) or g2(u, v) = (u, v3−uv)

respectively. There are two good examples of fold and cusp singularities in [2]. Let

ψi : (−1, 1)2 → R
3 be surfaces given by

ψ1(u, v) = (u3 − v2, u, v). (Shoe surface)

ψ2(u, v) = (u2v − v2, u, v). (Menn’s surface)

∗This work was supported by the JSPS International Training Program(ITP).
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The Gauss map of ψ1 has a fold singularity at the origin. Singularity of Gauss map of ψ2

has a cusp singularity at the origin and bifurcates two fold singular curves. It is known

that the singularities of Gauss map generically appear only folds or cusps. (see [3])

The singular type of the Gauss map is also related to asymptotic directions on the

surface. Two distinct asymptotic directions are defined on hyperbolic domain {X(u) ∈
M | K(u) < 0} and one direction is defined on parabolic domain {X(u) | K(u) = 0}.
By drawing asymptotic curves along with the asymptotic directions, we may observe that

each asymptotic curves are transversal to the parabolic curve at the fold point and tangent

at the swallowtail point.

In this talk, we consider differential geometry of lightlike normal of spacelike subman-

ifold in de Sitter space and describe geometrical property of lightcone Gauss maps and

lightlike surfaces. We argue the case of spacelike surfaces in 4-dimensional de Sitter space.

We also describe the differential geometry of spacelike surfaces of codimension three in de

Sitter 5-space. Finally we briefly describe canal hypersurfaces by using pseudo orthonor-

mal frames on spacelike submanifolds of codimension at least two. We construct spacelike

and timelike canal hypersurfaces and describe difference of them.

2 Minkowski space and de Sitter space

Minkowski space is defined as a vector space with a metric of index one. It is known

that de Sitter space is a Lorentzian space form with a positive curvature and it is defined

as a pseudo sphere in Minkowski space. The Lorentzian group SO(n, 1) acts transi-

tively on the de Sitter space. Let R
n+1
1 = {x ∈ R

n+1 | x = (x0, · · · , xn)} be a vector

space with a pseudo scalar product 〈x, y〉 = −x0y0 + x1y1 + · · ·+ xnyn and a pseudo norm

||x|| =
√
|〈x, x〉|. The space (Rn+1

1 , 〈, 〉) is called by a Minkowski (n + 1)-space. We say

that a vector x ∈ R
n+1
1 \ {0} is spacelike, timelike or lightlike if 〈x, x〉 is positive, negative

or zero.

There are three types of pseudo-spheres in the Minkowski space. They are hyperbolic

space Hn(−1) = {x ∈ R
n+1
1 |〈x, x〉 = −1}, de Sitter space Sn

1 = {x ∈ R
n+1
1 |〈x, x〉 = +1}

and lightcone LC∗ = {x ∈ R
n+1
1 \{0}|〈x, x〉 = 0}. The differential geometry on Minkowski

space, hyperbolic space and de Sitter space is also studied by several people. Recently,

Izumiya, Pei and Sano [6] investigated differential geometry of the hypersurfaces in hyper-

bolic space. They introduced the notion of Lightcone Gauss image. The Lightcone Gauss

image is defined by the lightlike normal direction of the hypersurface. They showed that

totally umbilic hypersurface with lightcone Gauss-Kronecker curvature zero in the hyper-

bolic space is a part of hyperhorosphere. They also showed that singularities of lightcone

Gauss image are generically classified by cuspidal edges and swallowtails by applying a

framework of the theory of Legendre singularity. Here, a map germ f : (R2, u0) −→ R3 has

2
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a cuspidal edge (or a swallowtail) singularity at u0 if it is A-equivalent to the map germ

gi : (R
2,0) −→ (R3,0) with g1(u) = (u1, u

2
2, u

3
2) or g2(u) = (3u4

1 + u2
1u2, 4u

3
1 + 2u1u2, u2)

respectively.

Let X : U(⊂ Rn−r) −→ Sn
1 be an embedding map and denote its image by M ⊂ Sn

1 .

We say that M or X is spacelike if M has an induced Riemannian metric. When r = 1

we may consider the extrinsic differential geometry on M with respect to the lightlike

normal direction which is an analogous tool of [6]. It is called by a lightcone Gauss image

L±(u). We respectively define a Gauss-Kronecker curvature and principal curvatures as

the determinant and the eigenvalues of the differential map of the lightcone Gauss image.

Let v �= 0 be a vector in R
n+1
1 and c ∈ R, HP (v, c) = {x ∈ R

n+1
1 | 〈x, v〉 = c} is a

hyperplane in the Minkowski space. We call HP (v, c)∩Sn
1 by a hyperquadric in de Sitter

space. We say that a spacelike hypersurface is totally umbilic if all principal curvatures

coincide at any point on the hypersurface. The totally umbilic hypersurfaces in Sn
1 are

given by the hyperquadrics HP (v, c) ∩ Sn
1 and topologically classified by three types.

Figure: Totally umbilic hypersurfaces

Proposition 2.1 ([10]). Spacelike hypersurface M is totally umbilic and K(u) ≡ 0 if

and only if M is a part of a de Sitter hyperhorosphere HS(v, 1) = {x ∈ Sn
1 | 〈x, v〉 = 1}

for some lightlike vector v. In this case the lightcone Gauss images is a constant map

L±(u) ≡ v.

In [10] we investigate the singularity of Lightcone Gauss images. In this case the singu-

larity corresponds to the parabolic sets on M . This situation is similar to the case of

hyperbolic space. By applying the framework of the theory of Legendre singularity to

our case, we figure out that the singular type also generically appears cuspidal edge and

swallowtail.

3 Spacelike submanifold of codim 2 in Sn
1

We now consider spacelike submanifold M of codimension two. Since the normal space

of M has Lorentz metric of index one, we may determine two lightlike normals at each

point on M . Let U ⊂ Rn−2 be an open subset and X : U → Sn
1 be a spacelike submanifold

in de Sitter space. In this case we may choose a timelike normal nT and a spacelike

normal nS at each point p ∈ M , then nT ± nS are lightlike. For any lightlike vector

3
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v = (v0, v1, · · · , vn) we normalize ṽ = (1, v1/v0, · · · , vn/v0). Since Lorentzian 2-space

has only two lightlike directions, therefore the normalized lightlike vectors ˜nT ± nS are

independent from the choice of nT and nS.

Let Sn−1
+ = {x ∈ LC∗ | x0 = 1} be an (n − 1)-sphere in the lightcone. We call a map

L̃± = ˜nT ± nS : U −→ Sn−1
+ as a lightcone Gauss map of M . The lightcone Gauss map

is an analogous tool to the study on the Minkowski space [8].

For each p ∈ M , a shape operator S±
p := −πt ◦ dL̃±

p on TpM has real eigenvalues

{κ̃±
i (p)}n−2

i=1 , we call them by normalized lightcone principal curvatures and their multipli-

cation K̃±
� (u) = det(S±

p ) by a normalized lightcone Gauss-Kronecker curvature. In this

case parabolic point means a point with K̃±
� (u) = 0 and umbilic point means a point

whose normalize principal curvatures κ̃±
i (p) coincide.

3.1 Lightlike hypersurface

The notion of lightlike surface of the spacelike curve in S3
1 is firstly introduced by Fusho

and Izumiya [5]. We consider general dimension case of their study by using an idea of

[8]. Let X be a spacelike submanifold and L̃±(u) be lightlike normals. A ruled surface

map LH±
M(u, μ) = X(u) + μL̃±(u) : U × R −→ Sn

1 is called by a lightlike hypersurface of

M . We define a family of functions G : U × Sn
1 −→ R on a spacelike submanifold M by

G(u, λ) = 〈X(u)− λ,X(u)− λ〉,

where p = X(u). We call G a Lorentzian distance squared function on the spacelike

submanifold M . For any λ0 ∈ Sn
1 we write gλ0(u) = G(u, λ0).

Proposition 3.1 ([11]). Let p0 = X(u0) �= λ0 then

(1) gλ0(u0) = ∂gλ0(u0)/∂ui = 0 (1 ≤ i ≤ n − 2) if and only if λ0 = LH±
M(u0, μ0) for

some μ0 ∈ R \ {0}, in other words, the discriminant set of G is the image of LH±
M .

(2) Suppose that λ0 = LH±
M(u0, μ0) then detHess (gλ0)(u0) = 0 if and only if −1/μ0 is

one of the non-zero normalized lightcone principal curvatures κ̃±
i (p0).

The statement (2) of the above proposition asserts that the singular point of LH±
M

indicates some non-zero principal curvatures. If all principal curvatures are vanishing at

p ∈ M then LH±
M(u, μ) have no singular point for all μ ∈ R \ {0}. In this case we call

such a point by a flat point. We now follow [6] and apply the framework of the theory of

Legendre singularity.

Proposition 3.2 ([11]). For any point (u, λ) ∈ Δ∗G−1(0), G is a Morse family of hyper-

surfaces around (u, λ).
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We have the Legendrian immersion germ L±
G : Σ∗(G) −→ PT ∗(Sn

1 ) where Σ∗(G) =

(Δ∗G)−1(0) = {(u, λ) ∈ U × Sn
1 | λ = LH±

M(u, μ), μ ∈ R}. Wave front set of L±
G is the

image of LH±
M . In this case stability condition for L±

G respectively corresponds to K-versal

condition for the deformation G of the function germ gλ. (see [6] and [1, 15])

We consider the contact between submanifolds and spacelike submanifolds. We call

a set LCλ0 ∩ Sn
1 by a de Sitter lightcone. The following proposition is generalization of

Proposition 4.1 in [7].

Proposition 3.3 ([11]). Let λ0 ∈ Sn
1 and M dose not have any flat points, then M ⊂

LCλ0 ∩Sn
1 if and only if λ0 is an isolated singular value of the lightlike hypersurface LH±

M

and LH±
M(U × R) ⊂ LCλ0 ∩ Sn

1 .

We now consider the contact between submanifolds due to [14]. Let Xi and Yi (i = 1, 2)

be submanifolds of Rn with dimX1 = dimX2 and dimY1 = dimY2. We say that contact

type of (Xi, Yi) at yi is equivalent (we write K(X1, Y1; y1) = K(X2, Y2; y2)) if there is a

diffeomorphism Φ : (Rn, y1) −→ (Rn, y2) such that Φ(X1) = X2 and Φ(Y1) = Y2.

Theorem 3.4 ([14]). Let gi : (Xi, xi) −→ (Rn, yi) and fi : (Rn, yi) −→ (R, 0) be

immersion and submersion germs with (Yi, yi) = (f−1
i (0), yi). Then K(X1, Y1; y1) =

K(X2, Y2; y2) if and only if f1 ◦ g1 and f2 ◦ g2 are K-equivalent.

Let f(x) = 〈x − λ0, x − λ0〉 and g(u) = X(u) then the contact type between M and

LCλ0 ∩ Sn
1 determined by K-equivalent class of gλ = (f ◦ g)(u). In fact, LCλ0 ∩ Sn

1 is

tangent to M at p0 = X(u0). We call LCλ±
0
∩ Sn

1 a tangent lightcone of M at p0.

Theorem 3.5 ([11]). Let Xi : (U, ui) −→ (Sn
1 , pi) (for i = 1, 2) be spacelike submanifold

germs such that the corresponding Legendrian immersion germs are Legendrian stable.

Then the following conditions are equivalent:

(1) Lightlike hypersurface germs LH±
M,1 and LH±

M,2 are A-equivalent.

(2) Lorentzian distance squared function germs G1 and G2 are P-K-equivalent.

(3) K(X1(U), LCλ±
1
; p1) = K(X2(U), LCλ±

2
; p2).

3.2 Lightcone Gauss map

Let H : U × Sn−1
+ −→ R be a family of lightcone height function given as H(u, v) =

〈X(u), v〉. For v ∈ Sn−1
+ we write h(u) = H(u, v). We may also argue L̃± and H similarly

to the above argument.

Proposition 3.6 ([11]). Let (u0, v0) ∈ U × Sn−1
+ then we have the following assertions:

5
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(1) H(u0, v0) = Hui
(u0, v0) = 0 (i = 1, · · · , n− 2) if and only if v0 = L̃

±(u0).

(2) Suppose that v0 = L̃±(u0) then detHess (hv0)(u0) = 0 if and only if K̃±
� (u0) = 0.

(3) H is a Morse family of hypersurfaces around (u, v) ∈ Δ∗H−1(0).

If v0 = L̃
±
i (u0), a submanifold HP (v0, 0) ∩ Sn

1 is tangent to M at p0 = X(u0), we call

LCv±0
a tangent lightlike cylinder of M at p0.

Theorem 3.7 ([11]). Xi : (U, ui) −→ (Sn
1 , pi) (i = 1, 2) be spacelike submanifold germs

and vi = L̃
±
i (ui). If the corresponding Legendrian immersion germs generated from Hi

are Legendrian stable. Then the following conditions are equivalent:

(1) Legendrian immersion germs L±
1 and L±

2 are Legendrian equivalent.

(2) Lightcone height function germs H1 and H2 are P-K-equivalent.

(3) K(X1(U), HP (v1, 0) ∩ Sn
1 ; p1) = K(X2(U), HP (v2, 0) ∩ Sn

1 ; p2).

3.3 On spacelike surface of codim 2 in S4
1

We now consider the spacelike surface in de Sitter four space. For the generic spacelike

surfaces, the singular types of lightcone Gauss map L̃±(u) appear cuspidal edges (A2-type)

and swallowtails. (A±
3 -type) On the other hand, the lightlike hypersurface LH±

M(u, μ) has

A2,A±
3 ,A4 and D±

4 -type singularities.

Theorem 3.8 ([11]). Suppose that n = 4 then the singularities of the lightlike hyper-

surface are generically classified by Ak (k = 2, 3, 4) and D±
4 types. Moreover, D±

4 type

corresponds to umbilic points of the spacelike submanifold.

Figure: Lightlike hypersurface and spacelike surface

Let h−1
v0
(0), g−1

λ0
(0) be zero level sets of the height function and Lorentzian distance

squared function. We remark that the diffeomorphism types of h−1
v0
(0), g−1

λ0
(0) at the

origin are invariant under the K-equivalence of the function germs hv0 and gλ0 .

6

124



4 Spacelike surface of codim 3 in S5
1

Spacelike surface M in S5
1 has a family of lightlike directions for any point p ∈ M ,

however, we have a problem of geometrical correspondence of singularities of lightcone

Gauss maps. Let U ⊂ R2 be an open subset and X : U −→ S5
1 be a spacelike hypersurface

of codimension three. Let nT
0 ,n

S
1 ,n

S
2 : U −→ NM be timelike and spacelike orthonormal

sections on M . We define a map e : U × S1 −→ LC∗5 and ē : U × S1 −→ S4
+ by

e(u, θ) = nT
0 (u) + cos θnS

1 (u) + sin θnS
2 (u), ē(u, θ) = ẽ(u, θ).

If the normal sections are parallel then we may define a shape operator Sp(n) with

respect to the lightlike normal direction n = e(u, θ) by

Sp(n) := duē(u, θ),

and the second fundamental by h(n)ij(u) = 〈Xij(u), e(u, θ)〉 = −〈Xi(u), ej(u, θ)〉.
Let ni be the normal section on M , we say that ni is parallel if duni(TuU) ⊂ TpM for

any u ∈ U and p = X(u). We have the following proposition:

Proposition 4.1. If there are parallel normal sections nT
0 ,n

S
1 ,n

S
2 on M then

rank dē(u0, θ0) = 1 + rankHesshv0(u0),

where v0 = ē(u0θ0). The value 1 of the right hand side of the above formula comes from

the vector ∂e(u0, θ0)/∂θ.

We have a question: If we don’t assume the parallel condition, then the rank of Hesse

matrix Hesshv0 and the differential map dē(u0, θ0) are related? That seems to be negative.

Proposition 4.2. Let H : U × S4
+ −→ R be an S4

+-height function defined by H(u, v) =

〈X(u), v〉 then,

(1) H(u, v) = Hui
(u, v) = 0 for i = 1, 2 if and only if v = ē(u, θ) for some (u, θ) ∈ U×S1

+.

(2) H is a Morse family of hypersurfaces.

Proposition 4.3. We have the following formulas

rank dē(u0, θ0)− rankHesshv0(u0) = 1 or 2, (1)

rank dē(u0, θ0) ≥ 1. (2)

Therefore we have following possibilities of the ranks:

(rankHesshv0(u0), rank dē(u0, θ0)) = (2, 3), (1, 3), (1, 2), (0, 2), (0, 1).
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5 Canal hypersurfaces of spacelike submanifold

For higher codimension case, we need to consider the arbitrary normals of the spacelike

submanifold. The canal surface in the Euclidean three space is given by the family of

circles with fixed radii lying the normal space of the regular curve and its typical example

is a torus. In this section we describe differential geometry of canal hypersurfaces and

their geometrical correspondence with spacelike submanifolds.

In [9] they introduced an analogous notion of canal surface and studied the differential

geometry of submanifolds in the hyperbolic space. We may consider the spacelike and

timelike canal surface in de Sitter space and study their geometrical relation with the

original submanifold M . We consider the two types of canal hypersurfaces respectively

in [12] and [13] and study the singularities of some maps which are related to the canal

hypersurfaces.

Spacelike canal hypersurface

parabolic point of 
horospherical curvature

lightlike normal

Similar

Figure: Spacelike and timelike canal hypersurfaces and their geometrical correspondence

Spacelike canal hypersurface X̄θ : V (⊂ U ×Hr−1(−1)) −→ Sn
1 is given by X̄θ(u, μ) =

cosh θX(u) + sinh θe(u, μ) and timelike canal hypersurface X̄t
θ : V × Sr−1

1 −→ Sn
1 is given

by X̄t
θ(u, μ) = cos θX(u) + sin θe(u, μ) where |θ| > 0 is sufficiently small and e(u, μ)

is generated by the parallel orthonormal sections of M . The lightcone Gauss image

of spacelike canal hypersurface is similar to the horospherical hypersurface of spacelike

submanifold, therefore their singularities coincide and corresponds to the parabolic set

of spacelike submanifold. We may observe geometrical correspondence of the timelike

hypersurface.

We have following propositions for the spacelike canal hypersurfaces CMS.

Proposition 5.1 ([12]). The parabolic point on the spacelike canal hypersurface CMS

corresponds to parabolic point on M with respect to some lightlike normal X(u) +

e(u0, μ0), where all principal curvatures vanish at the point.

On the other hand, we have following result for the timelike canal hypersurfaces CMT .

8
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Proposition 5.2 ([13]). Singularities of de Sitter Gauss image of the timelike canal

hypersurface CMT corresponds to the parabolic point on CMT . It is also corresponds to

some principal curvatures on M with respect to some spacelike normal e(u0, μ0), whose

values are equal to tan θ.
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MINIMAL MODELS, FORMALITY AND HARD
LEFSCHETZ PROPERTIES OF SOLVMANIFOLDS

WITH LOCAL SYSTEMS

HISASHI KASUYA

1. solvmanifolds and nilmanifolds

Let G be a simply connected solvable Lie group. We assume G
has a lattice (cocompact discrete subgroup) Γ. We call the compact
homogeneous space G/Γ a solvmanifold. If G is nilpotent, we call G/Γ
a nilmanifold. If G is abelian, then G/Γ is a torus and hence a torus
is a solvmanifold.

2. Nomizu’s theorem

Definition 2.1. A differential graded algebra (called DGA) is a graded
algebra A∗ with the following properties:
(1) A∗ is graded commutative, i.e.

y ∧ x = (−1)p·qx ∧ y x ∈ Ap y ∈ Aq.

(2) There is a differential operator d : A → A of degree one such that
d ◦ d = 0 and

d(x ∧ y) = dx ∧ y + (−1)px ∧ dy x ∈ Ap.

Let M be a manifold. The de Rham complex A∗(M) of M is a DGA.
The cohomology algebraH∗(M,R) is a DGA with d = 0. Let g be a Lie
algebra with a bracket {, }. Consider the exterior algebra

∧
g∗ of the

dual space g∗. The dual map of the Lie bracket induces a derivation
on

∧
g∗. We have the DGA (

∧
g∗, d) of the Lie algebra. Let G be

a simply connected Lie group with the Lie algebra g. Then we can
regard (

∧
g∗, d) as the DGA A∗(G)G of the left-invariant differential

forms on G. Suppose G has a lattice Γ. Then we can regard the de
Rham complex A∗(G/Γ) on G/Γ as the DGA A∗(G)Γ of Γ-invariant
differential forms on G. By

∧
g∗ ∼= A∗(G)G ⊂ A∗(G)Γ ∼= A∗(G/Γ),

we have the injection ∧
g∗ → A∗(G/Γ).

1
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2 HISASHI KASUYA

Theorem 2.2 (Nomizu [9]). Suppose G is a simply connected nilpotent
Lie group with a lattice Γ. Then the injection

∧
g∗ → A∗(G/Γ)

induces a cohomology isomorphism.

This theorem relates to Sullivan’s rational homotopy theory [12].

Corollary 2.3 (see [6]). Suppose G is a simply connected nilpotent Lie
group with a lattice Γ. Then the DGA

∧
g∗ is the minimal model of

A∗(G/Γ).

3. Formality of nilmanifolds:Hasegawa’s theorem

Definition 3.1 (D. Sullivan). A DGA A is formal if there exists a
sequence of DGA(differential graded algebra) homomorphisms

A → C1 ← C2 · ·· ← (H∗(A), d = 0)

such that all homomorphisms induce cohomology isomorphisms. A
manifold M is formal if the de Rham DGA A∗(M) is formal.

Theorem 3.2 (Deligne,-Griffiths-Morgan-Sullivan [2]). Compact Kähler
manifolds are formal.

Theorem 3.3 (Hasegawa [6]). Let g be a nilpotent Lie algebra. Then
the DGA

∧
g∗ is formal if and only if g is abelian. Hence a nilmanifold

G/Γ is formal if and only if G/Γ is a torus.

By Theorem 3.2 we have:

Corollary 3.4. Kähler nilmanifolds are tori.

4. Benson-Gordon’s theorem

Definition 4.1. A 2n-symplectic manifold (M,ω) satisfies Hard Lef-
schetz property if the linear map

[ω]n−i∧ : H i(M) → H2n−i(M)

is an isomorphism for any 1 ≤ i ≤ n.

Theorem 4.2 (Beson-Gordon [1]). Let g be a 2n-dimensional nilpotent
Lie algebra. Suppose g has a symplectic form ω (i.e. ω ∈ ∧

g∗ such
that dω = 0 and ωn 
= 0). Then the linear map [ω]∧ : H1(M) →
H2n−1(M) is an isomorphism if and only if g is abelian. Hence a
symplectic nilmanifold (G/Γ, ω) satisfies hard Lefschetz property if and
only if G/Γ is a torus.

Corollary 3.4 also follows form Benson-Gordon’s theorem.
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5. Solvable case

We consider the following question:

Question 1. Let G be a simply connected solvable Lie group with a
lattice Γ. Then does the injection

∧
g∗ → A∗(G/Γ)

induce a cohomology isomorphism?

We have:

Theorem 5.1 (Hattori [7]). Let G be a simply connected completely
solvable (i.e. for any g ∈ G all eigenvalues of the adjoint operator
Adg are positive real numbers ) Lie group with a lattice Γ. Then the
injection

∧
g∗ → A∗(G/Γ)

induces a cohomology isomorphism.

But in general the isomorphism H∗(g) ∼= H∗(G/Γ) does not hold.

Example 1. LetG = R�φR
2 such that φ(t) =

(
cos 2πt − sin 2πt
sin 2πt cos 2πt

)
.

Then G has the lattice Z �φ Z
2 and we have Γ ∼= Z

3. Hence G/Γ is a
torus and dimH1(G/Γ) = 3. But dimH1(g) = 1. We have

H1(g) 
∼= H1(G/Γ).

Question 2. In case of a solvmanifold, do Corollary 2.3, Hasegawa’s
theorem and Benson-Gordon’s theorem hold?

Example 2 (Fernandez-Gray [4]). Let G = R�φ R
2 such that φ(t) =(

et 0
0 e−t

)
. G has a lattice Γ. Consider the 4-dimensional solvmani-

fold G/Γ× S1. G/Γ has a symplectic form.

Proposition 5.2. The solvmanifold G/Γ as Example 2 satisfies the
following conditions:

(1) A∗(G/Γ) is formal.
(2) G/Γ satisfies the hard Lefschetz property.
(3) The minimal model of A∗(G/Γ) is isomorphic to the minimal

model of A∗(S2 × S1 × S1).
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6. Main results

We consider the following question:

Question 3. How do we generalize Nomizu’s theorem, Hasegawa’s
theorem and Benson-Gordon’s theorem for general solvmanifolds?

We give preliminaries for the main results.

Preliminary 1 (Algebraic hull [10]). Let G be a simply connected
solvable Lie group. Then there exists a unique R-algebraic group HG

with an injective group homomorphism ψ : G → HG(R) so that:
(1) ψ(G) is Zariski-dense in HG.
(2) ZHG

(U(HG)) ⊂ U(HG).
(3) dimU(HG)=dimG.
Such HG is called the algebraic hull of G.

We denote UG = U(HG) and call UG the unipotent hull of G.

Preliminary 2 (Hain’s DGA [5]). Let M be a C∞-manifold and
ρ : π1(M,x) → (C∗)n a representation and T the Zariski-closure of
ρ(π1(M,x)) in (C∗)n. Let {Vα} be the set of one-dimensional repre-
sentations for all characters α of T and (Eα, Dα) be a rank one flat
bundle with the monodromy α ◦ ρ and A∗(M,Eα) the space of Eρ-
valued C∞-differential forms. Denote A∗(M,Oρ) =

⊕
α A

∗(M,Eα) and
D =

⊕
α Dα. Then (A∗(M,Oρ), D) is a DGA.

Preliminary 3 (Diagonalization of the Adjoint representation). Sup-
pose G is a simply connected solvable Lie group and g is the Lie algebra
of G. Consider the adjoint representation Ad : G → Aut(g) and its
derivation ad : g → D(g) where D(g) be the Lie algebra of the deriva-
tions of g. We construct representations of g and G as following.

Let n be the maximal nilpotent ideal of g. There exists a subvector
space (not necessarily Lie algebra) V of g so that g = V ⊕ n as the
direct sum of vector spaces and for any A,B ∈ V (adA)s(B) = 0 where
(adA)s is the semi-simple part of adA (see [3, Proposition III.1.1]). We
define the map ads : g → D(g) as adsA+X = (adA)s for A ∈ V and
X ∈ n. Then we have [ads(g), ads(g)] = 0 and ads is linear (see [3,
Proposition III.1.1]). Since we have [g, g] ⊂ n, the map ads : g → D(g)
is a representation and the image ads(g) is abelian and consists of semi-
simple elements. We denote by Ads : G → Aut(g) the extension of ads.
Then Ads(G) is diagonalizable.

Main theorems : Let G be a simply connected solvable Lie group
with a lattice Γ. We consider the solvmanifold. Then we have π1(G/Γ) ∼=
Γ. For the restriction of the above diagonalizable representation Ads|Γ
on Γ, we consider Hain’s DGA A∗(G/Γ,OAds|Γ

). We prove:
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Theorem 6.1 (Generalized Nomizu’s theorem (K. [8])). Let G be a
simply connected solvable Lie group with a lattice Γ and UG be the
unipotent hull of G. Let u be the Lie algebra of UG. Then we have a
injection ∧

u∗ → A∗(G/Γ,OAds|Γ
)

which induces a cohomology isomorphism. Thus
∧
u∗ is Sullivan’s min-

imal model of A∗(G/Γ,OAds|Γ
).

If G is nilpotent, the adjoint operator Ad is a unipotent representa-
tion and hence A∗(G/Γ,OAds|Γ

) = A∗
C
(G/Γ) and

∧
gC =

∧
u∗. In this

case, Theorem 6.1 reduce to the classical theorem proved by Nomizu
in [9].

By Theorem 6.1, we have a natural extension of Hasegawa’s theorem
for solvmanifolds.

Theorem 6.2 (Generalized Hasegawa’s theorem (K. [8])). Let G be a
simply connected solvable Lie group with a lattice. Then the following
conditions are equivalent:
(A) The DGA A∗(G/Γ,OAds|Γ

) is formal.

(B) UG is abelian.
(C) G = R

n
�φ R

m such that the action φ : Rn → Aut(Rm) is semi-
simple.

We can also have an extension of Benson and Gordon’s theorem.

Theorem 6.3 (Generalized Benson-Gordon’s theorem (K. [8])). Let
G be a simply connected solvable Lie group with a lattice Γ. Suppose
dimG = 2n and G/Γ has a symplectic form ω. Then the following
conditions are equivalent:
(A)

[ω]n−i∧ : H i(A∗(G/Γ,OAds|Γ
)) → H2n−i(A∗(G/Γ,OAds|Γ

))

is an isomorphism for any i ≤ n .
(B) UG is abelian.
(C) G = R

n
�φ R

m such that the action φ : Rn → Aut(Rm) is semi-
simple.

7. Detail of Theorem 6.1

Let G be a simply connected solvable Lie group and g the Lie algebra
of G. Consider the diagonal representation Ads as Preliminary 3 and
the derivation ads of Ads. For some basis {X1, . . . Xn} of gC, Ads is rep-
resented by diagonal matrices. Let T be the Zariski-closure of Ads(G)
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in Aut(gC). Let {Vα} be the set of one-dimensional representations for
all characters α of T. We consider Vα the representation of g which is
the derivation of α ◦ Ads. Then we have the cochain complex of Lie
algebra (

∧
g∗
C
⊗ Vα, dα). Denote d =

⊕
α dα. Then (

⊕
α

∧
g∗
C
⊗ Vα, d)

is a DGA. If G has a lattice Γ, then we have the injection
⊕

α

∧
g∗
C
⊗ Vα → A∗(G/Γ,OAds|Γ

).

By Ads(G) ⊂ Aut(gC) we have T ⊂ Aut(gC) and hence we have the
action of T on

⊕
α

∧
g∗
C
⊗ Vα. Denote (

⊕
α

∧
g∗
C
⊗ Vα)

T the sub-
DGA of

⊕
α

∧
g∗
C
⊗ Vα which consists of the T-invariant elements of⊕

α

∧
g∗
C
⊗ Vα. To prove Theorem 6.1, we show:

Theorem 7.1 (K. [8]). Let UG be the unipotent hull of G and u the
Lie algebra of UG. (1) Then we have an DGA isomorphism

∧
u∗ ∼= (

⊕

α

∧
g∗
C
⊗ Vα)

T.

(2) If G has a lattice Γ, then the injection

(
⊕

α

∧
g∗
C
⊗ Vα)

T → A∗(G/Γ,OAds|Γ
)

induces a cohomology isomorphism.

8. Kahler solvmanifolds

By Simpson’s results [11], we can prove:

Theorem 8.1 (K [8]). Suppose M is a compact Kähler manifold with
a Kähler form ω and ρ : π1(M) → (C∗)n is a representation. Then the
following conditions hold:
(A) (formality) The DGA A∗(M,Oρ) is formal.
(B)(hard Lefschetz) For any 0 ≤ i ≤ n the linear operator

[ω]n−i∧ : H i(A∗(M,Oρ)) → H2n−i(A∗(M,Oρ))

is an isomorphism where dimR M = 2n.

By Theorem 8.1 formality and hard Lefschetz property of DGA
A∗(G/Γ,OAds|Γ

) are criteria for G/Γ to has a Kähler metric. We will
see such conditions are stronger than untwisted formality and hard
Lefschetz property.

Remark 8.1. There exist examples of solvmanifolds G/Γ which satisfy
formality and the hard Lefschetz property of the untwisted de Rham
complex A∗(G/Γ, ) but do not satisfy formality and the hard Lefschetz
property of A∗(G/Γ,OAds|Γ

).
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MINIMAL MODELS OF SOLVMANIFOLDS WITH LOCAL SYSTEMS 7

However we will see these criteria can not classify Kähler solvmani-
folds completely.

Remark 8.2. There exist examples of non-Kähler solvmanifolds which
satisfy formality and the hard Lefschetz property of A∗(G/Γ,OAds|Γ

).
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Lagrange 部分多様体の displaceablity

と displacement energy

小野　薫
京都大学数理解析研究所

概 要
symplectic 幾何学において Lagrange 部分多様体は重要な対象である。本講

演では Lagrange 部分多様体のもつ特性の一つとして、「Hamilton 微分同相写
像により自分自身に交わらない位置に動かすにはそれなりのエネルギーが必要
である」という事実に関わる考察とそれにより得られる結果の応用例について
述べたい。

1 はじめに
多様体 X 上の symplectic 構造とは X の非退化な閉 2 次微分形式 ω を与える

ことである。最も基本的な例は偶数次元の実ベクトル空間 R2n の座標 (xi, yi)i=1,...,n

として、ωstd =
∑n

i=1 dxi ∧ dyi としたものである。Darboux の定理により、X に
適当な局所座標 (xi, yi)i=1....,n が取れて、ω は座標近傍上で

∑n
i=1 dxi ∧ dyi と表され

る。X の微分同相写像 ψ で、ψ∗ω = ω を満たすものを symplectic 微分同相写像
(symplectomorphism と呼ぶこともある) といい、それ全体のなす群を Symp (X,ω)

と書く。symplectic 微分同相写像の中に Hamilton 微分同相写像と呼ばれる特徴的な
クラスがある。先ずこれについて説明する。本講演では、X が閉多様体の時を主に
考える。

X 上の滑らかな関数 h に対し、Hamilton ベクトル場 Xh を i(Xh)ω = dh によ
り定義する。Darboux 座標系においては Xh は

∑n
i=1(

∂h
∂yi

∂
∂xi

− ∂h
∂xi

∂
∂yi

) と表される。
H ∈ C∞(R× X) を X 上の関数の 1-径数族 H = {ht = H(t, •)} と見ると、H から
Hamilton ベクトル場の 1-径数族 {Xht} が定まる。これを積分することで、{ϕt

H} が
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得られる。即ち、ϕ0
H = idX であり、各 p ∈ X に対して

d

dt
ϕt

H(p) = Xht(ϕ
t
H(p))

を満たす微分同相写像の 1-径数族が定まる。X の微分同相写像 ψ が Hamilton 微分
同相写像であるとは、ある H が存在して、ψ = ϕ1

H と書けることをいう。Hamilton

微分同相写像が symplectic 微分同相写像であることは、Hamilton ベクトル場 Xh が
LXh

ω = 0 を満たすことから分かる。Hamilton 微分同相写像全体は群を成すことが
わかり、それを Ham (X,ω) と書くことにする。

H1(X;R) = 0であれば、Ham (X,ω)は Symp (X,ω)の単位元連結成分Symp0 (X,ω)

と一致する。一般には、Ham (X,ω)と Symp0 (X,ω)の差は flux準同型と呼ばれる
もので測られる。詳細を述べることはしないが、一つ例を挙げる。2次元トーラスに一
つ面積要素を与えて得られる (T 2, ω)を考える。T 2 の（一般的な）回転は symplectic

微分同相写像ではあるがHamilton 微分同相写像とはならない。そのことは、（一般
的な）回転は不動点を持たないということに反映している。Hamilton 微分同相写像
は（然るべき多くの）不動点を持つことは Arnold により予想され、トーラスの場合
は Conley-Zehnder [CZ] により証明された1。微分同相写像 ψ に対して、不動点を持
つかどうか、あるいはこれから議論する Lagrange 部分多様体とその ψ に依る像が
交点を持つかどうかという条件は然るべき位相について閉じた条件であることを考
えると、Ham (X,ω) が Symp0 (X,ω) において何らかの位相で閉じていることが予
想される。位相として C1-位相をとれば、予想が正しいことは [O] で証明した。C0-

位相についてどうかはトーラスなどの場合を除き、一般には未だに分かっていない
(C0-flux 予想)。

2 Lagrange 部分多様体
(X,ω) の部分多様体 L が Lagrange 部分多様体であるとは、(1) 微分形式 ω の L

への制限が 0 である、(2) dim L = 1
2
dim X の２条件を満たすことをいう。(1) のみ

を満たす場合その部分多様体は isotropic であるといわれ、その次元は dim X の半
分以下となる。(2) はそのようなもので最大次元であることを課している。本講演で
は Lagrange 部分多様体としては閉多様体 L が埋め込まれている場合のみを考える。
Lagrange 部分多様体は symplectic 幾何学において重要な対象であり、Weinstein は
“Everything is a Lagrangian submanifold.” と述べている。具体的には、

1一般の閉 symplectic 多様体上の Betti 数版の Arnold 予想は [FO], [LT] により示された。
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• 余接束の切断で Lagrange 部分多様体となるものは、底多様体の閉 1 次微分形
式と対応する

• symplectic 微分同相写像 ψ : X → X のグラフを (X ×X,−pr∗1ω + pr∗2ω) の部
分多様体と見たものは Lagrange 部分多様体となる (pri は 第 i 成分への射影)

• 実数体上定義された複素射影代数多様体の実部は Lagrange 部分多様体

などがある。
Lagrange 部分多様体の特徴的性質として、恒等写像に近い Hamilton 微分同相写
像による自分自身の像と交わるということが Arnold, Weinstein達により観察されて
いた2。以下で引用する定理はこの性質をより明らかにした。

M を滑らかな閉多様体とし、T ∗M をその余接束とする。M の局所座標を x1, . . . , xn

とすると dx1, . . . , dxn は T ∗M の局所枠を与えるので、それに関するファイバー座
標を y1, . . . , yn とおく。このとき、

∑
dxi ∧ dyi は局所座標の取り方に依らずに定ま

り、T ∗M の symplectic 形式を与える。T ∗M は非 compact なので、Hamilton 関数
H としては、H に依って定まる T ∗M の compact 部分集合 K があり、p /∈ K なら
ば H(t, p) = 0 なるもののみを用いて、compact 台をもつ Hamilton 微分同相写像を
考える。またそれ全体を Hamc (T ∗M) と表す。
定理 2.13 (Laudenbach-Sikorav [LS1], Gromov [G], Hofer [Ho1] OM を T ∗M の零切
断とする。任意の ψ ∈ Hamc (T ∗M) に対して OM ∩ ψ(OM) �= ∅ が成立する。

L を (X,ω) の Lagrange 部分多様体 (L は閉多様体と限っていることに注意) と
すると、L の X での管状近傍 U と OL の T ∗L での管状近傍 V を、U と V とが
symplectic 微分同相になるように取れる。従って、X 上の Hamilton 微分同相写像
の族 {ϕt

H} が、ϕt
H(L) ⊂ U を 0 ≤ t ≤ 1 に対して満たせば、(然るべく H を R×U

に台を持つように修正することで) 上記の定理を用いて ϕ1
H(L) ∩ L �= ∅ が分かる。

一方で、「大きな」Hamilton 微分同相写像を用いれば、元の位置と交わらないよ
うに Lagrange 部分多様体を動かすことが出来る場合もある。例えば、単位２次元
球面に標準的な面積要素を入れた symplectic 多様体の中で (大円ではなく)小円を考
えると、適当な回転 (勿論面積要素を保つ) により元の位置と交わらないようにでき
る。今までに出てきた「恒等写像に近い」とか「大きな」ということを測るには何

2S を X の部分多様体で、dimS = 1
2 dim X ではあるが、Lagrange 部分多様体ではないものとす

る。更に、S の法束が至る所消えない切断を持つとすると、X の (恒等写像に近い) Hamilton 微分
同相写像 ψ で ψ(S) ∩ S = ∅ とできることが知られている (Laudenbach-Sikorav [LS2], Polterovich
[P])。

3[LS1], [Ho1] では交点の個数についての下からの評価も与えられているが省略する。
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を用いればよいであろうか？それは (他にも測り方があるかもしれないが) 次節で述
べる Hofer 距離によって記述することができる。

3 Hofer 距離と Chekanov の定理
Ham (X,ω)の特筆すべき事実として、両側不変距離の存在がある。ここではHofer

距離と呼ばれているものについて説明する。H : [0, 1] × X → R を滑らかな関数と
する。X が閉多様体の場合には、各 t ∈ [0, 1] に対し、

∫
X

htω
n = 0 となるように正

規化したものを考え、X が非 compact な場合は X 方向に compact 台を持つものを
考える。そのような H に対し、 Hofer norm を

‖ H ‖=
∫ 1

0

(max
X

ht − min
X

ht)dt

と定める。ψ ∈ Ham (X,ω)或は Hamc(X,ω)に対して、‖ ψ ‖= inf{‖ H ‖: ϕ1
H = ψ}

と書き、ψ1, ψ2 に対して d(ψ1, ψ2) =‖ (ψ1)
−1 ◦ ψ2 ‖ と定める。d が非退化性を除く

距離の公理を満足し、両側不変、逆元を取る操作で不変であることは定義からすぐ
に分かる。
定理 3.1 (Hofer [Ho2], Lalonde-McDuff [LM])

(1) d は Hamc (R2n, ωstd) 上で非退化である。
(2) d は Ham (X,ω) 上で非退化である。
非退化性を示す際には次の量が重要な役割を果たす。
定義 A ⊂ X を 相対 compact 部分集合とする。A の displacement energy e(A) を次
で定義する。

e(A) = inf{‖ H ‖: ϕ1
H(A) ∩ A = ∅}

もしも、条件を満たす H が存在しないときには e(A) = +∞ と置く。一般の部分集
合 A に対しては e(A) = sup{e(K) : K ⊂ A,K は compact} と定義する。
また、A ⊂ X が displaceable とは、ある Hamilton 微分同相写像 ψ が存在して

ψ(A) ∩ A = ∅ とできることをいう。
もしも ψ が恒等写像でないならば、ある開部分集合 U があり、ψ(U) ∩ U = ∅ と
なる。そこで、U の displacement energy が何らかの方法で下から評価できれば d

の非退化性を示すことができる。上の定理はそのようにして得られた。
Chekanov [C] は Lagrange 部分多様体 L の displacement energy の下からの評価
を与えた。いかなる開部分集合も Lagrange トーラスを含むので、その評価を用い
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て d の非退化性の別証明も得られる。Chekanov の定理を述べるために少し準備を
する。

X の概複素構造 J が ω と両立するとは gJ(•, •) = ω(•, J•) が Riemann 計量
となることをいう。また、ω-tame であるとはゼロではない接ベクトル v に対して
ω(v, Jv) > 0 が成立することをいう。 symplectic 多様体 (X,ω) は、ω と両立す
る概複素構造、従って ω-tame な概複素構造を持つ。Jω で ω-tame な概複素構造
全体のなす空間を表す。これは然るべき位相に関して可縮であることが知られてい
る。(X,ω) に対して、aS(J) を定数でない J-正則球面上の ω の積分値の最小値、
aD(L; J) を L に境界を持つ定数でない J-正則円盤上の ω の積分値の最小値を表
し、a(L; J) = min{aS(J), aD(L; J)} とおく。(aS(J), aD(L; J) が最小値を取ること
は Gromov の compact 性から分かり、a(L; J) ∈ (0, +∞] である。) J ∈ Jω につい
て上限を取って、a(L) = sup{a(L; J) : J ∈ Jω} と定める。これで Chekanov の定理
を述べることができる。
定理 3.2(Chekanov [C]) L を (X,ω) の閉 Lagrange 部分多様体とするとき、次が成
り立つ。

e(L) ≥ a(L).

Floerの仕事 [F]により、J-正則球面や J-正則円盤がなければ、Lとその Hamilton

変形の Floer cohomology が定義できて、しかも Hamilton 変形下で不変で、その
cohomology は L の cohomology と同型になる。特に L を displace することはで
きない。非常に粗っぽい言い方ではあるが、J-正則円盤があると、一般には Floer

cohomology は定義されないが、そのエネルギーレベルに至までは Floer complex も
どきが構成できて、上の定理を示すことができるというのが Chekanov の論法であ
る。少し技術的になるが、Floer complex (もどき) の Floer continuation equation

の解に関わるエネルギー評価で、Hofer norm を分解した E+(H) =
∫ 1

0
max htdt,

E−(H) =
∫ −min htdt それぞれが独立に現れることが Chekanov の議論で一つの鍵

となっている。

4 Floer cohomologyの torsionと displacement en-

ergy

Lagrange 部分多様体の Floer 理論についてその一般論をここで詳しく述べること
はできない。興味のある方は [FOOO1] を参照されたい。ここでは深谷氏、Oh 氏、
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太田氏と私の共同研究による Lagrange 部分多様体の displacement energy に関する
定理の主張を説明する。

path の空間 P = {γ : [0, 1] → X : γ(0) ∈ L0, γ(1) ∈ L1} 上に 1次微分形式を

α(ξ) =

∫ 1

0

ω(ξ(t),
dγ

dt
(t)) dt

と定める。これは “閉１次微分形式” となり、その Morse-Novikov complex の構成
を真似て Floer complex が構成できると期待される。そうなれば α の pull-back が
完全形式となるような P の被覆空間上を考えるので、得られた複体はその群環の
Novikov 完備化上で定義される。Novikov 環は、(X,ω), L に依存するので、それら
を普遍 Novikov 環に埋め込んで考える。ここでは、次数を調整する生成元を含まな
い形の普遍 Novikov 環を次の様に定義する。R を Q を含む体、例えば C とし、

Λ0 = {
∑

i

aiT
λi : ai ∈ R, λi ∈ R≥0, λi → +∞}

と定める。また、Λ で、条件 λi ∈ R≥0 を λi ∈ R に置き換えたものを表す。Λ は
Λ0 の商体である。Λ0 は PID ではないが、有限生成加群に対して単因子論の類似が
成立する。従って、Λ0 上の有限生成加群はいくつかの Λ0 とΛ0/(T

μj) の直和と同型
になる。μj を torsion exponent と呼ぶことにする。

Lagrange部分多様体 L0, L1 が横断的に交わっているとき、それらの交叉に関する
Floer complex は L0 ∩ L1 を生成元とする cochain module と L0, L1 に境界を持つ
J-正則写像 u : {z ∈ C : 0 ≥ �z ≥ 1} → X で、交差点をつなぐものを数えることで
coboundary作用素により定義されると期待される。しかし、一般には coboundary作
用素の条件は満たされないのでFloer complexは定義されない。[FOOO1]では上記の
naiveな Floer coboundary作用素を適切に修正してFloer complexを作る方法を論じ
た。J-正則円盤や、Floer trajectories の moduli 空間の向き付けの為にLagrange 部
分多様体の対には相対 spin性が必要となるので、以下これを仮定する。特に、L0, L1

にそれぞれ spin 構造が与えられていれば十分である。修正ができる場合でも、修
正の仕方は一意とは限らず、ある集合でパラメータ付けられた Floer complexes が
得られる。[?] では Floer complex 自体は Λ0 上で構成され、Λ まで係数拡大する
と Hamilton 変形で不変になることが示されている。本講演では、coboundary 作用
素に修正して得られた Floer complex を修正データを省略して CF (L1, L0; Λ0) 或は
CF (L1, L0; Λ)その cohomology をHF (L1, L0; Λ0) 或は HF (L1, L0; Λ)と書くことに
する。
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定理 4.1 [FOOO5] L0, L1 を横断的に交叉する相対 spin Lagrange多様体対で、Floer

complex に修正できるものとする。Λ0-加群として、

HF (L1, L0; Λ0) ∼= (Λ0)
⊕a

⊕
⊕jΛ0/(T

μj)

であれば、Hamilton 微分同相写像 ψ に対して次が成り立つ。

#(ψ(L1) ∩ L0) ≥ a + 2#{j : μj ≥‖ ψ ‖}

特に、上の定理で a �= 0 であれば、e(L) = +∞, a = 0 の時、e(L) ≥ maxj μj で
ある。また L0 = L1 の場合を含む clean intersetion の場合にも Floer complex は定
義され、上記の定理も成り立つ。
注意 Usher [U] では torsion exponent に類似した boundary depth という概念が導
入されている。
具体例を述べてこの節を終わる。S2(M) で面積 M の２次元球面を表す。D(m) ⊂

S2(M) を面積 m の円盤とする。T (m, n) = ∂D(m) × ∂D(n) ⊂ S2(M) × S2(N)

の displacement energy を考察する。m �= M/2, n �= N/2 であれば、定理 3.1 から
e(T (m,n)) ≥ min{m, n,M − m,N − n} が分かり、実際に displace する Hamilton

微分同相写像もすぐに見つかり、e(T (m,n)) = min{m,n,M − m,N − n} となる。
m = M/2, n �= N/2 の場合には、Floer cohomology の torsion に min{n,N − n}
が現れる。定理 4.1 を用いて、同様に e(T (m,n)) = min{n,N − n} となる。m =

M/2, n = N/2であれば、Floer cohomologyの自由加群部分が消えないので、T (m,n)

は S2(M) × S2(N) の中で displace することはできない。従って e(T (m,n)) = +∞
である。
これらは toric 多様体の moment 写像のファイバーの例であり、それらの Floer

cohomology については [FOOO2], [FOOO3], [FOOO4] で系統的に研究されている。

5 いくつかの応用
最後に今までの結果から容易に従ういくつかの結果を述べる。

5.1 polydisk の polydisk への埋め込みの symplectic isotopy 類
面積 a の円盤 を D(a) ⊂ (R2, ωstd) と書く。0 < a, b < 1 とすると、自然な包含
写像 ι : D(a) × D(b) → D(1) × D(1) がある。また、D(1) × D(1) の２つの factors
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を入れ替える写像を T とする。ι, T ◦ ι は共に D(a) × D(b) の D(1) × D(1) への
symplectic 埋め込みである。このとき、ι と T ◦ ι は symplectic 埋め込みの族でつな
げるか、D(1)×D(1)の compact台を持つ Hamilton微分同相写像 ψ でT ◦ ι = ψ ◦ ι

となるものが存在するかをという問題を考える。a + b < 1 であれば、そのような ψ

は U(2)の中で見つけることができる。Floer-Hofer-Wysockiは symplectic homology

を用いることで次を示した。
定理 5.1(Floer-Hofer-Wysocki [FHW]) a + b ≥ 1 であれば、ι と T ◦ ι は Hamilton

変形でつなぐことはできない。
この定理に Lagrange トーラスの displacement energy を使った別証明を与える。

0 < c ≤ a, 0 < d ≤ b に対して、T (c, d) = ∂D(c) × ∂D(d) ⊂ D(a) × D(b) と置く。
もしも、ψ ◦ ι = T ◦ ι を満たす Hamilton 微分同相写像 ψ が存在すれば、T (c, d) と
T (d, c) は D(1)×D(1) の中で compact 台を持つHamilton 微分同相写像で移り合う
ことになる。D(1)×D(1)を S2(1+ ε)×S2(M), M は十分大, に埋め込むと、T (c, d),

T (d, c) の S2(1 + ε)× S2(M) での displacement energy は等しくなければならない。
しかし、a + b > 1 であれば前節の最後の考察により、これを満たさない c, d を見つ
けることができる。

5.2 Lagrange 部分多様体を保つ Hamilton 微分同相写像の ho-

mological monodormy

Lagrange 部分多様体 L ⊂ (X,ω) と ψ ∈ Ham (X,ω) が ψ(L) = L を満たすと
する。このとき、ψ が L の homology に誘導する同型を ψ の L への homological

monodromyと呼ぶことにする。これについてはM.-L. Yau [Y], Hu-Lalonde-Leclercq

[HLL] などの研究がある。
ここでは T (c, c) ⊂ D(1)×D(1), T (1/2, 1/2) ⊂ S2(1)×S2(1)について考える。(高
次元の類似も考えられる)

定理 5.2 ψ を D(1) × D(1) の Hamilton 微分同相写像で T (c, c) を保つものを考え
る。c ≥ 1/2 であれば ψ の L への homological monodromy は自明である。
証明は、T (c, c) の Lagrange 部分多様体としての deformation 空間上での、然る

べき compact 化の中での displacement energy の振る舞いを見ることによる。
Lagrange トーラスの displacement energy を用いる訳ではないが、関連したこと
を１つ述べる。T (c, c) ⊂ S2(1) × S2(1) を考える。 c �= 1/2 とする。c < 1/2 とし
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て一般性を失わない。このとき、T (c, c) = ∂D(c) × ∂D(c) の２つの factors を入れ
替えることは D(1) × D(1) に台をもつHamilton 微分同相写像で実現される。σ を
∂D(1/2) × ∂D(1/2) の２つの因子を入れ替える写像を表し、σ∗ でそれが homology

に誘導する同型を表すと次が成りたつ。
定理 5.3 T (1/2, 1/2) ⊂ S2(1) × S2(1) に対して、ψ|∗ = σ∗ なる ψ ∈ Ham (S2(1) ×
S2(1)) は存在しない。
証明には、準同型 ρ : π1(T (1/2, 1/2) → {±1} で、ρ([∂D(1/2) × pt]) = 1, ρ([pt ×

∂D(1/2)] = −1 に付随した Floer cohomology とその Hamilton 変形下での不変性を
用いる。
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