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は し が き
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際し，あらかじめ講演者より集めた原稿を印刷したものである．

その目的は，シンポジウム参加者が各講演をより良く理解し，研究
討論を活発に行うための一助とするとともに，記録として残すこと
によって後々の資料として役立てることにある．

なおこの講演集は，
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により作成されたものである．
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Alexander多項式が成す単体的複体について

鄭 仁大 (Jong, In Dae)

大阪市立大学大学院理学研究科

e-mail: jong@sci.osaka-cu.ac.jp
URL: http://www.ex.media.osaka-cu.ac.jp/~d07sa009/index.html

1 はじめに
近年，低次元トポロジーの研究において，これまで研究されてきた個々の対象が成す

集合を研究することで，これまで捉えることが出来なかった情報を捉えようという試み
が盛んに行われている．本稿では，結び目の Alexander 多項式全体が成す集合に対して
単体的複体の構造を定義し，それについて考察する．特に，種数 2 以下の交代結び目の
Alexander多項式が生成する部分複体において，頂点間の距離が 2以上となるための十分
条件（定理 6.4）を与える．

記号. 本稿において特に断ることなく使用する記号を以下に記しておく．

• K : 3次元球面内の結び目全体から成る集合，J ⊂ K．
• ΔK(t) : 結び目K の Alexander多項式，ΔJ = {ΔJ(t) | J ∈ J }．
• 結び目の Alexander多項式は，

Δ(t) = b0 +
n∑

i=1

bi (ti + t−i), Δ(1) = +1 (∗)

を満たすように正規化されているものとする．又，このときの非負整数 n を
Alexander多項式 Δ(t)の次数といい，deg Δ(t)と表す．

• g(K) : 結び目K の種数．
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図 1 交差交換

2 Gordian複体

2.1 結び目の距離と Gordian複体

2つの結び目K,K ′ ∈ J (⊂ K)の J 上のGordian距離 dG(K,K ′)J を，

dG(K,K ′)J = min{n |K ＝K0
×↔ K1

×↔ · · · ×↔ Kn = K ′, Ki ∈ J }

と定める．ただし，このような結び目の列 (K0,K1, . . . ,Kn)，Ki ∈ J が存在しない場合
は，dG(K,K ′)J = ∞と定める．ここで，Ki

×↔ Ki+1 は，2つの結び目 Ki と Ki+1 が
1回の交差交換（図 1）で互いに移りあうことを表す．このとき，dG(·, ·)J は J 上の距
離となる．
J = Kのときは J を省略して dG(·, ·)と表し，単にGordian距離と呼ぶ．

注意 2.1. (1) J ′ ⊂ J とするとき，任意の K,K ′ ∈ J ′ に対して，dG(K,K ′)J ≤
dG(K,K ′)J ′ が成り立つ．

(2) 任意のK,K ′ ∈ J に対して，dG(K,K ′)J = 1 ⇔ dG(K,K ′) = 1である．

定義 2.2 ([2]). 結び目を 0–単体（頂点）とし，dG(Ki,Kj) = 1 (i 	= j)を満たす n + 1

個の頂点K0,K1, . . . ,Kn ∈ Kが n–単体を張るような単体的複体を，Gordian複体とい
い，GC で表す．

定義 2.3. J に含まれる各結び目を 0–単体とし，dG(Ki,Kj)J = 1 (i 	= j) を満たす
n + 1個の頂点K0,K1, . . . ,Kn ∈ J が n–単体を張るような Gordian複体の部分複体を，
J が生成する（Gordian複体の）部分複体といい，GCJ で表す．

注意 2.4. 定義 2.3において，n–単体を張る条件として dG(Ki,Kj) = 1 (i 	= j)を採用
しても，注意 2.1.(2)より，定義される単体的複体は同じものとなる．
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2.2 Gordian複体の性質

ここでは，Gordian複体 GC の単体的複体としての性質について述べる．まず，任意の
2つの結び目は有限回の交差交換を施すことで互いに移りあうことから，GC は連結な単
体的複体である．

定義 2.5. C を連結な単体的複体とする．

(1) C の任意の 0–単体に対して，それを頂点として含む C の単体は高々有限個である
とき，C は局所有限であるという．

(2) C に含まれる頂点間の距離の最大値を C の直径といい，diam C で表す．ただし，こ
のような最大値が存在しない場合は diam C = ∞とする．（ここで 2頂点間の距離
とは，それらを結ぶ C の 1–単体の列の長さの最小値である．）

(3) C に含まれる単体の最大次元を C の次元といい，dim C で表す．ただし，任意の次
元の単体を含む場合は，dim C = ∞とする．

命題 2.6. GC の局所有限性，直径，次元について，次の事実が知られている．

(1) GC は局所有限でない．
(2) diamGC = ∞．
(3) dimGC = ∞．

証明. (1)及び (2)に関しては，結び目解消数 1の結び目が無限個存在すること（例えば，
ツイスト結び目（図 2）），及び任意の自然数 nに対して結び目解消数が nである結び目（例
えば，(2, 2n + 1)-トーラス結び目）が存在することからわかる．(3)は Hirasawa-Uchida

によって示されている．実際には，GC の任意の 1–単体に対して，それを含む GC の n次
元単体が，任意の整数 n ≥ 2について存在することを示している [2]．

(2n − 1)回の半捻り
}…

図 2 ツイスト結び目
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3 AP複体

3.1 AP距離と AP複体

ここでは，結び目の Alexander多項式の集合に対して単体的複体の構造を導入する．

定義 3.1. f , f ′ ∈ ΔJ に対して，ΔJ 上のAP距離 dA(f, f ′)J を，

dA(f, f ′)J = min{ dG(K,K ′)J | (ΔK ,ΔK′) = (f, f ′) },

このような最小値が存在しない場合は dA(f, f ′)J = ∞と定める．
J = Kのときは J を省略して dA(·, ·)と表し，単にAP距離と呼ぶ．

注意 3.2. f, f ′ ∈ ΔJ に対して，dA(f, f ′)J = 1 ⇒ dA(f, f ′) = 1は正しいが，逆は一
般的に成り立たない．（後述の注意 6.6参照）

定義 3.3. 結び目の Alexander 多項式を 0–単体とし，dA(fi, fj) = 1 (i 	= j) を満たす
f0, f1, . . . , fn ∈ ΔKが n–単体を張るような単体的複体を，AP複体といい，AC で表す．

定義 3.4. ΔJ の各元を 0–単体とし，dA(fi, fj)J = 1 (i 	= j)を満たす f0, f1, . . . , fn ∈
ΔJ が n–単体を張るような AP 複体の部分複体を，ΔJ が生成する (AP 複体の) 部分
複体といい，ACJ で表す．

注意 3.5. 定義 3.4において，n–単体を張る条件を dA(fi, fj) = 1 (i 	= j)とすると，注
意 3.2より定義される単体的複体は異なるものになる．

写像 Δ : J � J → ΔJ(t) ∈ ΔJ は，GCJ から ACJ への自然な単体写像を誘導する．
この単体写像を同じ記号 Δ : GCJ → ACJ で表すことにする．

3.2 AP複体の性質

ここでは，AP複体 AC が満たす基本的な性質を紹介する．次の補題は，AP複体を考
察する上で基本となる事実の 1つである．

補題 3.6 ([6], [13]). 任意の結び目の Alexander多項式は，結び目解消数が 1の結び目に
よって実現される．

補題 3.6より，自明な Alexander多項式と任意の非自明な Alexander多項式とを結ぶ

4
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AC の 1–単体が存在する．よって，AC は連結であり，局所有限でないことがわかる．

最近，Δ31 と Δ41 の AP距離が 2であるかという Nakanishi [10, 11]による問題に対
する答えが Kawauchi [5]によって与えられた．

命題 3.7 ([5], cf. [10, 11]). dA(Δ31 , Δ41) = 2.

以降，AC の直径，及び次元について考察する．

命題 3.8. diam(AC) = 2．

証明. 補題 3.6より，自明な Alexander多項式 1と任意の結び目の Alexander多項式 f

に対して，dA(f, 1) ≤ 1が成り立つ．よって，任意の結び目の Alexander多項式 f , g に
対して,

dA(f, f ′) ≤ dA(f, 1) + dA(1, f ′) ≤ 2

が成り立つ．即ち，diam(AC) ≤ 2である．一方で，命題 3.7より，AP距離が 2である
Alexander多項式の組が存在する．よって，diam(AC) = 2である．

これらに関して，次のような問いが考えられる．

問 3.9. AP距離が 2である結び目の Alexander多項式の組を決定せよ．

一方，AP複体の次元はまだ分かっていない．任意の n ∈ Nに対して，Hirasawa-Uchida

が構成した Gordian複体の n–単体の頂点は，全て同じ Alexander多項式を持つ結び目で
あるため [2, Fact 2.8]，単体写像 Δ : GC → AC によるそれの像は AP複体の 0–単体で
ある．

命題 3.10. dimAC ≥ 3．

証明. K0 = 01, K1 = 31, K2 = 52, K3 = 74, K4 = 92 とすると，ΔK0 = 1, ΔK1 =

−1 + (t + t−1), ΔK2 = −3 + 2(t + t−1), ΔK3 = ΔK4 = −7 + 4(t + t−1)となる．この
とき，dA(fi, fj) = 1 (i 	= j)となり，これらを頂点とする 3–単体を張る（図 3）．

問 3.11 (cf. [2, Problem 3]). dimAC = ∞ ?

5
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K1 K2

K0

K3

K4

ΔK1
ΔK2

ΔK0

ΔK3 = ΔK4

図 3

4 交代結び目の Alexander多項式が成す部分複体
以降の章では，交代結び目の Alexander多項式の集合が生成する AP複体の部分複体

について考察する．
Jg = {種数 g 以下の交代結び目 }とする．写像 ϕ : ΔJg → Z × · · · × Zを次のように

定義する: 非自明な Alexander多項式 f = b0 +
∑g

i=1 bi (ti + t−i)に対して，

ϕ(f) = (b1, . . . , bg) ∈ Z × · · · × Z︸ ︷︷ ︸
g

,

自明な多項式 1に対しては，ϕ(1) = 0と定める. 1章で述べたように，結び目のAlexander

は条件 (∗)を満たすように正規化しているので，

Δ(1) = b0 +
g∑

i=1

2bi ⇔ b0 = 1 −
g∑

i=1

2bi

が得られることを注意しておく．

例 4.1. • ϕ(−1 + (t + t−1)) = 1．
• ϕ(3 − (t + t−1)) = −1．
• ϕ(7 − 5(t + t−1) + 2(t2 + t−2)) = (−5, 2).

この写像 ϕ を用いることで複体の頂点は整数格子点で表示され，視覚的にも捉えやす
い対象となる．ここで，交代結び目の Alexander多項式でなくても，一般的に同じような

6
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方法で整数座標が対応することを注意しておく．

次の命題は交代結び目の Alexander多項式に関する基本的な事実である．

命題 4.2 ([1], [7]). K を交代結び目とする．このとき，deg ΔK(t) = g(K)が成り立ち，
bi · bi+1 < 0 (i = 0, 1, . . . , g(K) − 1)が成り立つ．

命題 4.2より，種数 g の交代結び目の Alexander多項式は，ϕを通すことで g 次元整
数格子点と同一視でき，それらの座標の符号は ±が交互に現れることが分かる．よって，
1つの座標の符号が定まれば，それ以外の座標の符号は一意的に定まる．又，次で述べる
ように g 番目の係数 bg の符号は，結び目の符号数から決定される．

命題 4.3. K を交代結び目，σ(K)を K の符号数, g = g(K), K の Alexander多項式は
(∗)を満たすとする．このとき，sign(bg) = (−1)σ(K)/2.

証明. 任意の結び目 J に対して，sign(ΔJ(−1)) = (−1)σ(J)/2 が成り立つ [9]．K を交
代結び目とする．このとき，(∗) より，ΔK(−1) = b0 + 2

∑g
i=1(−1)ibi である．ここ

で，bi · bi+1 < 0（命題 4.2）より，sign(ΔK(−1)) = sign(bg) が成り立つ．よって，
sign(bg) = (−1)σ(K)/2 となる.

交代結び目の Alexander多項式が生成する部分複体について研究する 1つの方法とし
て，種数 g が小さい場合から順に ACJg について考察していくという方法が考えられる．
以降の 5, 6章では，g = 1, 2の場合についてACJg が満たす性質を調べ，得られた結果を
紹介する．

注意 4.4. 種数 0の結び目は自明結び目なので，ACJ0 = {ΔU = 1}である．

注意 4.5. 任意の f ∈ ΔK に対して，単体写像 Δ : GC → AC による f の逆像を考え
ると，#{Δ−1(f) ∈ K} = ∞ である．一方で，任意の f ′ ∈ ΔJ に対して，単体写像
Δ : GCJ → ACJ による f ′ の逆像を考えると，#{Δ−1(f ′) ∈ J } < ∞である [12]．

5 ACJ1

この章では，種数 1交代結び目の Alexander多項式が成す部分複体 ACJ1 について考
察する．まず，どのような Alexander多項式がACJ1 の頂点となるか，即ち（ϕで写すこ
とで）どのような整数格子点が ACJ1 の頂点となるか，が問題となる．

7
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命題 5.1. ϕ : ΔJ1 −→ Zは全単射写像．

証明. Kn を図 2 の結び目（ツイスト結び目）とすると g(Kn) ≤ 1 である．このとき，
ΔKn = (−2n + 1) + n(t + t−1)となり，ϕ(ΔKn) = nである.

以下，ACJ1 の直径，及び次元について考察する．

命題 5.2. diamACJ1 = 2.

証明. ツイスト結び目は結び目解消数が 1 なので，任意の非自明な Alexander 多項式
f ∈ ΔJ に対して dA(f, 1)J = 1が成り立つ．よって，diamACJ1 ≤ 2となる. 一方で，
命題 3.7より，diamACJ1 = 2である．

命題 5.3. dimACJ1 ≥ 3.

証明. 命題 3.10 で用いた結び目 K0, . . . ,K3 は全て種数 1 以下の結び目なので，
dimACJ1 ≥ 3が成り立つ.

問 5.4. dimACJ1 = 3 ?

6 ACJ2

この章では，種数 2交代結び目の Alexander多項式が成す部分複体 ACJ2 について考
察する．まず，ACJ2 の頂点が対応する整数格子点について，次の命題が成り立つ．

命題 6.1 ([4]). K を種数 2の交代結び目，ϕ(ΔK) = (b1, b2)とする．このとき，次の不
等式が成り立つ：

σ(K) = 0 ⇒ b0 > 0, −6b0 − 1 ≤ b1 ≤ −3b0 + 1,

|σ(K)| = 2 ⇒ b0 < 0, −2b0 + 1 ≤ b1 ≤ −6b0 − 1,

|σ(K)| = 4 ⇒ b0 > 0, −4b0 + 2 ≤ b1 ≤ −2b0 + 1.

注意 6.2. 任意の結び目K に対して，σ(K)は偶数であり，|σ(K)| ≤ 2g(K)が成り立つ．

命題 6.1より，ϕ : ΔJ2 → Z×Zは全射ではなく，又，#(ΔK2 \ΔJ2) = ∞であるこ
とが分かる．これは，種数が 1以下の場合（ΔK1 = ΔJ1）とは異なる状況である．

注意 6.3 ([3, 4]). 命題 6.1の不等式を満たすが，ΔJ2 に含まれない Alexander多項式が

8
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無限に存在する．また，命題 6.1の各不等式において，等号が成立する Alexander多項式
を実現する交代結び目が無限に存在する．

ここで，ACJ2 の頂点間の距離について，次の定理が得られる．

定理 6.4. f, g ∈ ΔJ2 を，ϕ(f) = (b1, b2)，ϕ(f ′) = (b′1, b
′
2) とする．このとき，もし

b0, b
′
0 > 0，−3b0 + 1 < b1, かつ b′1 < −4b′0 + 2ならば，dA(f, f ′)J2 ≥ 2が成り立つ.

証明. K, K ′ を種数 2の交代結び目で，f = ΔK , f ′ = ΔK′ とする．すると，命題 6.1よ
り，|σ(K)| = 4, σ(K ′) = 0となる．1回の交差交換で結び目の符号数は高々 ±2しか変
わらないので [8]，dG(K,K ′) ≥ 2となる．これが，f = ΔK , f ′ = ΔK′ を満たす任意の
交代結び目K,K ′ ∈ J2 について成り立つので，dA(f, f ′)J2 ≥ 2となる．

以降，ACJ2 の直径及び次元について述べる．

命題 6.5. diamACJ2 ≥ 2.

注意 6.6. 命題 6.5 において，diamACJ2 = 2 かどうかは分かっていない．特に，種数
が 1 以下のときのように，任意の f ∈ ΔJ2 に対して f = ΔK を満たす結び目解消数 1

の K ∈ J2 が存在するわけではない．実際，f = 1 − (t + t−1) + (t2 + t−2) とすると，
ΔK = f を満たす交代結び目は (2, 5)-トーラス結び目のみであることが，結び目の行列
式を用いることで示せる．(2, 5)-トーラス結び目の結び目解消数は 2 である．すなわち，
dA(f, 1)J2 = 2である．

次元に関しては，種数が 1の場合と同じところまでしか明らかになっていない．

命題 6.7. dimACJ2 ≥ 3.

問 6.8. dimACJ2 = ∞ ?
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1 序
本稿では, 捩じられたK 理論 (twisted K-theory)を, 有限次元的な幾何対象で一
般的に実現する, という結果 ([15])を説明したい.

捩じられたK 理論 (twisted K-theory) [1] とは, 位相的K 理論の変種の一つ
である. もう少し詳しく言えば, ある局所係数付きの位相的K 理論ということが
できる. この概念は, Donovan-Karoubi [10], 及び, Rosenberg [19]によってもと
もと導入されたものである. 2000年頃になって弦理論における D-brane charge
との関係があることがわかり [16], 多くの物理学者・数学者に盛んに研究される
ようになった. 最近では, D-brane chargeの分類への応用の他に, T -duality [5],
Verlinde代数 [12], 量子 Hall効果 [8]といった方面へ応用されている.

位相的K 理論の定式化として, 次のような方法がよく知られている.

(1) ベクトル束の同型類の Grothendiedck群,

(2) 連続関数のなす C∗ 代数のK 群,

(3) Fredholm作用素のなす空間へのホモトピー類.

捩じられた K 理論を定義する際には, (2)あるいは (3)に相当する定式化が通常
使われる. 一方で (1)のベクトル束に相当するものとして, これまでは捩じられた
ベクトル束 (twisted vector bundle), また, bundle gerbe K-moduleという概念が
知られていた [3, 4, 10, 16, 17, 20]. しかしながら, これらの幾何対象で捩じられ
たK 理論を定式化することは, その「捻じれ」が特別な場合にのみ可能であった.
一般の「捻じれ」の場合には, それらの幾何対象としては, 自明なもの以外が存在
しない.
より正確に説明すると, 捩じられたK理論の「捻じれ」は, 考えている空間X

上の主束 P → X であって, その構造群が無限次元可分 Hilbert空間Hの射影ユ
ニタリー群 PU(H)であるもので与えられる. 主 PU(H)束 P → X は, 3次の整
数係数コホモロジー類 δ(P ) ∈ H3(X; Z)で分類される. 上で述べた特別な捻じれ
の場合とは, δ(P )が有限位数, つまりH3(X; Z)の捻じれ類の場合である.

すると, 一般的な「捻じれ」の場合, つまり δ(P )が無限位数の場合にも, ベク
トル束のような有限次元的な幾何対象を使って, 捩じられたK 理論を定式化でき
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るのか, という問題が考えられる. この問題自身は, 自然なもので, それ自体で興
味をひくものと思われる. また, 位相的K 理論が幾何学へ応用されて成功をおさ
めた背景に, ベクトル束を用いた定式化があったことを考えれば, 上記の問題は,
捩じられたK 理論を応用する上で意義あるものと言える.

[15]における結果とは,「捩じられたHermite一般ベクトル束」という概念が,
捩じられたK 理論を一般的に定式化する際に用いることができ, 上の問題に対す
る解答の一つとなる, というものである.

定理 1.1. 任意の CW複体 X 上の主 PU(H)束 P に対して, P で捩じられた X
のK 群をKP (X)とし, P で捩じられたHermite一般ベクトル束のホモトピー類
のなす群をKFP (X)と書く. この時, 次の自然な同型写像が存在する.

α : KP (X) −→ KFP (X).

Hermite一般ベクトル束とは, ベクトル束を一般化する概念であり, [13]の中
で古田幹雄氏によって導入された. それは, 言ってみれば, Fredholm作用素の族
を「有限次元近似」して得られるような幾何対象であり, [13]においては族の指
数を定義する際に用いられている. 捩じられたK 理論を (3)に相当する方法で定
式化した場合, その代表元は Fredholm作用素の「捩じられた」族とみなすことが
できる. そのため, この族に対しても有限次元近似を考えることができ, その結果
得られる幾何的対象が, まさに捩じられた Hermite一般ベクトル束そのものであ
る. つまり次のような対応になっていると解釈できる:

KP (X) = “Fredholm作用素の捩じられた族”,
KFP (X) = “捩じられた Hermite一般ベクトル束”,

α = “有限次元近似”.

以上で主定理とその背景のおおまかな説明をした. 以降それぞれの内容につい
て, より詳しく説明したい. 具体的には次のとおりである. 次の章 (§2)では捩じ
られた K 理論の定義や例, および, 捻じられたベクトル束について説明する. §3
では (捩じられていない)Hermite一般ベクトル束の定義や例などを説明する. 最
後に §4においてK 群との関係について述べる.

2 捩じられたK理論
基本的な内容についての参考文献として [1, 9, 11]をあげておく.

2.1 定義
無限次元可算 Hilbert空間 H上の Fredholm作用素とは, (有界)線形作用素 A :
H → Hであって, 核 KerAと余核 CokerAが有限次元のものであった. それら
Fredholm作用素のなす空間をF(H)と書き, 作用素ノルムで位相を入れる. また,
Hの射影ユニタリー群を PU(H) = U(H)/U(1)と書き, U(H)の作用素ノルムか
ら誘導される位相を与える.
コンパクト Hausdorff空間X 上に主 PU(H)束 P → X が与えられたとする.

このとき, PU(H)の F(H)への共役作用に付随した, F(H)をファイバーとする
ファイバー束を P ×Ad F(H) → X と書く.
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定義 2.1. P で捩じられた X の K 群 KP (X)を, P ×Ad F(H)の切断のホモト
ピー類として定義する:

KP (X) = Γ(X, P ×Ad F(H))/ホモトピー.

二つの切断 A0 と A1 がホモトピーでつなげるとは, X × [0, 1]上の主 PU(H)
束 P × [0, 1]に付随したファイバー束 (P ×Ad F(H)) × [0, 1]の切断 Ãがあって,
Ã|t=i = Ai, (i = 0, 1)となっていることと定める.

KP (X) にはアーベル群の構造が入るが, それは Hilbert 空間の間の同型 j :
H⊕H ∼= Hを一つ固定することによって得られている:

(A, A′) �→ j ◦ (A ⊕ A
′) ◦ j−1.

単位元 0は各点で可逆な (Fredholm)作用素であるような切断で代表される.

主 PU(H)束が自明束 P = X × PU(H)である場合を考える. この時, P で捩
じられたK 群は F(H)への写像のホモトピー類 [X,F(H)]となり, 通常の位相的
K 群K(X)を回復する.
従って, 本質的に捩じられた K 群が意味があるのは, P が非自明な場合であ

る. 主 PU(H)束は, 3次の整数係数コホモロジーで分類される. これは, ユニタ
リー群 U(H)が可縮であることから, PU(H)は Eilenberg-MacLane空間K(Z, 2)
にホモトピー同値であり, 主 PU(H)束の分類空間が K(Z, 3)にホモトピー同値
であることから従う. 記号として, 主 PU(H)束 P → X の同型類に対応するコホ
モロジー類を δ(P ) ∈ H3(X; Z)と書く.

2.2 例
KP (X)の例をいくつかあげる.

1. X が 3次元閉多様体の場合. 主 PU(H)束 P が非自明であれば, 次の同型
がある:

KP (X) ∼= H2(X; Z).

2. X = SU(3)の場合. 主 PU(H)束 P を分類するコホモロジー類 δ(P )を,
同型H3(SU(3); Z) ∼= Zを通して整数 �と同一視する. P が非自明, つまり
� �= 0の場合, 次のようになることが知られている ([18]):

KP (SU(3)) ∼=
{

Z/�Z, (� = δ(P ) : 奇数)
Z/ �

2Z. (� = δ(P ) : 偶数)

3. X = SU(3)/SO(3)の場合. ここで, 3×3行列として, SO(3)を SU(3)の部
分群とみなしている. 主 PU(H)束 P として H3(SU(3)/SO(3); Z) ∼= Z/2
の非自明な元に対応するものを考えると次の同型がある:

KP (SU(3)/SO(3)) ∼= Z.
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2.3 捩じられたベクトル束
§1で言及した, 捩じられたベクトル束について簡単に説明する. 空間 X 上の主
PU(H)束で捩じられたベクトル束とは, 本質的に, 次のデータであらわされるも
のである:

(U , Eα, φαβ).

• X の開被覆 U = {Uα}α∈A,

• ベクトル束 Eα → Uα, (α ∈ A),

• ベクトル束の同型写像 φαβ : Eβ |Uα∩Uβ
→ Eα|Uα∩Uβ

, (α, β ∈ A)であって,
次の条件を満たすもの.

φαβφβα = 1,

φαβφβγ = zαβγφαγ .

ここで, zαβγ : Uα ∩ Uβ ∩ Uγ → U(1)は, 同型 H2(X; U(1)) ∼= H3(X; Z)を通し
て δ(P ) ∈ H3(X; Z)を代表するような, U(1)値関数の芽のなす層 U(1)を係数と
するČech 2-コサイクルである.
この捩じられたベクトル束の定義で恒等的に zαβγ = 1が成り立つ場合, それ

は普通のベクトル束の局所的なデータに他ならない. 言い換えれば, 捩じられた
ベクトル束は, 変換関数 φαβ のコサイクル条件が捩じられている.

普通のベクトル束の場合の類似として次の事実がある ([3, 4, 9, 10, 16, 17, 20]):

命題 2.2. コンパクト Hausdorff 空間 X 上の主 PU(H) 束 P → X であって,
δ(P ) ∈ H3(X; Z)が有限位数のものが与えられたとする. このとき, 次の自然な
同型が存在する.

KP (X)
∼=−→ K(VectP (X)).

右辺は P → X で捩じられたベクトル束の同型類のなす半群 VectP (X) から
Grothendieck構成によって得られるアーベル群である.

P が自明ならば, 上の命題はよく知られた事実 [X,F(H)] ∼= K(Vect(X))に他
ならない. 命題のポイントは, δ(P )が有限位数ならば, 主 PU(H)束 P → X が,
ある主 PU(n)束 Q → X から誘導されるという事実である.

冒頭で述べたとおり, δ(P )が無限位数の場合, P で捩じられたベクトル束は
自明なもの以外存在しない. これは次の主張から従う: P で捩じられたベクトル
束のランクが r > 0であれば, rδ(P ) = 0が成り立つ. この主張を示すためには,
「捩じられたコサイクル条件」の行列式をとる.

detφαβdetφβγ = (zαβγ)rdetφαγ .

よって, 2-コサイクル (zαβγ)r はコバウンダリーであり, rδ(P ) = 0となる.

注意 1. ここで述べた捩じられたベクトル束のデータには, 厳密に言えば不足して
いるものがある. すなわち, 本当の定義には P に関する局所的なデータまで含め
る必要がある. その情報は同型を考える際に必要になるが, ここでは省略する.
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3 Hermite一般ベクトル束
3.1 有限次元近似のアイデア
言ってみれば, Hermite一般ベクトル束とは, Fredholm作用素の族を「有限次元
近似」して得られるものの性質を抽象化して定義したような幾何的な対象である.
そのため, Hermite一般ベクトル束の定義を述べる前に, 有限次元近似というアイ
デアをまずは説明したい.

簡単な Fredholm作用素の族として, Fredholm作用素 A ∈ F(H)を一つだけ
考える. すると, Aの有限次元近似として得られるものは, (E, h)という対である.
ここで, E は Z2 次数付 (有限次元)Hermiteベクトル空間で, h : E → E は次数 1
の Hermite(または自己共役)写像である.
この対は次のようにして Aから得られる.

1. まず, Z2 次数付 Hilbert 空間 Ĥ と, 次数 1 の自己共役 Fredholm 作用素
Â : Ĥ → Ĥを次のように定める:

Ĥ = H⊕̂H, Â =
(

0 A∗

A 0

)
.

ここで, Z2次数付ベクトル空間の次数を区別するために, 通常の直和の記号
⊕のかわりに ⊕̂という記号を使う. この記号の左が次数 0で右が次数 1だ
とする. また, A∗ は Aの共役作用素である.

2. Âもまた Fredholm作用素であるので, ある正数 μ > 0で次の性質をもつも
のを見つけることができる:

(a) μは Â2 のスペクトル集合に含まれない;

(b) μより小さい Â2 のスペクトルは有限個の固有値のみ;

(c) Â2 の μより小さい固有値を持つ固有空間は有限次元.

3. Â2 の μ より小さい固有値に対応する固有空間の直和として E を定義し,
h : E → E を Âの E への制限として定義する:

E = (Ĥ, Â)<μ =
⊕
λ<μ

{ξ ∈ Ĥ| Â2ξ = λξ},

h = Â|E .

Â2 の μより小さい固有値を小さい方から順に, 0 ≤ λ1 < · · · < λn < μ と書
き, 各固有空間を (Ĥ, Â)λi と書くと, Ĥは次のように直交直和分解できる.

Ĥ = (Ĥ, Â)λ1 ⊕ (Ĥ, Â)λ2 ⊕ · · · ⊕ (Ĥ, Â)λn ⊕ Ĥ′.

ただし Ĥ′ は直交補空間である. Âはこの分解を保つことに注意しよう.
Âの固有値に 0が含まれる (λ1 = 0)とする. 一般に Âは (Ĥ, Â)0 ⊂ Ĥの直

交補空間 (Ĥ, Â)⊥0 上で可逆になっている. 上の固有分解を使うともう少し詳しい

15



ことが言えて, 各部分空間 (Ĥ, Â)λ2 , · · · , (Ĥ, Â)λn
および Ĥ′ の上で Âが可逆に

なっている. 可逆な作用素は, Fredholm作用素としては, つまらない作用素であ
る. そこで, 無限次元である Ĥ′ の部分を切り離し, (Ĥ, Â)0 の周りの有限次元の
ところ E だけ取り出す操作が, ここで考えている有限次元近似である.

勿論, 今の場合は一つの Fredholm作用素しか考えていないので, (Ĥ, Â)0 の
「近く」に注目することと, (Ĥ, Â)0 そのものに注目することとの差異は本質的に
ない. しかし, Fredholm作用素の族を考える段になると, 差があらわれる. 固有
値 0の固有空間そのものを見る場合, その次元がジャンプすることがある. 一方
で, 固有値 0の固有空間の近くを見る場合, うまい近似によって局所的にベクトル
束を作ることができる.

補題 3.1. 連続写像A : X → F(H)が与えられたとする. 任意の点 x ∈ X に対し
て, ある正数 μ > 0と xを含むある開集合 U ⊂ X が存在して, 次のベクトル空間
の族が U 上の (有限ランク Z2 次数付 Hermite)ベクトル束になる:

⋃
y∈U

(Ĥ, Ây)<μ =
⋃

y∈U

⊕
λ<μ

{ξ ∈ Ĥ| Â2
yξ = λξ} ⊂ U ×H.

この補題によって, Fredholm作用素の族 A : X → F(H)の有限次元近似によ
り, X の各点のまわりでベクトル束が得られる. こうしたベクトル束達を集めた
ものが, (Z2 次数付)Hermite一般ベクトル束になる.

3.2 定義
[13]で導入された Z2 次数付 Hermite一般ベクトル束の定義を与える. ここで述
べる定義には, もともとの定義と比べて, 記述の方法などに多少の違いがあるが,
本質的に同じである.

定義 3.2. 空間 X 上の Z2 次数付き Hermite一般ベクトル束は次のデータから
なる:

E = (U , (Eα, hα), φαβ).

• X の開被覆 U = {Uα}α∈A,

• Z2 次数付 Hermiteベクトル束 Eα → Uα, (α ∈ A),

• 次数 1の Hermite写像 hα : Eα → Eα, (α ∈ A),

• 次数 0のベクトル束の写像 φαβ : Eβ |Uα∩Uβ
→ Eα|Uα∩Uβ

, (α, β ∈ A)であっ
て, φαβhβ = hαφαβ 及び, 次の条件を満たすもの.

φαβφβα � 1,

φαβφβγ � φαγ .

上の定義の中で �は同値関係である. 「φαβφβα � 1」の意味は次のとおりで
ある.
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各 x ∈ Uα ∩Uβ に対して, ある正数 μ > 0と xを含むある開集合 V が
存在して次が成立する: 任意の y ∈ V と任意の ξ ∈ (Eα, hα)y,<μに対
して,

φαβφβαξ = ξ.

ただし, (Eα, hα)y,<μは, Eαの yにおけるファイバーの部分空間であって, (hα)2y
の固有値が μより小さい固有空間の直和となっているものである:

(Eα, hα)y,<μ =
⊕
λ<μ

{ξ ∈ (Eα)y| (hα)2yξ = λξ}.

なお, Hermite一般ベクトル束には Z2 次数付でないものもあるが, それらは
本稿では使わないので, 「Z2 次数付 Hermite一般ベクトル束」を単に「Hermite
一般ベクトル束」と呼んでいる.

3.3 例
空間X 上にベクトル束の対 (E0, E1)があると, これから (Z2 次数付)Hermite一
般ベクトル束が得られる. 実際, U = {X}, E = E0⊕̂E1 とし, h : E → E として
自明なもの h = 0をとればよい.

もう少しそれらしい例として, S2上の Hermite一般ベクトル束の例を与える.
S2の開被覆 U = {U+, U−}であって, U± ∼= C, U+ ∩U− � S1となるものをとる.
(E±, h±)は次のように定める.

E+ = U+ × (C⊕̂C), (h+)z =
(

0 z̄
z 0

)
, (z ∈ U+

∼= C)

E− = U− × ({0}⊕̂{0}), h− = 0.

φ±∓ : E∓|U+∩U− → E±|U+∩U− を自然な単射と全射で定めると, これは S2 上の
Hermite一般ベクトル束になる.
後述するように, Hermite一般ベクトル束によって, K 群を実現することがで

きる. 従って, S2 上の Hermite一般ベクトル束は, K(S2)の元の何かを代表して
いる筈である. 上で記述した Hermite一般ベクトル束は, K̃(S2) ⊂ K(S2)の生成
元を代表している.

4 K群の実現
4.1 捻じれていない場合
補題 3.1より, Fredholm作用素の族 A : X → F(H)があれば, それの有限次元近
似として, Hermite一般ベクトル束が得られることは明らかである. 近似の際に
「どの正数より小さい固有値を考えるか」などの選択があるので, Aから得られる
Hermite一般ベクトル束そのものは一意でない. しかし, その選択の任意性は同型
という概念を導入することによって吸収することができ, A : X → F(H)に対し
て Hermite一般ベクトル束の同型類を一意に対応させることができる. さらにホ
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モトピーという概念をHermite一般ベクトル束に導入することによって次の写像
が得られる.

α : [X,F(H)] −→ KF (X).

ここでKF (X)はX 上の Hermite一般ベクトル束の (同型類の)ホモトピー類の
なす集合である. 写像のホモトピー類 [X,F(H)]はアーベル群の構造が入ったが,
KF (X)にもアーベル群の構造が入り, 有限次元近似の写像 αは準同型になる.

命題 4.1. コンパクト Hausdorff空間X に対し αは同型写像である.

これは, 次の結果の系として得られる:

定理 4.2 (古田 [13]). コンパクト Hausdorff空間X に対し次の同型写像がある.

K(X) = K(Vect(X))
∼=−→ KF (X).

この同型写像は, X上のベクトル束の対 (E0, E1)に対して, (例で構成した)Her-
mite一般ベクトル束 ({X}, (E0⊕̂E1, h = 0))を対応させるものである.

4.2 捩じれている場合
ここまで, ベクトル束の概念の一般化として, 捩じられたベクトル束とHermite一
般ベクトル束という概念を説明した. 捩じられた Hermite一般ベクトル束とは,
それらを併せた概念である. 具体的には, P で捩じられた Hermite一般ベクトル
束とは, Hermite一般ベクトル束と同じデータであって, コサイクル条件に相当す
る「φαβφβγ � φαγ」のかわりに,

φαβφβγ � zαβγφαγ

を満たすもの, として定義できる. zαβγ は δ(P )を代表するČech 2-コサイクルで
ある. (捩じられたベクトル束の場合と同様に, 厳密には, P の局所的なデータも
含める必要がある.)

P で捩じられた K 群の元は, P ×Ad F(H)の切断で代表される. これは局所
的には F(H)への連続写像で記述できる. 従って, 捻じれていない場合と同様に
して有限次元近似を考えることができ, 次の自然な準同型が得られる.

α : KP (X) −→ KFP (X).

ここで, KFP (X)は, X 上の P で捩じられた Hermite一般ベクトル束の (同型類
の)ホモトピー類のなすアーベル群である.
定理 1.1はX が CW複体の場合に αが同型であることを主張する:

定理 4.3 ([15]). 任意の CW複体X 上の主 PU(H)束 P に対し αは同型である.

これの証明のアイデアはコホモロジー理論の比較である. 位相的K 理論はK
コホモロジー理論の一部であった. 同様に, 捩じられたK 群を一部として含むよ
う, ある種の一般コホモロジー理論 K∗

P (X, Y )を構成することができる. それと
ほぼ並行して, 群KFP (X)を一部に含むようなコホモロジー理論KF ∗

P (X,Y )を
構成することができる. 有限次元近似が定める写像 α : KP (X) → KFP (X)は,
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これらのコホモロジー理論の間の自然変換に拡張できる. ここで通常のコホモロ
ジー理論を比較する際の手法を応用すると, これらの理論が αを通じて同値であ
ることが結論できる.
この議論は似たような設定でも有効で,「捻じられたK コホモロジーKn

P (X)
を, Z2 次数付一般 Clifford加群 ([13])の捻じれ版で実現できる」, という主張の
証明にも使うことができる.

4.3 2-ベクトル束
最後に, 捩じられたK 理論を有限次元の幾何対象で実現する, という問題を考え
たもともとの動機に関連して, 2-ベクトル束との関係について述べたい.

2-ベクトル束とは, ベクトル束を圏化した概念のことを指す. しかし, それと
して確たる定式化があるわけではなく, 色々な提案があるのが現状であろう.

一つの定式化として, Brylinski [6]によるものがある. 彼の定式化による 2-ベ
クトル束で (2-)ランクが 1のもの (いわば 2-直線束)は, 捩じられたベクトル束を
使って作ることができる. より具体的には, 主 PU(H)束 P が与えられた空間X
を考え, 各開集合 U ⊂ X に P |U で捩じられたベクトル束のなす圏KP (U)を対応
させる. この対応付けが与える圏の層 (stack) KP が, Brylinskiの 2-直線束の例に
なっている.
通常のベクトル束はある主束と対応する. 特に, ランク 1のベクトル束 (つま

り直線束)は, 円周束と一対一に対応する. これの類似として, Brylinskiの 2-直
線束は, U(1)-gerbe ([7, 14])と本質的に一対一に対応している. U(1)-gerbeとは,
円周束を圏化した概念の一つであり, それらの同型類はH3(X; Z)で分類される.
P で捩じられたベクトル束の圏を使って作った 2-直線束の場合, それに対応する
U(1)-gerbeを分類するH3(X; Z)の元は δ(P )である.
この 2-直線束と gerbeの関係に鑑みると, 任意の 2-直線束は, 本質的には, 捩

じられたベクトル束から作られた 2-直線束と同じであると言える.

本稿では, 捩じられたベクトル束の一般化として, 捩じられた Hermite一般ベ
クトル束を考えた. これを使って, 2-直線束 (そして 2-ベクトル束)を定式化して
みようというのは, 自然な発想である.
具体的には, 開集合 U ⊂ X に対して, P |U で捩じられた Hermite一般ベクト

ル束のなす圏KFP (U)を対応させる対応づけを考える. すると, X に適当な仮定
をおけば, KFP が stackになる. Brylinskiの 2-直線束から U(1)-gerbeを再構成
する方法をこの場合に一般化すると, KFP から δ(P )で分類される U(1)-gerbeが
得られる.

§2で注意したように, P で捩じられたベクトル束は,自明なもの以外存在しない
場合がある. 言いかえれば, 2-直線束KP の大域切断のなす圏Γ(X,KP ) := KP (X)
には, 十分な対象が含まれていない場合がある. そのような場合でも, KFP の大
域切断のなす圏 Γ(X,KFP ) := KFP (X)には, 非自明な対象が含まれうる. この
意味で, Hermite一般ベクトル束による一般化は, Brylinskiによる 2-直線束を真
に一般化している. (強いて言えば, 定理 1.1の応用である.)
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Brylinskiの 2-直線束からは, U(1)-gerbeだけではなく, 非可換な gerbeも得
られる. 同様な方法で Hermite一般ベクトル束で一般化した 2-直線束に対しても
非可換な gerbeが得られるかもしれない.
また, Baas, DundasとRognesは楕円コホモロジーの幾何的実現へのアプロー

チの一つとして, Brylinskiのものとは少し違う 2-ベクトル束を定式化した ([2]).
Hermite一般ベクトル束を使って彼らと同様な構成をすることも面白い課題だと
考えられる.
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SPLICE QUOTIENT SINGULARITIES AND
THE CASSON INVARIANT CONJECTURE

奥間智弘 (山形大学地域教育文化学部)

1. はじめに

本講演では， Neumann と Wahl によって導入された splice-quotient 特異点と
よばれる複素 2次元正規特異点 (以下では 2次元特異点) と Casson 不変量予想，
Némethi と Nicolaescu による予想の一般化などの紹介をさせていただきます．

2次元特異点のリンクは 3次元閉多様体であり，それは特異点解消グラフによっ
て与えられます．2次元特異点の位相不変量とはリンクまたは解消グラフの不変
量のことです．解析的不変量を位相不変量で決定または評価することは興味ある
問題ですが，一般には非常に困難です．Casson 不変量予想は，解析的不変量で
ある Milnor ファイバーの符号数が位相で決まり，しかもリンクの Casson 不変
量の 8倍になるというかなり強いことを主張しています．

splice-quotient 特異点の場合には幾何種数などの解析的不変量をグラフから帰
納的な計算によって求めることが可能であり，Casson 不変量予想とその一般化
もそのように証明することが出来ます．

2. 普遍アーベル被覆

X を複素 2次元正規解析空間とし，その特異点は o ∈ X のみであるとする．
この場合の正規性とは X \ {o} 上の正則関数が X 上に拡張されるという性質で
ある．組 (X, o) を 2次元特異点とよぶ．π : X̃ → X を最小良特異点解消とし，
例外集合 π−1(o) を E と表す. X̃ は非特異，すなわち複素多様体であり，π に
より X̃ \ E と X \ {o} は複素解析的に同型である．ここで，「良解消」とは E

が Riemann 面 Ev の和集合であり，それらが正規交差していることを意味する．
E =

⋃
v∈V Ev と表す．最小良特異点解消は一意的に存在し，すべての良解消は

最小良解消を blowing up することで得られる．例外集合 E の双対グラフを Γ

で表す．それは各 Ev を頂点に，各交点 Ev ∩ Ew を辺に対応させ，自己交点数
と種数をウェイトとして頂点に付加したものである．したがって，Γ は交点行列
I(E) = (Ev ·Ew) と Ev の種数のデータである．I(E) は負定値であることが知ら
れている．

X は o ∈ X が原点となるように C
n の開集合に埋め込まれているとし，S2n−1

ε

を o を中心とする十分小さい半径 ε をもつ球面とすると，Σ = X ∩S2n−1
ε は ε に

1
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よらない 3次元多様体であり，X の近傍は Σ上の錐C(Σ)に同相であることが知
られている．Σ を (X, o) のリンクという．∂X = Σ であるとしてよい．Σ = ∂X̃

であるが，Σ は Γ から定まるグラフ多様体として実現できる．実際，Σ と Γ は
同じ情報を持つ ([13]).

仮定 2.1. 以下， Σ は有理ホモロジー球面であると仮定する．

この条件は各 Ev が球面 S2 と同相であって Γ が木となることと同値である.

したがって，Γ と交点行列 I(E) は同じ情報をもつ．
仮定より H1(Σ, Z)は有限群になる．H1(Σ, Z)を被覆変換群にもつ被覆 Σ′ → Σ

から，自然な連続写像 C(Σ′) → C(Σ) = X が得られるが，C(Σ′) には X から自
然に複素構造が入り，2次元特異点になる．これを (Y, o) と表す．2次元特異点の
有限被覆 q : (Y, o) → (X, o) を普遍アーベル被覆とよぶ．

例 2.2. (X, o) が商特異点 C
2/G であれば，Y = C

2/[G,G] となる ([G, G] は交
換子群).

後の議論のために，H1(Σ, Z) を {Ev} を用いて表したい．
L :=

∑
v∈V

ZEv

の元をサイクルとよぶ．交点行列 I(E) は負定値であるから，任意の v ∈ V に対
してE∗

v · Ew = −δvw (∀w ∈ V) となる E∗
v ∈ L ⊗ Q が存在する (E∗

v > 0 となる)．
これらで生成されるアーベル群を L∗ と表す:

L∗ =
∑
v∈V

ZE∗
v ⊂ L ⊗ Q.

L∗ は Hom(L, Z) と同一視される．仮定により次の完全列がある：

0 → H2(X̃, Z) → H2(X̃, ∂X, Z) → H1(∂X, Z) → 0.

o ∈ X は X の変形レトラクトであるから E は X̃ の変形レトラクトである．し
たがって，H2(X̃, Z) = L. その双対を考えてH2(X̃, ∂X, Z) = L∗ とみなしてよ
い．以上により，H1(Σ, Z) は次の群と同型である：

H := L∗/L.

H の元 E∗
v + L を [E∗

v ] と表す．

3. splice-quotient 特異点

splice-quotient 特異点は Neumann と Wahl によって導入され，基本理論が構
築された ([19], [18]. 解説としては [15], [22]). この節では，[21] で用いた方法で
スプライス特異点と splice-quotient 特異点を導入する.
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グラフ Γ の頂点 v ∈ V の次数を δv で表す: δv = (E − Ev) · Ev.

N = {v ∈ V | δv ≥ 3}, E = {v ∈ V | δv = 1}
とおき，N の元を node, E の元を end という.

まず，Neumann [14] の結果を振り返ることから始める．(X, o) は擬斉次特異
点 (有限個の擬斉次多項式の零点集合) であると仮定する．このとき，Γ は星型
(#N = 1) であり，Σ はザイフェルト多様体になる. Γ の node を 0 ∈ V，n = δ0

とおく．Σのザイフェルト不変量を (b; (α1, β1), . . . , (αn, βn))と表す (αi > βi > 0).

Neumann は，(X, o) の普遍アーベル被覆 (Y, o) が C
n において次の方程式で定

義される完全交叉特異点になることを示した．

ci1z
α1
1 + · · · cinz

αn
n = 0, i = 1, . . . , n − 2.

ここで，係数 cij は， E0 と他の Ev との交点の E0 上の配置によって決定され
る．このような定義式を持つ特異点を Brieskorn 完全交叉特異点という．

上の結果をある条件の下で #N > 1 となる場合へ拡張する．簡単のため，E =

{1, . . . , n} と仮定する．Z≥0 を非負整数全体の集合とし，

M :=
n∑

i=1

Z≥0E
∗
i ⊂ L∗

とおき，その元を monomial cycle とよぶ. M は次の対応によって 多項式環
C[z1, . . . , zn] の単項式のなす半群と同型である:

D =
n∑

i=1

aiE
∗
i 	→ z(D) :=

n∏
i=1

zai
i .

行列 −I(E)−1 の (v, w)-成分を avw と表し, d = | det I(E)|， �vw = davw とお
く．(E∗

v =
∑

w avwEw となる.)

定義 3.1. 任意の v ∈ V に対し， zi の v-weightを lvi であると定める．これか
ら決まる

∏
zαi

i の v-degreeは
∑

i∈E αilvi となる．D =
∑

w∈V βwEw ∈ M なら
次が成り立つ:

v-deg z(D) = dβv = −dD · E∗
v .

任意の v ∈ V に対して, E − Ev の連結成分を Ev の枝とよぶ．

定義 3.2. 次の条件をmonomial conditionという: 任意の v ∈ N と Ev の任意
の枝 C に対して, D − E∗

v =
∑

Ew⊂C dwEw ∈ L, 任意のEw ⊂ C に対して dw > 0

となるような monomial cycle D が存在する (例 3.5 参照); このとき，z(D) を C

に属する admissible monomial という．
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定義 3.3. Γ は monomial condition を満たすとし，C1, . . . , Cδv を node Ev の枝,

mi を Ci に属する admissible monomials とする．すべての (δv − 2) 次小行列が
正則となるような任意の (δv − 2) × δv 複素行列 (cij) をとり， fi =

∑δv

j=1 cijmj，
Fv := {f1, . . . , fδv−2}，F :=

⋃
v∈N Fv とおく．次の等式に注意する:

#F =
∑
v∈N

(δv − 2) = n − 2.

注意 3.4. (1) Γ が星型なら monomial condition は満たされており，F が
Brieskorn 完全交叉を与える．

(2) 定義 3.3 の行列 (cij) は行基本操作によって次の形に変形できる．
⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · 0 a1 b1

0 1 · · · 0 a2 b2

...
...

. . .
...

...

0 0 · · · 1 aδv−2 bδv−2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

ただし，ai 
= 0, bi 
= 0, aibj − ajbi 
= 0 (i 
= j).

例 3.5. 次のグラフは monomial condition を満たす．

E1
�������	−2

E5

�������	−2

E6

�������	−2

E2
�������	−2 E3

�������	−2

E4
�������	−3

E5 における admissible monomials は

2E∗
1 = E∗

5 + E1 	→ z2
1

2E∗
2 = E∗

5 + E2 	→ z2
2

E∗
3 + 2E∗

4 = E∗
5 + (E3 + E4 + E6) 	→ z3z

2
4

定義 3.3 の F として次を得る．
{z2

1 + z2
2 + z3z

2
4 , z2

3 + z3
4 + z1z2}.

定義 3.6. C{z} := C{z1, . . . , zn} を収束べき級数環とする．
Gv = {gvjv | jv = 1, . . . , δv − 2} ⊂ C{z}

を Fv の元に v-weightに関する高次項を任意に加えて得られるものとする．G :=⋃
v∈N Gv によって定義される特異点を splice type 特異点という. G を splice

関数系とよぶ．
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注意 3.7. 上の状況で，G で定義される特異点は F で定義される特異点の同特異
変形 (位相を保つような複素解析的な平坦族) である．

定理 3.8 (Neumann–Wahl [18, 2.6]). splice type 特異点は 2次元完全交叉正規特
異点である．

I(E) が定める双 1次形式 L∗ × L∗ → Q から次の写像が導かれる．

θ : H × L∗ → Q/Z
e−→ C

∗, e(x) = exp(2π
√−1x).

群 H の C
n への作用を次の対角行列によって定義する：

diag[θ(h, E∗
1), · · · , θ(h,E∗

n)], h ∈ H.

このとき H は次のように C{z} に作用する：

h · z(D) := θ(h,D)z(D), (h,D) ∈ H ×M.

λv を θ( · , E∗
v) で定まるHom(H, C∗) の元とすると，任意の f ∈ Fv に対して

h · f = λv(h)f, h ∈ H.

一般に， θ( · , D)-固有関数は D + L の元に対応する monomial の級数である．

定理 3.9 (Neumann–Wahl [18, 7.2]). (Z, o) を splice 関数系 {gvjv} で定義され
る splice type 特異点とすると，(Z, o) は (Y, o) と同相である．各 gvjv が λv-固有
関数ならば，商 (Z/H, o) は (X, o) に同相な 2次元正規特異点であって，商写像
Z → Z/H は普遍アーベル被覆である．

定義 3.10. (Y, o) が splice type 特異点になるとき，(X, o) を splice-quotient 特
異点という.

定理 3.11 ([14], [20]). 有理型特異点と，リンクが有理ホモロジー球面であるよう
な擬斉次特異点および最小楕円型特異点は splice-quotient 特異点である．

注意 3.12. 定理 3.9 は, monomial condition を満たすグラフ (例えば 定理 3.11 の
特異点のグラフ)が与えられたとき, それを実現する特異点の定義式を具体的に書
き下す方法を与えている．splice-quotient 特異点の理論があらわれるまでは，有
理型特異点の場合でさえそのような方法は知られていなかった．

例 3.13. Γ は例 3.5 のグラフと同じものとし，そこで得た splice type 特異点を
(Z, o) とする:

Z = {z2
1 + z2

2 + z3z
2
4 = 0, z2

3 + z3
4 + z1z2 = 0} ⊂ C

4.
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d = 4，E∗
1 = 9

4
E1 + 7

4
E2 + 3

2
E3 + E4 + 7

2
E5 + 3E6 であるから，H は [E∗

1 ] ∈ H で
生成される．したがって，R := C[z1, z2, z3, z4] への作用は対角行列 [i,−i,−1, 1]

によって与えられ, 不変環 RH は

y1 = z4, y2 = z2
3 , y3 = z1z2, y4 = z2

2z3, y5 = z2
1z3, y6 = z4

2 , y7 = z4
1

で生成される．splice-quotient 特異点 Z/H は超曲面特異点になる1．

Z/H ∼= {y2
5 + y3

2 + y2
1y2y5 + 2y3

1y
2
2 + y6

1y2} ⊂ C
3.

定義 3.14. 任意の i ∈ E に対して，次を満たす複素曲線 Hi ⊂ X̃ と X 上の正則
関数 fi が存在するとき，X̃ は端曲線条件を満たすという: Hi と E は 1点で交
わり，Hi · Ei = 1 であって，集合として {fi = 0} = π(Hi) ⊂ X.

注意 3.15. H1, . . . , Hn は H2(X̃, ∂X, Z) の基底になる．

端曲線条件が満たされるなら，各 i ∈ E に対して，fi が π(Hi) で di 位の零を
持つとすると，Y 上の正則関数 si で sdi

i = fi を満たすものが存在する．
次の定理を端曲線定理 (end curve theorem) という，

定理 3.16 (Neumann–Wahl [16]). X̃ が端曲線条件を満たすならば X は splice-

quotient 特異点である．実際，このとき Γ は monomial condition を満たし，s =

(s1, . . . , sn) : Y → C
n は解析的な埋め込みであり，s(Y ) は splice 関数系によって

定義され，H の作用による商 s(Y )/H は X に一致する．

4. 幾何種数

(X, o) の幾何種数は pg(X, o) = h1(O
eX) と定義される．ここで，O

eX は X̃ 上
の正則関数のなす層である．幾何種数は解析的不変量であるが，splice-quotient

特異点の場合には Γ の不変量になる．

定義 4.1. v ∈ V \ E に対して有理関数 HΓ,v(t) を次のように定める：

HΓ,v(t) :=
1

|H|
∑
h∈H

∏
w∈V

(1 − θ(h, E∗
w) tmvw )δw−2.

ただし，mvw = �vw/ gcd {�vw |w ∈ V }. deg r < deg q を満たす多項式 p, q, r に
よってHΓ,v(t) = p(t) + r(t)/q(t) と表せるとき，cΓ,v = p(1) と定める．
これらは Γ の不変量である．

(X, o) が splice-quotient 特異点のとき，HΓ,v(t) は (X, o) の局所環に v-weight

から決まる filtration の associated graded ring Gv の Hilbert 級数である．H が
1Singular [4] を使った．
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自明なときは Gv は完全交叉であり，次の公式を得る:

HΓ,v(t) =

∏
w∈N (1 − tmvw )δw−2

∏
u∈E(1 − tmvu )

.

Ev の枝を C1, . . . , Cδv とする．交点行列 I(Ci) は負定値であるから，Grauert

の定理よりCi を正規特異点に blowing down することができる．その 2次元特異
点を (Xi, xi) と表す. Ci の双対グラフを Γi と表せば， (Xi, xi) のリンク Σi は
Γi で定まるグラフ多様体である．

定理 4.2 ([21], cf. [1]). v ∈ V \E とする．(X, o) が splice-quotient 特異点ならば，
(1) pg(X, o) = cΓ,v +

∑δv

i=1 pg(Xi, xi)，
(2) (Xi, xi) も splice-quotient 特異点である．

系 4.3. (X, o) が splice-quotient 特異点で Γ が星型なら pg(X, o) = cΓ,v.

これらの結果により，splice-quotient 特異点の幾何種数は #N に関する帰納
法で計算できる．

5. Casson 不変量予想とその一般化

次の予想を Casson 不変量予想という．

予想 5.1 (Neumann–Wahl [17]). (X, o) は 2次元完全交叉特異点で H1(Σ, Z) = 0

を満たすとする．λ(Σ) を Σ の Casson 不変量，σ(F ) を (X, o) の Milnor fiber F

の符号数とすれば，次の等式が成り立つ:

(5.1) λ(Σ) = σ(F )/8.

この予想が成り立つことは，Fintushel–Stern [2] によって擬斉次超曲面特異点
のときに示され，すぐにNeumann–Wahl [17]， Fukuhara–Matsumoto–Sakamoto

[3] によって Brieskorn 完全交叉特異点の場合に独立に拡張された．また，[17] で
は zk = f(x, y) という形の超曲面特異点に対しても証明している．これらの特異
点は splice-quotient 特異点である．[12] では次が証明された．

定理 5.2. 予想 5.1 は splice-quotient 特異点に対して成り立つ．

Laufer–Durfee の公式により， (5.1)は次と同値である．

(5.2) pg(X, o) + λ(Σ) +
K2

eX
+ #V
8

= 0,

ここで，K2
eX
は X̃ 上の標準因子の自己交点数である．

不変量 σ(F ) を定義するには (X, o) の smoothing が必要であるが，(5.2) では
そのような条件は必要としない．Némethi と Nicolaescu は以下のように予想 5.1

を一般化した ([7])．
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λ(Σ) を Σ の Casson–Walker 不変量 ([5]), TΣ =
∑

h∈H TΣ(h)h ∈ Q[H] を
Σ の canonical spinc structure に付随する Reidemeister-Turaev torsion とする．
sw(Σ) := λ(Σ)/|H| − TΣ(1) をΣ の Seiberg-Witten 不変量という．

TΣ(1) は Γ の不変量であるが，次のように求められる．χ ∈ Ĥ := Hom(H, C∗)
を non-trivial な character とし，vχ ∈ V を χ([E∗

vχ
]) 
= 1 または vχ と辺で結ばれ

るある u ∈ V が χ([E∗
u]) 
= 1 を満たすようなものとすると，次の極限値は必ず存

在する．

τχ = lim
t→1

∏
w∈V

(1 − χ([E∗
w]) tmvχw )δw−2.

このとき，次が成り立つ．

TΣ(1) =
1

|H|
∑

χ∈Ĥ\{1}
τχ.

注意 5.3. H1(Σ, Z) = 0 なら sw(Σ) = λ(Σ) (Casson 不変量).

次を Seiberg-Witten 不変量予想という．

予想 5.4 (Némethi–Nicolaescu [7], [1]). (X, o) が「よい」複素構造を持つなら，

(5.3) pg(X, o) + sw(Σ) +
K2

eX
+ #V
8

= 0.

この予想では，「よい」複素構造とは何であるかということも問題にしている2．
予想 5.4はまず有理型特異点，楕円型Gorenstein 特異点，Γ が星型であるような
splice-quotient 特異点に対して示され ([9], [10], [8]), [11] において次が示された．

定理 5.5. 予想 5.4は splice-quotient 特異点に対して成り立つ．

定理 5.5は最近 [1] において得られた公式の系となる3． Σ, #V , K2
eX
と同じも

のを Section 4 の特異点 (Xi, xi) に対して考え，それらを Σi, si, K2
i と表す．次

の定理では (X, o) は splice-quotient 特異点でなくてもよい．

定理 5.6 (Braun–Némethi [1]). 次の公式が成り立つ4．

sw(Σ) +
K2

eX
+ #V
8

= −cΓ,v +
∑

i

(
sw(Σi) +

K2
i + si

8

)
.

2[7] では，Q-Gorenstein 特異点に対する予想であったが，[6] において反例が構成された
3予想 5.1の証明が [12], [11], [1]において与えられたことになるが，方法はすべて異なる
4[1]では，予想 5.4はより一般的な “equivariant version” の形で述べられており，定理 5.6も

そのような形で証明されている．定理 4.2 も同様である．

30



この定理と定理 4.2により，問題は Γが星型の場合に帰着される (cf. Section 4)．

最後にいくつか補足をしたい．
同特異変形は幾何種数を保つので，予想 5.4がある特異点について成り立てば，

その同特異変形として得られる特異点についても成り立つ．[6] において，splice-

quotient 特異点の同特異変形で splice-quotient 特異点でないものが現れる例が構
成されている．すなわち，予想 5.4が成り立つような， splice-quotient ではない
2次元特異点が存在する (この例では H1(Σ, Z) 
= 0)．しかし，予想 5.1 について
は，それが成り立つような splice-quotient でない特異点は知られていないと思わ
れる．

splice-quotient 特異点の理論を構築した Neumann と Wahl は splice-quotient

特異点に対する 予想 5.1 を「Milnor ファイバー予想」の系として得るアイデア
を展開している ([19])．Milnor ファイバー予想は今でも未解決である．
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Prolongations of canonical systems on Jet spaces

澁谷　一博 (北海道大学大学院理学研究院)

1 はじめに
まず問題の背景と記号を説明する.

私は微分式系の幾何学を主に研究している.この理論は微分方程式を幾何
学的に扱おうとする立場でCartan, Engel, Goursat, Lie, Monge, Darboux
らによって研究されてきた. 今日においても微分方程式を扱う理論として
は最高のもののひとつである.
微分式系の幾何学とは多様体上の接空間の subbundleの幾何学であり,特
に微分方程式は正準微分式系付きの jet空間の部分多様体 (一般に variety)
として捉えられ,そのとき解は積分多様体として現れる. また微分方程式
に関しての研究は田中理論として再定式化され田中,森本,山口らによって
研究されている.

本講演では, (R,D) で多様体Rと接空間 TRの subbundle D の組を表
し, (R, D) を微分式系 (differential system)と呼ぶ. また (R1, D1)と
(R2, D2)が同型であるとは,微分同相写像 φ : R1 → R2 で φ∗(D1) = D2

を満たすものが存在するときをいう.
微分式系 (R, D)に対して,そのderived system(派生系) ∂Dとは次の

ように定義されるものである; D = Γ(D)に対して

∂D := D + [D,D]

とし,
∂D(x) = {X(x) ∈ TxR | X ∈ ∂D} (x ∈ R)

一般に derived system ∂D は TRの subbundleとは限らない. また D =
∂D であることとD が完全積分可能であることは同値である.

∂Dがまた微分式系になるとき,

∂iD = ∂(∂i−1D)

と帰納的に定義することが出来て ∂iDを微分式系 (R,D)の i-th derived
system という.

Example (The canonical contact system on k-jet space of n indepen-
dent and m dependent variables: (Jk(Rn, Rm), Ck))
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Jk(Rn, Rm) : (xi, y
α, pα

I ) (1 ≤ |I| ≤ k) ,
Ck = {�α

I = 0 (0 ≤ |I| ≤ k − 1, 1 ≤ α ≤ m)},

ここで Iはmulti-indexであり, �α
0 = dyα −∑n

i=1 pα
i dxi , �α

I = dpα
I −∑n

i=1 pα
Iidxi.

特に n = m = 1のときは次のようになり
Jk(R, R); (x, y, p1, · · · , pk) , Ck = {�0 = �1 = · · · = �k−1 = 0},

ここで �0 = dy − p1dx , �i = dpi − pi+1dx.
このとき canonical system Ckの derived systemは

Ck ⊂ ∂Ck ⊂ ∂2Ck ⊂ · · · ⊂ ∂k−1Ck ⊂ ∂kCk = T (Jk(R, R))

rank ∂iCk = rank ∂i−1Ck + 1 i = 1, · · · , k

という性質を持つ.
この理論の中で jet空間は重要な役割を果たしており,その特徴付けは

重要な問題であった.特に 1未知関数 1独立変数の k階の jet空間の特徴
づけにGoursatは興味を持っていた.� �

Problem 1 (Goursat)
(Jk(R, R), Ck) は Goursat flagである. 逆に, 長さ kの Goursat flag
(R, D) は (Jk(R, R), Ck) に局所同型であるか?

� �
ここでGoursat flagとは以下で定義されるものである;
(R,D) が長さ kの Goursat flagであるとは

D ⊂ ∂D ⊂ ∂2D ⊂ · · · ⊂ ∂k−1D ⊂ ∂kD = TR

rank ∂iD = rank ∂i−1D + 1 i = 1, · · · , k

Remark (Jk(Rn, Rm), Ck) は homogeniousである, すなわち,
jet空間の任意の 2点は局所同型である.

Answer to the problem 1
Yes; k=1 Contact manifold(of dimension 3)
Yes; k=2 Engel manifold
No ; k=3 Counter Example by Giaro, A. Kumpera, A. and Ruiz, C.
1978:
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D = {ω0 = ω1 = ω2 = 0}, ∂D = {ω0 = ω1 = 0}, ∂2D = {ω0 = 0},
where

ω0 = dy − p1dx

ω1 = dp1 − p2dx

ω2 = dx − p3dp2.

つまりGoursatはこの問題の答えを肯定的に考えていたが, Giaro-Kumpera-
Ruiz により否定的に解決された ([GKR]). 長さが 3 の Goursat flag は
generic には 3 階の jet だが特異点を持っている (上の反例の {p3 = 0}
の部分),これを彼らは指摘した.一般に長さが 3以上のGoursat flagは特
異点を持つ.
これに対しm未知関数 n独立変数の 1階の jet空間に対しては 1979年
に R.Bryant([B])が, m未知関数 n独立変数の高階の jet空間に対しては
1982,1983年にK.Yamaguchi([Y1][Y2])が特徴付けを与えた.� �

Problem 2 Goursat flagは jet spaceの特徴づけにはならず,特異点
を持っているわけだがそれはどのようなものか?

� �
これに対しMontgomery-Zhitomirskiiは次の解答を与えた;

Theorem[ Montgomery and Zhitomirskii(2001) ]
If (R, D) is a Goursat flag of length k, then (R, D) is a locally isomorphic
to a point in Monster Goursat Manifold P k−1(J,C).

このような状況で本講演では多未知関数多独立変数の jet空間に対応す
るMonster Goursat Manifold がどのようなものであるかを紹介したい.

2 n = 1の場合
Rank 1 Prolongation(Geometric Construction of Jet spaces

without transversality condition)

(R,D) を differential system とし,

D = {�1 = · · · = �s = 0}
とする.このとき, x ∈ Rに対し, E ⊂ TxR がDの n-dimensional in-
tegral element であるとは, E は TxRの n-dimensional subspace で
あり

�1|E = · · · = �s|E = d�1|E = · · · = d�s|E = 0
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を満たすときを言う.
つまり integral element とは Dの integral manifoldの接空間の候補で
ある.

Definition Rをs+m+1次元多様体, DをR上の rank m+1 differential
system とする. このとき (R,D)の rank 1 Prolongation (P (R, D), D̂)
とは以下のように定義されるものである;

P (R,D) :=
⋃
x∈R

Px

where Px = {1 − dim integral elements of(R, D)}
= {u ⊂ D(x) | 1 − dim subspace} ∼= RPm.

∀u ∈ P (M, D) , p(u) = x

D̂(u) = p−1
∗ (u) ⊂ Tu(P (R, D))

p∗−→ TxM

where p : P (R, D) → R: projection.

このときP (R, D)は多様体であり,canonikal system:D̂は rank m+1に
なる. よってこの操作は繰り返し行うことが出来, rank m + 1 differential
system (R, D) の k-th rank 1 Prolongation というものが定義できる,
つまり, m + 1次元多様体 M に対し,

(P k(M), Ck) := (P (P k−1(M), Ck−1), Ĉk−1)

を generalized Monster Goursat manifold of length k と呼ぶ, ここで
(P 0(M), C0) = (M,TM).

Remark この構成は E.Cartanによる外微分式系の理論の中の一般的
な prolongationであり,特に K.Yamaguchiによる jet空間の幾何的構成
([Y1],[Y2])の横断性条件を外したものとして捉えられる.
また m = 1 のときは Montgomery-Zhitomirskiiが呼んでる original

の Monster Goursat manifolds である. Generalized Monster Goursat
manifolds of length k は k-jet spaces Jk(R, Rm) を open denseに含んで
いる;

Jk(R, Rm) ⊂ P k(M).

これに対し次の generalized Monster Goursat manifold of length kの
特徴付けが得られた.

Theorem([SY])
For an m-flag (R, D) of length k,
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D ⊂ ∂1D ⊂ · · · ⊂ ∂k−1D ⊂ ∂kD = TR

rank ∂iD = rank ∂i−1D + m i = 1, . . . , k

(R,D) is locally isomorphic to generalized Monster Goursat manifold
if and only if ∂k−1D is of Engel (half) rank 1 for m ≥ 4,　
if and only if ∂k−1D is of Cartan rank 1 for m ≥ 3,
and, if and only if there exists a completely integrable subbundle F of

∂k−1D of corank 1 for m ≥ 2.

ここでCartan rank, Engel rankは以下で定義される量である;
微分式系 (R, D)がD = {ω1 = · · · = ωs = 0} で表されているときDの

Cartan rankとは次を満たす最小の自然数 ρ:

∃π1, . . . , πρ(π1 ∧ · · · ∧ πρ ∧ ω1 ∧ · · · ∧ ωs �= 0)
dα ∧ π1 ∧ · · · ∧ πρ ≡ 0(mod ω1, . . . , ωs)

for ∀α ∈ D⊥

またDのEngel rankとは次を満たす最小の自然数 ρ:

(dα)ρ+1 ≡ 0 (mod ω1, . . . , ωs)

for ∀α ∈ D⊥

3 n ≥ 2の場合
つぎに m 未知関数 n 独立変数の場合に対応する拡張された Monster

Goursat Manifoldを考る,その候補は自然に考えられる. つまり n = 1の
ときと同様にして (Jk(n, m), Ck)に対し

Σ(Jk(Rn, Rm)) =
⋃

x∈Jk

Σx , Σx :=

{n − dim integral elements of Ck}

と定める.

このとき n = 1と違い本質的に問題になるのが、一般にΣ(Jk(m,n))は
varietyになり,多様体にならないことである. なぜなら n = 1のときは
integralという 2-formを消す条件 (d�1|E = · · · d�s|E = 0)を 1-dim sub
spaceは自明に満たしていたが,n ≥ 2のときは integralという条件が代数
方程式として真に現れるからである.
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� �
Problem 3 Σ(Jk(Rn, Rm))はいつグラスマンバンドル Gr(n, TJk)
の中で部分多様体になるか?

� �
Remark n = 1 のとき Σ(Jk(R, Rm)) は Pm−bundle で多様体になる.
(これは §1の rank 1 prolongationのこと) また m = 1, k = 1のときは
Σ(J1(Rn, R)) = J2(Rn, R) は Lagrange-Grassmann bundleとなり自然に
多様体になる ([Y1],[Y2]). これらの場合を自明な場合と呼ぶことにする,
このとき次が成り立つ.

Theorem([S1][S2]) Σ(Jk(Rn, Rm))が多様体である必要十分条件は自
明な場合または (k, m, n) = (2, 1, 2)である.

このことより Σ(J2(R2, R))に対し, p : Σ(J2(R2, R)) → J2(R2, R)を射
影とし rank 1 prolongation のときと同様にして, Σ(J2(R2, R))上の正準
微分式系 D を自然に次で定義できる: u ∈ Σ(J2(R2, R)) , p(u) = xに
対し

D(u) = {v ∈ Tu(Σ(J2(R2, R))) | p∗(v) ∈ u}.

この結果により 1未知関数 2独立変数の 2階の jet空間に対する延長ま
たは拡張されたMonster Goursat Manifoldを定義することができた. こ
の結果は多変数微分方程式の解の特異点を扱う研究の第一歩であり, 礎と
なるものと期待される.(§5)

4 (Σ(J2(R2, R), D)の特異点の分類
またこの拡張されたMonster Goursat ManifoldはGoursat flagのとき
と同様に genericには 1未知関数 2独立変数の 3階の jet空間を open dense
に含んでいるが特異点を持っている.
これに対し次のように,余次元 1,余次元 2の積分要素,さらに余次元 2

の積分要素は双曲的,放物的,楕円的積分要素に分類して,それに対応して
本質的に 4つの特異点があらわれることを田中理論を用いて明らかにし,
さらに各特異点に対し標準座標系を与えた ([S2]).

Theorem([S2]) (Σ(J2(R2, R), D)は次の disjointな分解を持つ. (局所
同型写像による軌道分解)

Σ(J2(R2, R)) = Σ0 ∪ Σ1 ∪ (Σh ∪ Σp ∪ Σe)
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ここで

Σ0 := {w ∈ Σ(J2) | dim(w ∩ fiber) = 0} = J3(R2, R)

Σ1 := {w ∈ Σ(J2) | dim(w ∩ fiber) = 1}
Σ2 := {w ∈ Σ(J2) | dim(w ∩ fiber) = 2}
Σ2 = Σh ∪ Σp ∪ Σe

Σh := Σ2 ∩ {w : hyperbolic point}
Σp := Σ2 ∩ {w : parabolic point}
Σe := Σ2 ∩ {w : elliptic point}

また Σ0は Σ(J2(R2, R))の open setであり, Σ1は codim 1の部分多様
体, Σ2は codim 2の部分多様体で特に J2(R2, R)上の P 2-bundle, Σh, Σe

も codim 2の部分多様体, Σpは codim 3の部分多様体である.

特にそれぞれの任意の点は次の標準形を持つ;
(0)w ∈ Σ0は jet type normal form.
(1)w ∈ Σ1は次のものの原点のまわりと局所同型:
(R12, D̂); (R12; x, y, z, p, q, r, s, t, a,B, c, e) is coordinate and D̂ is ex-
pressed by D̂ = {�0 = �1 = �2 = �y = �r = �s = 0}, where

⎧
⎪⎨
⎪⎩

�0 = dz − pdx − qdy �y = dy − adx − Bdt

�1 = dp − rdx − sdy �r = dr − cdx − (a2 + eB)dt

�2 = dq − sdx − tdy �s = ds − edx + adt.

(2)
w ∈ Σhは次のものの (0, · · · , 0, 1, 0)のまわりと局所同型:
w ∈ Σpは次のものの (0, · · · , 0, 0, 0)のまわりと局所同型:
w ∈ Σeは次のものの (0, · · · , 0,−1, 0)のまわりと局所同型:
(R12, D̂) ; (R12; x, y, z, p, q, r, s, t, B, D, E, F ) is coordinate and D̂ is ex-
pressed by D̂ = {�0 = �1 = �2 = �x = �y = �t = 0} where

⎧
⎪⎨
⎪⎩

�0 = dz − pdx − qdy �x = dx − (DE − BF )dr − Bds

�1 = dp − rdx − sdy �y = dy − Bdr − Dds

�2 = dq − sdx − tdy �t = dt − Edr − Fds

Remark 1未知関数 1独立変数 “Monster Goursat Manifold”に対して
は低階を除いて局所的分類がなされていない.
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5 高階のルジャンドル特異点論に向けて
前節までで多未知関数多独立変数においては 1未知関数 2独立変数の 2

階の jet空間に対する延長のみが定義されることを述べた. これに対する
積分曲面は 1未知関数 2独立変数の 2階の方程式の “特異解”(1階の jet
空間への写像と思って特異点を持つもの)を記述するのだが, この “特異
解”の J2の高階接触同値のもとで genericな分類を与える (特異点論的な
意味で)という問題が考えられる.
この問題はルジャンドル特異点論を 2階化せよ,とも捉えられる.つまり

ルジャンドル特異点論を接触多様体 (1階の jet空間)のはめ込みで射影す
ると特異点を持つものと捉えると,

Front case� �
(J1(R2, R), C1) : immersion

↗ ↓
R

2 → R
3 : not immersion

� �
(ここで (J1(R2, R), C1) は 5-dimensional contact manifoldである.)
上で述べたことは, 2階の jet空間 (高階接触多様体)のはめ込みで 1階
の jet空間へ射影すると特異点を持つもの,と捉えられる.� �

(Σ(J2(R2, R)), D) : immersion

↗ ↓
(J2(R2, R), C2) immersion

↗ ↓
R

2 → (J1(R2, R), C1) : not immersion

� �
Remark J2 → J1の fiberは J2の (または Σ(J2)の)高階接触変換で
保存されるが J1 → J0 = R

3の fiberは一般に保存されない.よって微分
式系の立場では下の caseを 1階と捉えるのが自然である.

また §3の定理により (J2(R2, R), C2)以外では一般に上のようなことは
定式化できないのだが,次の定理により,n = 2の場合は余次元 1の高階化,
多未知関数化を定式化することが出来る.

Theorem Σ1(Jk(R2, Rm)) (ただし k = m = 1は除く)はグラスマン
バンドルGr(2, TJk)の中で部分多様体である.
ここで

Σ1(Jk(R2, Rm)) =
⋃

x∈Jk

Σ1
x
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Σ1
x := {w : 2 − dim integral elements of Ck | dim(w ∩ fiber) ≤ 1}
つまり全ての積分要素を集めた Σ(Jk(R2, Rm))は varietyになるが, 特
異性の弱い,高々fiber方向との交わりが 1次元のものだけ集めると多様体
になるということである.ただし J1(Rn, R1) : (2n + 1)次元接触多様体に
対しては J1 → J0の fiberがないので Σ(J1(Rn, R1))は定義されない.
この定理により,� �

(Σ1(Jk(R2, Rm)), D) : immersion

↗ ↓
(Jk(R2, Rm), Ck) immersion

↗ ↓
R

2 → (Jk−1(R2, Rm), Ck−1) : not immersion(corank1)
� �
という corank 1の特異点を持つような高階,多未知関数化されたルジャ
ンドル特異点論が n = 2のときは定式化される. さらに §4のような標準
形を求めることが出来れば,この写像が具体的に書けることになる.
また n ≥ 3のときは次の定理により少なくとも余次元 1で多未知関数

化を定式化することが出来る.
Theorem Σ1(J1(Rn, Rm)) (m ≥ 2)はグラスマンバンドルGr(n, TJ1)
の中で部分多様体である.
ここで

Σ1(J1(Rn, Rm)) =
⋃

x∈J1

Σ1
x

Σ1
x := {w : n − dim integral elements of C1 | dim(w ∩ fiber) ≤ 1}

� �

(Σ1(J1(Rn, Rm)), D) : immersion

↗ ↓
(J1(Rn, Rm), C1) immersion

↗ ↓
R

n → (J0(Rn, Rm), C0) : not immersion(corank1)
� �
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Corks, plugs and exotic 4-manifolds

(joint work with Selman Akbulut)

安井　弘一

1 Introduction

単連結閉C∞4次元多様体の同相型は 80年代のFreedmanの研究によりほぼ完全
に分類された．一方，微分同相型については分類には程遠いのが現状である．詳
しくは [14], [13]などを参照．
ところで，単連結閉C∞4次元多様体の上の全ての（エキゾチック）微分構造は
可縮な部分多様体とその境界の involutionによって決まっていることが知られてい
る．そのような可縮な部分多様体と境界の involutionの対は corkと呼ばれている
（詳しい定義は次節で与える）．しかし，corkの具体例はごくわずかしかなく，ど
のような微分構造がどのような corkに対応しているか，などの基本的なことは何
もわかっていない．そこで次の問いが自然に考えられる．

問題 1.1.

(1) corkの新しい具体例を発見せよ．
(2) corkと様々な手術を関連づけよ．
(3) 4次元多様体の中で corkはどのような位置にあるか？
(4) 可縮な部分多様体を固定したとき，その境界の involutionの選び方は corkの構
造にどのように影響するか？
(5) 4次元多様体の上の全ての微分構造は同一の corkによって得られるか？

本講演ではこれらの問題意識の下で 4次元多様体の corkの構造の様々な具体例
を構成する．さらに corkの応用として，同相だが微分同相でないコンパクト Stein

曲面の対を構成する．また，plugという対象を導入し，同様の考察を行う．

2 Cork

定義 2.1. Cを境界付きの可縮でコンパクトなC∞ (Stein1) 4次元多様体，τ : ∂C →
∂CをC∞ involutionとする．さらに，C∞4次元多様体XがCを含むとする．
(1) (C, τ)が corkであるとは，τ がCの自己同相写像に拡張できるが，Cの自己微
分同相写像に拡張できないときをいう．
(2) (C, τ)がXの corkであるとは，次の条件をみたすときをいう：XからCを取
り除き invlution τ で Cを貼り直すことで得られる 4次元多様体 Y とX が同相だ
が微分同相でない（図１参照）．

1Stein多様体については第 7節を参照．第 6節までは “Stein”を無視して構わない．

1
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図 1:

注意 2.2. Freedmanの定理によると，可縮な 4次元多様体の境界の自己微分同相
写像は内部の自己同相写像に拡張する．従って，(C, τ)が corkであるとは，τ がC

の自己微分同相写像に拡張できないときである．

corkと 4次元多様体の微分構造の関係については次の定理がよく知られている．

定理 2.3 (Matveyev [15], Curtis-Freedman-Hsiang-Stong [10], Akbulut-Matveyev [3]).

X と Y を互いに同相だが微分同相でない単連結閉 C∞4次元多様体とする．この
ときXのある cork (C, τ)が存在し，XからCを取り除き τ でCを貼り直して得
られる多様体と Y が微分同相になる．

従って少なくとも単連結閉 4次元多様体の場合は，その上の全ての微分構造が
corkによって決定されていると言える．しかし，corkの具体例としては次のもの
が与えられていたのみであった（歴史的にはまずAkbulutによる次の例の発見が
あり，その後で定理 2.3の形に一般化された）．

定理 2.4 (Akbulut [1], Bižaca-Gompf [9]). (W, f)はE(n)#CP2 (n ≥ 2)の cork

である．（ここで，E(n)とはEuler数が 12nの楕円曲面のことである．(W, f)につ
いては次節を参照．）

3 New examples

本節では新しい corkの例を与える．詳しくは [4]を参照．

定義 3.1. Wnを図 2のKirby図式2で定まる 4次元多様体とする．この図式は対称
的な絡み目（つまり成分を入れ替えるようなアイソトピーがある）になっている
ことに注意する．fn : ∂Wn → ∂Wnを，図 3のようにWnの図式の・（ドット）と
0を取り替える（これはWnの内部でのある手術に対応している）ことで誘導され
る involutionとする．図 3の右側の図式はWnの図式とアイソトピックであること
に注意．

注意 3.2. (W1, f1)は定理 2.4における (W, f)と一致している．

次の補題はWnのKirby図式から簡単にわかる．
2Kirby図式とは 4次元ハンドル体における各ハンドルの接着写像を framed linkを用いて図示

したものである．図式の変形により，部分多様体の構成や，2つの多様体が微分同相であることな
どを示すことができる．詳しくは [14]を参照．

2

44



n n+1

0

図 2: Wn

n n+1

0

n n+1

0

Wn Wn

図 3:

補題 3.3. Wn(n ≥ 1)はコンパクトで可縮な Stein 4次元多様体．

我々は定理 2.4のGompf-Stipsicz [14]による証明を改良することで次の例を得た．

定理 3.4 (Akbulut-Y [4]). (W2n−1, f2n−1)と (W2n, f2n) (n ≥ 1)はE(2n)#CP2の
corkである．

証明の概略. E(2n)#CP2のKirby図式を変形することで，次のようなW2n−1 (resp.

W2n)を部分多様体として見つけることができる：E(2n)#CP2からW2n−1 (resp.

W2n)を取り除き，それを f2n−1 (resp. f2n)で貼り直した多様体は 2CP2を連結和
成分に持つ．しかし，Seiberg-Witten不変量から E(2n)#CP2は 2CP2を連結和
成分に持たないことがわかる．従って上記のW2n−1 (resp. W2n)の貼り直しにより
微分構造が変化していることになる．

注意 3.5. 定理 3.4で用いた図式の変形方法を使えば，2成分の対称的な絡み目から
定まる様々な可縮な 4次元多様体とその境界の involutionの対が楕円曲面の blow

upの corkであることがわかる ([4])．

4 Rational blowdown and corks

4次元多様体の様々な微分構造は手術を用いて構成されている．corkの具体例が
少ないのは，様々な手術との関係がわかっていなかったからともいえる．そこで，
本節では Fintushel-Stern [11]が導入した rational blowdownという有用な3手術と
corkの関連を調べる．詳しくは [4], [6]を参照．

定義 4.1. p ≥ 2に対し，Cp, Bpを図 4のKirby図式で定まる 4次元多様体とする．
このとき，∂Cpと ∂Bpはレンズ空間 L(p2, p − 1)と微分同相である．

定義 4.2. XをC∞4次元多様体とし，Cpを含んでいるとする．このとき，Xから
Cpを取り除き，その境界にBpを貼り付けることで得られるC∞4次元多様体X(p)

をXの rational blowdownと呼ぶ．

次の補題はよく知られている．

補題 4.3. XをC∞4次元多様体とし，Cpを含んでいるとする．X(p)をXの rational

blowdownとする．このとき b+
2 (X(p)) = b+

2 (X), b−2 (X(p)) = b−2 (X)− (p−1)が成立．
3Fintushel-Sternにより Seiberg-Witten不変量の計算公式が与えられており，様々な興味深い

多様体が rational blowdownを用いて構成されている．
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−p−2 −2 −2 −2

p−2

Cp : p

p−1

Bp :

−2

図 4:

補題 4.3から，XとX(p)#(p−1)CP2の b+
2 と b−2 はそれぞれ等しくなる．そこで

XとX(p)#(p − 1)CP2が同相であることが期待されるが，基本群などが異なる場
合があり，必ずしも同相にはならないことが知られている．従って，corkでXと
X(p)#(p− 1)CP2を関連づけるには何らかの条件が必要となる．我々は [16]で構成
した多様体を詳しく調べ，Gompf-Stipsicz [14]による rational blowdownのKirby

図式での操作を適用することで次の関係を得た．

定理 4.4 (Akbulut-Y [4], [6]). Dpを図 5の Kirby図式で定まる 4次元多様体と
する．また，X を C∞4次元多様体で Dp を含むものとし，X(p) を X の rational

blowdownとする．このときDpの中に埋め込まれたWp−1で次の性質を満たすも
のが存在する：XからWp−1を取り除き fp−1でWp−1を貼り直すことで得られる多
様体とX(p)#(p − 1)CP2は微分同相．

−p−2 −2 −2 −2

Cp

−1

p

図 5: Dp

5 Disjoint corks and involutions of corks

4次元多様体の中での corkの配置や，境界の involutionの選び方と corkの構造
の関係などは興味深い問題である．本節では前節の応用として以下に挙げる例を
構成する．詳しくは [6]を参照．
次の定理は任意の有限個数の corkが 4次元多様体の中で disjointに配置されう
ることを示している．

定理 5.1 (Akbulut-Y [6]). 任意の n ≥ 1に対し，ある n + 1個の単連結閉C∞4次
元多様体Xi (0 ≤ i ≤ n)と，X0の cork (Ci, τi) (1 ≤ i ≤ n)で次の性質をみたすも
のが存在する．
(1) Xi (0 ≤ i ≤ n)は互いに同相だがどの 2つも微分同相でない．
(2) Xi (1 ≤ i ≤ n)はX0からCiを取り除き，Ciを τiで貼り直すことで得られる．
(3) C1, . . . , CnはX0の中で disjoint.
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次の定理は，可縮な多様体の埋め込みを固定していてもその境界の involutionを
取り替えることで 4次元多様体の corkの構造が変わりうることを示している．

定理 5.2 (Akbulut-Y [6]). 任意の n ≥ 1に対し，ある n + 1個の単連結閉C∞4次
元多様体Xi (0 ≤ i ≤ n)と，Xに埋め込まれているコンパクトで可縮な Stein 4次
元多様体C，そして ∂Cの互いに異なる n個の involution τi (1 ≤ i ≤ n)で，次の
性質をみたすものが存在する．
(1) Xi (0 ≤ i ≤ n)は互いに同相だがどの 2つも微分同相でない．
(2) Xi (1 ≤ i ≤ n)はX0から C を取り除き，C を τiで貼り直すことで得られる．
従って，(C, τi) (1 ≤ i ≤ n)はX0の corkである．但し，CのX0への埋め込みは i

に依らない．（つまり，∂Cの involutionを変えるだけで異なる微分構造が得られる．）

定理 5.1の証明の概略. p1. . . . , pn ≥ 2とし，X0 := E(p1+p2+· · ·+pn)#nCP2と定
める．[16], [17]での多様体の構成の類似を行うことにより，X0の中にDp1 , Dp2 , . . . , Dpn

と cusp ファイバーを disjointに配置できる．ここで，X0からDpi
に含まれるCpi

を rational blowdownして得られる多様体を X ′
i (1 ≤ i ≤ n) とする．さらに，

Xi := X ′
i#(pi − 1)CP2 (1 ≤ i ≤ n)とする．ここで p1. . . . , pn を互いに異なる

数にとっておく．すると，Fintushel-Sternによる Seiberg-Witten不変量の公式を
用いることで，X0, X1, . . . , Xnは互いに異なる Seiberg-Witten不変量を持つこと
がわかる（SW基本類の数が違う）．よってX0, X1, . . . , Xnはどの二つも微分同相
ではない．一方，定理 4.4より，Xi (1 ≤ i ≤ n)はX0からDpi

の中のWpi−1を取
り除き fpi−1でWpi−1を貼り直すことで得られる．従ってXi (1 ≤ i ≤ n)はX0と
同相であり，また上記のWpi−1 (1 ≤ i ≤ n)はX0の中で互いに disjointである．

定理 5.2の証明の概略. p1. . . . , pn ≥ 2を互いに異なる自然数とし，Xi (0 ≤ i ≤ n)

を定理 5.1の証明と同様に定める．ここで，C を境界和Wp1−1�Wp2−1� · · · �Wpn−1

と定め，∂Cの involution τi : ∂C → ∂CをCのKirby図式におけるWpi−1の成分
の・（ドット）と 0を入れ替えることで誘導されるものとする（図 6参照）．する
と定理 5.1の証明から，Xi (1 ≤ i ≤ n)はX0からCを取り除き τiでCを貼り直す
ことで得られることがわかる．このときCの埋め込みは iに依らないことに注意．

p1

0

p
1 1 p2

0

p
2 1 pn

0

p
n 1

図 6: Wp1−1�Wp2−1� · · · �Wpn−1

6 Knotted corks

我々は，[16]で構成した多様体と第 4節で得た rational blowdownと corkの関係
を用いることで，同一の cork（の貼り直し）により多様体の上の２つの異なる微
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分構造が得られる例を [4]で構成した．この例から「4次元多様体の上の全ての微
分構造は同一の corkで得られるか？」という問題が自然に考えられる．そこで本
節では Fintushel-Stern [12]が導入した knot surgeryという手術を用いて，4次元
多様体の上の無限個の互いに異なる微分構造が同一の corkから得られる例を構成
する．詳しくは [6]を参照．

定理 6.1 (Akbulut-Y [6]). ある無限個の単連結閉 C∞4次元多様体Xi (i ≥ 0)と，
X0の cork (C, τ)で次の性質をみたすものが存在する，
(1) Xi (i ≥ 0)は互いに同相だがどの 2つも微分同相ではない．
(2) Xi (i ≥ 1)はX0からCを取り除き，Cを τ で貼り直すことで得られる．
従って，CのX0への無限個の異なる埋め込みで，互いにアイソトピックでない

ものが存在する．

証明の概略. 定理 3.4の証明の際に用いた楕円曲面のKirby図式の変形と同様にし
て，E(n)#CP2 (k ≥ 2)の中に次の (a), (b)をみたすW1を見つけることができる．
(a) W1はE(n)の cuspファイバーの近傍と disjoint．
ここで，E(n)#CP2 (n ≥ 2)からW1を取り除き，f1でW1を貼り直した多様体
をX0とおく．このとき (a)からX0は cusp近傍を含んでいることに注意．
(b) X0はS2 ×S2を連結和成分に持ち，このS2 ×S2の成分は cusp近傍と disjoint.

Kを S3の結び目とする．さらにE(n)K#CP2を，E(n)の cusp近傍でKに対
応する knot surgeryを行うことで得られる多様体とする．そしてX0K を，X0の
cusp近傍でKに対応する knot surgeryを行うことで得られる多様体とする．この
とき (a)より，E(n)K#CP2はX0K からW1を取り除き f1でW1を貼り直すこと
で得られることがわかる．ところでAkbulut [2]とAuckly [8]の定理により，knot

surgeryをした多様体に S2 × S2を連結和したものは，knot surgeryをする前の多
様体に S2 × S2を連結和したものと微分同相である．従って (b)よりX0KはX0と
微分同相になる．よって，E(n)K#CP2はX0からW1を取り除き f1でW1を貼り
直すことで得られる．
ここで S3 の無限個の結び目Ki (i ≥ 1)をどの 2つも Alexander多項式が異な

るようにとっておき，Xi := E(n)Ki
#CP2と定める．Fintushel-Stern [12]による

Seiberg-Witten不変量の公式から，Xi (i ≥ 1)はどの 2つも Seiberg-Witten不変量
が異なり，かつ，どの Seiberg-Witten不変量も消えていないことがわかる．一方，
X0は S2 × S2を連結和成分に持つので Seiberg-Witten不変量は消えている．従っ
て，Xi (i ≥ 0)はどの 2つも微分同相ではないことがわかる．また，上で述べたこ
とから，Xi (i ≥ 1)はX0からW1を取り除き f1でW1を貼り直すことで得られる
ので，Xi (i ≥ 1)はX0と同相である．

注意 6.2. 上の証明では (C, τ) = (W, f)の場合に行ったが，(Wn, fn)を含む様々な
corkに対しても定理 6.1を証明することができる．

7 Small exotic Stein 4-manifolds

コンパクトStein 4次元多様体とは，ある性質をみたす境界付きのコンパクトC∞4

次元多様体のことで，俗に境界付き複素曲面と呼ばれている．また，Kirby図式

6
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による次の特徴付けも与えられている：境界付きのコンパクトC∞4次元多様体が
コンパクト Stein 4次元多様体であるのは，それが#mS1 × S3(m ≥ 0)における
(Thurston-Bennequin数−1)の framingをもつ Legendrian絡み目に沿って 2ハン
ドルを �mS1 × D3(m ≥ 0)に接着した多様体と微分同相であるときに限る．詳し
くは [14]を参照．
境界の 3次元多様体を固定した時のコンパクト Stein 4次元多様体の微分構造の
一意性はいくつかの条件の下で知られている．例えば，S3を境界に持つコンパク
ト Stein 4次元多様体はD4のみである．一方，境界の 3次元多様体は同じだが互
いに同相でない無限個のコンパクト Stein 4次元多様体が構成されている．そこで，
互いに同相だが微分同相でないコンパクト Stein 4次元多様体の存在問題が考えら
れる．これに関して Fintushel-Sternの knot surgeryを用いて次の結果が最近得ら
れている．
定理 7.1 (Akhmedov-Etnyre-Mark-Smith [7]). 無限個の単連結コンパクト Stein 4

次元多様体で，互いに同相だがどの 2つも微分同相でないものが存在する．
彼らの例では第 2ベッチ数 b2に関する考察がないが，4次元多様体のエキゾチッ
ク微分構造の構成は b2が小さいときが難しい．我々は corkに 2ハンドルを接着す
るという彼らとは異なる手法で次の例を与えた．
定理 7.2 (Akbulut-Y [5]). 任意の n ≥ 1に対し，b2 = nをみたす 2つの単連結コ
ンパクト Stein 4次元多様体で，互いに同相だが微分同相でないものが存在する．
この定理は次の命題から従う．
命題 7.3 ([5]). 境界付き単連結コンパクトC∞4次元多様体S1(m,n, p, q)とS2(m,n, p, q)

を図 7のように定め，次の (1), (2), (3)のいずれかが成立しているとする．
(1) n ≥ 4, p ≥ 1, q = 0, m ≤ p2 − 3p;

(2) 1 ≤ n ≤ 3, p ≥ 3, q = 0, m ≤ p2 − 3p;

(3) n ≥ 1, p, q ≥ 1, 0 ≤ m ≤ p2 − 3p.

このとき S1(m,n, p, q)と S2(m,n, p, q)は，b2 = q + 1をみたす互いに同相だが
微分同相でない 2つの単連結コンパクト Stein 4次元多様体である．
証明の概略. S1(m,n, p, q)と S2(m,n, p, q)が b2 = q + 1をみたす単連結コンパク
ト Stein 4次元多様体であることはそれらのKirby図式からわかる．S2(m,n, p, q)

は S1(m,n, p, q) から Wn を取り除き fn で Wn を貼り直すことで得られるので，
S2(m,n, p, q)は S1(m,n, p, q)と同相である．

S1(m,n, p, q)と S2(m,n, p, q)が微分同相でないことは次のようにして証明する．
楕円曲面のKirby図式を変形することで，十分大きい k, lに対しては S1(m,n, p, q)

をE(k)#lCP2の “良い”部分多様体として実現できる．ここで簡単のため q = 0の
場合を考える．E(k)#lCP2の “良い”部分多様体に対して adjunction不等式を用
いると，S1(m,n, p, 0)の中の閉曲面でH2(S1(m,n, p, 0);Z) ∼= Zの生成元を代表す
るものの種数は (p−1)(p−2)

2
+1以上であることがわかる．一方，S2(m,n, p, 0)の中の

種数 (p−1)(p−2)
2

の閉曲面で，H2(S2(m,n, p, 0);Z) ∼= Zの生成元を代表するものの存
在がS2(m,n, p, 0)のKirby図式からわかる．従って，S1(m,n, p, 0)とS2(m,n, p, 0)

が微分同相でないことがわかる．q �= 0のときも同様に閉曲面の種数の評価を行う
ことで示せる．
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図 7:

8 Plug

我々がKirby図式を変形して corkの研究を行っていると，様々な状況で corkの
貼り直しが，corkとは異なるが少し似ている対象（plugと名付けた）の貼り直し
に対応していることに気づいた．そこで，本節では plugについて少し述べる．詳
しくは [4], [5], [6]を参照．

定義 8.1. P を境界付きのコンパクトC∞ (Stein) 4次元多様体，τ : ∂P → ∂P を
C∞ involutionとする．さらに，C∞4次元多様体Xが P を含むとする．
(1) (P, τ)がXの plugであるとは，以下の (a), (b)をみたすときをいう．

(a) Xから P を取り除き τ で P を貼り直すことで得られる 4次元多様体 Y とX

が同相だが微分同相でない．
(b) τ は P の自己同相写像に拡張できない．

(2) (P, τ)が plugであるとは，(P, τ)が何らかの 4次元多様体の plugであるときを
いう．

plugの例としてすぐに思いつくのは T 2 × D2である (0-log transform)．しかし
単連結のものの方が興味深い．次に挙げる例は rational blowdownを行う際によく
現れるものである．
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定義 8.2. Wm,n (m ≥ 1, n ≥ 2)を図 8で定まる単連結コンパクト Stein 4次元多様
体とし，fm,n : ∂Wm,n → ∂Wm,nをWm,nの図式の・（ドット）と 0を入れ替えるこ
とで誘導される involutionとする．

n

−m 0

図 8:

定理 8.3 (Akbulut-Y [4]). (Wm,2n, fm,2n)と (Wm,2n+1, fm,2n+1)はE(2n)#mCP2の
plugである (m,n ≥ 1)．

証明の概略. この証明は定理 3.4と同様である．但し，fm,nがWm,nの自己同相写
像に延びないことは次のようにして示す．まず適切に 2ハンドルをWm,nに接着す
る．そして得られた多様体からWm,nを取り除き fm,nでWm,nを貼り直す．交叉形
式を比較することで，位相型が変化したことをみればよい．

Wm,n (m ≥ 1, n ≥ 2)に対しても第 3 ∼ 7節で得た定理に対応するものを得るこ
とができる．特に，第 3 ∼ 6節の定理（の証明）におけるWnの貼り直しはWm,n

の貼り直しと直接対応している．また第 7節については，corkが果たした役割と
同様に，plugもその上に 2ハンドルを適切に接着することで，同相だが微分同相
でないコンパクト (Stein)4次元多様体の構成を行うことができる．
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多様体となる無限次元空間の位相について

　
嶺 幸太郎（筑波大学大学院数理物質科学研究科）

本講演では, 線形位相空間をモデル空間とする無限次元位相多様体論を概説するとい
う形を通して, 筆者がこれまで行ってきた研究について報告する.

なお, 位相空間はすべてハウスドルフであるとする. また, とくに断りがない限り, 距
離づけ可能な空間と距離空間を区別せずに扱う.

1. 無限次元多様体のモデル空間

まず, E-多様体と呼ばれる概念を定義する.

定義. Eを位相空間とする. 各点が, Eの開集合と同相な近傍を持つようなパラコンパ
クト空間1をE-多様体と定義し, Eを多様体のモデル空間と呼ぶ.

つまり, n-次元多様体とR
n-多様体は同値である. モデル空間Eがどんな空間であろ

うとも E-多様体という概念が定義できるが, ここでは Eとして無限次元空間, とくに
線形位相空間となるものを主に考える.2 その中でも重要なのはモデル空間としてフレ
シェ空間3を採用する場合である.

1.1. ヒルベルト多様体. 　

フレシェ空間の例としては, ヒルベルト空間やバナッハ空間などが挙げられるだろう.

次の定理によると, フレシェ多様体を考える上でのモデル空間はヒルベルト空間のみを
考えればよいことが分かる.

定理 1.1 (Kadec-Anderson). 稠密度4の等しい無限次元フレシェ空間はすべて同相 (≈)

である.5

1任意の開被覆が局所有限な開被覆による細分を持つ位相空間をパラコンパクト空間と呼ぶ. 距離空
間はパラコンパクト空間である.

2ヒルベルト立方体 Q = [0, 1]N による Q-多様体も部分的に紹介する. 不動点定理により Qは線形位
相空間には成り得ない.

3完備距離づけ可能な局所凸線形位相空間をフレシェ空間 (Fréchet space)と呼ぶ.
4位相空間X の稠密部分集合の最小濃度をX の稠密度と言う.
5非可分な場合を含めた証明は [27]にある.
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以下, τ を無限濃度, 稠密度 τ の無限次元ヒルベルト空間を �2(τ) = { (xt)t∈τ ∈
R

τ | ∑
t∈τ xt

2 < ∞ }とし, とくに可分な場合について �2(ℵ0)を �2と略記する. �2(τ)-

多様体について次が成り立つ (Henderson-Schori[14]).

定理 1.2. 任意の連結な �2(τ)-多様体は開部分空間として �2(τ)自身に埋め込める.

定理 1.3. 連結な �2(τ)-多様体どうしが同相であるための必要十分条件はホモトピー同
値となることである.

定理 1.4. 任意の連結な �2(τ)-多様体M には, M ≈ |K| × �2(τ)となるような局所有限
次元多面体 |K|が存在する. ここで, |K|の位相は距離位相によるものとする.

無限次元多様体のモデル空間の候補を考える場合, 上述の定理群に類似するような良
い性質を満たす多様体であることが望ましい. 例えば, ノルム空間EがE ≈ ENまたは
E ≈ ENf を満たすならば, 定理 1.2及び 1.3 と同様の性質がE-多様体においても成立す
ることが知られている. ここで, ENf は基点 ∗ ∈ Eに関する σ-積を表す.6

次に, 普遍空間としての �2(τ)-多様体の特徴づけを述べよう. ある位相空間のクラス
Cに対して, 位相空間X が Cの普遍空間であるとは, Cの任意の元がX に埋め込める
こととする. ところがこの定義は若干曖昧で, 正確には, より強い意味での定義が必要
となる.7 議論の深追いを避けるため定義の詳細は省くが, 次の定理を見れば, 完備距離
空間の “ある意味”での普遍空間として �2(τ)-多様体が特徴づけられることが分かるだ
ろう.

定理 1.5 (Toruńczyk [27]). 完備距離ANR空間Mが �2(τ)-多様体となるための必要十
分条件は, 稠密度 τ 以下の任意の完備距離空間Xに対して, XからM への任意の連続
写像が閉埋蔵写像で近似できることである.8

ANRについては次項で説明する.

1.2. ANRとANE. 　

定理 1.5からも分かるように, 無限次元位相多様体論では, 空間がANRであることを
前提として議論を進めることが多い.

定義. 距離空間X がANR (absolute neighborhood retract)であるとは, X を閉
集合として含む任意の距離空間 Y に対して, Y におけるX の近傍 U およびレトラク
ション r : U → X (すなわち r|X = idX)が存在することである. とくに U として常に
Y が取れるとき, XはAR (absolute retract)であると言う.

6つまり EN

f = { (xn)n∈N ∈ EN | 有限個の n ∈ Nを除いて xn = ∗ }である.
7例えば, 普遍空間自身は C に属するべきか, 埋め込みによる像は閉集合になり得るか, より特別な埋

め込みがあるかといった様々な要請に応じて, 普遍空間の定義がいくつかある.
8論文 [27]における主張では Z-埋蔵写像で近似できるという条件であったが, 定理 1.5の状況下では

閉埋蔵写像による近似条件と同値になることが知られている.

54



距離空間において, ANR(AR)は次で定義される ANE(AE)と同値 (すなわち, ANR

⇔ 距離づけ可能な ANE) である事が知られている. (⇐)は定義より直ちに分かるが,

(⇒)を示すには, 任意の距離空間には自らを閉集合として埋め込めるノルム空間 (これ
はAEである)が存在することを用いる.

定義. 位相空間XがANE (absolute neighborhood extensor)であるとは, 任意の
距離空間 Y およびその閉集合A, 連続写像 f : A → Xに対して, Y におけるAの近傍
U および f の連続な拡張 f̃ : U → X (すなわち f̃ |X = f)が存在することである. とく
に U として常に Y が取れるとき, XはAE (absolute extensor)であると言う.

ANEの有限積空間はANE, AEの積空間はAEである. 局所凸線形位相空間はAEで
あり, その凸部分空間はANEであることが知られている. また, 局所的にANEなパラ
コンパクト空間はANEである. したがって, モデル空間EがANEならば, E-多様体も
ANEとなる. 本講演で考えるモデル空間はすべてANEである.

ANEとの同値性を用いると, ANRならば局所可縮であることが分かる. 一般には逆
は成り立たないが, 有限次元9ならば逆も成り立つ.

1.3. 完備距離が入らないモデル空間. 　

完備距離が入らない多様体にも �2(τ)-多様体と似たような特徴づけがある. まず,

次に挙げるような, いくつかの位相的クラスに対する普遍空間を考えよう. ここで,

�f
2 = { (xn)n∈N ∈ �2 | 有限個の n ∈ Nを除いて xn = 0 }, Q = [0, 1]Nとする.

�f
2 — σ-有限次元コンパクト距離空間の普遍空間.

�f
2 × Q — σ-コンパクト距離空間の普遍空間.

�2 × �f
2 — 可分な σ-完備距離空間の普遍空間.

こういった空間をモデル空間とする多様体も,次の定理によって “ある種”の普遍空間と
して特徴づけることができる. 各用語の詳細は, いくつかの定義が繁雑なため省略する
が, まず, モデル空間として吸収的集合 (absorbing set)と呼ばれる特別な普遍空間を定
義し, “強普遍”という概念を用いることで多様体の特徴づけを与えているわけである.

定理 1.6 (Theorem 2.5 of [17]). 閉集合に関する有限和や遺伝性で閉じた位相的クラス
Cが任意の n ∈ Nについて τ 個の n次元立方体の直和空間を含むとする. このとき, C
に関する �2(τ)の吸収的集合をEとすれば, ANR空間XがE-多様体となるための必要
十分条件はXが Cに関して強普遍な強Zσ空間であり, かつX ∈ Cσとなることである.

9可算次元 (有限次元空間の可算和で表わせる空間), あるいは, より一般に距離付け可能な C-空間で
もよい [12].
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さて, ここで, 開集合 (閉集合)の可算共通部分 (可算和)で書ける集合をGδ-集合 (Fσ-

集合)と呼び, いかなる距離空間に埋め込んでも, その空間の中でGδ-集合 (Fσ-集合)と
なるような距離空間を絶対Gδ-空間 (絶対 Fσ-空間) と呼ぶことにしよう. 完備距離空
間が絶対Gδ-空間と同値である事はよく知られている事実である. コンパクト距離空間
は絶対閉-空間であり, 更に, σ-コンパクト距離空間は可分な絶対Fσ-空間と同値になる.

蛇足ではあるが, 絶対開-空間は空集合のみである.

先に挙げた普遍空間の例とこれらの事実を合わせた一般化を考えることで, Bestvina-

Mogilski[6]は, 可分な絶対ボレル空間10の各ボレル階層に対する普遍空間が存在するこ
とを示した. 更に, Sakai-Yaguchi[25]や筆者[17]の研究により, 非可分な絶対ボレル空
間に対しても同等の事実が証明され, これらの普遍空間をモデルとする多様体も定理
1.2や 1.3, 1.4 にあるような性質を満たすことが分かっている.

また, 可分な空間については, 解析集合11やその補集合, それらの一般化である射影集
合の各階層に対する普遍空間の存在がCauty[7]により得られている.

1.4. LF-空間と箱位相. 　

次に, 距離づけ不可能なモデル空間の例として, LF-空間と呼ばれる線形位相空間を
挙げる. LF-空間とは, 次で定義される, 局所凸線形位相空間におけるフレシェ空間の帰
納的極限 (inductive limit) のことである.

定義. フレシェ空間の増大列 F1 � F2 � F3 � · · · に対して, 各 Fnから F =
⋃

n∈N Fn

への自明な写像が連続となるような F の局所凸線形位相空間の位相の中で最強のもの
を導入した局所凸線形位相空間 F をLF-空間と呼び, ind-lim Fnと書く.

注意したいのは, 位相空間における帰納的極限 lim−→Fn
12 と ind-lim Fnの位相は一般に

は一致せず, lim−→Fnのほうが強いということである. 二つの位相が一致するための必要
十分条件は各 Fnが局所コンパクト (すなわち有限次元)となることであり, 実際, 局所
コンパクトでない Fnが一つでもあると和の操作が lim−→Fnでは連続にならず, したがっ
て lim−→Fnは位相群にすらならない.

LF-空間は, 積集合に “箱位相”と呼ばれる特殊な積位相を入れた空間の部分空間と見
ることができる.

10いかなる距離空間に埋め込んでも, その空間の中でボレル集合となるような距離空間を絶対ボレル
空間 (absolute Borel space)と呼ぶ.

11無理数空間 N
N の連続像となる距離空間を analytic set (解析集合)と言い, 可分完備距離空間に

おける analytic subsetの補集合を coanalytic setと言う. 更に, coanalytic setの連続像となる距離
空間を…というようにして, 帰納的に射影集合 (projective set)の階層が定義されていく. analytic かつ
coanalyticな空間全体は, ちょうど絶対ボレル空間全体と一致する.

12U ⊂ lim−→Fn が開集合であることを, 各 U ∩ Fn が Fn の開集合であることと定義する位相のこと.
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定義. 積集合
∏

n∈NXnにおいて, 集合族 { ∏
n∈N Un | UnはXnの開集合 } で生成され

る位相を箱位相と呼び, この箱位相空間を�Xnと書く. 更に, 基点 ∗n ∈ Xnに対して定
義される部分空間�Xn = { (xn)n∈N ∈ �Xn | 有限個の n ∈ Nを除いて xn = ∗n } を弱
箱位相空間と呼ぶ.

記号の簡略化のために上の定義は可算無限積に限っているが, 本来は任意の積集合に
ついて定義されるものである. 弱箱位相空間は集合としては σ-積と等しい. 有限積の場
合, 箱位相空間および弱箱位相空間は通常の積位相空間と一致する. 本講演ではXnと
して主に線形空間を考えるので, 基点 ∗nは原点とする.

箱位相空間の位相は複雑で, ��2ですら正規空間にはならず, 連結でも局所連結でも
なく, 特に線形位相空間ではない. しかしながら, その部分空間である弱箱位相空間は
比較的良いふるまいをする. 実際, フレシェ空間の有限積による増大列,

F1 ⊂ F1 × F2 ⊂ F1 × F2 × F3 ⊂ · · · ,

に関する LF-空間は弱箱位相空間に一致する:

命題 1.7. ind-lim
∏n

i=1 Fi = �Fn. とくに, lim−→R
n = ind-lim R

n = �R.

Mankiewiczによれば, 稠密度が等しい LF-空間の位相は 2種類以下に分類される:

定理 1.8 (Mankiewicz[16]). 可分な LF-空間は, ��2および�Rのいずれかと同相にな
る. 更に, 稠密度が非可算濃度 τ の LF-空間は, ��2(τ) および��2(τn) のいずれかと同
相になる. ここで, 各 τnは τ1 < τ2 < τ3 < · · · および supn∈N τn = τ を満たす濃度とす
る.13

系 1.9. 任意の無限濃度 τ について, ��2(τ) ≈ �2(τ) × �R.

したがって, LF-空間をモデル空間とする多様体 (以下, これを総称してLF-多様体と
呼ぶ)を考える場合, 位相的には 2種類のモデル空間のみを考えればよい. �R-多様体
については, Heisey[13] や Sakai[23] の研究よって定理 1.2や 1.3, 1.4 と同等の性質が成
り立つことが分かっている. それ以外のLF-多様体についてはそこまでは分かっていな
いが, LF-空間の開部分空間に対して次が得られている.

定理 1.10 (M-Sakai[18]). ��2(τ)の開部分空間どうしが同相であるための必要十分条
件はホモトピー同値となることである.

定理 1.11 (M-Sakai[19]). LF-空間 F の任意の開部分空間U には, U ≈ |K| × F となる
ような局所有限次元多面体 |K|が存在する. ここで, |K|の位相は距離位相によるもの
とする.

13濃度の列 τn の取り方によらずに ��2(τn)の位相は決まる.
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2. いくつかの無限次元多様体の例

与えられた多様体の性質を研究することは重要であるが, 位相空間がいかなる条件を
満たせば多様体となり得るかという問題もまた興味深い. 前節では, やや天下り的に無
限次元多様体のモデル空間を紹介してしまった. それでは, 実際に, どのような数学的
対象が, これらをモデル空間とする多様体になり得るのであろうか.

実は, 1854年にRiemann[21]が多様体の概念を提唱した際, 無限次元多様体の存在に
ついて次のように言及している.14

“位置の規定が有限個の量規定ではなく, 無限数列をなす量規定, あるい
は連続多様体をなす量規定を要求するような多様体もある. そのような
多様体をなすのは, 例えば, ある与えられた領域に対する［この領域を定
義域とする］関数の可能な規定や, 空間図形の可能な形などである.”

つまり, 無限次元多様体の候補には, 関数の空間や図形の空間が容易に挙げられるわけ
である. それ以外の例を考えるならば, 筆者は, 普遍空間として定義される空間の多様
体性が思いつくが, これについては既に前節で述べている. 本節では, 図形の空間とし
て冪空間を, 関数の空間として連続関数空間を, 一体どのような条件の下で多様体にな
るのか考察する.

2.1. 冪空間. 　

本項では, 位相空間Xは 2点以上からなる集合とし, Xの閉集合全体をCld(X)で表
す. また, その部分集合としてXのコンパクト集合全体をComp(X), Xの有限集合全
体を Fin(X)と書こう. 今回は紹介できないが, これ以外にも有界閉集合全体や凸閉集
合全体, ペアノ連続体15全体などを考える場合もある.

ヴィエトリス位相をはじめとして, Cld(X)にはいくつかの位相が定義されている. こ
こではハウスドルフ距離による位相を導入しよう.

定義. 距離空間 (X, d)に対して, 次で定義される Cld(X)における距離 dH をハウスド
ルフ距離と呼ぶ.

dH(A,B) = inf{ ε > 0 | B ⊂ N(A, ε)かつA ⊂ N(B, ε) }.
ここで, N(A, ε)は集合Aの ε-開近傍を表す.

ハウスドルフ距離による位相は, X の距離 dに依存する点に注意したい. つまり,

(X, d) ≈ (X, d′)だからといって (Cld(X), dH) ≈ (Cld(X), d′
H)とは限らないということ

である. なお, 部分空間Comp(X)については距離によらずに位相が決まる.

14引用中の下線部は嶺によるもので, 邦訳は [22]による.
15閉区間 I = [0, 1]の連続像となる空間をペアノ連続体と言う. これは局所連結な連結コンパクト距離

空間と同値である.
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冪空間の多様体性に関する有名な結果としては, 例えば次の定理が挙げられよう. 冪
空間は多様体になるというよりも, モデル空間そのものになることが多い.

定理 2.1 (Curtis-Schori[11]). Comp(X)がQと同相であるための必要十分条件はXが
ペアノ連続体となることである.

定理 2.2 (Curtis[8]). Comp(X)が �2と同相であるための必要十分条件はXが局所連結
な連結完備距離空間であり, かつXの各点がコンパクトな近傍を持たないことである.

(X, d)がコンパクトでない場合はCld(X)の位相的分類はよく分かっておらず, とく
に完備距離空間でない場合はComp(X)ですら扱いが難しい. 例えば, Xが σ-コンパク
トな場合でもComp(X)は絶対ボレル空間ではない:

命題 2.3 (Banakh-Cauty[2]). Comp(�f
2)は coanalyticクラスの普遍空間Π2 と同相であ

る.16

有限部分集合による冪空間については次が知られている.

定理 2.4 (Curtis-Nhu[10]). Fin(X)が �f
2と同相であるための必要十分条件はXが局所

連結な連結 σ-コンパクト・強可算次元17距離空間となることである.

Xのボレル階層が高くなると Fin(X)の特徴づけを探すのは難しく, 定理 2.4のよう
な綺麗な結果は得られていない. それでも特定の位相空間に関する冪空間の位相的決定
は興味深く,例えば, Fin(Q) ≈ Fin(�f

2 ×Q) ≈ �f
2 ×Q (Curtis[9]), Fin(�2(τ)) ≈ �2(τ)×�f

2

(Yaguchi[30]) などが得られている. 更に, X をある位相的クラスの普遍空間と見なし
一般化することで次を得る.

定理 2.5 (M-Sakai-Yaguchi[20]). Eを 1.3項で挙げた完備距離づけ可能でない普遍空間
とし, M を連結なE-多様体とする. このとき Fin(M)はEと同相である.

2.2. 連続関数空間. 　

位相空間X から Y への連続写像全体を C(X,Y )で表す. C(X, Y )の位相としては,

コンパクト開位相や一様収束位相, limitation位相, グラフ位相などいくつか与えられ
ており, 各位相の強弱は次のようになっている (ただし, 一様収束位相は Y が距離空間
のときに定義される位相である):

コンパクト開位相 ⊂一様収束位相 ⊂ limitation位相 ⊂グラフ位相.
16Banakh-Cauty[2]は必要十分条件も与えている. すなわち, Comp(X) ≈ Π2 ⇔ X は第 1類かつ局

所・連続体-連結な連結 coanalytic set. ここで, 距離空間 X が連続体-連結 (continuum-connected)
であるとは, {x, y}を含む X の連結コンパクト部分集合 (連続体)の存在が任意の 2点 x, y ∈ X につい
て言えることである. 更に, 連続体-連結な部分集合による開基を持つ空間を局所・連続体-連結 (locally
continuum-connected)であると定義する.

17有限次元閉部分空間の可算和で書ける空間を強可算次元空間と言う.
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これらの位相は, Xがコンパクトでない場合に本質的に意味を持つ. すなわち, 定義域
Xがコンパクトならば四つの位相はすべて一致する.

2.2.1. コンパクト開位相.

定義. X のコンパクト部分集合K および Y の開集合 U を動かして定義される集合た
ち [K, U ] = { f ∈ C(X,Y ) | f(K) ⊂ U } によって生成されるC(X,Y )上の位相をコン
パクト開位相と言う.

定義域Xが局所コンパクトであると集合 [K,U ]による情報量は豊かになり, コンパ
クト開位相は位相的に扱いやすい. Xや Y を最も一般化した場合におけるC(X, Y )の
多様体性については次の定理がある.

定理 2.6 (Sakai [24]). 有限集合でないコンパクト距離空間X および孤立点を持たない
可分完備距離ANR空間 Y について, C(X, Y )はコンパクト開位相において �2-多様体
である.

Xがコンパクトでない場合はC(X, Y )のANR性が問題になる. 例えば, XがCW複
体の場合については Smrekar-Yamashita[26] を見よ.

2.2.2. 一様収束位相.

定義. (Y, d)を距離空間とする. 上限距離18 dS(f, g) = sup{ d(f(x), g(x)) | x ∈ X } で
定義されるC(X,Y )上の位相を一様収束位相と言う.

ハウスドルフ距離と同様に,この位相もY の距離に依存することに注意したい. C(X,Y )

のANR性を確保するために, 次の定理では, Y の条件にANRUと呼ばれる性質を与え
ているが, ここでは概念の深入りはやめておこう.

定理 2.7 (Yamashita [31]). コンパクトでない可分距離空間 X および可分完備距離
ANRU空間Y に対して, Y の各連結成分の直径による下限が正数であるならばC(X, Y )

は一様収束位相において �2(2
ℵ0)-多様体となる.

2.2.3. limitaion位相.

定義. Y の開被覆 U に対して, {f(x), g(x)} ⊂ U なる U ∈ U の存在が任意の x ∈ X に
ついて言えるとき, f, g ∈ C(X,Y )は U だけ近い (U-close)と定義し, f と U だけ近い
g ∈ C(X,Y )の全体をU(f)で表す. 集合族{U(f) | U は Y の開被覆}を各 f ∈ C(X, Y )

の近傍基とするようなC(X, Y )の位相を limitation位相と言う.

18無限大の値も許す距離である.
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連続関数による近似と言えば, 一様収束位相か limitation位相による近似を意味する
のが一般的であろう. 例えば, 定理 1.5の近似は limitation位相によるものである. つま
り, 定理 1.5の必要十分条件は閉埋蔵写像全体が limitation位相においてC(X,M)の中
で稠密となることと同値である.

Y が距離空間かつ f ∈ C(X,Y )が定数関数である場合, fの近傍は一様収束位相によ
る近傍と一致し, ゆえに f は可算近傍基を持つ. ところが, f が同相写像である場合, f

は可算近傍基を持たないことが分かる (詳しくは定理 2.11の後で述べる). したがって,

X = Y = Rの場合ですらC(R, R)は多様体になり得ない.

2.2.4. グラフ位相. 　

次で定義されるグラフ位相は, 0階連続的微分可能な関数におけるホイットニー位相
とも見なせる.

定義. 各 f ∈ C(X,Y )に対して, f のグラフを Γf = { (x, f(x)) ∈ X × Y | x ∈ X }と
する. 更に, X × Y の部分集合 U に対して, グラフが U に含まれるような連続関数全
体を ΓU で表す. グラフ位相とは, 集合族 { ΓU | U はX × Y の開集合 } で生成される
C(X, Y )上の位相のことである.

この位相は箱位相と相性が良く, 例えば空間の連結性についてその様子が見て取れ
る. まず, 次のような�Rの部分集合 U を考えると,

U =
{

(xn)n∈N ∈ �R
∣∣ lim

n→∞
xn = 0

}
,

これは原点 (0, 0, 0, · · · ) ∈ �Rの clopenな近傍であり, Uは (1, 1, 1, · · · ) ∈ �Rを含まな
い. ゆえに, �Rは不連結である. さて,

U ′ =
{

f ∈ C(R, R)
∣∣ lim

n→∞
f(n) = 0

}
,

とすると, U ′も原点 (すなわち定数関数 g = 0)の clopenな近傍であり, g以外の定数関
数を含まない. したがって, C(R, R)もまた不連結となる. 連結成分を記述するために
定義を続けよう.

基点 ∗ ∈ Y に関する f ∈ C(X, Y )の台 (support)を次で定義する:

supp f = cl{ x ∈ X | f(x) = ∗ }.
台がコンパクトな関数全体からなるC(X,Y )の部分空間をCc(X,Y ) と書くことにする
と, 次の命題が成り立つ.

命題 2.8. �Rの原点の連結成分は�Rに一致し, C(R, R)のグラフ位相における原点
の連結成分はCc(R, R)に一致する.

Y が群構造を持つ場合について, Cc(X, G)がLF-多様体となることを筆者らは示した:

61



定理 2.9 (Banakh-M-Sakai-Yagasaki [5]). コンパクトでない局所コンパクト可分距離
空間X および可分完備距離ANR位相群Gに対して, グラフ位相による関数空間のペ
ア (C(X,G), Cc(X,G))は, ヒルベルト空間の箱位相空間と弱箱位相空間のペアと局所
的に同相である. とくにCc(X,G)は LF-多様体である.

2.3. 連続関数空間の部分空間. 　

ところで, C(X,Y )には部分空間がいくつかある. 例えばX = Y = Rの場合に限っ
ても, 有界関数空間やPL写像空間, 微分可能関数空間, 多項式空間など様々な部分空間
が考えられよう. 更には, 定理 2.9にあるように, 全空間 C(X, Y )への埋め込まれ方を
熟慮する研究もあり, そのすべてを網羅することは難しい. 今回は, 特別な部分空間と
して同相群の研究の一部を報告する.

2.3.1. 同相群予想. 　

位相空間 X に対して, X の同相写像全体からなる群 H(X)を X の同相群と呼ぶ.

C(X, X)の部分空間として H(X)には様々な位相が入る. 一般に, 各位相において,

H(X)が位相群になるための必要十分条件を見つけるのは容易ではない. しかしなが
ら, 後述する同相群はすべて位相群である.

さて, 同相群の多様体性についてであるが, 実はその証明は困難を極め, とくにANR

性を示すのが難しく, Xがコンパクト多様体の場合ですら分かっていない. 次はHome-

omorphism group problemと呼ばれる未解決問題である.

問題. n次元立方体 In (n ≥ 3) の同相群H(In)はANR空間であるか?

なお, 2次元以下の多様体については同相群の多様体性が示されている:

定理 2.10 (Luke-Mason[15]). コンパクト 2次元多様体の同相群は �2-多様体である.

また, コンパクト開位相の場合については, コンパクトでない連結 2次元多様体の同
相群が �2-多様体となるための必要十分条件がYagasaki[28]により得られており, その
連結成分の位相的分類も完了している (Yagasaki[29]).

2.3.2. グラフ位相における同相群. 　

グラフ位相に関する同相群の研究は比較的最近になってから始まったものである. 台
がコンパクトな同相写像による部分群をHc(X)と書こう. ただし, 同相写像 hの台は
次で定義される集合で, 連続関数版との違いに注意したい:

supp f = cl{ x ∈ X | f(x) = x }.
まず, Banakhにより次が示された.
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定理 2.11 (Banakh[1]). グラフ位相について Hc(R) ≈ ��2

実は,グラフ位相と limitation位相は同相群に限ると一致することが分かる. ��2は第
1可算公理を満たさない空間であるから, したがって, limitation位相におけるC(R, R)

上の同相写像も可算近傍基を持たないのである.

項 2.2.4で述べた通りグラフ位相は箱位相空間と相性が良かった. これに対して, コン
パクト開位相は通常の積位相空間と相性が良い. その事実を象徴するのが次に紹介する
定理である. Γを 1次元多面体 (すなわちグラフ)とし, Γの位相はホワイトヘッド弱位相
とする. 向きを保つ19同相写像による部分群をH+(Γ)と書き, H0(Γ) = H+(Γ) ∩ Hc(Γ)

と定義する.

定理 2.12 (Banakh-M-Sakai[3]). コンパクトでない連結 1次元多面体 Γについて次が
成立する:

• コンパクト開位相について (H+(Γ), H0(Γ)) ≈ (�2
N, �2

N

f ),

• グラフ位相について (H+(Γ), H0(Γ)) ≈ (��2,��2).

最後に, 定理 2.11の 2次元への拡張に関する結果を述べよう.

定理 2.13 (Banakh-M-Sakai-Yagasaki[4]). コンパクトでない連結 2次元多様体Xのグ
ラフ位相による同相群のペア (H(X), Hc(X))は箱位相空間のペア (��2, ��2)と局所的
に同型である. とくにHc(X)は LF-多様体である.
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無限次元位相多様体をなす関数空間について

山下　温　（東京大学大学院数理科学研究科）

1 序
本稿では連続写像全体のなす空間の局所的な位相的性質について考察する．たとえば

X がコンパクト距離空間なら，X 上の実数値連続関数の全体 C(X, R) は，上限ノルムに
よって Banach 空間になる．値域を S1 に変えて C(X, S1) を考えると，これは Banach
空間ではないが，それでも各点は Banach 空間 E = C(X, R) と同相な近傍をもつ．つま
り C(X, S1) は「局所的に Banach 空間 E と同相」である．以下では，どのような X, Y

について，C(X, Y ) が（自然な位相について）局所的に Banach 空間に同相になるかを
考える．
一般に空間 E が与えられたときに，距離付け可能空間 X が E-多様体 (E-manifold)

であるとは，X のどの点も E の開集合と同相な開近傍をもつことである．R
n-多様体と

は n 次元位相多様体のことを意味する．以下では E が Hilbert 空間や Banach 空間の場
合を考える．上の例では，C(X,S1) は E = C(X, R) に対して E-多様体となっている．
我々は E の線型空間・ノルム空間としての構造を考えずに位相的性質のみに着目する．
この立場からは，一見異なって見える Hilbert 空間や Banach 空間も非常にしばしば同じ
もの（同相）になることに注意する必要がある．実際，次の結果がある．

Theorem 1.1 (Kadec [3], Anderson [1], Toruńczyk [8]) E, F がともに無限次
元 Fréchet 空間（＝局所凸，完備距離付け可能な位相ベクトル空間）であるとする．も
し，E と F の稠密度が等しければ，E と F は同相である．

ここで位相空間 X の稠密度 (density) とは，X の稠密部分集合の最小濃度のことで
ある．例えば，稠密度が可算であるということは，その空間が可分であることを意味す
る．上の結果は，Fréchet 空間の位相型はある意味での集合論的サイズで決まる，という
ことを述べている．濃度 τ に対して，τ 本のベクトルが完全正規直交系をなす Hilbert 空
間を �2(τ) で表す．�2(τ) の稠密度はちょうど τ となるので，位相的性質のみを問題とす
る立場からは，Theorem 1.1 より，Fréchet 空間はすべてある τ について �2(τ) である
と考えてよい．τ が可算濃度 ℵ0 である場合は，�2(τ) は慣例にならい �2 と表す．
今回，関数空間 C(X, Y ) について考える位相は一様収束位相とコンパクト開位相であ
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る．C(X, Y ) に一様収束位相をもたせたものを Cu(X, Y )，コンパクト開位相をもたせた
ものを Ck(X, Y ) で表す．この二つの位相は X がコンパクトの場合には一致するが，こ
の場合については次の結果が知られている．

Theorem 1.2 (Sakai [5]) X を無限個の点をもつコンパクト距離空間，Y を孤立点の
ない可分完備距離付け可能 ANR であるとする．このとき C(X, Y ) は �2-多様体である．

ここで，距離付け可能空間 X が ANR (Absolute Neighborhood Retract) であ
るとはX が別の距離付け可能空間 Y に閉集合として埋め込まれているとき，かならずX

が Y におけるある近傍のレトラクトになっていることである．ANR は局所的なふるま
いが良い距離空間のクラスであり，例えば，有限次元の距離空間については，局所可縮で
あることと ANR であることは同値である．例えば多様体や局所有限 CW 複体は ANR
である．�2(τ)-多様体も ANR である．以下では Theorem 1.2 を，X がコンパクトでな
い場合に，一様収束位相とコンパクト開位相との両方面で拡張することを考えていく．

2 一様収束位相をもつ関数空間
この節では X は非コンパクトな可分距離空間とする．Y が距離空間であるとき，

Cu
B(X, Y ) により，有界な連続関数全体のなす Cu(X, Y ) の部分集合を表すことにする．

Cu
B(X, Y ) は Cu(X, Y ) の開集合である．Y = R の場合を考えると，Cu

B(X, R) は稠密
度が連続体濃度 2ℵ0 の（したがって可分でない） Banach 空間となる．例えば，X = N

の場合を考えると，Cu
B(N, R) は数列空間 �∞ に他ならない．よって，Theorem 1.1 によ

り，X が非コンパクト可分距離空間ならば，Cu
B(X, R) は �∞ と同相である．

次の結果は，R でない距離空間 Y について，Cu(X,Y ) が �∞-多様体になるための一
つの十分条件を与える．

Theorem 2.1 ([9]) X を非コンパクトな可分距離空間，Y を ANRU （定義後述）で
あるような可分完備距離空間とする．このとき，もし Y の弧状連結成分の直径が正の下
界をもつ，つまり inf{diamC ; C ∈ π0(Y )} > 0 であるならば，Cu(X, Y ) は �∞-多様体
である．よってその開部分集合である Cu

B(X, Y ) も �∞-多様体である．

ここで距離空間 Y が ANRU であるとは，Y が別の距離空間 Z に等長に埋め込まれ
ているとき，ε > 0 および，Y の Z での ε-近傍 N から Y への一様連続なレトラクショ
ン r : N → Y が存在することである (Nhu [4])．ここで，埋め込みが単なる位相的埋め
込みではなく等長と仮定されていること，N が ε-近傍の形をしていると仮定されている
こと，および r の一様連続性が仮定されていることが ANR との違いである．ANRU は
ANR と違い，距離に依存した概念である（実際には，距離空間が ANRU であるかどう
かは距離の一様同値類のみによることが証明される）．
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例えば，Euclid 空間 R
n や数列空間 �∞，およびコンパクトな多面体*1（に距離を導入

したもの）は ANRU である（Isbell [2]）．したがって，次の系が成り立つ．

Corollary 2.2 ([9]) X を非コンパクトな可分距離空間，Y を孤立点のないコンパクト
な多面体とすると，Cu(X,Y ) は �∞-多様体である．

ANRU の概念が重要であるのは次が成り立つからである．

Proposition 2.3 Y が ANRU であれば Cu(X,Y ) は ANR である．

Cu(X,Y ) が ANR であることが分かれば，それが �∞-多様体であることを示すには次
の強力な道具が使える．それを述べるために言葉を準備しておこう．(Z, d) が距離空間の
とき，連続写像 f : K → Z が性質 P をもった写像 g で近似できるとは，任意の連続関数
α : Z → (0, 1] に対して，性質 P をもった g : K → Z であって d(f(x), g(x)) < α(f(x))
が任意の x ∈ K について成立するようなものが存在することである．また記号

⊕
は位

相空間の直和を意味する．

Theorem 2.4 (Toruńczyk [8]) τ を無限濃度とし，Γ を濃度 τ の離散空間とする．こ
のとき空間 Z が �2(τ)-多様体であるための必要十分条件は，次の (1)–(3) が成立するこ
とである．

(1) Z は完備距離付け可能な ANR で，稠密度が τ である．
(2) 各 n ∈ N に対して，任意の連続写像 f : In ×Γ → Z は (g(In ×{γ}))γ∈Γ が Z で
疎となるような g で近似できる*2．

(3) 頂点の個数が高々 τ の有限次元単体複体の任意の列 (Kn)n∈N に対して，任意の連
続写像 f :

⊕
n∈N

|Kn| → Z は (g(|Kn|))n∈N が Z で疎となる g で近似できる．
ここで |Kn| の位相は単体全体の族についての弱位相である．

Y を Theorem 2.1 の仮定の通り，ANRU であるような可分完備距離空間とする．す
ると，前に述べたように Cu(X, Y ) は ANR であって，更に完備距離付け可能で稠密度
2ℵ0 であることが比較的簡単にわかる．こうして，Cu(X,Y ) は τ = 2ℵ0 に対して上の
Theorem 2.4 の条件 (1) を満たすことが分かる．条件 (2)(3) を確かめるためには，その
どちらよりも強い次の性質を示す．

(4) 単体複体の任意の族 (Kγ)γ∈Γ に対して，任意の連続写像 f :
⊕

γ∈Γ |Kγ | → Z は
(g(|Kγ |))γ∈Γ が Z で疎となる g で近似できる．

(4) は一見極めて強い主張であるが，実際には任意の �2(τ) 多様体は性質 (4) を満た

*1 多面体 (polyhedron) とは有限単体複体の幾何的実現をいう．
*2 Z の部分集合族 (Aλ)λ∈Λ が Z で疎 (discrete) であるとは Z のどの点も，高々一個の Aλ としか交
わらないような近傍をもつことである．
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すことが分かっているので，これを証明しようとすることは決して無理のある方針では
ない．
さて，Theorem 2.1 の応用として，次のような系が得られる．

Corollary 2.5 ([9]) X を非コンパクトな可分距離空間，Y を完備な連結リーマン多
様体とし，Y には測地線距離が入っているものとする．このとき有界連続関数の全体
Cu

B(X, Y ) は �∞-多様体である．

上の系で Cu
B(X,Y ) を Cu(X,Y ) に変えることはできない．実際，Y として R を R

2

の中に下図のように滑らかに埋め込んで得られる完備リーマン多様体とすると，Cu(N, Y )
は局所弧状連結ではない．

最後に，Theorem 2.1 の条件「Y の弧状連結成分の直径が正の下界をもつ」について
述べる．この条件は外すことができず，実際に（Theorem 2.1 の精密化として）次の命題
が成り立つ．

Proposition 2.6 ([9]) Y を ANRU であるような完備可分距離空間とするとき，次は
同値である．

(1) 任意の可分非コンパクト距離空間 X について，C(X,Y ) は �∞-多様体である．
(2) C(N, Y ) は �∞-多様体である．
(3) Y の弧状連結成分の直径が正の下界をもつ．

3 コンパクト開位相をもつ関数空間
この節は Smrekar 氏との共同研究である ([7])．Smrekar 氏のホモトピー的な考察と整

合性を保つために，ここでは定義域 X が可算 CW 複体であるとする．
一様位相について �∞-多様体になる条件がある程度分かってくると，コンパクト開位相

の場合が気になってくる．まず一様収束位相との根本的な違いとして，コンパクト開位相
の入った関数空間 Ck(X, Y ) は重要なケースでは，たいてい可分距離空間になっている
（Cu(X, Y ) はしばしば �∞-多様体で，したがって可分ではなかったことに注意）．実際，
X が可算 CW 複体で，Y が可分距離空間ならば Ck(X,Y ) は可分距離空間である．した
がって，Ck(X, Y ) については，局所的に可分 Hilbert 空間 �2 に同相であるかどうかが
問題である．
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さて，コンパクト開位相の場合は Ck(X, Y ) が �2-多様体である条件を調べることは，
ANR である条件を調べることに帰着する．実際，Theorem 1.2 の証明のテクニックを用
いて，次が示される．

Theorem 3.1 ([7]) X は 1 次元以上の可算 CW 複体で，Y は孤立点のない可分完備
距離付け可能 ANR であるとする．このとき Ck(X, Y ) は ANR であれば �2-多様体で
ある．

更に，次の結果より，Ck(X, Y ) が ANR であることは，実際にはそのホモトピー的性
質で決まる（この結果は Smrekar の先行研究 [6] によっている）．空間 Z が半局所可縮
(semilocally contractible) であるとは，Z の任意の点が，Z において可縮であるような
近傍をもつことをいう．半局所可縮性はホモトピー不変な性質である．

Theorem 3.2 ([7]) X を可算 CW 複体，Y を ANR であるとすると次は同値である．

(1) Ck(X, Y ) は ANR である．
(2) Ck(X, Y ) は CW 複体のホモトピー型をもつ．
(3) Ck(X, Y ) は 半局所可縮である．

コンパクト開位相においては関数空間の一点の開近傍は無限遠付近でさまざまな振る
舞いをする関数が入ってくるため，複雑な構造を持ちうる．例えば，X が可算離散空間，
Y が二点からなる離散空間のとき，Ck(X, Y ) はカントール集合に同相で，局所弧状連結
ですらない．しかし，X がコンパクト Hausdorff であれば，Ck(X, Y ) は ANR になる
ことが比較的簡単に分かる．そこで X が「ホモトピー的にコンパクトになる」ならば，
Ck(X,Y ) は ANR になるのではないかと期待されるが，実際に次の結果が得られた．

Theorem 3.3 ([7]) X を 可算 CW 複体とする．このときホモトピー h : X × I → X

であって h0 = idX かつ h1(X) の閉包がコンパクトであるものが存在するならば，
C(X,Y ) は ANR である．

更に X に単連結・有限次元という制限をつければ，次のようなきれいな結果が成り
立つ．

Theorem 3.4 ([7]) X を単連結な有限次元可算 CW 複体とすると，次は同値である．

(1) 任意の ANR Y に対して Ck(X, Y ) は ANR である．
(2) 任意の有限 CW 複体 Y に対して Ck(X,Y ) は ANR である．
(3) X は有限 CW 複体のホモトピー型をもつ．

更に値域が球面の場合は，次が成り立つ．

Theorem 3.5 ([7]) X を連結可算 CW 複体で，一点ではないものとすると，次は同値
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である．

(1) Ck(X, S1) は �2-多様体である．
(2) Ck(X, S1) は ANR である．
(3) Ck(X, S1) は CW 複体のホモトピー型をもつ．
(4) H1(X; Z) は有限生成である．

Theorem 3.6 ([7]) X を連結可算 CW 複体で，一点ではなく，かつ有限部分複体
K0 ⊂ X であって dim(X \ K0) � n なるものが存在すると仮定する．次は同値である．

(1) Ck(X, Sn) は �2-多様体である．
(2) Ck(X, Sn) は ANR である．
(3) Ck(X, Sn) は CW 複体のホモトピー型をもつ．
(4) X の各有限部分複体 K に対して，K ⊂ L なる有限部分複体 L であって，

Hi(X,L; Z) = 0 (1 � i � n) となるものが存在する．
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Extremal coefficients in the Homfly polynomial

Tamás Kálmán
The University of Tokyo

This talk will be a report on work which is still in progress. The project consists
of two distinct parts. At the time of this writing, the discrete mathematical part
(where we generalize Tutte’s polynomial to hypergraphs) is mostly finished, with
the notable exception of Conjecture 5. The knot theory side (where we relate
the new hypergraph invariant to the Homfly polynomial) is less developed and
several more results are only conjectures, but the program and direction are
fairly clear.

After discussing the context of our work, we introduce the main definitions,
theorems, and conjectures. Then these are illustrated by a lengthy example and
we also mention some further ideas at the end.

Motivation
The Jones polynomial and related knot invariants [2] have been a great source
of progress and at the same time, remain something of a mystery. Even after
the recent discoveries of various categorifications (see [4], among others), we still
do not have a clear answer to what exactly these invariants “measure.”

We will not give that answer either, although it is our hope that the results
presented here will ultimately help find it. Instead, we are going to elaborate on
a theme that was quite popular following the discovery of the Jones polynomial:
the link between knot invariants and the combinatorics of (planar) graphs.

There are two immediate predecessors of our work. Thistlethwaite [9] real-
ized that certain extremal coefficients in the Kauffman polynomial [3] of alter-
nating links come from the Tutte polynomial of the chessboard graph derived
from their diagrams (in [10], he extended this to semi-adequate links). Jaeger
[1] noticed that in some very special cases, the Homfly polynomial of an alter-
nating link is equivalent to the Tutte polynomial of another, slightly different
graph.

The Kauffman and Homfly polynomials are both two-variable generalizations
of the Jones polynomial. Many parallels have been noted between the two.
Lickorish [5] called them the ‘semi-oriented’ and ‘oriented’ polynomials, and
that indeed seems to sum up the main difference: the Homfly polynomial is far
more sensitive to orientations.

The chessboard graph, formed by the black regions (connected at the cross-
ings) in a black-and-white coloring of the complement of a knot diagram, does
not take any orientation into account. Another classical construction does that:
the Seifert graph. It is fitting, then, that the analogous extremal coefficients in
the Homfly polynomial (at least for alternating links) should be derived from the
Seifert graph of the projection. That is what Conjecture 7 states. In particular,
the conjecture (to a large degree owing to a result of Murasugi and Przytycki
[6]) reduces our program to the study of special alternating link diagrams.

Next, one could ask about the mechanism that derives the coefficients from
the Seifert graph. It turns out that it is not (quite) the Tutte polynomial, but
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a previously unknown (partial) generalization of it. The key observation is that
the Seifert graph is always bipartite (which is why the spanning surface that
Seifert constructed from it is orientable). In other words, the Seifert graph can
be viewed as a hypergraph.

Tutte’s polynomial for hypergraphs

A bipartite graph is a triple (V1, V2, E), where V1 and V2 are disjoint finite sets,
called color classes, and E is a finite set of edges, each connecting an element
of V1 to an element of V2 (thus, multiple edges are not yet allowed).

A hypergraph is a pair (V,E), where V is a finite set (vertices) and E is a
finite multiset of non-empty subsets of E (hyperedges). A hypergraph is both
a generalization and a special case of a graph. On the one hand, V and E may
be viewed as the color classes in a bipartite graph: we connect v ∈ V to e ∈ E
with an edge if v ∈ e. This construction is reversible (after specifying one of the
two color classes in a bipartite graph) and we will often use it without explicit
reference.

On the other hand, a graph (possibly with loop edges and multiple edges)
can be turned into a bipartite graph and thus a hypergraph by placing a new
vertex in the middle of each edge.

Tutte’s original construction of the two-variable polynomial TG(x, y), asso-
ciated to a graph G = (V,E), proceeds as follows. (Loop edges and multiple
edges are allowed. Assume that G is connected.) Order the set E arbitrarily, in
other words label the edges of G with the integers 1, . . . , |E|. Consider the set
T of spanning trees for G.

For each Γ ∈ T, call an edge e in Γ internally active if, after removing e
from Γ, connectedness cannot be restored by adding an edge to Γ\{ e } that has
a label lower than that of e. Call a non-edge e of Γ externally active if, after
adding e to Γ, circuit-freeness cannot be restored by removing and edge from
Γ ∪ { e } that has a label lower than that of e. Let ι(Γ) and ε(Γ) denote the
number of internally and externally active edges, respectively, for Γ. Then, the
Tutte polynomial of G is the sum TG(x, y) =

∑
Γ∈T xι(Γ)yε(Γ). The polynomial

TG(x, y) is independent of the chosen edge order. Many of its properties are
known, such as the recursive deletion/contraction formula.

Let now H = (V,E) be a hypergraph. By a quasi-spanning tree of H, we
will mean a function k : E → N so that a spanning tree of the corresponding
bipartite graph can be found which has degree k(e) at each e ∈ E. In particular,
1 ≤ k(e) ≤ |e| for each e ∈ E. (This generalizes spanning trees of graphs
through the second construction mentioned above: there, an edge e is in the
tree if k(e) = 2 and not in the tree if k(e) = 1. In our generalization, we allow
hyperedges to be in a quasi-spanning tree only “partially.”)

It turns out that quasi-spanning trees are exactly the integer points in a
convex polytope. To describe it, let E′ ⊂ E be a non-empty subset and let
∪E′ ⊂ V denote all of its neighbors in the bipartite graph. Let the number
of components of the bipartite graph spanned by (∪E′) ∪ E′ be denoted with
c(E′). Finally, let t(E′) = |E′| + | ∪ E′| − c(E′) denote the number of edges in
any spanning forest of this graph.

2
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Theorem 1. Let H = (V,E) be a hypergraph. Its quasi-spanning trees k : E →
N are exactly the integer solutions of the following system of linear inequalities
in RE:

k(e) ≥ 1 for all e ∈ E∑
e∈E′ k(e) ≤ t(E′) for all non-empty E′ ⊂ E∑
e∈E k(e) = |E| + |V | − 1.

Next, order (label with 1, . . . , |E|) the elements of E arbitrarily. With regard
to a quasi-spanning tree k, we make the following definitions. A hyperedge e ∈ E
is unstable if k(e) can be decreased by 1 and k of a hyperedge with a smaller
label increased by 1 so that another quasi-spanning tree results. A hyperedge
e ∈ E is attractive if k(e) can be increased by 1 and k of a hyperedge with a
smaller label decreased by 1 so that another quasi-spanning tree results. It is
easy to see that ‘unstable’ generalizes ‘not internally active edge of the spanning
tree’ and ‘attractive’ generalizes ‘not externally active non-edge of the spanning
tree.’

For a given quasi-spanning tree k : E → N, let the number of unstable hy-
peredges of H be denoted with u(k) and the number of attractive hyperedges
be denoted with a(k). Then, let the internal polynomial and the external poly-
nomial of the hypergraph H = (V,E) be defined as

I(H) =
∑

k

ξu(k) and E(H) =
∑

k

ηa(k), (1)

respectively, where both summations are for all quasi-spanning trees k of H.
These notions generalize ξ|V |−1T (1/ξ, 1) and η|E|−|V |+1T (1, 1/η), respectively.

Theorem 2. The formulas (1) for the internal and external polynomials do not
depend on the chosen order of the hyperedges.

Unfortunately, the two-variable polynomial
∑

k ξu(k)ηa(k) does depend on
the choice of order. Thus, it is so far unclear how to generalize the full Tutte
polynomial to hypergraphs. Likewise, the analogue of the deletion/contraction
formula has not yet been found, even though it could be a very useful tool for
the proofs of Conjectures 8 and 7 in the next section.

Both the internal and external polynomials have 1 for constant term. For
any given hyperedge order, these two quasi-spanning trees can be constructed
by a greedy algorithm. The order-independence of another coefficient is also
apparent.

Proposition 3. For any hypergraph H, the coefficient of the linear term in the
interior polynomial I(H) is equal to the first Betti number of H, viewed as a
bipartite graph.

We will call a hypergraph planar if the corresponding bipartite graph is
planar. Given an embedding of H = (V,E) into the plane in the bipartite
graph sense, we may define the planar dual hypergraph of H as follows. Keep
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the set E of hyperedges, but let the new set of vertices be the set of regions
complementary to the planar embedding. Let a region belong to a hyperedge if
it is incident with the point representing it on the plane. It is easy to see that
the dual of the dual of H is H, as well as that our notion generalizes the usual
duality of planar graphs.

Proposition 4. Let the hypergraphs H and H∗ be planar duals. Then, up to
interchanging the indeterminates ξ and η, we have I(H) = E(H∗) and E(H) =
I(H∗).

There is however a more obvious, ‘abstract’ notion of duality for hyper-
graphs: viewing them as bipartite graphs, we may interchange the roles of the
two color classes. This operation will usually result in a change in the exte-
rior polynomial. On the other hand, we have strong reasons to believe (see
Conjecture 8 in the next section) in the following.

Conjecture 5. For the hypergraphs H = (V,E) and H = (E, V ), we have
I(H) = I(H).

This conjecture has a weaker version (for the sum of the coefficients) that
can be stated without reference to the notion of instability.

Conjecture 6. Let the connected bipartite graph G have color classes V1 and
V2. Consider the set T of spanning trees for G. Let each Γ ∈ T have degree
distributions kΓ

i : Vi → N (i = 1, 2) on V1 and on V2. Then, the two sets
{ kΓ

i | Γ ∈ T } (i = 1, 2) agree in size. (The set T, which projects to both, is
usually much larger.)

Let us now turn to the considerations that lead to the discovery of the interior
and exterior polynomials.

Homfly polynomials of alternating links
The present project grew out of observations on the Homfly polynomial P (v, z),
an invariant of oriented links. Many of these observations remain conjectures
and I also apologize for not stating them very precisely. I hope to have both of
these issues fixed by the time of the Symposium.

We consider the version when P of the unknot is 1. We will concentrate on
the following ‘extremal’ coefficients: the top edge is the set of terms in which
the highest exponent of z occurs with a nonzero coefficient. The slant edges
are those terms pαβvαzβ in which either β − α or α + β reaches a maximum.
Together, we will refer to the top edge and the two slant edges as the top contour
of the Homfly polynomial.

From an oriented link diagram, the Seifert graph is derived with the well-
known procedure in which we resolve each crossing in the way that respects
the orientation; then, we treat the resulting disjoint, simple closed curves as
vertices, two of which are connected by an edge for each former crossing site
that both visits. The Seifert graph is bipartite and it can have multiple edges.
Let the reduced Seifert graph be the graph obtained when we keep only one
element from each set of multiple edges.
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Figure 1: Changing the order of two crossings along a Seifert circle.

A vertex in the Seifert graph is also called a Seifert circle. A Seifert circle
is said to be of type I if either its interior or its exterior is void of any other
Seifert circles. Otherwise, the circle is of type II. Each Seifert graph admits
a block sum decomposition in which the blocks are connected at the type II
circles. Block sum for the graphs corresponds to the Murasugi sum of the knot
diagrams that the blocks represent.

Alternating oriented link diagrams are characterized by the property that
on each side of each Seifert circle, the crossings have a uniform sign, and on the
two sides of each type II circle, the signs are opposite. A special alternating
diagram is an alternating link diagram that has no type II Seifert circles and
thus its Seifert graph has a single block. Such a diagram contains either only
positive or only negative crossings. In the alternating case, the blocks in the
decomposition mentioned above represent special alternating diagrams. By a
result of Quach Hongler and Weber [8], the multiset of these special alternating
components is an invariant of the alternating link.

Conjecture 7. Given an alternating oriented link diagram, the top contour of
the associated Homfly polynomial is determined by the reduced Seifert graph of
the diagram.

The multiple edges of the unreduced Seifert graph appear only to “make the
Homfly polynomial taller,” a phenomenon also noted by Przytycki [7].

The main ingredient in the proof of Conjecture 7 would be to show that the
said top contour is invariant under a simple local move: the changing of the
order in an adjacent pair of a positive and a negative crossing along a type II
Seifert circle (see Figure 1). But this is not obvious; in particular, examples
show that such invariance may only hold in alternating diagrams.

Conjecture 7 implies (by repeated application of the move mentioned above)
that the top contour in the Homfly polynomial of an alternating link is the same
as that for the connected sum of its special alternating components. (Murasugi
sum is an ambiguous operation but according to the conjecture, for the top
contour it does not matter how we carry it out. Thus we may choose connected
sum, which is a special case of the Murasugi sum.)

Finally, let us turn to the question of how exactly the reduced Seifert graph
determines the top contour of the Homfly polynomial. Unfortunately, we only
have a clear answer for the top edge, and even that is a conjecture.

Under connected sums, the entire Homfly polynomial behaves multiplica-
tively. With Conjecture 7, this implies simple multiplicative formulas for the
top edge and both slant edges in Homfly polynomials of Murasugi sums of al-
ternating links. (For the top edge this was noticed before, and not just for
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Figure 2: A bipartite graph and the corresponding oriented link.

alternating links, by Murasugi and Przytycki [6].) This reduces the problem of
finding formulas for the top contour to the special alternating case. As mirror-
ing hardly changes the Homfly polynomial (v is replaced by −v−1), we may also
assume that our diagram is positive.

Conjecture 8. Let D be a positive (hence, special) alternating diagram, with
associated Seifert graph G and Homfly polynomial P (v, z). Then, the left slant
edge of P contains a single term, with coefficient 1; this term maximizes the
exponent of z and minimizes the exponent of v. The coefficients along the top
edge of P are the same as those of the interior polynomial I(G), listed starting
from the constant term 1. This is true without regard to the choice between the
two ways that G can be viewed as a hypergraph.

Conjecture 8 implies Conjecture 5 for planar hypergraphs. Proposition 3
yields a corollary that may be interesting in its own right.

Notice that the right slant edge, unfortunately, is not addressed. Conjecture
8 is a (partial) generalization of a result of Jaeger [1]. He found a formula for
the Homfly polynomial (not just the extremal coefficients) of special alternating
diagrams that correspond to hypergraphs derived from ordinary planar graphs.
The formula is in terms of the Tutte polynomials of the original planar graphs.
Thus, in Jaeger’s case, the right slant edge is also a function of the Tutte poly-
nomial: it is the flow polynomial or (essentially) the chromatic polynomial of
the dual graph. I do not yet know how to generalize this to right slant edges
in the Homfly polynomial of other special alternating diagrams. This may also
hold the key to finding expressions, à la Jaeger, not just for top contours but
for entire Homfly polynomials.

An example

The (planar) graph G of Figure 2 is bipartite with color classes A and B, as
shown. Its ‘conventional’ Tutte polynomial is

TG(x, y) =

+y3

+3y2 +3xy2

+2y +7xy +6x2y +3x3y
+2x +6x2 +7x3 +6x4 +3x5 +x6.

(2)
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Figure 3: Quasi-spanning trees in a pair of dual hypergraphs.

The graph G has TG(1, 1) = 50 spanning trees but those give rise to only
7 quasi-spanning trees. (This holds for the hypergraph (B, A), as well as for
its (abstract) dual (A, B); cf. Conjecture 6.) These are depicted in Figure 3
(with one actual spanning tree realization for each). For the particular orders
A1 < A2 < A3 and B1 < B2 < B3 < B4, respectively, we also indicated
the unstable and attractive hyperedges for each quasi-spanning tree, as well as
the resulting (u, a) values. (Hollow dots are unstable and full ones are stable;
circular dots are attractive while squares are unattractive.) Thus, we find that

I(B, A) = 1 + 3ξ + 3ξ2 and E(B, A) = 1 + 3η + 3η2 (3)

(as (B, A) is planar self-dual, this coincidence is an illustration of Proposition
4), whereas

I(A, B) = 1 + 3ξ + 3ξ2 and E(A, B) = 1 + 2η + 3η2 + η3. (4)

This is in line with Conjecture 5, as well as with Proposition 3.
The left side of Figure 4 is a diagram of the alternating knot 16a2008. There

is only one type II Seifert circle; it appears as the cut vertex in the Seifert graph
next to the knot. The special alternating components corresponding to the two
negative blocks are negative Hopf links and the positive block represents the
knot 12a432. The Homfly polynomial of 16a2008 is

+v4z8 +3v6z8 +3v8z8

−2v2z6 −2v4z6 +4v6z6 +9v8z6 −4v10z6

+z4 −3v2z4 −6v4z4 −4v6z4 +17v8z4 −10v10z4 +v12z4

+2z2 −v2z2 −10v6z2 +21v8z2 −11v10z2 +2v12z2

+1 −v2 +3v4 −7v6 +10v8 −6v10 +v12.

(5)

The right side of Figure 4 shows the connected sum that is represented by the
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Figure 4: Two oriented alternating links with the same Seifert graph.

same Seifert graph. The Homfly polynomial of the latter is a product, namely

( −v−1z
+v−3z−1 −v−1z−1

)2

·

⎛
⎜⎜⎝

+v6z6 +3v8z6 +3v10z6

+3v6z4 +9v8z4 +9v10z4 −4v12z4

+3v6z2 +7v8z2 +8v10z2 −10v12z2 +v14z2

+v6 +v8 +3v10 −6v12 +2v14

⎞
⎟⎟⎠

=

+v4z8 +3v6z8 +3v8z8

−2v2z6 −v4z6 +9v6z6 +15v8z6 −4v10z6

+z4 −5v2z4 −11v4z4 +4v6z4 +37v8z4 −18v10z4 +v12z4

+3z2 −3v2z2 −13v4z2 −14v6z2 +56v8z2 −32v10z2 +4v12z2

+1 −v2 −3v4 −23v6 +47v8 −28v10 +5v12

+z−2 −v2z−2 +2v4z−2 −11v6z−2 +17v8z−2 −10v10z−2 +2v12z−2.

(6)

Note that, just as predicted by Conjecture 7, the top contours in both (5) and
(6) consist of the same seven terms.

The Seifert graph representing 12a432, after eliminating the three double
edges, reduces to G of Figure 2. Thus it is in line with Conjecture 8 that we
find the internal polynomials from (3) and (4) along the top edge of the Homfly
polynomial of 12a432, i.e., the second term in the top row of (6). (The same
coefficients are repeated for the 16-crossing links because the top edge in the
Homfly polynomial of the Hopf link is trivial.)

We perform one more check. The smallest oriented alternating diagram
represented by G, depicted in the right side of Figure 2, is that of the link
L9a32. The corresponding Homfly polynomial is

v3z3 +3v5z3 +3v7z3

+3v5z +4v7z −4v9z
+2v7z−1 −3v9z−1 +v11z−1,

which features the same top contour as in the case of 12a432.
Finally, the median graph construction that was used in the right side of

Figure 2 is such that the chessboard graph of the resulting link diagram is also
G. Let us take this opportunity to present an example of Thistlethwaite’s result

8
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in [9]. The Kauffman polynomial of L9a32 is

+2v8z8 +2v10z8

+6v7z7 +9v9z7 +3v11z7

+7v6z6 +5v8z6 −v10z6 +v12z6

+6v5z5 −10v7z5 −26v9z5 −10v11z5

+3v4z4 −9v6z4 −21v8z4 −12v10z4 −3v12z4

+v3z3 −6v5z3 +6v7z3 +22v9z3 +9v11z3

+3v6z2 +14v8z2 +14v10z2 +3v12z2

+3v5z −6v7z −11v9z −2v11z
−3v8 −3v10 −v12

+2v7z−1 +3v9z−1 +v11z−1.

Note that the coefficients along its top contour agree with those along the bottom
and left sides of (2).

Further questions
The coefficients of the interior polynomial are non-negative by definition. As
they also occur in the Homfly polynomial, it is natural to wonder if they are
counts of some geometric objects related to the knot. Because of Morton’s
theorem that the z–degree of the Homfly polynomial is a lower bound for the
canonical genus, one may suspect that the numbers in question are counts of
certain spanning surfaces. The existence of such a connection could also allow
to extend our results to non-alternating oriented links.

On the graph theory side, we note that the interior and exterior polynomials
show some similarities to the Ehrhart polynomial of the polytope described in
Theorem 1: all three have constant term 1 and the sum of the coefficients is the
same in each as well. It could be interesting to pursue this point further.
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Geometric method in virtual knot theory
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Abstract

1996 年に Kauffman により創始されたとされる virtual knot theory のうち、geometric な手法に
重きを置いて概説する。そしてその応用の可能性を探る。

1 Introduction

今講演の目的は virtual knot theory の、ある種の手法に重きを置いた入門的解説である。1 章で歴史や
現状を述べ、2 章で手法をいくつか説明し、3 章で今後の課題を述べる。

1.1 vitrual link の定義
(n-component) virtual link diagram は、n 個 (n ∈ N) の S1 から S2（や R

2）への immersion f :
�n

i=1S
1 → S2 の像と S2（や R

2）の対 (S2, Imf)（や (R2, Imf)）で、(i) 多重点は横断的な 2 重点のみ
で、(ii) 各 2 重点に real crossing または virtual crossing の情報を与えたものをいう。n = 1 のときは、
‘link’ を ‘knot’ に換える。virtual crossing を持たない場合、classical link diagram と強調して呼ぶ。

各 crossing の局所的な状況は通常 Figure 1 のように図示される。矢印は向きを意味し、2 種類の
real crossing の違いは local arc の上下関係の違いで、それらは sign として区別され、前者を positive
crossing、後者を negative crossingとする。この上下関係は 3次元多様体内で実現化したときに意味を持
つ。向きを考えない場合でも、一旦向きを入れてその後忘れる過程を必要とする場合がある。real crossing
の上下の情報を忘れたものを flat crossingといい、上の (ii)で、“real crossing”を “flat crossing”に変え
た場合、flat virtual link diagram という。Figure 1 にそれぞれの例を挙げる。記号としては、D = Im f
のように置く。以下、diagram は S2 上で考える。R

2 上で考えるのと本質的な違いはない。

(n-component) classical linkは、n個 (n ∈ N)の S1 から S3（や R
3）への embedding g : �n

i=1S
1 →

S3 の像と S3（や R
3）の対 (S3, Im g)（や (R3, Im g)）の ambient isotopy class のことをいう。記号と

しては、L = Im g のように置く。以下、classical link は S3 内で考える。標準的な射影 p : S3 → S2 を
経由すると、generic に p ◦ g は classical link diagram となる。real crossing の上下は、p によりつぶさ
れる parameter の大小で決まる。1 つの link からいくらでも異なる diagram が得られるが、それらは
Reidemeister move という crossing の近傍での局所変形の有限列で移り合う。Figure 2 で (R1), (R2),
(R3) が Reidemeister move である。

{n-component classical link diagram}/〈(R1), (R2), (R3)〉 1:1←→ {n-component classical link}

容易に観察されるように、classical link は、いきなり S3 内の link として定義しても違和感がない。
diagram を、“link に付随した 1 つの表示方法に過ぎないもの” とした扱いができる。ところが、virtual
link の通常の定義はいきなり何らかの 3 次元多様体内の link として与えられず、virtual link diagram
に依存した定義が為される。
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(n-component) virtual link は、(n-component) virtual link diagram において、Figure 2 にある局
所変形の有限列で移り合うものを同値と見なした同値類のことである。Figure 2 にある局所変形の全て
を virtual Reidemeister move という。さらに (n-component) flat virtual link は real crossing を flat
crossing に変えることにより同様に定義される。

{n-component virtual link diagram}/〈(R1), (R2), (R3), (V1), (V2), (V3), (V4)〉
1:1←→ {n-component virtual link}

real crossing virtual crossing flat crossing

virtual trefoil virtual Hopf link

flat virtual trefoil flat virtual Hopf link

Kishino’s knot

flat Kishino’s knot

Figure 1: real crossing と virtual crossing と flat crossing

以上でめでたく virtual link は定義されたが、これを直ちに新たな対象として受け入れて研究を開始
できるだろうか？今講演ではこの問いに否定的態度を取り、以下の問題を提起する。

Question virtual link の実体は何なのか？またその実体に見合った研究手法は何か？

『実体に見合った研究手法』の意味合いは徐々に説明していく。

(R1)

(R2)

(R3)

(V1)

(V2)

(V3)

(V4)

Figure 2: virtual Reidemeister moves
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1.2 virtual knot theory 誕生前後
virtual knot theory は、1996 年に L. Kauffman がある研究集会において新しい観点の knot theory と
して講演したことから始まる、というのがよく通る言われ方で、筆者も自らの論文中ではそのように書
いている。論文としては [Kau] がそれに当たる。ただ Kauffman 以前にも萌芽的研究があったことも指
摘しておくべきであろう。例を挙げる前に、上記 Question の 1 つの答えとして、

『virtual link は (oriented closed surface) ×I 内の link』

と見なすことができることを言っておく。後にこれがより精密な形で正当化される。この観点は [Kau]
においても指摘されている。さて萌芽的研究の代表例として、井上-金戸 [IK] が torus 上の link diagram
の Jones polynomial を定義していて、鎌田直 [KN] が曲面上の alternating link diagram を扱っていて、
酒井 [Sak] が formal Wirtinger presentation を定義して、実質 virtual link の Kauffman polynomial の
計算をしている。論文の出版年は様々だが、いずれの研究も開始は 1996 年以前である。M. Goussarov-
M. Polyak-O. Viro [GPV] は Kauffman により virtual knot theory が創始されたことを指摘した後、
classical linkに対する量子不変量が virtual linkにも自然に定義できることを示している。尤も Kauffman
自身 1996 年以前から研究しているだろうから、誰が最初か？は厳密に決められるものではない。注目す
べきは、Kauffman による virtual knot theory の定着のさせ方である。

virtual knot theoryの動機付けとしては、Gauss word (Gauss code)の実現問題が挙げられる。Gauss
word とは、n 種類の文字を丁度 2 回登場させるよう 1 列に並べたもののことをいい、向きの付いた knot
diagram と始点を決めると実質一意的に定まるものである。例えば、trefoil (の projection) は Figure 3
(a) のように (1, 2, 3, 1, 2, 3) で実現する。逆に Gauss word から knot diagram を定めるためには、各
crossing の情報が必要で、その情報も付けたものを signed Gauss word という。Gauss word の発想は
C. F. Gauss [Gau] によるもので、classical knot を交点数の小さいものから数え上げる手段として用い
られた。C. H. Dowker-M. B. Thistlethwaite [DT] はそれをプログラム化した。当初は classical knot を
表す Gauss word のみを拾うのが当たり前で、Figure 3 (b) の (1, 2, 1, 2) のようなものは classical knot
では実現されないので除外されていた。一般に、Gauss word が classical knot で実現されるかどうか？
の問題は planarity problem と言われる (cf. G. Cairns-D. M. Elton [CE])。virtual knot は全ての Gauss
word を実体のあるものとして導入されたもので、Figure 3 (b) は virtual trefoil (Figure 1) で実現さ
れる。

1 2

3

1 2

(a) (b)

Figure 3: Gauss word (1, 2, 3, 1, 2, 3) と (1, 2, 1, 2) の実現

1.3 algebraic method と geometric method

Kauffman [Kau] は、基本群や quandle や Jones polynomial (Kauffman bracket polynomial と同値)
を virtual link に対し定義した。不変量で virtual link を調べる流れはこの時期からしっかり固まっ
たもので、前述の Goussarov-Polyak-Viro [GPV]、J. Sawollek [Sw] による Alexander polynomial の
拡張である Sawollek polynomial、宮澤 [Miy] による virtual crossing の情報を有効に捉えるMiyazawa
polynomial、V. Manturov [Man]による virtual knotに対するKhovanov homology、そして V. G. Turaev
[Tur1, Tur2, Tur3, Tur4, Tur5, Tur6]による一連の nanoword (多成分は nanophrase)特に virtual string
(flat virtual knot と同値) の不変量の理論へと繋がっていく。これらを algebraic method と呼ぶことに
する。
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一方 geometric に virtual link を捉える手法として、Kauffman [Kau] において既に virtual link
diagram が oriented closed surface 上の “virtual crossing のない” link diagram として実現できること
が指摘されている。この場合の oriented closed surface は diagram により不定である。鎌田直-鎌田聖
[KK] が virtual link diagram を oriented surface 上に乗せたものの間の基本変形を明確にしたことによ
り、surface 上の diagram としての virtual link の実体が確定した (cf. J. S. Carter-S. Kamada-M. Saito
[CKS] も要参照)。G. Kuperberg [Kup] が virtual link を (oriented closed surface)×I 内の link として
確定させる定理を示したことにより、Question の前半に答えた形となっている。筆者は [Kad1] において
flat virtual link に対して [KK] と同様の指摘をしている。前段の Turaev の理論はこのような geometric
な実現も足場となっている。この段の内容のいくつかは 2 章で詳述する。

algebraic method と geometric method の中間的なものとして diagrammatic method が挙げられる。
例えば Figure 4 左にある (F1), (F2) の局所変形を合わせた forbidden move の影響を調べる研究がある。
virtual knot に対しては trivial にまで変形でき (金信 [Kan]、S. Nelson [Nel])、virtual link に対しては
2 成分 sublink の (real) linking number と virtual linking number の組で分類される (及川 [Oi]、岡林
[Ok])。一方の move のみを認める立場では話は別で、(F1) は基本群を保ち、(F2) は一般に基本群を変
化させる。Figure 4 右の diagram で、上の 2 つは (F1) で trivial に変形できるが、下は不可能である。
またこれら diagram からついでに指摘しておくが、virtual link においては Wirtinger presentation の
上方表示と下方表示は一般に同型ではない。さらに鏡像も一意に定まるものではなく、対称面を明示しな
いと確定しない (Kishino’s knot sisters)。また 3 つの diagram の Jones polynomialは全て自明である。
このことより、Figure 4 右上の diagram は、基本群と Jones polynomial からは非自明性が判定できな
い。岸野-佐藤 [KS] は Kishino’s knot の非自明性を、3 重化したものの Jones polynomial を計算機で計
算することにより示した。今稿の 1 つの主題は、非自明性の判定を計算機に頼らずにすることである。

(F1)

(F2)

Kishino’s knot sisters

Figure 4: forbidden moves

1.4 virtual knot theory と nanoword theory

nanoword theory は前節に書いた通り Turaev [Tur1, Tur2, Tur3, Tur4, Tur5, Tur6] により創始された、
geometric な応用の広がりを目標にした不変量の理論、と見受けられる。Gauss word は有限種類の文
字が丁度 2 度現れる数列なのに対し、nanoword はそういう制限を排除した word である。そのため単
なる link diagram だけでなく、多重点や尖点を持つ場合も包含して扱おうとする意欲的な対象である。
nanoword theoryにおいては、Reidemeister move を wordの moveに翻訳し、homotopyと呼んでいる。
その homotopy が Figure 2 の virtual Reidemeister move に由来する限りにおいては本質的に virtual
link を扱っていることになる。nanoword theory の冒険的課題としては、homotopy を全く別の種類のも
のに取り替えて不変量を定義することであろう。伊藤 [It]において V. I. Arnold [Arn]による plane curve
の不変量を nanoword theory の観点で調べている。ただ nanoword theory の現状は virtual link の近
傍（比喩的な意味）にしか応用されていなく、nanoword に対してもやはり冒頭の Question に答えなけ
ればならない段階にあるであろう。本質を知るための初期的作業として、table を作成し、不変量の強さ
を観察するのは必要である。virtual strings としての nanoword, nanophrase の分類は福永、A. Gibson
[Fuk, Gib1]、nanoword theory の手法での Khovanov homology の定義は福永-伊藤 [FI] を参照されたい
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2 virtual knot theory における geometric method

1.3 節 2 段落目の内容を、筆者の結果 [Kad1, Kad2, Kad3, Kad4, Kad5] を中心として解説する。

2.1 surface realization と flat virtual link の reduced diagram

virtual link diagram D の正則近傍を取り、virtual crossing の近傍のみ Figure 5 のように取り直した
compact surface を N(D̃) とし、その上に自然に D を乗せ直したものを D̃ としたとき、対 (N(D̃), D̃)
を abstract link diagram という (cf. [KK])。もはや初めに乗っていた S2 とは無関係な抽象的な空間対
と見なす。D に対して (N(D̃), D̃) は一意に決まる。flat virtual link version も同様に定義する。

D (N(D), D)
~ ~

Figure 5: abstract link diagram

virtual link L の diagram を D とする。D の abstract link diagram (N(D̃), D̃) の surface の境界
∂N(D̃) に他のいくつかの oriented compact surface を接着することにより closed surface F にしたと
き、対 (F, D̃) を D の、或は L の surface realization という。接着する surface を disk に限定したと
きの surface realization をD の canonical realization という。canonical realization は D に対して一意
に決まる。flat virtual link version も同様に定義する。Figure 6 はいずれも canonical realization の例
である。また、surface realization (F, D̃) を F × I 内の link として実現したものを space realization と
いう。

D (F, D)
~

Figure 6: surface realization

surface realization 全体に以下の変換を定義する。基本となる surface realization を (F, D̃) とする。

(S0): F の orientation preserving autohomeomorphism ϕ に対し、(F, D̃) を (F,ϕ(D̃)) に移すもの。
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(S1): F 上の Reidemeister move で D̃ を移動した結果を D̃′ としたとき、(F, D̃) を (F, D̃′) に移すもの。

(S2): F \ D̃ に handle を接着した結果の surface を F ′ としたとき、(F, D̃) を (F ′, D̃) に移すもの。

(S0), (S1), (S2)で生成する surface realization間の同値関係を stable equivalenceという。flat virtual
link version も同様に定義する。

Theorem 2.1 ([KK, CKS]; flat virtual link version [Kad1]) surface realization 全体の stable equiva-
lence による同値類は、(flat) virtual link 全体の集合と自然に 1 対 1 に対応する。

virtual link の numerical invariant をいくつか定義する。virtual link L の diagram を D、(F, D̃) を
D の canonical realizationとする。まず D に対して、sg(D) = (F の genus)を D の supporting genus、
cr(D) = (D の real crossing 数) を D の (real) crossing number、c(D) = (F の連結成分数) を D の
splitting number、d(D) = (∂N(D̃) の連結成分数)をDのdisk numberと定義する。Lに対して、sg(L) =
min{sg(D) | D は L の diagram}を Lの supporting genus、cr(L) = min{cr(D) | D は L の diagram}
を L の (real) crossing number、c(L) = max{c(D) | D は L の diagram} を L の splitting number、
d(L) = min{d(D) | D は L の diagram} を L の disk number と定義する。flat virtual link version も
同様に定義する。sg(L) = 0 であることと、L が classical link であることが同値である。

Lemma 2.2 ([Kad2]) 2c(D) − 2sg(D) = d(D) − cr(D).

さらに flat virtual link に限定して、[Kad2] では以下を示している。

Statement 1 ([Kad2, Theorem 2.6]) L が flat virtual link のとき、2c(L) − 2sg(L) = d(L) − cr(L).

Statement 1 と名付けた理由は後述する。

virtual link L の diagram を D、(F, D̃) を D の canonical realization とする。sg(L) = sg(D)、
c(L) = c(D) が成立するとき、D を minimal diagram、(F, D̃) を minimal relization と定義する。flat
virtual link version も同様に定義する。以下が virtual knot theory の geometric method における基本
定理である。証明は、space realization を cut & paste して為される。

Theorem 2.3 (Kuperberg [Kup]) virtual link Lに対し、minimal realizationは存在し、2つのminimal
realization が (S0), (S1) の有限列で移り合う意味において一意的である。

筆者が [Kad1]で “示した” Theorem 2.3の flat virtual link versionを述べるための準備をする。Lを
flat virtual link、D を diagram、(F, D̃) をD の surface realization とする。D が F 上で Reidemeister
move できる箇所には Figure 7 のような disk を張ることができる。各 move (R1), (R2), (R3) に対応す
る disk をそれぞれ 1-disk、2-disk、3-disk といい、それらを総称して Reidemeister disk という。

1-disk 2-disk 3-disk

Figure 7: Reidemeister disk

この考えを拡張して、大域的な意味での 1-disk や 2-disk を global 1-disk、global 2-disk といい、総
称して global disk という (Figure 8)。Reidemeister disk が disk の embedding で実現され、内部が
diagram と交わらないのに対し、global disk は自己交叉領域や blow down された部分も許し、内部
が disgram と交わるのを許すものである。細かい条件は [Kad1] 参照のこと。Figure 8 において、x を
reducible point、{p, q} を reducible pair という。そしてこれらは Reidemeister move の列で消滅させる
ことができる。virtual link diagram D が reducible point も reducible pair も持たないとき、reduced
diagram という。
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global 1-disk global 2-disk

x
q

p

Figure 8: global disk

Theorem 2.4 ([Kad1, Theorem 3.7], J. Hass-P. Scott [HS]) flat virtual link L は reduced diagram
を持つ。

そしてこのことから以下を示している。

Statement 2 ([Kad1, Theorem 3.8, Corollary 3.10]) flat virtual link の reduced diagram 同士は (R3)
の有限列で移り合う。さらに reduced diagram は minimal diagram である。

Statement 2 から Statement 1 を導くのは難しくはない。ところが足場となる Statement 2 に対し
て、A. Gibson [Gib1] が以下の反例を提示した。以下の 5 成分 virtual link で、K2 と K3 の交換が (R3)
の列のみで実現しない。“Statement” としたのはこの反例のせいで、少なくとも Statement 2 は修正を
要する。

K1 K2 K3 K4

K5

K1 K3 K2 K4

K5

Figure 9: counterexample by Andrew Gibson

反例が生じた原因は、[Kad1] Fig. 20 (5) (ii) の考察が甘かったせいで、これがまさに成分交換に
当たる所である。virtual link の 2 つの成分 Ki,Kj が、それぞれある loop (primitive loop という) の
何重かの cabling [Gib2] になっていて、それら primitive loop 同士が parallel (i.e. surface realization
で annulus を張る) のとき、Ki,Kj を交換する move を interchanging という。このとき、修正された
Statement は以下である。

Theorem 2.5 ([Kad5]) flat virtual link の reduced diagram 同士は (R3) と interchanging の有限列
で移り合う。さらに reduced diagram は minimal diagram である。

この結果は、Statement 1 の主張を保つ。Theorem 2.4 の証明は、[HS] のように surface に計量を入
れると直ちにわかることであるが、Statement 2 (正しくは Theorem 2.5) の証明の前段階として、以下
の standard reducing precess という global disk を消していくアルゴリズムにより示した。Statement 2
においては、アルゴリズムの各段階で主張の成立を確認している。

(P1): canonical realization から reducible point を全て消す。

(P2): (P1) の後、canonical realization に取り直す。

(P3): (P2) の後、reducible pair を全て消す。

(P4): (P3) の後、canonical realization に取り直す。
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(P5): (P4) の後、reducible point があれば (P1) に戻り、なければ終了。

この手法で、flat Kishino’s knot (Figure 1) の supporting genus が 2 であることを示した。4 交点
なので確認が容易である。

2.2 Dye-Kauffman polynomial と virtual 2-braid の分類
H. A. Dye-L. H. Kauffman [DK]は、surface realizationにおける bracket polynomialを定義し、surface
bracket polynomial と名付けた。ここでは [Kad4] に従って Dye-Kauffman polynomial と呼ぶ。A を不
定元として、Λ = Z[A,A−1] と置く。C を oriented closed surface F 内の unoriented disjoint loop の有
限集合でどの loop も F で disk を張らないもの全体、とするとき、J. H. Przytycki [Prz] による F × I
の Kauffman bracket skein module の結果により、Dye-Kauffman polynomial は Λ[C] に値を取る。こ
れを用いても Kishino’s knot の非自明性が割と容易な計算で示される。

virtual 2-braid とは、Figure 10 にあるような virtual link Bp1,...,pm のことで、各長方形内の pi 	=
0 (i = 1, . . . ,m) は half-twist の数で、正なら righthand、負なら lefthand のものである。ここでは
m ≥ 1 としておく。virtual link の交点数の小さい table において頻繁に現れ、不変量の強さを確かめる
のによく用いられる。virtual Hopf link は B1、virtual trefoil は B2 に当たる。

p1 p
2

p
m

Figure 10: virtual 2-braid Bp1,...,pm

筆者は Dye-Kauffman polynomial からの情報を用いて、以下の分類定理を示した。

Theorem 2.6 ([Kad4]) 2 つの oriented virtual 2-braid Bp1,...,pm
, Bq1,...,qn

が同値な oriented virtual
link である必要十分条件は、(i) m = n で、(ii) ある k が存在し、pi = qj , j ≡ i + k (modm) が成り立
つことである。

金信-辻 [KT] において、virtual 2-braid の基本群が 2-knot の基本群と深い関連があることが示され
ている。

3 今後の課題
virtual linkに対しても、classical knot theoryが辿ってきたような cut & pasteなどの素朴な手法を通過
させたい。一般の oriented compact 3-manifold M 内の link を Heegaard surface に集めることにより、
M での knot theory を virtual link で記述する話に繋げていき、“virtual link で Dehn surgery” などの
言葉を正当化したい。M. Scharlemann-A. Thompson [ST]は surface×I 内の knotの Dehn surgeryに関
する結果を示していて、この主旨に合っている。virtual knot theoryや nanoword theoryの手法が Dehn
surgeryの問題に生かされると面白いであろう。3-manifold内の linkの表示については、S. Lambropoulou
[Lam] も参照されたい。

1.4 節で述べたように、nanoword の実体を探ることも挙げられる。どうやら nanoword そのものに
確定した実体がある訳ではなく、様々なものに変化し得る所に意味があり、現段階ではその例示に乏し
い印象がある。門上-桐生 [KaKi] でもその辺りの指摘をしている。筆者の印象では、まずグラフ理論へ
の応用の定式化はし易そうである。山田 [Yam] でグラフの Reidemeister move が確定しているのがそ
の理由である。T. Fleming-B. Mellor [FM] においてグラフの virtual knot theory が展開されている。
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2-knot に関しては、word 化と、D. Roseman [Ros] による Roseman move の word への翻訳が成功す
ればうまくいくのだが、これはかなりの困難を伴うに違いない。2-knot の virtual knot theory は武田
[Tak] を参照されたい。他にも低次元トポロジーでは、word 化と相性のよい対象が多くあるので、その
同値関係の翻訳、そして不変量を探すことで nanoword theory が深まることであろう。2009 年 2 月 5
日 ～ 7 日に東京工業大学で開催された研究集会「nanowords と virtual knots」は nanoword theory に
とっても virtual knot theory にとっても、各理論を主題とする研究集会としては国内で初のものとなっ
た。その最終日に行われた討論会の内容 [FGI] が今後の進展を考察する上で大いに参考になるであろう。

Acknowledgement講演の機会を与えていただいた主催者に感謝します。また今研究の過程において、助
言、激励をいただいた多くの方々にも感謝します。The author is supported by a grant (No. 100771023)
of NSFC.
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Geometric quantization of integrable systems

Mark Hamilton

August 10, 2009

1 Introduction

Broadly speaking, “quantization” is a procedure for taking a “classical system” and obtain-
ing from it a “quantum system.” The mathematical model of a classical mechanical system
is a symplectic manifold, and that of a quantum system is a Hilbert space. Thus, we view
quantization as a procedure that takes a symplectic manifold M and constructs a Hilbert
spaceQ(M) that is meant to represent the same physical system. There are many different
types of quantization, which are all to some extent generalizations of canonical quantization,
where M the classical mechanical phase space T

∗
R

n ∼= R
2n, and Q(M) = L

2(Rn).
In the theory of geometric quantization, Q(M) is constructed from sections of a com-

plex line bundle L over M . One part of the construction is a polarization, one example of
which is a real polarization, given by a foliation of M into Lagrangian submanifolds.

When using a real polarization to quantize a regular enough manifold, a result of
Śniatycki says that the quantization can be found by counting certain objects, called Bohr-
Sommerfeld fibres. However, there are many types of systems to which this result does
not apply. One such type is the class of completely integrable systems, which are exam-
ples coming frommechanics that have many nice properties, but which are nontheless too
singular for Śniatycki’s theorem to apply.

In this talk, we explore one approach to the quantization of integrable systems, and
show a Śniatycki-type relationship to Bohr-Sommerfeld fibres. However, some surprising
features appear, including infinite-dimensional contributions and strong dependence on
the polarization.

The results in §5 are joint with Eva Miranda of Barcelona.

2 Geometric quantization

Let (M, ω) be a symplectic manifold of dimension 2n. We require the existence of a com-
plex Hermitian line bundle L over M , with a connection ∇ whose curvature is ω. Such
an L is called a prequantum line bundle; in order for it to exist, ω must satisfy an integrality
condition: [ω] ∈ H

2(M, R) must lie in the image of H
2(M, Z) (cf. [20], p160). The quantum

space Q(M) will be constructed out of sections of L. For various reasons, the space of all
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sections is “too big” (see [20], §9.1 for more details), and so we work with a subset of only
certain sections of L.

To define this subset, we need a polarization. The formal defintion of a polarization is
an integrable complex Lagrangian distribution. However, most applications use one of
two particular types, real and Kähler polarizations, which can be described more simply
(see below). If one manifold admits several different polarizations, it is natural to ask
to what extent the resulting quantization depends on the choice of polarization. In this
talk we work with real polarizations, defined below, and mention Kähler polarizations for
comparison. (See [20] or [18] for more information about polarizations.)

Example. A Kähler polarization is determined by a complex structure on M . When L has
the structure of a holomorphic line bundle, the quantum space Q(M) is constructed from
holomorphic sections of L. (Usually it is just the space of holomorphic sections.)

Definition 1. A real polarization is given by a foliation of M by Lagrangian submanifolds,1

with associated distribution P ⊂ TM .

Given a real polarization, Q(M) is defined using sections “flat along the leaves.”

Definition 2. Given (M, L,∇) as above and a real polarization P ⊂ TM , a section σ of L

is flat along the leaves or leafwise flat if it is covariant constant along directions in P , i.e. if
∇Xσ = 0 for all X ∈ P . Let J be the sheaf of sections flat along the leaves.

A natural candidate for Q(M) is the space of leafwise flat sections. However, this is
unsuitable: although leafwise flat sections always exist locally (since the curvature of ∇ is
zero on the leaves), globally the situation is quite different. In fact, most leaves do not have
a nonzero leafwise flat section defined over the entire leaf, because of holonomy. Leaves
that do possess a flat section defined on the entire leaf are called Bohr-Sommerfeld leaves.

Typically, the set of Bohr-Sommerfeld leaves is discrete. This implies that there are no
nonzero leafwise flat sections defined over all of M , since such a section would have to be
continuous and supported on a set of codimension greater than zero, and so the space of
global leafwise flat sections is zero. Kostant in [13] suggested using higher cohomology
groups associated with L for the quantization.

Definition. The quantization of M is the vector space

Q(M) :=
⊕

k≥0

H
k(M ;J )

where H
∗(M ;J ) is the sheaf cohomology of M with coefficients in J .2

1Recall that a submanifold is Lagrangian if it has half the dimension of M , and the symplectic form ω

vanishes on it.
2Some authors, particularly those who take an index theory approach to quantization (e.g. [8]) define the

quantization as the alternating sum of cohomology groups, rather than the straightforward sum as we do
here. However, as we will show, all but one of these groups are zero, and so it does not really matter which
definition we take. Guillemin and Sternberg (in [9]) avoid this question altogether and say merely that “the
main objects of interest are the cohomology groups H

k(M ;J ).”
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(There are many sources for geometric quantization, for the reader who wishes more
than these extremely sketchy details. The books [20] and [18] are classic references, if both
rather technical; [16] is perhaps easier as an introduction, though still very complete. John
Baez has a good brief introduction on the Web at [3]. There is also a short introduction at
the beginning of Chapter 6 of [8], where the authors also mention numerous other sources.
There are of course many other references.)

The main result about quantization using real polarizations is the following theorem.

Theorem (Śniatycki [17]). Let M be a compact 2n-dimensional symplectic manifold, with
a prequantization line bundle L. Let P be a real polarization such that the projection map
π : M → M/P is a fibration with M/P a manifold. Then H

k(M ;J ) = 0 for all k �= n.
Furthermore,

H
n(M ;J ) =

⊕

b∈BS

Cb,

where the sum is taken over the set of Bohr-Sommerfeld fibres.

Thus, quantization can be found by counting Bohr-Sommerfeld leaves.
(This theorem actually applies to non-compact manifolds as well, in which case the

non-zero cohomology is in degree equal to the rank of a fibre of π. However, in this talk
we only consider the compact case.)

However, the hypothesis that B
n be a manifold is quite restrictive. There are many

systems (see the next section, for example) which admit a singular fibration where generic
fibres are Lagrangian submanifolds, but there may be fibres which have smaller dimen-
sion. This is like a real polarization except for the singularities, and so we view it as a
singular real polarization and extend the quantization machinery to this case.

3 Integrable systems

Completely integrable systems are a particularly nice class of examples of Hamiltonian
systems, coming from mechanics.

Definition. A (completely) integrable system on a symplectic manifold (M2n
, ω) is a collec-

tion of n functions fj : M → R which

• pairwise Poisson commute, {fi, fj} = 0, and

• are functionally independent almost everywhere, df1 ∧ · · · ∧ dfn �= 0.

The collection of functions F = (f1, . . . , fn) : M → R
n is often called themoment map in the

literature of integrable systems.

Integrable systems have particularly nice topology and dynamics. In particular:

Arnol’d-Liouville Theorem. Let F be a completely integrable system on M . Then:
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• Regular levels sets F
−1(c) are Lagrangian submanifolds. If a regular level set F

−1(c)
is compact, it is diffeomorphic to a torus. (More generally, they are T

k
× R

n−k.)

• Near a regular levelF−1(c), there are coordinates (a1, . . . , an, φ1, . . . , φn), called action-
angle coordinates, such that

– φ1, . . . , φn are coordinates on the torus fibres

– The flow of each Xfj
is linear in the torus coordinates

– ω =
∑

daj ∧ dφj

– F is a function of the aj only.

(See for example [4], Theorem I.1.8, or [1], §49.)
Some examples of integrable systems include toric manifolds; the simple mechanical

pendulum in one dimension; the rigid bodymoving in free space (sometimes known as the
“Euler top”); and the spherical pendulum. (See [5] for a detailed discussion of these last
two examples.) Integrable systems form a class of examples that has been much studied,
and there is an extensive literature about them. It is impossible to give an even partially
complete list of references in this short paper; rather, we refer to reader to [2], which has a
lengthy list of references (as well as a long list of examples of integrable systems on page
4).

A particularly simple example is any Morse function on a two-dimensional manifold.

3.1 Classification of singularities

Note that when the manifold M is compact, the moment map F has singularities, which
correspond to singularities of the distribution by Hamiltonian vector fields. A classifica-
tion of the types of non-degenerate singularities that can appear in integrable systems was
established by Eliasson and clarified byMiranda in [6], [7], and [15], based on the algebraic
classification due to Williamson [19] of Cartan subalgebras of the Lie algebra of the sym-
plectic group. Eliasson and Miranda give a symplectic local model for a neighbourhood
of the singularity. In particular, such singularities are isomorphic to the product of three
basic types, called elliptic, hyperbolic, and focus-focus.

Theorem 3 (Eliasson, Miranda). Given an integrable system F = (f1, . . . , fn) on M , in the
neighbourhood of a nondegenerate singular point there exists a symplectic set of coordi-
nates x1, . . . , xn, y1, . . . , yn such that in these coordinates, the integrable system is equiva-
lent to one in which each fj is one of the following:

• fj = x
2
j + y

2
j (elliptic)

• fj = xjyj (hyperbolic)

•

{
fj = xjyj+1 − xj+1yj

fj+1 = xjyj + xj+1yj+1

(focus-focus)

We call these coordinates Eliasson coordinates.
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3.2 Quantization?

By the Arnol’d - Liouville theorem, generic fibres of an integrably system F are Lagrangian
tori. This looks almost like the leaves of a real polarization, except that some fibres may
have smaller dimension, or not be smooth manifolds at all. We wish to construct the
quantization of such a system, using this as our polarization.

Extend the definitions in the construction of geometric quantization in the straightfor-
ward way. First, let P = span{Xf1 , . . . , Xfn

}. This is a sub-bundle of TM , with generic
fibre a Lagrangian subspace, which we view as a singular real polarization. (Compare
Definition 1.)

A section is leafwise flat if∇Xσ = 0 for all X ∈ P , exactly as in Definition 2. Let J be the
sheaf of such sections, and consider H

k(M ;J ). We wish to find these sheaf cohomology
groups for integrable systems.

The classification in Theorem 3 gives a starting point for this computation: go down
the list and study each type of singularity separately.

4 Elliptic singularities

First we address the simplest case, that of elliptic singularities, which is studied in [10].

Theorem. [10] Let M be a compact 2n-dimensional symplectic manifold, with a prequan-
tization line bundle L, and with a singular real polarization given by the fibres of a com-
pletely integrable system with only elliptic singularities.3 Let J be the sheaf of leafwise
flat sections of L. Then H

k(M ;J ) = 0 for all k �= n, and

H
n(M ;J ) ∼=

⊕

b∈BS

C

where the sum is taken over all non-singular Bohr-Sommerfeld fibres.

Thus the result for elliptic singularities is similar to Śniatycki’s theorem, except that
the sum does not include the singular Bohr-Sommerfeld fibres.

This is somewhat surprising. For example, a toric manifold is an integrable system,
where the moment map for the integrable system is the same as the moment map coming
from the torus action, and has only elliptic singularities. The Bohr-Sommerfeld fibres in
this case are the integer points in the moment polytope; the non-singular Bohr-Sommer-
feld fibres correspond to integer points in the interior of the polytope.

A toric manifold also has a natural complex structure, coming from its construction as
a toric variety, which gives it a natural Kähler polarization. If the manifold is quantized
using this polarization, the dimension of the quantization is equal to the number of integer
lattice points in the moment polytope, including points on the boundary. (This is a well-
known result; see [11] for a more complete discussion.)

Thus these two different polarizations give different quantizations.

3In [10] the result is stated in terms of “locally toric singular Lagrangian fibrations,” which are equivalent
to integrable systems with only elliptic singularities.

5

95



5 Hyperbolic singularities

The case of hyperbolic singularities is studied in [12].
Consider a system in two dimensions, so the moment map is simply a single real-

valued function. By Theorem 3, in a neighbourhood of a hyperbolic singularity, we have
Eliasson coordinates (x, y) in which the leaves are given by xy = const, and the singular
point is the origin.

Lemma 4. Over any open neighbourhood which does not intersect the singular leaf, a
leafwise flat section can be written in Eliasson coordinates as

σ(x, y) = a(xy) e

i
2
xy ln( x

y
) (1)

where a is a smooth complex function of one variable.

“Analytically flat” functions — those with all Taylor coefficients zero — play an im-
portant role in the hyperbolic case.

Lemma 5. A leafwise flat section σ that is defined on a neighbourhood of a hyperbolic sin-
gular point is analytically flat at the singular point. Furthermore, in the local expression (1)
above, the function a must be analytically flat at zero (namely at the singular leaf).

Theorem 6. [12] Let (M, ω, F ) be a two-dimensional, compact, completely integrable sys-
tem, whose moment map has only nondegenerate singularities of elliptic or hyperbolic
type.4 Suppose M has a prequantum line bundle L, and let J be the sheaf of sections of L

flat along the leaves. Then H
k(M,J ) = 0 for k �= 1, and

H
1(M ;J ) ∼=

⊕
p∈H

(
C

N
⊕ C

N
)
⊕

⊕

b∈BS

Cb.

Here, the first sum is over the non-singular Bohr-Sommerfeld leaves, while the second
is over the set of hyperbolic singular points, and C

N denotes the space of sequences of
complex numbers.

Thus, the cohomology H
1(M,J ) has two contributions of the form C

N for each hyper-
bolic singularity.

The space of sequences of complex numbers is the same as the space of complex-valued
Taylor series. It arises in this situation as a quotient. Roughly speaking, a leafwise flat
section is determined by a smooth function on a transversal to the leaves (the function a

in Lemma 4). Near the singular point, by Lemma 5, this function must be analytically flat.
Further away from the singular point, there are no such restrictions. In the cohomology
calculations (which are carried out in [12] using Čech cohomology), this leads to a quotient
of the space of smooth functions by the space of analytically flat funtions, which gives a
space of Taylor series.

4This is actually implied by the hypothesis that M have dimension 2, since the focus-focus system is four-
dimensional.
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Theorem 6 shows that this quantization is strongly dependent on the polarization,
since it is easy to come up with different real polarizations on a surface with different
numbers of hyperbolic singularities. One example is given in Figure 1: the first is the
height function on a sphere, which has two elliptic singularities; the second comes from
the Euler system, and has two hyperbolic singularities and four elliptic. (The second im-
age is taken from [14]. I am grateful to the authors for permitting me to use their beautiful
picture.)

Figure 1: Two different integrable systems on a sphere
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「シューベルト多項式」の現在∗

池田 岳　岡山理科大学　理学部

Schubert 類という言葉が自然に意味を持つ空間は一般旗多様体G/P（典型例は Grass-

mann 多様体）である．この種の空間には，それぞれ個性の際立った多項式族が現れて
Schubert 類の「化身」として振る舞う．Schubert 多様体を知りたいという動機と，現れ
るべくして現れた多項式の代数的・組合せ論的性質を探求したいという動機は渾然一体と
なって，一連の問題群が生ずる．
以上のようなことを概観するのが本講演の目的である．まずはじめに，もっとも基本
的な例であるGrassmann 多様体と Schur 多項式の関係を詳しく述べる．その後，ヴァリ
アントの一つとしてQ-Schur 多項式が果たす特徴的な役割について解説したい．最後に
「シューベルト多項式」に関する最近の研究の状況を簡単に紹介したい．

1 Schur 多項式，Schubert 類の化身
Grassmann 多様体の Schubert 類に関して，よく知られていることを振り返ってみた

い．よい教科書として [5] と [24] がある．

1.1 Grassmann 多様体の Schubert 類
G(n, N) を C

N 内の n 次元線形部分空間がなすGrassmann 多様体とする．m = N −n

とおく．G(n, N) は nm 次元の非特異射影的多様体であり，Schubert 胞体による自然な
胞体分割

G(n,N) =
⊔
λ

Ω◦
λ

を持つ．ここに λ = (λ1, . . . , λn) は

m ≥ λ1 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0

をみたす自然数列全体を走る（縦が n 横が m の長方形に含まれる Young 図形と λ を同
一視することが多い）．胞体 Ω◦

λ を定めるために線形部分空間の列

0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ FN = C
N , dim Fi = i

∗第５６回　トポロジーシンポジウム　 8月 8日（土）～11日（火）於：北海道大学クラーク会舘講堂
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をひとつ選んでおく．このような列を旗と呼ぶ．λ に対して，Schubert 多様体

Ωλ = {V ∈ G(n,N) | dim(V ∩ Fm+i−λi
) ≥ i (1 ≤ i ≤ n)}

および Schubert 胞体
Ω◦

λ = Ωλ −
⋃

μ≥λ, μ �=λ

Ωμ

が定まる．ここに μ ≥ λ は μi ≥ λi (1 ≤ i ≤ n) を意味する．名前の通り，Ω◦
λ は胞体

C
nm−|λ| と一対一に対応する．ここで |λ| =

∑
i λi とした．μ ≥ λ ならば Ωμ ⊂ Ωλ という

包含関係がある．また，Ω◦
λ の Zariski 閉包はΩλ =

⋃
μ≥λ Ω◦

μ である．
Ωλ が定めるコホモロジー類を σλ ∈ H2|λ|(G(n,N), Z) で表わし Schubert 類と呼ぶ．こ

れらはコホモロジー環の自然な基底を成す：

H∗(G(n,N), Z) =
⊕

λ: m≥λ1≥···≥λn≥0

Zσλ.

Ωλ は旗 F• = (0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ FN) を用いて定めたが，そのコホモロジー類 σλ は F• の
選び方には依存しないことに注意しておく．積の構造定数 cν

λμ を

σλ · σμ =
∑

ν

cν
λμσν

によって定める．この係数について知ることが基本問題である（大切な問題はそれだけで
はないが）．仮に，コホモロジー環 H∗(G(n, N), Z) そのものの構造がわかったとしても，
それが cν

λμ を決めることにすぐにつながるわけではないということは強調しておきたい．
cν
λμ は環構造よりもはるかに詳細な情報を含んでいるのである．

Schubert による「数え上げ幾何」の典型的な問題は現代風に解釈すると次のように述
べられる．λ(1), . . . , λ(r) を

∑
i |λ(i)| = nm であるような Young 図形の組とする．このと

き，点の個数
�
(
Ωλ(1)(F (1)

• ) ∩ · · · ∩ Ωλ(r)(F (r)
• )

)

を求めよ．ただし F
(1)
• , . . . , F

(r)
• は一般の位置にある r 個の旗であるとする．Kleiman [13]

によると，r 個の順序づけられた旗の組全体がなす多様体において，ある Zariski 開集合
U があって，すべての (F

(1)
• , . . . , F

(r)
• ) ∈ U に対して，交わり Ωλ(1)(F

(1)
• )∩· · ·∩Ωλ(r)(F

(r)
• )

は有限個の点における横断的な交差になっている．

コホモロジー環において deg : H∗(G(n,N), Z) → Z を次数を与える写像，すなわちコ
ホモロジー類 α =

∑
λ cλσλ に対して，唯一の最高次の Schubert 類である σpt := σm,...,m

(m を n 回) の係数 deg(α) := cpt ∈ Z を対応させる写像とする．Kleiman の定理によれ
ば，上記の数え上げの問題の答えは，次数

deg (σλ(1) · · ·σλ(r))

によって与えられることがわかる．
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1.2 Pieri の規則と Giambelli の公式
Grassmann 多様体の Schubert 類を計算するための基本的な公式が２つある．

命題 1 (Pieri の規則) 1 ≤ k ≤ m に対して σ(k,0,...,0) を σk と書く．一般の Schubert 類
σλ と σk との積は次のように与えられる：

σk · σλ =
∑

λi≤μi≤λi−1, |μ|=|λ|+k

σμ.

μ の Young 図形は λ の Young 図形に k 個の箱を付け加えて得られる．その際に，新
たに付け加える箱は各列に高々１個というのが定理の条件である．

例：σ1 · σ1 = σ2 + σ1,1, σ3 · σ2,1 = σ5,1 + σ4,2 + σ3,2,1 など．ただし n,m は十分大きいと
した．

例題：P
3 内に 4 本の直線 �1, �2, �3, �4 が一般の位置に与えられているとせよ．� ∩ �i 	=

φ (i = 1, . . . , 4) をみたす直線 � は何本有るか？

P
3 内の直線 � 全体の集合は G(2, 4) とみなせる．� ∩ �i をみたす � は Schubert 多様体

Ω1,0 = Ω1,0(�i) をなす．もとめる数は

�Ω1,0(�i) ∩ Ω1,0(�i) ∩ Ω1,0(�i)Ω1,0(�i) = deg(σ4
1)

だが，Pieri 規則を用いて σ4
1 = 2σ2,2 が計算できる．よって答えは「２本」である．

演習問題：P
5 内に 4 枚の平面 h1, h2, h3, h4 が一般の位置に与えられているとせよ．

� ∩ hi 	= φ (i = 1, . . . , 4) をみたす直線 � は何本有るか？

もうひとつの有名な公式は次のものである：

命題 2 (Giambelli 公式) σλ = det(σλi+j−i)1≤i,j≤n.

特別な Schubert 類 σ1, . . . , σm を成分とする行列式の形で一般の Schubert 類が表せると
いう公式である．よって，Pieri の規則と Giambelli の公式を組み合わせれば，cν

λμ を求
めることは純粋に代数の問題になる．しかし，実際にその方針で計算を実行することは困
難である．
実際，cν

λμ を完全に記述するという問題は，一見まったく異なる文脈・動機で得られた
結果を解釈し直すことによってはじめて与えられた (後述)．
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1.3 Schur 多項式 と Littlewood-Richardson 規則
(α1, . . . , αn)をα1 > · · · > αn ≥ 0をみたす自然数の列とする．行列式aα = det(xαi

j )1≤i,j≤n

は x1, . . . , xn の置換に関して交代的である．ρ = (n − 1, n − 2, . . . , 1, 0) とおくとき
aρ =

∏
1≤i<j≤n(xi − xj) と書ける．λ = α − ρ とおくと

λ1 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0

となる．aλ+ρ は差積 aρ で割り切れて，商 sλ(x) = sλ(x1, . . . , xn) = aλ+ρ/aρ は対称多項式
となる．これを Schur 多項式と呼ぶ．対称多項式がなす環Λn = Z[x1, . . . , xn]Sn は Schur

多項式全体の集合 {sλ(x)}λ を Z 自由基底に持つ．

Schur 多項式は GL(n, C) の既約表現の指標として知られている．λ を最高ウエイトと
する既約な GL(n, C) の表現を (πλ, Vλ) とする．GL(n, C) 上の関数 traceVλ

πλ(g) を対角
行列 diag(x1, . . . , xn) ∈ GL(n, C) のなす部分群に制限して得られる関数（πλ の指標）は
sλ(x) と一致する．

Schur 多項式の積 sλsμ の展開係数はテンソル積表現 Vλ ⊗ Vμ の分解係数として，詳し
く調べられている．その組合せ論的な記述は Littlewood-Richardson 規則と呼ばれる．い
くつかの表現法や証明法が知られているが Stembridge [29] による簡潔な証明をおすすめ
しておきたい．

1.4 分類空間
N を大きくした極限 G(n,∞) = lim

N→∞
G(n,N) は分類空間 BU(n) の構成法のひとつと

して知られていて
H∗(G(n,∞), Z) = Z[ĉ1, . . . , ĉn]

が成り立つ（たとえば [1] を参照）．生成元 ĉ1, . . . , ĉn は 普遍 Chern 類と呼ばれ，代数
的に独立で ĉi ∈ H2i(G(n,∞), Z) である．対応

ĉi �→ (−1)iei(x1, . . . , xn)

によってΛn を分類空間のコホモロジー H∗(G(n,∞), Z) と同一視する．ei は i 次の基本
対称式である．ここで，λ1 ≥ · · · ≥ λ1 ≥ 0 という列 λ に対して H∗(G(n,∞), Z) の元と
して Schubert 類 σλ が定まることに注意しておく．次が成り立つ：

命題 3 同一視 Λn = H∗(G(n,∞), Z) のもとに Schur 多項式 sλ(x) は Schubert 類 σλ に
対応する．

（証明の方針）(−1)ici = ei(x) が Schubert 類 σ1,...,1 (1 を i 回繰り返す) と一致する
ことは Chern 類の（ひとつの）定義からしたがう．このことと，Schur 多項式に対する
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Jacobi-Trudi 公式 sλ = det(sλi+j−i)1≤i,j≤n （ただし sk = s(k,0,...,0)）が Giambelli 公式と
全く同じ形をしていることを用いて命題が示される．�

疑問：Schur 多項式は，もともと表現論に現れた多項式である．それが，Grassmann

多様体のSchubert 類と完全に一致するということは，たいへん不思議なことである．こ
の一致に関して，もっと深い理解ができないだろうか？

注意：Schur 多項式を経由せずに，幾何的な議論だけを用いて cν
λμ をもとめる規則を導

くという結果がVakil [30] によって与えられている．この結果は上記の疑問に答えるヒン
トを与えるのだろうか？

注意：h1, h2, . . . を完全対称多項式，つまり母関数
∞∑

k=0

hk(x)zk =
n∏

i=1

(1 − xiz)−1

により定まる Λn の元とするとき，hk(x) = sk(x) が成り立つ．

注意：G(n,N) 上には C
N をファイバーとする自明束 E およびその部分束（トートロ

ジカルな部分束）S = {(V,vvv) ∈ G(n,N) × C
N | vvv ∈ V } がある．商束を Q = E/S とす

るとき，
σk = cj(Q) (1 ≤ j ≤ m), σ1,...,1 = (−1)ici(S)

という関係がある．特に，変数 −x1, . . . ,−xn は S のChern roots である．

2 Q-Schur 多項式の場合
ここまで，Grassmann 多様体の Schubert 類を表わす多項式として表現論に由来する多

項式である Schur 多項式が現れることを説明した．この事実に対して，概念的な深い理
解がなされているとは言えないのが現状なのだが，類似する現象は他にも知られている．
Lagrangian Grassmann 多様体と Q-Schur 多項式の関連について紹介したい．Q-多項式
に関して Macdonald の本 [23] には必要なことを簡潔にまとめてある．

2.1 Q-Schur 多項式と Lagrangian Grassmann 多様体
この節で説明したい対照関係を表にすると次のようになる：

G(n,∞) Young 図形 Schur 多項式
LG(∞) Shifted Young 図形 Q − Schur 多項式

C
2n に symplectic form ω を与える．L ⊂ C

2n が Lagrangian 部分空間であるとは
dim L = n であって，等法的つまり u, v ∈ L ならば ω(u, v) = 0 が成り立つことである．
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Lagrangian 部分空間がなす多様体を Lagrangian Grassmannian と呼び LG(n) で表わす．
真に減少する自然数列

n ≥ λ1 > λ2 > · · · > λk > 0

に対して Schubert 多様体を

Ωλ = {L ∈ LG(n) | dim(L ∩ Fn+1−λi
) ≥ i (1 ≤ i ≤ k)}

と定める．ただし，旗 F• = (Fi)
2n
i=1 は Fn が Lagrangian 部分空間であるとし，また

Fn+i = F⊥
n−i (1 ≤ i ≤ n) とする．LG(n) のコホモロジー環の構造はよく知られていて

H∗(LG(n), Z) = Z[y1, . . . , yn]Sn/〈ek(y
2
1, . . . , y

2
n) | 1 ≤ k ≤ n〉

である．−y1, . . . ,−ynはトートロジカルな部分束のChern rootsである．ci = ei(−y1, . . . ,−yn)

が Schubert 類 σi = [Ω(i,0,...,0)] と一致することも同様である．短完全列

0 −→ S −→ E −→ S⊥ −→ 0

から導かれる等式 c(S)c(S⊥) = c(E) を

(1 − y1z) · · · (1 − ynz) × (1 + y1z) · · · (1 + ynz) = 1

と書けば
(1 + c1 + · · · + cn)(1 − c1 + c2 − · · · + (−1)ncn) = 1

が得られる．次はよく知られている（例えば [26] を参照）．

命題 4 無限変数 c1, c2, . . . の多項式環 Z[c1, c2, . . .] を２次関係式

c2
k + 2

k∑
j=1

(−1)jck+jck−j = 0 (k = 1, 2, . . .)

で生成されるイデアルによって割って作った剰余環はH∗(LG(∞), Z) と自然に同型になる．

Chern roots とは別に x1, x2, . . . という変数を用意する．母関数
∞∏
i=1

1 + xi

1 − xi

= 1 + Q1(x) + Q2(x) + · · ·

により Qk(x) を定義する．

命題 5 Γ := Z[Q1, Q2, . . .] は H∗(LG(∞), Z) と同型になる．
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（証明のポイント）自明な等式
∞∏
i=1

1 + xi

1 − xi

×
∞∏
i=1

1 − xi

1 + xi

= 1

を展開すれば２次関係式

Q2
k + 2

k∑
j=1

(−1)jQk+jQk−j = 0 (k = 1, 2, . . .)

が得られる．�
[23] 以外に Jósefiak の論文 [11] を参照していただきたい．

定理 1 [27][Pragacz] Γ = H∗(LG(∞), Z) の同一視のもとで Schubert 類 σλ は Q-Schur

関数Qλ(x) と一致する．

Qλ(x) は対称群の射影表現の指標を計算するために Schur によって導入された．Qλ(x)

は真に減少する自然数列 λ1 > · · · > λk > 0 に対して次のように定まる：

Qλ(x) = Pf(Qλi,λj
(x))

ただし，ここに a ≥ b ≥ 0 に対して

Qa,b(x) = Qa(x)Qb(x) + 2
b∑

j=1

(−1)jQa+j(x)Qb−j(x)

と定めた．また，Pf は偶数次交代行列に対して定まる Pfaffian である．最後の成分に，
必要ならばゼロを許して λ1 > · · · > λ2r ≥ 0 と書く．Qλ はHall-Littlewood 多項式のパ
ラメータを t = −1 と特殊化したものと一致することが知られている．

定理の証明はやはり概念的なものではない．Qλ(x) は他に super Lie 代数の既約指標と
いう解釈も知られている．

注意：Pragacz はその後，Lascoux, Ratajski [22], [28] らとともに Q̃-多項式の理論を展
開した．Chern roots y1, . . . , yn の多項式として Schubert 類を代表する際には，とても自
然な候補である．しかし，多項式そのものの代数的・組合せ論的な性質は Q-Schur 多項
式の方が有利な点が多い．A 型以外の古典系列 B,C,D を扱う際に Q-多項式を用いるか
Q̃-多項式を用いるかという点で，その後の発展には大きく二つの流れがある．
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3 一般名詞としての Schubert 多項式
空間を拡張する方向とコホモロジーを拡張する方向の拡張が考えられる．
G を半単純複素 Lie 群，P をその放物型部分群とする．Weyl 群を W とするとき等質

空間 G/P の Schubert 類は W のある部分集合W P でパラメトライズされる．T を極大
トーラスとする．G/P の Schubert 多様体に関する一般的なサーヴェイとして Billey と
Lakshimibai による本 [4] を挙げておく．
特に，古典型の一般旗多様体に関して，一般名詞としての Schubert 多項式がどういう
場合にどういう人たちによって導入され調べられているかいくらかの文献を紹介する．

• H∗
T (G/P )：T -同変コホモロジー

G(n,N) : Knutson-Tao [12], Lakshimibai-Raghavan-Sankaran[15]

Isotropic Grassmannian : Kresch-Tamvakis [14], Ikeda [7], Ikeda-Naruse [8]

旗多様体 : Lascoux-Schützenberger [19]

B,C,D 型の旗多様体：Kresch-Tamvakis [14], Ikeda-Naruse-Mihalcea[10]

• K(G/P ) : G/P 上の連接層の Grothemdieck 群
G(n,N)：Buch [2]

旗多様体 : Lascoux-Schützenberger [20],[21]

• KT (G/P ) : K(G/P ) の T -同変版
G(n,N)：McNamara [25]

Isotropic Grassmannian：Ikeda-Naruse [9]（準備中）

量子コホモロジーに関しては省略する．

最近 affine Grassmannianの Schubert calculusが大きく進展している．文献 [16],[17],[18]

を参照されたい．
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mathematics, vol. 182, Birkhäuser Boston, Inc., Boston, MA, 2000.

[5] W. Fulton, Young tableaux, With applications to representation theory and ge-

ometry. London Mathematical Society Student Texts, 35. Cambridge University

Press, Cambridge, 1997.

[6] W. Fulton and P. Pragacz, Schubert varieties and degeneracy loci, Springer-

Verlag, Berlin, 1998.

[7] T. Ikeda, Schubert classes in the equivariant cohomology of the Lagrangian Grass-

mannian, Adv. Math. 215 (2007) 1-23.

[8] T. Ikeda and H. Naruse, Excited Young diagrams and equivariant Schubert cal-

culus, Trans. AMS, vol. 361, No. 10, 2009, 5193-5221.

[9] T. Ikeda and H. Naruse, K-theoretic analogue of Schur’s Q-functions and isotropic

Grassmannians (in preparation)

[10] T. Ikeda, L. Mihalcea, and H. Naruse, Double Schubert polynomials for the clas-

sical groups, arXiv:0810.1348
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Paris, 294 (1982), 447–450.

[20] A. Lascoux, Anneau de Grothendieck de la vari 　 t 　 de drapeaux. The

Grothendieck Festschrift, Vol. III, 1–34, Progr. Math., 88, Birkh　 user Boston,

Boston, MA, 1990.

[21] A. Lascoux and M.-P. Schützenberger, Structure de Hopf de l’anneau de coho-

mologie et de l’anneau de Grothendieck d’une vari　 t　 de drapeaux, C. R.

Acad. Sci. Paris S　 r. I Math. 295 (1982), no. 11, 629–633.

[22] A. Lascoux, P. Pragacz, Operator calculus for Q̃-polynomials and Schubert poly-

nomials. Adv. Math. 140 (1998), no. 1, 1–43.

[23] I. G. Macdonald, Symmetric functions and Hall polynomials, 2nd edition, Oxford

Univ. Press, Oxford 1995.

[24] L. Manivel, Symmetric Functions, Schubert polynomials and degeneracy loci,

SMF/AMS Texts and Monographs vol. 6 (1998).

[25] P. McNamara,Factorial Grothendieck polynomials. (English summary) Electron.

J. Combin. 13 (2006), no. 1, Research Paper 71, 40 pp. (electronic).

[26] M. Mimura, H. Toda, Topology of Lie groups, I and II (AMS, 1991).

[27] P. Pragacz, Algebro-geometric applications of Schur S- and Q-polynomials. Topics

in invariant theory (Paris, 1989/1990), 130–191, Lecture Notes in Math., 1478,

Springer, Berlin, 1991.

[28] P. Pragacz and J. Ratajski, Formulas for Lagrangian and orthogonal degeneracy

loci; Q̃-polynomial approach, Compositio Math. 107 (1997), no. 1, 11-87.

[29] J. Stembridge, A concise proof of the Littlewood-Richardson rule. (English sum-

mary) Electron. J. Combin. 9 (2002), no. 1, Note 5, 4 pp. (electronic).

[30] R. Vakil, A geometric Littlewood-Richardson rule. Appendix A written with A.

Knutson. Ann. of Math. (2) 164 (2006), no. 2, 371–421.

10

108



リー群のトポロジーから見るシューベルトカリキュラス

鍛冶 静雄
福岡大学 理学部

1 問題の起源
「3次元ユークリッド空間内に与えられた, 一般の位置にある 4本の直線全てに交わる直線は何本引けるか？」19

世紀後半, Schubert はこの種の問題を数多く考察し, Pieri や Giambelli らによって数え上げ幾何 (enumerative

geometry)と呼ばれる分野に発展させられた. 先にあげた問題に対する Schubert の解法は次の通りである. 「ま
ず 4本の直線を二つずつ組にして, 各々の組が交点を持つ様に平行移動する. この状態においては, 4本全てに交
わる直線は, その交点同士を結ぶ直線と, 各組が張る平面の共通部分としての直線の 2本である. 平行移動によっ
て解の数は変わらないから, 答えはいつでも 2 本である. 」この様に, 当時の議論は直感的かつ鮮やかであるが,

厳密性には欠ける. それを正当化する基礎付けを与えよというのが, Hilbert の第 15問題として提出されたが, 今
日では旗多様体 (flag variety)と呼ばれる射影多様体の, コホモロジー環の構造の問題として定式化されており*1,

主にその計算アルゴリズムを与える事を目的としているのがシューベルトカリキュラス (Schubert calculus)であ
る. (歴史的な経緯については, 例えば [19]を参照. )

旗多様体という, 豊富な構造を持ちかつある程度 “手で扱える”空間を対象としているため, トポロジーのみな
らず, 代数幾何学, 表現論, 組み合わせ論の各方面から盛んに研究されており, 例えば [14], [26], [20]などに目を通
すことで, シューベルトカリキュラスという対象が様々な分野の交差点に位置している様子を俯瞰することができ
る. この講演では, 代数トポロジーで古くから扱われてきた, リー群とその等質空間に関する計算結果を, 特に例外
型というクラスについて, シューベルトカリキュラスの言葉で見直すことを試みる. 例外型の旗多様体はその構造
が複雑になりすぎる為に, トポロジー以外の分野からは敬遠されている様に思えるが, その分, 型によらない性質
の発見, 実験場所としては優れている. これまでに蓄積されている具体的な計算結果を見やすい形で提示すること
で, 色々な方面から例外型のシューベルトカリキュラスを研究する一助になれば嬉しい.

2 旗多様体
研究の対象となる空間・旗多様体は, リー群の等質空間として現れる. Gを簡約可能連結複素リー群, B をその

極大可解部分群 (Borel subgroup), P を B を含む部分群 (parabolic subgroup)とする時, 等質空間 G/P は射影
多様体の構造を持ち, 旗多様体と呼ばれる.

旗多様体はリー群の型に対応する分類ができ, 個別に考察することができる. Ĝ を G の普遍被覆群とする
と, 対応する部分群 P̂ が存在して G/P ∼= Ĝ/P̂ という同型が成り立ち, また, G = G′ × G′′ とすると, G/P ∼=
G′/G′ ∩ P × G′′/G′′ ∩ P と分解するので, リー群の分類定理より, もともと Gは GLn(C), SOn(C), Sp2n(C)の

*1 ただし, 未だ Schubert の議論全てをカバーしている訳ではないらしい.
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古典群あるいは, G2, F4, E6, E7, E8 の５種類の単連結例外群のいずれかであるとして良い. 一方で, P は単純ルー
トの部分集合でパラメトライズされる事が知られている. よって旗多様体は, ディンキン図形とその頂点の部分集
合とのペアで (重複はあるが)分類される.

� � � � � � �

�

α1 α3 α4 α5 α6 α7 α8

α2

図 1 (E8, P8)

胞体分割

旗多様体 G/P には, その胞体分割に基づいてシューベルト類と呼ばれるコホモロジー類が定まり, H∗(G/P ; Z)

は加群としてはその上の自由 Z可群になる. T を Gの極大トーラスとして, W をワイル群 NG(T )/T , WP を P

のワイル群 NP (T )/T とする. Gはワイル群によってパラメトライズされた両側剰余分解 ([6])

G =
∐

w∈W

BwB

を持ち, それはワイル群の左剰余類集合 WP = W/WP でパラメトライズされた, Bruhat 分解と呼ばれる次の
G/P の胞体分割を誘導する.

G/P =
∐

w∈W P

BwP/P

この時, wに対応する胞体 BwP/P の閉包Xw = BwP/P はシューベルト多様体と呼ばれる (特異)部分多様体と
なる.

この分解を通して, ワイル群の組み合わせ論的な性質が, 旗多様体のトポロジーを良く反映しているのを見
ることができる. l := dimT を G の階数とすると, ワイル群は単純ルート α1, . . . , αl に対応する単純鏡映
s1, . . . , sl で生成される有限群となるから, 任意の元は w = si1 · · · sik

と表示される. これを w = [i1, . . . , ik]

と書く事にする. この表示が最短である時, その長さ k を l(w) と書く. 最短表示の方法は一通りではないが,

[i1, . . . , ik]という組に対して辞書式順序を考える事で, 最小の最短表示が一意的に定まる. 左剰余類集合WP は,

{w ∈ W | ∀v ∈ wWP , l(v) > l(w)}という最短表示を持つ.

例 2.1 G = GLn(C) とすると, B は上三角行列となる. この場合, 対応するディンキン図形の部分集合は空集
合である. GLn(C) の元を行列表示し, その列ベクトルで張られる線型空間からなる旗 (flag) V1 � V2 � · · · �

Vn = C
n に対応させると, GLn(C)/B はその名の通り, 旗全体からなる多様体となる. BwB は本質的には行列の

LU(LPU)分解であり, シューベルト多様体 Xw = BwB/B (w ∈ W = Sn)は, 古典的なシューベルト条件

{(V1 � V2 � · · · � Vn) | dim(Vk ∩ C
m) ≥ #{i ≤ k | w(i) ≤ m}}

によって定義される.
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G = GLn+m(C)として, Pn を
{(

A ∗
0 B

)⏐⏐⏐⏐A ∈ GLn(C), B ∈ GLm(C)
}

とする. 対応するディンキン図形の部分集合は, n番目の単純ルートの補集合である. この時, G/Pn は C
n+m の

n次線型部分空間のなすグラスマン多様体 Grn,n+m(C)となる. Gのワイル群W は対称群 Sn+m であり, Pn の
ワイル群WPn は対称群の直積 Sn × Sm であるから, 剰余類集合WPn はグラスマン置換

{w ∈ Sn+m|w(1) < w(2) < · · · < w(n), w(n + 1) < · · · < w(n + m)}

となる. w ∈ WPn に非増加整数列 (w(n) − n, w(n − 1) − (n − 1), . . . , w(1) − 1)を対応させることで, WPn は
n × mのヤング図形と同一視され, シューベルト多様体 Xw は, シューベルト条件

{V | dim(V ∩ C
w(j)) ≥ j}

で定義される.

W の最長元を w0, WP の最長元を wP とすると, l(w0ww0wP ) = l(wP )− l(w) = dimC G/P − l(w)となるの
で, Xw0ww0wP の基本類のポアンカレ双対は H2l(w)(G/P ; Z) の元 σw を定める. これを w に対応するシューベ
ルト類と呼ぶ. 今, 偶数次元の胞体しか存在しないので, {σw}w∈W P は H∗(G/P ; Z)の Z可群としての基底をな
す*2.

シューベルトカリキュラスにおける一つの中心問題は, シューベルト類のカップ積についての構造定数
(structure constant)を決定する事である.

問題 2.2 u, v ∈ WP に対して,
σu · σv =

∑

w∈W P

cw
u,vσw

なる (非負)整数 cw
u,v を求めよ.

補足 2.3 射影 G/B → G/P はコホモロジー環の間の単射準同型

H∗(G/P ; Z) → H∗(G/B; Z)
σw 
→ σw

を引き起こすので, G/B が親玉と考えられる.

例 2.4 グラスマン多様体 Grn,n+m(C) に対しては, シューベルト類がヤング図形でパラメトライズされること
を見たが, その構造定数は, 同じヤング図形に対応するシューア多項式という対称式の積のそれに一致すること
が知られている. これは, Littlewood-Richardson の公式 ([24]) というアルゴリズムで計算可能である. 例えば
Gr2,4(C)においては,

σ2
[2] = σ[3,2] + σ[1,2]

σ4
[2] = (σ[3,2] + σ[1,2])2 = 2σ[2,1,3,2]

となる. この計算を最初にあげた Schubert の問題に翻訳するには, 各シューベルト類を, 下の表に従って空間内の
直線に関する条件と読み替えれば良い. そうすると, σ4

[2] = 2σ[2,1,3,2] は, 問題の答えが 2である事に対応している.

*2 H∗(G/P ; Z)は, 環として G/P の Chow 環 A∗(G/P )と同型であるから, 以下の議論では H∗ を A∗ と読み替えても良い.
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σ[2] 与えられた直線と交わる
σ[3,2] 与えられた平面の上にある
σ[1,2] 与えられた点を通る

σ[2,1,3,2] 与えられた直線の上にある

より一般に全ての A型旗多様体について, 最近 Coskun [9]はその構造定数を計算するアルゴリズムを発見した.

3 コホモロジー環の多項式表示
コホモロジーの加群としての基底は, シューベルト類で与えられることを見たが, 目的であるところの環構造を

知る為には, コホモロジーを多項式環の剰余環として表すことができれば便利である. シューベルトカリキュラス
においては Borel 表示と呼ばれるその計算は, 長期にわたってシューベルトカリキュラスとは独立に, 個々の旗多
様体に対して具体的に与えられてきた ([4], [5], [33], [28]) . 以下では [4], [32] に従って, 旗多様体のコホモロジー
環の Borel 表示を紹介する.

K を G の極大コンパクト部分群, T を K の極大トーラス, また U = P ∩ K とする. K ↪→ G は微分同相
K/U ∼= G/P を誘導する事が知られているから, 特に H∗(G/P ; Z) ∼= H∗(K/U ; Z) であり, 必要に応じて G/P

とK/U のどちらを考えても良い. 例えば, 次の様な対応がある.

type G P K U

Al SLl+1(C) Pm SU(l + 1) SU(m) × SU(l + 1 − m)

Bl SO2l+1(C) B SO(2l + 1) T

Cl Sp2l(C) Pl Sp(l) U(l)

Dl SO2l(C) Pl SO(2l) U(l)

基本ウェイト {ωi}1≤i≤l を H2(BT ; Z)の元とみなすと, H∗(BT ; Z) = Z[ω1, . . . , ωl]である. 主 T 束 T ↪→ K →
K/T の分類写像 K/T

ι−→ BT がコホモロジーに誘導する準同型 ι∗ : H∗(BT ; Z) −→ H∗(K/T ; Z)は特性写像と
呼ばれ, この写像を通して H∗(K/T ; Z)を多項式環と関連づけて調べられる. より詳しく, K/U のコホモロジー
環の Borel 表示は, ファイバー束 K/U ↪→ BU → BK 及び U/T ↪→ K/T → K/U の Serreスペクトル系列を考
察することで得られ, その最も基本的な形は, 次の様に述べることができる. 係数環 Rを Zまたは素数位数の有限
体 Fp として, H∗(ι; R)が全射*3であれば,

定理 3.1 ([4])

H∗(G/P ; R) ∼= H∗(K/U ;R) ∼= H∗(BT ; R)WP

(H+(BT ; R)W )

ここで, (H+(BT ; R)W )は正次数のW 不変多項式で生成されるイデアルである.

例 3.2 H∗(SU(n)/T ; Z) =
Z[t1, . . . , tn]
(c1, . . . , cn)

となり, 右辺は n次対称群の余不変式環である. この余不変式環におけ

るシューベルト類 σw の代表元としては, Lascoux-Schützenberger [23] による非常に奇麗な多項式 (A 型シュー
ベルト多項式)が知られている.

*3 H∗(G; Z)が p-tosion を持たないことと同値である
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[4] の方法を推し進めることで, Toda [32] は H∗(K/U ; Z) を多項式環の剰余環として与える方法を開発した.

それは例外型に対しても有効であり, 実際に具体的な計算がなされているが, シューベルト類との対応は顧みられ
ず, シューベルトカリキュラスの観点からは, ほとんど注目されることは無かった. (最近ではシューベルトカリ
キュラスの立場からも [11], [31]などで例外型のケースが扱われている. )

シューベルト類の代表元

例 2.4において, グラスマン多様体のシューベルトカリキュラスがシューア多項式の議論に還元された様に, 各
シューベルト類を代表する多項式族が見つかると, 構造定数の問題は多項式のそれに帰着する. この様な多項式族
は, イデアルを法として多様な取り方ができるが, そのうち組み合わせ論的に性質の良いものをシューベルト多項
式 (Schubert polynomial)と呼ぶ. 古典型に対しては, (A型を除いては一長一短はあっても)かなり良い性質を持
つシューベルト多項式が知られている ([23], [2], [12], [25])が, 例外型に関してはほとんど手をつけられていない.

コホモロジー類の多項式表示とシューベルト類との対応を与えるものとして, 次に紹介する差分商作用素
(divided difference operator)がある.

定義 3.3 ([10], [3]) 正ルート α に対しては, 差分商作用素 Δα : H∗(BT ; Z) → H∗−2(BT ; Z) は次式で定義さ
れる.

Δα(f) =
f − sα(f)

α
, f ∈ H∗(BT ; Z) = Z[ω1, . . . , ωl]

ただしここでは, ルートをH2(BT ; Z)の元とみなしている. 任意のワイル群の元に対しては, その単純鏡映の積に
よる最短表示 w = si1si2 · · · sik

を一つ選ぶと, 対応する差分商作用素Δw : H∗(BT ; Z) → H∗−2l(w)(BT ; Z)は次
式で定義される.

Δw = Δαi1
◦ Δαi2

◦ · · · ◦ Δαik

一般にワイル群の元に対してその最短表示は一意的ではないが, 上の定義が well-defined であることは保証されて
いる.

定理 3.4 ([10], [3]) Sw ∈ H∗(BT ; Q)を σw の多項式表示, 即ち, ι∗(Sw) = σw なる多項式とする.

(1) {Δαi}1≤i≤l はワイル群で成り立つべき関係式 (Coxeter relation)を満たす.

(2) l(wsi) = l(w) + 1ならば, ΔαiSwsi = Sw

(3) Δαi(fg) = Δαi(f)g + sαi(f)Δαi(g)

(1) より well-definedness が, (2)より多項式 f ∈ H2k(BT ; Z)がシューベルト類の線形和
∑

l(w)=k Δw(f)σw の
代表元となっていることが分かる. また, (3)はこの作用素が再帰的に計算可能であることを示している.

補足 3.5 幾何学的には, 差分商作用素 Δα は符号を除いて次の様に定義される. αに対応する極小放物部分群 Pα̂

に対して, Kα = K ∩ Pα̂ と定め, 下の S2 束を考える.

S2 = Kα/T ↪→ BT
p−→ BKα

ここで, p∗ : H∗(BKα; Z) → H∗(BT ; Z)を p の誘導写像, p∗ : H∗(BT ; Z) → H∗−2(BKα; Z)をファイーバー積
分 (push-forward)とすると,

Δα = ±p∗ ◦ p∗ : H∗(BT ; Z) → H∗−2(BT ; Z)
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が成り立つ.

例 3.6 A型の場合, 古典的な Newton の差分商作用素

Δ(i,j)f =
f(t1, . . . , ti, . . . , tj , . . . , tl) − f(t1, . . . , tj , . . . , ti, . . . , tl)

tj − ti

と一致している.

ここからは, 差分商作用素と Borel 表示を主な道具立てとし, 計算機を援用して得られた, 高松高専の中川征樹
氏との共同研究の結果について紹介したい. 特に, 例外型の中の例外型である E 型旗多様体について述べる.

補題 3.7 Gが E 型例外群 El (l = 6, 7, 8)の時,

WII := {w ∈ W | wの全ての最短表示は [. . . , 2] という形をしている }

と置くと, H∗(El/B; Z)は, Z[ω1, ω3, ω4, . . . , ωl] (∼= H∗(SU(l − 1)/T ; Z))上の加群として, {σw}w∈WII で生成
される.

この事実から, 最短表示が [. . . , 2]である様な長さ 2以上の元 w1, . . . , wk が存在して, 次の様な形に表示できる事
が分かる.

H∗(El/B; Z) =
Z[σ[1], σ[3], σ[4], . . . , σ[l], σ[2], σw1 , . . . , σwk

]
(ρ1, . . . , ρj)

一方で, WII = WP2 となることから, H∗(El/B; Z)の部分加群
⊕

w∈WII
Zσw は, H∗(El/P2; Z)と同型な部分

代数となっている.
⊕

w∈WII
Zσw については, その構造定数を計算するアルゴリズムが存在し, また σ[i] = ωi と

の積に関しては次の Chevalleyの公式 ([8])

σw · ωi =
∑

α:正ルート s.t. l(wsα)=l(w)+1

Δα(ωi)σwsα

が適用できることを考え合わせると, H∗(El/B; Z)のシューベルト類による環構造は, 非常に限定された意味では
あるが決定されていると言える.

ここでうまくいったのは, 巨大な環 H∗(El/B; Z) を, 2 次の元で生成される多項式環 Z[σ[1], σ[3], σ[4], . . . , σ[l]]

と
⊕

w∈WII
Zσw という二つの比較的小さな部分に分割できたことが本質的である.

例 3.8 H∗(E8/B; Z)において,

σ[5,4,2]σ[1,3,6,5,4,2] = σ[3,1,5,4,3,6,5,4,2] + σ[2,3,1,4,3,6,5,4,2] + 2σ[1,2,4,3,7,6,5,4,2]

+σ[1,2,5,4,3,6,5,4,2] + σ[3,1,4,3,7,6,5,4,2] + 2σ[1,4,3,8,7,6,5,4,2] + 2σ[1,5,4,3,7,6,5,4,2]

(一般に, 幾何学的な意味付けから, 右辺の係数は全て正になることが知られている.)

同様の手法で, P が B またはいくつかの極大部分群の場合に, 次のリストを得た. (El/B は長くなるため省略し
ている.) 生成元や関係式 ρi の多項式表示も具体的に与えることができる.
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旗多様体 生成元 関係式 ρi の次数
G2/B σ[1], σ[2], σ[1,2,1] (4, 6, 12)

G2/P1 σ[1], σ[1,2,1] (6)

G2/P2 σ[2], σ[1,2], σ[2,1,2] (4, 6)

F4/B σ[1], σ[2], σ[3], σ[4], σ[1,2,3], σ[1,2,3,4] (4, 6, 8, 12, 16, 24)

F4/P1 σ[1], σ[3,2,1], σ[4,3,2,1], σ[3,2,4,3,2,1] (6, 12, 16, 24)

F4/P4 σ[4], σ[3,2,3,4] (16, 24)

E6/P1 σ[1], σ[2,4,3,1] (18, 24)

E6/P2 σ[2], σ[5,4,2], σ[1,3,4,2], σ[1,3,6,5,4,2] (12, 16, 18, 24)

E7/P1 σ[1], σ[2,4,3,1], σ[2,6,5,4,3,1], σ[3,4,2,7,6,5,4,3,1] (18, 24, 28, 36)

E7/P7 σ[7], σ[2,4,5,6,7], σ[6,5,4,2,3,4,5,6,7] (20, 28, 36)

E8/P8 σ[8], σ[2,4,5,6,7,8], σ[3,1,4,2,3,4,5,6,7,8], σ[5,4,3,1,7,6,5,4,2,3,4,5,6,7,8] (30, 40, 48, 60)
ここでは, ルートの番号付けは [7]に従っている.

4 応用

4.1 不変式環

旗多様体のコホモロジー環は, 不変式環 (余不変式環)と関わりが深い事を見たが, その関連をより詳しく述べる.

ワイル群の不変式環 Ip := Fp[t1, . . . , tl]W は, pが torsion prime であるとき, 非常に複雑になる. その近似と
して, [30]では次の p-stable invariants J l

p が導入された.

(0) = J0
p ⊂ (F+

p [t1, . . . , tl]W ) = J1
p ⊂ J2

p ⊂ · · · ⊂ J l
p = J l+1

p = · · · ,

Jm
p :=

({f ∈ F
+
p [t1, . . . , tl] | ∀w ∈ W,w(f) − f ∈ Jm−1

p })

このイデアルは旗多様体のコホモロジーと密接に関係があり, 実際次の定理が証明されている.

定理 4.1 ([30]) ι∗p : H∗(BT ; Fp) −→ H∗(K/T ; Fp)を Fp 係数の特性写像とする時,

ker ι∗p ∼= J l
p

また, J l
p は正規列で生成されるイデアルである.

これより, 次の結果を得る.

(G, p) J l
p の生成元の次数 (G, p) J l

p の生成元の次数
(Spin(2n + 1), 2) (2, 3, 4, . . . , n, 2[log2 n]+1) (E6, 3) (2, 4, 5, 6, 8, 9)

(Spin(2n + 2), 2) (2, 3, 4, . . . , n, 2[log2(2n−1)]) (E7, 2) (2, 3, 5, 8, 9, 12, 14)

(G2, 2) (2, 3) (E7, 3) (2, 4, 6, 8, 10, 14, 18)

(F4, 2) (2, 3, 8, 12) (E8, 2) (2, 3, 5, 8, 9, 12, 14, 15)

(F4, 3) (2, 4, 6, 8) (E8, 3) (2, 4, 8, 10, 14, 18, 20, 24)

(E6, 2) (2, 3, 5, 8, 9, 12) (E8, 5) (2, 6, 8, 12, 14, 18, 20, 24)

この表は既に Kac [17] によって得られているが, ここではさらに, その生成元の具体的な表示を与える事がで
きる.
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例 4.2 G2 のワイル群は二面体群 D6 である. p = 2に対して, 次が成り立つ.

J2
2 = (t22 + t21 + t1t2, t

2
1t2 + t1t

2
2) ⊂ F2[t1, t2]

4.2 Gの Chow環

旗多様体のコホモロジーH∗(G/B; Z)は Chow 環 A∗(G/B)と同型であり ([13, Example 19.1.11]), さらに, G

の Chow 環 A∗(G) との次の様な関係も知られている.

定理 4.3 ([16]) 射影 p : G → G/B による引き戻し p∗ : A∗(G/B) → A∗(G)は同型

A∗(G/B)
(A1(G/B))

∼= A∗(G)

を誘導する.

これらを用いて, [29]と [18](改訂中)において, 全ての単連結群 Gに対して A∗(G)が決定された.

5 今後の課題

5.1 シューベルト類の分解可能性

次数付き環 Aの元 aに対して, aが aの次数未満の元たち A<|a| で生成される部分環に属している時, 分解可能
(decomposable)であるという. シューベルト類の分解可能性は, 特性写像の像や不変式と関連しており, これをワ
イル群の組み合わせ論から判定できれば面白い.

例 5.1 H∗(E8/B; Z)において,

σ[1,3,4,2,7,6,5,4,3,8,7,6,5,4,2] は分解可能でない.

σ[1,5,4,2,7,6,5,4,3,8,7,6,5,4,2] = −σ[5,4,2]σ
2
[8,7,6,5,4,2] + σ[6,5,4,2]σ[7,6,5,4,2]σ[8,7,6,5,4,2]

−σ[7,6,5,4,2]σ[1,5,4,3,8,7,6,5,4,2] − σ[8,7,6,5,4,2]σ[6,5,4,3,7,6,5,4,2]

は分解可能.

シューベルト多項式を整数係数の多項式として定義する為には, まずそのすみかとなるべき多項式環を見つけて
やる必要がある. 分解可能性の判定は, その一歩目にある問題と言える.

5.2 同変コホモロジー

極大トーラスに関する同変コホモロジー環H∗
T (G/P )の研究は, 不動点への局所化が非常に綺麗な構造を持つ事

(GKM理論 [15])から, 盛んに行われている ([21],[1],[22]). しかし上で見た様な計算, すなわち, 多項式環の剰余
環としての表示はまだ無く, 今回紹介した方法を適用することはできない. そこでまず, Toda 流の計算法を確立
し, 具体的に実行することが求められる. 常コホモロジーの場合には, K/T ↪→ BT → BK というファイバー列に
対する Serreスペクトル系列を用いたが, 同変コホモロジーの場合には, 次の様なファイバー列の引き戻し図式に
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対する Eilenberg-Moore スペクトル系列 ([27])が有用である様に思われる.

K/T

��

K/T

��
ET ×T K/T ��

��

BT

��
BT �� BK
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レベル �写像類群のアーベル化

佐藤正寿（東京大学大学院数理科学研究科）

� はじめに
本稿では�曲面の写像類群の指数有限部分群の中で基本的な�レベルつき写像類

群のアーベル化�同義として� 整係数 �次元ホモロジー群について述べる� 一般に
写像類群の部分群のホモロジー群は低次のものでもほとんど知られていない� 特
に写像類群自体のアーベル化は自明であるが� その部分群のアーベル化は一般に
は非自明であり� 指数有限部分群についてこれを計算しようというのが本稿の内
容である� 写像類群の曲面の整係数 �次ホモロジー群への作用において� 自明に
作用する元全体のなす部分群を������	群と呼ぶ� 写像類群の指数有限正規部分群
であり������	群を含むものは�ある �についてレベル �写像類群を含むことが知
られている� このように� レベル �写像類群は指数有限部分群の中で基本的な対
象である�

写像類群の部分群は� スピン構造など曲面の幾何構造が群の構造として現れる
ことがあり� その意味で興味深い対象である� 特にレベル 
写像類群のアーベル
化は� 整ホモロジー �球面の����	�不変量を用いて定義される ������	群上の準
同型を拡張することにより得られた�

また� 写像類群は閉曲面上の複素構造の 	������類全体のなす空間である ���

	��������空間 ��に自然に作用し� その商空間は� 代数幾何� 複素解析においても
重要な空間である�	�����面のモジュライ空間である� 写像類群の指数有限部分
群はこのモジュライ空間の有限被覆の ���	����基本群としても捉えられる� 特に
�が �以上においては� レベル �写像類群は有限被覆の通常の意味での基本群と
なり� レベル �写像類群のアーベル化はこの有限被覆の整係数 �次ホモロジー群
と一致する�

現在までに知られているレベルつき写像類群のホモロジー群の結果について述
べる� まず�レベル �写像類群の �次ホモロジー群は� ��������� � !�	��" によっ
て独立に� 有理係数では自明であることが示された� そのため� #����� により写
像類群の未解決問題の一つとして� レベル �写像類群のアーベル化の決定が挙げ
られている� なお� その有理係数 
次ホモロジー群の決定も未解決問題に挙げら
れたが� 最近$�������� により解決され� 写像類群の 
次ホモロジー群と同様に�

階数が �であることが判明した�

筆者はレベル �写像類群のアーベル化を� �が奇数もしくは 
について完全に決
定し� 一般の偶数 �についてもほぼ決定することができたので�本稿ではこれにつ
いて紹介する� 特に �������	群のレベル �主合同部分群のアーベル化も決定し

����� �������� �� �	

���� �� ���� �������� ���������
� ��� ��	�� �����������
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ている� また� � � �においては� ����	
���	����によって定義された�������群
上の準同型を� レベル �写像類群上へ拡張した準同型により� そのアーベル化が
与えられることがわかったので� これについても紹介したい�

� レベルつき写像類群の定義と群の完全列
以下では� すべて � � �� � � �� �とする� 種数 �で境界の連結成分を �つもつ

コンパクト有向曲面を����� 種数 �の有向閉曲面を��とする� 曲面の写像類群と
は� 曲面の向きを保つ微分同相全体を �������による同値関係で割った群

�� �� ��������� �������

である� 特に曲面が境界をもつ場合には� 微分同相として境界上の各点を止める
ものをとり� 同値関係も境界上の各点を止める �������を考え�

���� �� ���������� ������� ������� ��� �����

と表す�

まず�レベル �写像類群に関連する完全列を�つ構成する� 無限巡回群�位数�の
巡回群を����として� � � ����とする� また� � � 	������ ���	������ �� �

� を交点形式とし� 	������ �� の交点形式 � を保つ自己同型全体のなす群を
!"��	������ ��� ��と表す�

写像類群は曲面の �次ホモロジー群 	������ ��へ作用し� 交点形式 � を保つ
ので準同型���� � !"��	������ ��� ��が定義できる� これは全射準同型である
ことが知られている� 前述したように� レベル �写像類群は� � ��としたとき
の作用の核������� �� #������� � !"��	������ ���� ���として定義される� 同
様に� � �として作用を考え� ���� �� #������� � !"��	������ ��� ���で定義
される部分群を�������群と呼ぶ�

	������ ��の基底として ������$��$基底を �つ固定すると� 同型

!"��	������ ��� ��� �� %���� �� �� �
 � &'��� �� 	 �
�
 � �


が成り立つ� ただしここで� �次単位行列�零行列を ��� ��として� �

�
�� ��
��� ��

�

である�

準同型  � ���� � !"��	������ ��� ��� �� %���� ��について� ���������は
%�����$��$群のレベル �主合同部分群 (���� �� #�� �%���� �� � %���� ����に
一致する� 以上の準備の下で完全列

� ���� ���� ���� �������
�

���� (���� ���� �
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が得られる� 特にこの群の完全列はホモロジー群に次の完全列を誘導する�

����������� �� ���� ������������� ���� ����������� ���� ��

したがって	 レベル �写像類群のアーベル化について述べる前に	 第 
節におい
て ������群 ����	 ����������群の主合同部分群 �����のアーベル化について述べ
ておく�

� �������群� 	
������群のレベル �主合同部分群
のアーベル化

��� ������	群のアーベル化
������群のアーベル化は既に �������により得られており	 整ホモロジー 
球

面の�������不変量を用いて幾何的に定義される ��������  �準同型と	 曲面
の基本群への作用から代数的に定義される�������準同型により決定される� こ
れら !つの準同型のうち	 ��������  �準同型について述べる�

� " #� � ��を種数 �の$�� ��%埋め込みとする� つまり	 ��内に !つの種数
�の ���%��&�%� ��	 � ��があって	 
� ' 
	 ' ��#�� � ��	 � � 	 ' ��を満
たすとする�

� ' �� � � ��について	 �		の貼り合わせ写像を �を用いてひねることを考え
る� つまり	  � 
�を ������� � 
	 へ貼り合わせ	 新しい閉 
次元多様体を
�� "' ������� 	と定める� これは特に整ホモロジー 
球面であり	 その�������

不変量が定まる� つまり	 ��を境界にもつコンパクトスピン (次元多様体 ��の
符号数が��%)*で+����%�,��%に定まる� 特にこれは -の倍数になり	 写像

�� � ��

� 	�
�� ���

-
��%!

が定まる�

������� ��	 ���������  ��!��� 上の写像 �� � 
� は全射準同型である�

同様にして	 境界つき曲面の������群����上にも準同型が構成できる� また	 ��

の$�� ��%埋め込みの取り方により	 この準同型は複数個構成できる� �������

は	�

���という
�加群を考え	 これらの準同型を整理して	全射準同型 ���� � 	�

���

を構成した�

次に �������準同型について簡単に触れておく� � "' ���#����
�とし	 その �

次交代テンソルを.��と表す� �������により������群上に全射準同型

���� � .��

が定義された� 以下では用いないので定義は省略する� 部分空間 	�

��� � 	�

���を用
いて	 ������群のアーベル化は次のように表される�
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������� ��	 ����������	
� 　
� � �のとき�

��������

  ��� � ��

����

つまり� �������群のアーベル化は� �������������準同型� �������準同型によ
り決定される� 閉曲面の�������群のアーベル化も同様に �������により決定され
ているが� ここでは省略する�

��� �����	
��
群のレベル �主合同部分群のアーベル化
次に������� ��群のレベル �主合同部分群のアーベル化について述べる� � � !�

�を正の整数とし�  ����が"の
�係数�次正方行列全体のなす加群を�����
�
と表
す� まず�特殊線形群のレベル �主合同部分群#�

���	  $�� ��%���

 � �%���
�



において� %����&�&��'��(	により準同型が定義され�特に �以上の素数 �について
次を示した� 整数係数 �次正方行列�を用いて� #�

���	の任意の元は 	� ) ��と表
せることに注意する�

������� ��� �%����&�&��'��(	
� � � �� 素数 � � �について�

#�

���	 � �����
�


	� ) �� �� �

は同型 ���#
�

���	�

 � �����
�
を与える�

上の定理は� 主に�����*������������+	による線形群の合同部分群における結果
による� 奇数 �については� この準同型を ������� ��群のレベル �主合同部分群
#���	に制限することにより� #���	のアーベル化が与えられることが� ,- ����+"	�

,������ 筆者 �+!	により独立に示された� 
�係数�次正方行列全体を
���
�
と
し� ���!��
�
 . �� �
�!��
�
 	

��� )��  "
と定める� 同様に�����*������

������+	� もしくは� *�����/��0	の結果を利用して� 次が得られる�

���������� ���� � � !とする� � � �が奇数のとき�

#���	 � ���!��
�


	� ) �� �� �

は同型���#���	�

 � ���!��
�
 � 

�����

� を与える�

さらに� 偶数 �については次が得られた�

���������� ���� � � !とする� � � !が偶数のとき�

���#���	�

 � 

�����

� � 

��

���
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� 得られた結果
�が奇数のときのレベル �写像類群のアーベル化は� �������	
�� ����� 筆者

�	��により独立に得られた�

������� ��	� � � �とする� � � �が奇数のとき�

�����������
� � ������
��� ���� � 
���

筆者はさらにレベル �写像類群のアーベル化を決定した� レベル �写像類群の
アーベル化は� �����������準同型で表される������群のアーベル化の幾何的
な ��������が影響し� 奇数の場合に比べ複雑である�

������� ���� � � �のとき�

�����������
� �� 

���
�
�

�
� 


���
�
�

�
� 


���
�
�

�
�

閉曲面のレベル �写像類群のアーベル化も同様に計算できるが� ここでは省略
する� 以上の結果を完全列

��������
�� 
� ���� �����������
� ���� ���������
� ���� 


の観点からまとめると� 次のようになる�

������� ���� � � �とする� �が奇数のとき�


 ���� ��������
�� 
� ���� �����������
� ���� ���������
� ���� 


は �����する完全列である� � � �のとき�


 �� 
� �� ��������
�� 
� �� �����������
� �� ���������
� �� 


は完全列である� � �  のとき�


� ���� ��������
�� 
� ���� �����������
� ���� ���������
� ���� 


は完全列である�

特に偶数 � �  についても� レベル �写像類群のアーベル化は位数 �の巡回群
拡大を除いて決定されている�

� ����の構成した��	�

�群上の準同型
!��"�#�は������群の元をモノドロミーにもつ��""��� ���� �とスピンボルダ

ントな空間� の表すスピンボルディズム群の元を用いて� 準同型を構成した� 特に
これは $�%����準同型の情報を完全に含んでおり� �����������準同型の情報
も部分的に含む� 後ほど述べるように� !��"の構成した������群上の準同型に類
似した準同型がレベル �写像類群上に構成できる� その準同型を用いてレベル �

写像類群のアーベル化が決定される�
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��� スピンボルディズム群
����による準同型はスピンボルディズム群に値をもつ� そのため� まずスピン

ボルディズム群の定義を復習しておく� 以下では第 � �	
������
	���類が自明で
あるコンパクト有向�次元多様体�について�そのスピン構造全体を ��
����と
表す�

� を位相空間とする� � � �� �について��をスピン構造 ��をもつスピン閉有
向 �次元多様体� �� � �� � �を連続写像とする� スピンコンパクト�� �次元多
様体 � と連続写像 	 � � � �が存在し�


� � �� � ������ 	 ��� � �� � ��

を満たし� さらに � のスピン構造が境界の連結成分�� に誘導するスピン構造
が �� � ��
�����と一致するとする� 以上の条件を満たすとき� ���� ��� ���と
���� ��� ���はスピンボルダントであるとよぶ�

このような組 ��� �� ��全体にスピンボルダントによる同値関係を定め� その同
値類全体を考える� 同値類には非連結和により加法が定まり� 位相空間�の �次
スピンボルディズム群とよばれる� 以下では� これを�����

� ���と表すこととする�

また� 通常のボルディズム群を�����と表す�

��� ����による準同型
以上の準備の下� ����の準同型について述べる�

��に含まれる円板� � ��を �つ固定し� �� � ���� ��とみなす� ����の各
写像類を�上恒等写像により拡張することにより�写像類群����は��の円板�

を固定する写像類群
�
������ ��� 
��	��� ��� �

と同一視できる� 以下では� 写像類群����の部分群についても� この同一視の下
で��の円板�を保つ写像類群の部分群と見なす�

写像類 � �� � 	���に対し� !���
�" 	��#� �� �� ��
 �$� � ������� $� � ��� ��

を考える� 円板に�は自明に作用するので�部分空間�
�� � �
 �$� � ���� $� �

��� �� � ��が考えられる� この部分空間について �#�"���を行うと� 閉 %次元多
様体

� �

� �� ��� �� 
 ��� � 
� 
���

を得る� 上の閉 %次元多様体について� 特に!���
�" 	��#�のファイバーの包含写
像から誘導される自然な同型

����
�

�&�� �� �������&��
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がある� �������	準同型 ��
�
�

�
�� ��
�

�

�
���と 同型��
�

�

�
��� �� ��
�������の

合成は �����������������空間への連続写像

� � � �

�
� �
��
�������� ��

を �� �� ������� で一意に定める� また 自然な全単射

!���
� �

�
� � !���
�����

があり "つの空間のスピン構造は同一視される� したがって � � !���
�����につ
いて 次の写像が定義できる�

���� � #����
� 
�
��
�������� ���

� �� $� �

�
� �� �%

このとき ����により次が示された�

������� ��	 
����$&%�� 上の写像

���� � #����
� 
�
��
�����
�� ���

は準同型である�

また コホモロジー類 	 � ��
�����
� �� ���
��
�����
��
�は ����������

�������空間に連続写像�
��
�����
�� ��� �

� ��を �� �� ������� で一意
的に定める� スピンボルディズム類にこの連続写像を合成することにより 準同型

	� � #
����
� 
�
��
�����
�� ���� #����

� 
�

� ���

が誘導される� これを用いて次が示された�

������� ��� 
����$&%�� コホモロジー類 	 � ��
�����
� �� ���
��
�����
��
�

の誘導する準同型との合成

���� � #����
� 
�
��
�����
�� ���� #����

� 
�

� ��� �� 
�

は����������		
準同型に一致する�

スピン構造を忘れることにより定まる準同型

���� � #����
� 
�
��
�����
�� ���� #�
�
��
�����
�� ��� �� '��

は ���
�準同型に一致する�
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� レベル � 写像類群上の準同型
��� 準同型の構成
����により構成された������	群上の準同型とほぼ同様にして
 レベル �写像

類群上に準同型が構成される�

写像類 �  ��� � �������に対し
 ����	�� ����� �� � �� � ��� ��������� �� �

��� ��に手術を行い
 同様に閉 �次元多様体 � �

�
� ��� �� � ��� � 	� ���を得

る� 特に � � �������より��係数 �次ホモロジー群の間に自然な同型


���
�

�
���� � 
����������

があるため
 連続写像 �� � �
�

�
� ��
����������� ��が定まる� 同様に
 自然な全単

射 ��	��� �

�
�  ��	�������によりスピン構造を同一視すると
 次が定義される�

� � ������� � �����
� ���
����������� ���

� �� �� �

�
� ��� ��

�������による証明とほぼ同様の手順で
 次が得られる�

������� ��	� �は準同型である�

��� 準同型 �� � ���� � �����
� ��������������� ���の性質

����による������	群上の準同型と
 上で構成したレベル �写像類群上の準同
型の関係について述べる� � � 
�������
�  ����
�������
��
�とすると
 準
同型 �� � �

����
� ���
�������
�� ��� � �����

� ���
� ���が誘導される� 同様にこれを
�� �で考え
 ���� ��� � �

����
� ���
�������
��� ���� �����

� ���
�� ���が定まる�

�は����によって構成された準同型と以下のように可換であることがわかる�

����� ���� 次は可換である� 特に� 下段の準同型は �������	��

�準同型の
レベル �写像類群上への拡張である�

	��� ���� �����
� ���
�������
�� ���

��
���� �����

� ���
� ��� � 
�

���

�
�
� �	
� ���

�
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�

�������
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���� �����
� ���
�������
��� ���

��	
����
������ �����

� ���
�� ��� � 
�

ここで� 	��� ��������は自然な包含写像である� �����
� ���
� ���� �����

� ���
�� ���

は�� � �������� 
� 
�が誘導する単射準同型である�

����の定義した準同型はスピンボルディズム群に値をもち
 具体的に計算す
ることが困難であった� 本研究において
 レベル �写像類群に拡張した準同型を


同型
�����

� ���
�� ��� � 
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を調べることによりその値を計算することができた� 実際の計算には � �

�に埋め
込まれた曲面の ����構造� および� その���	�不変量を調べることにより計算さ
れる� これらの詳細についてはここでは省き� 得られた結果のみについて述べる�
曲面のスピン構造は� 
������� ��������と呼ばれる関数と �対 �に対応してい

ることが知られている�
��������� �	
	 曲面����の ��������� 	�
����
とは� 関数 � � ������������ ��

であり�

���� �� � ���� � ���� � ���� ��

を満たすものである

単純閉曲線� � ����であり� 曲面を分割しないもの� つまり� ���� ��が弧状
連結となる曲線を考える� これらの曲線に沿う���� �	���の �乗により��������

は生成されることが知られている� 	 � �����������について準同型

	�
� ���������  ����
� ��������������� ����  ����

� ������ ��� �� ��

の生成元における値は次のように表される�
������ �	�	 	 � ������������ � � ����������とし�対応する��������� 	�
����


を ��と表す 曲面を分割しない単純閉曲線� � !�� ����に沿う���
 �����を ��

と表すとき�

	�
���
�
�� �

�
������	
��� �	 	����� � ��

" �	 	����� � "

これにより� 準同型 
�の像が計算され� 次が得られる�
��������� �	�	 � � ����������とする このとき� 準同型

�
��� � ��������������  ����
� ��������������� ���

は単射である

これよりレベル �写像類群のアーベル化が決定される�
また� #����$��%�の結果によって� この準同型は&�����' �����の(���)��関数

を用いて表せることがわかる� 最後にこれについて述べる�
� を第 � *�����)+,�����-類が自明な有向閉 %次元多様体とする� � のスピン

構造 �を �つ定めると� � をスピン多様体として境界にもつコンパクトスピン .

次元多様体 ��が存在する� これをもちいて� (���)��関数を
�� � ������� � ��

� �� *�'���

と定める� このとき� � � �������から定まる&�����' ����� � � ��について�
準同型 	�
�は(���)��関数�	� � ��������� ��を用いて�

	�
���� �
�	������	��� � 	�

�

と表される�
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結び目の交差交換とバンド手術について

安部　哲哉

大阪市立大学理学研究科
日本学術振興会特別研究員 (DC2)

概 要

結び目のバンド手術を用いてバンド結び目解消数を定義する．結び目の交差交換を用いて定義される結び
目解消数を用いて，バンド結び目解消数を上から評価する．後半は，結び目の交差交換を用いて定義される交
代化数について，関連する話題を含め現状を報告する．

1 イントロダクション
この節では，バンド手術とバンド結び目解消数の定義を与え，主定理（バンド結び目解消数の上からの評価）
を述べる．

Lを絡み目とし，b : I × I → S3 を b(I × I)∩L = b(I × ∂I) となる埋め込みとする．ここで I は単位区間を
表すとする．L′ を (L − b(I × ∂I)) ∪ b(∂I × I)とする．この L′ を Lからバンド bに沿ったバンド手術で得ら
れた絡み目という．結び目K のバンド結び目解消数 ub(K)とは，結び目にバンドをつけて自明な結び目にす
るために必要なバンド手術の最小回数のことである．バンド結び目解消数の定義に関して注意すべきは
• バンドを同時につけるのではなく，バンドを一回一回つける,

• 結び目K を自明な結び目に変える過程で絡み目ができることを許す，
という２点である．

定理 1. ([3]) K を結び目とする.このとき

ub(K) ≤ c(K)/2,

が成り立つ．等号成立はK が自明な結び目か八の字結び目の時に限る. ここで c(K)はK の交点数とする.

上の定理の証明の概略は３節で与える．次節は結び目解消数について述べる．

2 結び目解消数
交差交換とは，図 1のような結び目の局所変形である．結び目K の結び目解消数 u(K)とはK を自明な結

び目にするために必要な交差交換の最小回数のことである．つまり，結び目が何回の交差交換でほどけるかを
表す不変量である．結び目解消数の定義は非常に簡単であるが，決定することは一般的に難しい．

1
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図 1: 交差交換

図 2:

2.1 結び目解消数と交点数

結び目解消数同様，結び目の交点数は定義が簡単だが決定することが難しい結び目不変量の一つである．結
び目の結び目解消数とその交点数の一般的な関係

u(K) ≤ c(K) − 1
2

は古くから知られている．最近，この不等式に関して Taniyamaは次を示した．

定理 2. ([18]) K を等式

u(K) =
c(K) − 1

2
を満たす結び目とする．このときK は (2, q)-トーラス結び目となる．ここで qは 1でないある奇数である．

筆者と Higaは，バンド結び目解消数を上から評価する過程で次を得た．

定理 3. ([3]) K を等式

u(K) =
c(K) − 2

2
(1)

を満たす結び目とし，Dを K の最小交点数を実現する図式とする. もし K が八の字結び目でないならば, D

の交点 pが存在し，Dを pで向きに沿ってスムージングして得られた図式の一方の成分は，図式としては図 2

の中のいずれかとなり，もう一方の成分は自己交差をもたない．

上の定理は具体的な図で見るとわかりやすい．図 3の左側の図式は 10152 の最小交点数を実現するものであ
る．例えば，図 3の中の交点 pは定理の仮定を満たす．実際，pで向きに沿ってスムージングして得られた図式
（図 3の右側）の，一方の成分は図式としては (2, 3)-トーラス結び目の標準図式であり，もう一方の成分は自己
交差をもたない．同様に，図 4の左側の図式は 12n725 の最小交点数を実現するものである．例えば，図 4の
中の交点 pは定理の仮定を満たす．実際，pで向きに沿ってスムージングして得られた図式（図 4の右側）の，

2
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図 3: 10152

図 4: 12n725

一方の成分は図式としては (2, 5)-トーラス結び目の標準図式であり，もう一方の成分は自己交差をもたない．

注. K を八の字結び目すると等式 (1)を満たす．しかし，図 5からわかるように，K の最小交点数を実現する
図式 Dに対して，Dの任意の交点で向きに沿ってスムージングしてできる 2成分絡み目は，一方の成分が図
式としては 1交点の図式であり，もう一方の成分は自己交差をもたない．よって定理 3 は八の字結び目に対し
ては成り立たない．
注. Taniyama [18]は絡み目に対しても定理 2 と同様のことが成り立つことを示した．またHanaki-Kanadome

[5]は絡み目に対して定理 3と同様のことが成り立つことを示した．

3 バンド結び目解消数と交点数
バンド結び目解消数が 1と 2になる結び目の例を述べる．

図 5: 八の字結び目

3
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図 6: (2, 5)-トーラス結び目

図 7: タイプ１のバンド手術

例 1. qを 1でない奇数としK を (2, q)-トーラス結び目とする．このとき ub(K) = 1(< c(K)/2)となる. 図 6

は q = 5の場合を説明している.

例 2. K を八の字結び目とする. Lickorishは ub(K) = 2 (= c(K)/2)となること（つまり，ub(K) = 1ではな
いこと）をK の２重分岐被覆の first homology上の linking formを用いて示した．

バンド手術で図 7と図 8のものを，それぞれタイプ１とタイプ２と呼ぶ. 次の補題の (3)は，バンド結び目
解消数と結び目解消数の関係を示すものであり，Kanenobu-Miyazawaの結果である．

補題 4. ([3], [8]) K を結び目とする．このとき
(1) K における 1回の交差交換は 2回のバンド手術で実現される．
(2) K における 2回の交差交換は 2回のバンド手術で実現される．

図 8: タイプ２のバンド手術

4
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図 9: 2回のバンド手術

(3) 次が成り立つ．
ub(K) ≤ u(K) + 1.

証明の概要.　 (1) 交点の周りでタイプ 1のバンド手術をした後にタイプ 2のバンド手術をすればよい．
(2) 図 9のように，ある交点の周りでタイプ 1のバンド手術をする．すると，K に交差交換を施した結び目と
（小さな）ループからなる絡み目（図 9の右上）ができる．次に，交差交換したい部分の近くにループを滑ら
せる．そして，タイプ 2のバンド手術をすればよい．
(3) (1)と (2)から直ちに得られる．

いよいよ定理 1の証明の概略を述べる．証明のポイントは，八の字結び目でない結び目 K で等式 u(K) =

(c(K) − 2)/2 を満たすものに対して，定理 3を用いて実際に ub(K) < c(K)/2となることを示すことである．

定理 1の証明の概略. もしK が自明な結び目ならば ub(K) = c(K)/2となるので，以後K は非自明な結び目
と仮定する．まず，不等式を示す．もしK が (2, q)-トーラス結び目ならば例 1より ub(K) < c(K)/2となる．
そうでなければ, 定理 2より

u(K) ≤ c(K) − 2
2

となる．補題 4の (3)と合わせて

u2(K) ≤ u(K) + 1 ≤ c(K)
2

となる．以上で，不等式が示せた．次は，題意の等式がK が自明な結び目か八の字結び目となるときにのみ成
立することを示す．上で示したことより，もし等号が成立したならば

u(K) =
c(K) − 2

2

となる．もし，K が八の字結び目ならば例 2より等号が成立する．そうでない場合は，定理 3より，K の最小
交点数を実現する図式Dをとると，Dの交点 pが存在し，Dを pで向きに沿ってスムージングして得られた
図式の一方の成分は，図式としては (2, q)-トーラス結び目 (|q| ≥ 3) の標準図式となり，もう一方の成分は自己
交差をもたない．示すべきは

u2(K) <
c(K)

2

5

133



図 10: 10152 と 4回のバンド手術

図 11: 12n725 と 3回のバンド手術

である．以後，|q| ≥ 5の場合と |q| = 3の場合に分けて証明する．ここでは，それぞれの場合の例を示すにと
どめる．|q| ≥ 5の場合．たとえばK を図 10の左側の結び目とする．このとき図 10の左側でしめされた交点
をバンド手術を用いて交差交換をする．交点の選び方は，図 4の右側で対応する交点で交差交換すると自己交
差を持たない成分がもう一方の成分より「上」になるように選んだ．補題 4の (1)と (2)より，4回のバンド手
術で (2, 5)トーラス結び目が得られる (図 10の右側を参照)．これより

u2(K) ≤ 4 + 1 < c(K)/2

が分かる．|q| = 3の場合．この場合は少し工夫が必要である．K を図 11の左側の結び目とする．このとき図
11の左側でしめされた交点をバンド手術を用いて交差交換をする．今回は，図 11の手順でバンド手術をする．
交点の選び方は，上の場合と同様に，図 3の右側で対応する交点で交差交換すると自己交差を持たない成分が
もう一方の成分より「上」になるように選んだ．結果として，3回のバンド手術で (2, 3)-トーラス結び目と小
さなループからなる絡み目が得られる．この絡み目は一回のバンド手術で自明な結び目に変えられるので，

u2(K) ≤ 3 + 1 < c(K)/2

が得られる．

4 トーラス結び目の結び目解消数
この節ではトーラス結び目の結び目解消数と関連する不変量について述べる．これ以降の話題は，バンド結
び目解消数と直接的には関係がないことを注意しておく．
結び目解消数は 4次元トポロジーとも密接に関係があることが知られている．特に，次の予想は多くの研究

者を刺激した．

6
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予想. ([15]) pと qを互いに素な 2 ≤ p < qとなる自然数1とし Tp,q を (p, q)-トーラス結び目とする．このとき
次が成り立つ．

u(Tp,q) =
(p − 1)(q − 1)

2
. (2)

これはMilnor予想と呼ばれていたものであり，Kronheimer-Mrowka [11]のゲージ理論の研究の系として解決
された．

4.1 結び目の符号数

ゲージ理論が登場するまで，Milnor予想にアプローチできる有力な不変量は結び目の符号数であった．結び
目K の符号数は以下のように定義される．F をザイフェルト曲面とし，φをザイフェルト形式

φ : H1(F, Z) × H1(F, Z) −→ Z

とする．φの符号数を σ(K)と表し，K の符号数という．

事実 5. ([16])次が成り立つ．
(1) σは Con(S3) から Zへの写像を誘導する，
(2) 任意の結び目K に対して, |σ(K)| ≤ 2g4(K)となる,

(3) σ(T2,3) = 2.

ただし，Con(S3)は S3 内の結び目のなす Concordance groupを表し g4(K)はK の 4次元種数を表す．

注. K を結び目とすると，
g4(K) ≤ u(k)

が成り立つ．結び目解消数が 4 次元トポロジーと関係があるというのは，主にこの意味においてである．
Kronheimer-Mrowkaが実際にやったこと（の系）はトーラス結び目の 4次元種数の決定である．つまり

g4(Tp,q) =
(p − 1)(q − 1)

2
(3)

である．ほとんどの pと qに対して 2g4(Tp,q)−σ(Tp,q)は正になる（つまり，符号数だけでトーラス結び目の 4次
元種数や結び目解消数を決定はできない）ことはよく知られているが，筆者は．[1]において 2g4(Tp,q)−σ(Tp,q)

は必ず 4の倍数になることを具体的に計算することより示した．この幾何学的な意味を筆者は知らない．

4.2 結び目のRasmussen不変量

Khovanov は論文 [10] において，結び目 K に対して，次数つき Euler 標数が Jones 多項式となる double

graded な homology群を定義した．Bar-Natanは論文 [4]において，Khovanov homologyの計算プログラムを
つくった．また，その計算結果から結び目の符号数の類似物の存在をほのめかした．Leeは論文 [13]において，
結び目K に対して filter付き homology群を定義した．その homology群を用いて，結び目の符号数の類似物
は，交代結び目に対して符号数そのものと一致することを示した．Rasmussen[17]は，その filterをもちいて
Rasmussen不変量を定義した．結び目K の Rasmussen不変量を s(K)で表すことにする．

1以後，本稿を通して p と q は 2 ≤ p < q となる自然数と仮定する．
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事実 6. ([17])次が成り立つ．
(1) sは Con(S3) から Zへの写像を誘導する，
(2) 任意の結び目K に対して, |s(K)| ≤ 2g4(K)となる,

(3) s(T2,3) = 2.

さらに
s(Tp,q) = (p − 1)(q − 1) (4)

が成り立つ．この結果は直ちにMilnor予想の別証明を与える．これは，ゲージ理論のようなハードな解析を
使わず，組み合わせ的に定義された不変量だけでMilnor予想が解けるという意味で衝撃的である．また，最近
では非常に交点数の高い結び目の Rasmussen不変量を計算することにより，滑らかな 4次元 Poincare予想を
反証しようという動きがある [12].

5 交代化数
この節では，結び目の交差交換を用いて交代化数を定義し，それを取り巻く現状を報告する．
結び目K の交代化数 alt(K)とは, K を交代結び目にするために必要な交差交換の最小回数である．結び目

解消数の下からの評価として有用であった Rasmussen不変量と符号数の差をとると交代化数を評価2できる．

定理 7. ([1]) 任意の結び目K に対して以下が成り立つ．
∣∣∣s(K) − σ(K)

2

∣∣∣ ≤ alt(K). (5)

証明の概要. 定理 5と 6を用いて

−2 ≤ (s(K+) − σ(K+)) − (s(K−) − σ(K−)) ≤ 2.

を示す．ここで，K+ とK− はある交差交換で移り合う結び目である．また，K を交代結び目とすると

s(K) − σ(K) = 0 (6)

となる ([13])．この二つの事実より定理が従う．

5.1 トーラス結び目の交代化数

いつトーラス結び目が，交代結び目になるかは昔からよく知られたことである．しかし，非交代トーラス結
び目がどれくらい交代結び目からは離れているかということは研究はされてこなかった．ここでは，トーラス
結び目の交代化数を考察する．筆者はトーラス結び目がいつ交代化数 1になるかを決定した．

定理 8. ([1]) 次が成り立つ．
(1) alt(Tp,q) = 0 ⇐⇒ p = 2.

(2) alt(Tp,q) = 1 ⇐⇒ (p, q) = (3, 4) 又は (3, 5).

(3) alt(Tp,q) ≥ 2 ⇐⇒ その他.

2Kawauchi は論文 [9] で別の手法で交代化数の下からの評価を与えた．
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さらに Kanenobu [7]は alt(T3,7) = alt(T3,8) = alt(T4,5) = 2 を示した ([2]も参照)．

問. alt(Tp,q) = 2 ならば，(p, q) = (3, 7), (3, 8) または (4, 5)か？

注. 上の問に答えるためには，交代化数の更なる下からの評価が必要である．一つの候補は，Khovanov homo-

logical widthである．実際，12交点の結び目までは，交代化数を下から評価するが，Greeneと Khovanovと
Lowrance により一般的には Khovanov homological widthは交代化数を評価しないことが指摘された．

下の定理は，交代化数がトーラス結び目の複雑度をうまく捉えていることを示している．

定理 9. ([A])任意の正の数 nに対して，n = alt(Tp,q)となる (p, q)の組は有限個である.

Kanenobuの結果 alt(T4,5) = 2(< c(T4,5/4)が示唆するように, トーラス結び目の交代化数は交点数に対して
比較的小さい．Nakanishiは結び目の交代化数と交点数の関係を次のように予想した.

alt(K) ≤ c(K)/4.

実際，多くの結び目に対してこの不等式は成り立つ．今後の課題の一つは，上の予想がトーラス結び目に対し
て正しいことを示すことである．

5.2 結び目の交代化数の応用

Jones多項式の spanと結び目の最小交点数を比較することにより，与えられた結び目が交代かどうかは原理
的に判定できる．しかし，最小交点数を求めることは多くの場合，現実的に困難である．また，結び目の族に
対して最小交点数を求めることは，一般的に不可能である．
これに対し，もしも結び目K に対して s(K) − σ(K) 	= 0が示せれば，K が非交代結び目であることが示せ
る．同様に，|s(K)−σ(K)| ≥ 4が示せればKは交代化数 2以上であることが示せる．特に，KはMontesinos

結び目ではない3ことが示せる．Ichihara-Jong-Mizushimaは，この手法をMontesinos結び目の例外手術の決
定問題に応用した．特に，長さ 3のMontesinos結び目の例外手術の決定問題の部分的解決という，既存の方
法では得られなかった新しい結果が得られているということは注目すべき点である．

5.3 おわりに

本稿の後半では，トーラス結び目の結び目解消数や交代化数を考えた．トーラス結び目の交代化数の研究は
まだまだ発展途上である．またトーラス結び目のバンド結び目解消数の研究もほとんど手付かずで残っている．
これらの更なる研究は今後の課題である．
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射影多様体に対するMeyer函数とその応用

久野　雄介 ∗ (東京大学大学院数理科学研究科)

第 56回トポロジーシンポジウム

1 はじめに
Σgを向き付けられた種数 gのC∞-級の閉曲面とする. Σgの向きを保つ微分同相全体

を, アイソトピーという同値関係で割って得られる離散群を写像類群と呼び, Γgとかく.

この群は, Riemann面のモジュライ空間と密接に関係する, 基本的で重要な研究対象で
あって, 低次元トポロジーの色々なところで現れるが, ここでは写像類群の群コホモロ
ジー, 特に 2次元の部分を扱う. 写像類群のコホモロジーは, 向き付けられたΣg束の特
性類の役割を持つ. ここにはMMM類 (Mumford-Morita-Miller class)と呼ばれる類の
系列があり, その最初には第 1MMM類 e1 ∈ H2(Γg)がある. この講演の目的は, e1(正
確には, −3e1)を表す, 符号数コサイクルと呼ばれるコサイクルに付随する, Meyer函数
と呼ばれている二次不変量の新しい例を提示することである.

ここで紹介する二次不変量は, 非特異射影多様体X ⊂ PN に対して決まり, φX とか
かれる. ものとしては, Xから構成される, ある開代数多様体UXの基本群の上のQ-値
1コチェインであり, UX の上に乗っているRiemann面の族の, e1が消滅することに付
随する二次不変量である (UXおよびその上のRiemann面の族の定義は 4節で行う). こ
こで行う e1の消滅の証明は, トポロジカルなものである.

この研究の第一の動機は, 詳しくは 3節および 8節に譲るが, ファイバー構造を持つ
4次元多様体の符号数の局所化への応用である. 3節の公式 (3.1)を高種数の場合に適用
する際の問題点およびその一つの解決法について説明することが, この講演および本予
稿の一つの目標である.

第二の動機として, UX の上にある Riemann面の族をモノドロミーの観点から研究
したいということがある. UXは, k-双対多様体の補空間というものになっていて, 基本
群 π1(U

X)は, 一般には (写像類群に負けるとも劣らない？)組み合わせ群論的に非常に
複雑な対象であり, 現在でも多くのことが分かっている状況ではない (I. Dolgachev-A.

Libgober両氏による [3]および, 最近の, 島田伊知朗氏のプレプリント [13]を参照). モ

∗筆者は日本学術振興会から援助を受けています (特別研究員 DC1 課題番号 19・5472).
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ノドロミーの観点からの研究とは, モノドロミーにより π1(U
X)と写像類群 Γgを比較

するということである.

以下, 断りのない限り, 多様体はC∞-級で, 向き付けられているとし, 多様体の間の写
像はC∞-級のものとする. また, 曲面束は常に向き付けられたものを考える.

2 符号数コサイクル, Meyerの定理, Meyer函数
まず符号数コサイクルを導入する. P := S2 \ ⋃3

k=1 IntDkとおき, パンツと呼ぶ. こ
こで, Dk たちは互いに交わらない S2内の 2次元閉円板で, IntDkはDkの内部を表す.

E → Bをコンパクト曲面 (境界はあってもよいとする)B上の Σg束とする. Eの符
号数 Sign(E)を求めることを考えよう. ここで, 符合数とは, 交叉形式

H2(E; Q) × H2(E; Q) → Q

の符号数, つまり交叉形式を対称行列と思ったときに, 正の固有値の個数から負の固有
値の個数を引いた数のことである.

Bの Euler数が負であれば, Bを P と同相な曲面 P1, . . . , Pmによって分割すること
ができる (パンツ分解). それに伴って, E は P 上の Σg 束 E1, . . . , Emたちを境界で接
着されたものとして表される. 符号数のNovikov加法性により, Eの符号数は, これら
E1, . . . , Emの符号数の和である.

符号数コサイクルは, この分解の最小単位にあたる. P の境界 ∂D1, ∂D2を一周する,

基点からのループをそれぞれ �1, �2とする. 与えられた写像類群の元 f1, f2 ∈ Γgに対し
て, P 上のΣg束E(f1, f2) → P であって, �1, �2に沿うモノドロミーがそれぞれ f1, f2と
なるものが存在する (g ≥ 2のときは, 同型を除き一意的). E(f1, f2)はコンパクトな境
界付き 4次元多様体であり, その符号数 Sign(E(f1, f2)) が定義される.

定義 2.1 (W. Meyer [12], 1973). f1, f2 ∈ Γgに対してE(f1, f2)を上の様にとり,

τg(α1, α2) := −Sign(E(f1, f2)) ∈ Z

とおく. τg : Γg × Γg → Zを符号数コサイクルと呼ぶ.

これが実際にコサイクル条件:

τg(f1f2, f3) + τg(f1, f2) = τg(f1, f2f3) + τg(f2, f3)

を満たすことは, 符号数のNovikov加法性から従う. また, 写像類群のΣgの第 1ホモロ
ジー群への作用が誘導する準同型 Γg → Sp(2g; Z)があるが, τg は, この準同型により
Sp(2g; Z)のあるコサイクルを引き戻したものとして書ける. [12]ではこれの具体的な
表示も与えられていて, τgの値を計算することができる.

第 1MMM類 e1とコホモロジー類 [τg]の関係は以下のようになる.

[τg] = −3e1 ∈ H2(Γg; Z).

次のW. Meyer氏の定理が, Meyer函数の起源と見做される.
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定理 2.2 (W. Meyer [12], 1973). gが 1または 2のとき, τgは一意的に定まる, Γg上の
Q-値 1-コチェイン φg : Γg → Qのコバウンダリとして書ける. また, φgの値は g = 1の
とき,

1

3
Zに入っていて, g = 2のときは 1

5
Zに入っている.

特に, Q係数では, [τ1]および [τ2]は自明であるが, この定理の意義はそこから生じる
φ1, φ2について述べている所にある (実は, いれものであるH2(Γ1; Q), H2(Γ2; Q)が自
明である). この様に, 符号数コサイクル (の引き戻し)をコバウンドする様な 1-コチェ
インのことをMeyer函数と呼ぶ.

更に, [12]では, Γ1
∼= SL(2; Z)上での φ1 の明示公式が, Rademacher函数と呼ばれる

Dedkind和などを含んだ SL(2; Z) 上の函数を用いて与えられている.

3 符号数の局所化
閉 4次元多様体M と, 閉曲面 B と写像 π : M → B であって, 有限個の”特異”ファ

イバーを持つが, 残りは曲面束となっているものを考える. 例としては, 楕円曲面や,

Lefschetzファイバー空間が挙げられる. また, 標準曲面であって, 不変量がある等式を
満たすような代数曲面のクラスもこの様な構造を持つことが知られている.

各点 b ∈ Bに対し, πの bにおける写像芽 Fb のみに依存した有理数 σloc(Fb)が定ま
り, それが二つの条件

1. σlocはBの有限集合に台を持つ

2. Sign(M) =
∑
b∈B

σloc(Fb)

を満たすとき, M の符号数が局所化されるといい, σlocを局所符号数と呼ぶ. 様々な設
定のもとで, この現象が起きることが知られている (足利 正-遠藤久顕両氏による論説
[2]を参照). ”特異”と, 括弧を付けているのは, 位相的には非特異であるが, 代数幾何的
な特殊性が高いために特異ファイバーと見做すべきファイバー芽の存在が知られてい
るからである.

位相幾何的なアプローチの一つとして, 松本幸夫氏 [10], [11]による, Meyer函数を用
いたものがある. π : M → Bの一般ファイバーの種数を 1または 2としよう. b ∈ Bに
対し, bの周りのディスクDをとり, D \ {b}の上には”特異”ファイバーが無い様にす
る. fb ∈ ΓgをD \ {b}上のΣg束のモノドロミーとする.

σloc(Fb) = φg(fb) + Sign(π−1(D)) (3.1)

とおくと, 2節で述べた, パンツ分解により曲面束の符号数を求める考え方と定理 2.2を
合わせることで, これが実際に局所符号数となることが分かる.

この様に, gが 1または 2の場合には Γg の上にMeyer函数があるおかげで, ファイ
バーに関する条件が全く必要なく, 局所符合数が定義される. しかし g ≥ 3のとき, 事
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情は全く異なる！ それは, 次の定理から分かる様に, Γgの上にMeyer函数が存在しな
いからである (実は既に, [12]で g ≥ 3なら [τg]が無限位数であることは示されている).

定理 3.1 (J. Harer, [7]). g ≥ 3のとき, H2(Γg; Q) ∼= Qで, [τg]は生成元となる.

g ≥ 3のとき, 任意の π : M → Bに対して通用する局所符号数の定義の仕方は無いの
である. 一方, Riemann面の族を扱う代数幾何の設定では, 一般ファイバーの複素構造
に条件を課すことで, 局所化が起きることが知られている.

例 3.2. 一般ファイバーに超楕円性を課すと局所化が起きる. 位相幾何的には, この条
件はモノドロミーが超楕円的写像類群と呼ばれる, Γg の部分群Δg に簡約することと
して捉えられる. ΔgにはMeyer函数が存在するが, 遠藤久顕氏 [4]により, この場合の
Meyer函数を用いて, 公式 (3.1)による局所符号数の定義が与えられ, 寺杣友秀氏によ
る [4]のAppendixでは, これが代数幾何的な定義によるものと一致することも示され
ている. なお, この場合もいれものであるH2(Δg; Q) が自明である (F. Cohen氏 [5], 河
澄響矢氏 [8]により独立に証明された).

例 3.3. g = 3で, 一般ファイバーに非超楕円性を課すと局所化が起きる. この場合, 中
心ファイバーが非特異な超楕円的曲線であって, 局所符号数の観点からは”特異”ファイ
バーと見做すべきものが存在する. この様な事態は, もはや Γgに値をとる位相的なモ
ノドロミーだけでは処理できないものであり, 公式 (3.1)を用いた局所符号数の定義の
際, 本質的な障害となっている.

4 射影多様体に対するMeyer函数
ここでは, あるトポロジカルな理由で e1が消えている Riemann面の族を構成し, 定

理 2.2の φ1, φ2に対する一つの亜種を与える.

Xを n次元のC上の非特異射影多様体とし, 射影空間への埋め込みX ⊂ PN を固定
する. 以下, N > n ≥ 2を仮定する. k = N − n + 1とおき, Gk(PN)で PN の k次元部
分空間全体のなすGrassmann多様体を表す. X を一般のGk(PN)の元で切ると, 切り
口はコンパクトRiemann面になっている.

定義 4.1. X の k-双対多様体DX とは, X との交わりが (スキーム論的に)特異となる
ようなW ∈ Gk(PN)全体のなす既約な解析的集合のことである.

なお, k = N − n + 1でなくとも, k-双対多様体は全く同様に定義される. 一般には
DX は特異点を多く持つ集合である. UX := Gk(PN) \ DX として,

FX = {(x, W ) ∈ X × UX ; x ∈ X ∩ W}
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とおく. すると, 第 2成分への射影 pX : FX → UXはW 上のファイバーがW ∩Xであ
る様な, Riemann面の複素解析族である. ファイバーの種数を gとして, これを向き付
けられたΣg束と見たときのモノドロミー準同型を

ρX : π1(U
X) → Γg (4.1)

とかく. 次が主定理である.

定理 4.2. コバウンダリ条件 δφX = ρ∗
Xτg, すなわち全ての �1, �2 ∈ π1(U

X)に対し

φX(�1) + φX(�2) − φX(�1�2) = τg(ρX(�1), ρX(�2)),

を満たす 1-コチェイン φX : π1(U
X) → Q が一意的に存在する. 特に,

ρ∗
X [τg] = 0 ∈ H2(π1(U

X); Q).

この φX を, X ⊂ PN に付随するMeyer函数と呼ぶことにする. 条件 δφX = ρ∗
Xτgと

τgの性質から, 次のことが分かる.

1. φX は正規化されている, すなわち e ∈ π1(U
X)を単位元とすると φX(e) = 0.

2. 共役不変性, すなわち任意の �1, �2 ∈ π1(U
X)に対し φX(�1�2�1

−1) = φX(�2).

3. 任意の � ∈ π1(U
X)に対し φX(�−1) = −φX(�).

ここで, 群 π1(U
X)と, 準同型 ρXについてすぐ分かることを述べておく. まず, DX ⊂

Gk(PN)のC上の余次元が 2以上の場合, π1(U
X)は自明であり, 我々の観点からは面白

くない. しかし, この場合は (乱暴な言い方であるが)滅多に起こらず, 多くの場合DX

の余次元は 1である. このとき, π1(U
X)は常に非自明であり, アーベル化は有限位数の

巡回群となっている. また, UX がアフィン代数多様体となることから, この群は有限
表示可能であることが分かる. しかし, 具体的な表示を求めることは非常に困難であり,

有限生成系を与えることも難しい. 一方で, π1(U
X)はたった一つの元 σXにより正規生

成される. これはDX の既約性から従う. σX は,なげなわと呼ばれており, 余次元 1の
DX の周りを丁度一周しているような元である. 最後に, ρX(σX)は, 曲面上のある単純
閉曲線に沿うDehnツイストになる.

注 4.3. 少なくとも筆者には, いれものであるH2(π1(U
X); Q)が自明であるかどうかは

全く分からない. これは, 定理 2.2の場合と事情が異なっている.

5 定理4.2の証明の概略
DX の余次元が 2以上の場合は, 前節で述べたことから主張は自明である.
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以下DX の余次元は 1と仮定する. V = Vk+1,N+1をC
N+1の (k + 1)-枠のなす Stiefel

多様体とする. 自然な射影 q : V → Gk(PN)がある. D̃X = q−1(DX), ŨX = V \ D̃X と
おく. 主GL(k +1, C)束 ŨX → UXのGysin完全列を見ると, q∗ : π1(ŨX) → π1(U

X)か
ら単射

H2(π1(U
X); Q) ↪→ H2(π1(ŨX); Q)

が誘導される. ここでは, Gk(PN)の 2次元コホモロジー群が階数 1であることがポイ
ント. ρ̃X = ρX ◦ q∗とおく. ρ̃∗

X [τg] = 0 ∈ H2(π1(ŨX); Q)を示せば十分である.

以下, π1(ŨX)の上に 1-コチェイン c : π1(ŨX) → Z を構成する. ここでは, Stiefel多
様体 V が 2連結であることがポイントである. まず

W̃ := {(x, f) ∈ PN × V ; x ∈ X ∩ q(f)}
とおく.

� : S1 → ŨX をループとする. V は単連結であるから, �の拡張D2 → V が存在す
る. �̃を, �の拡張のうち, ”一般”のものとする. この”一般”という条件については詳し
く述べないが, DX と横断的なものと思って頂ければ大丈夫である. 第 2成分への射影
W̃ → V と �̃とのファイバー積を �̃∗W̃とかくと, これは自然に境界を持つコンパクト 4

次元多様体の構造を持つことが分かる. そこで,

c([�]) := Sign(�̃∗W̃) ∈ Z

とおく.

補題 5.1. コバウンダリ条件 δc = ρ̃∗
Xτgが成り立つ.

証明. �1, �2をループとする. パンツ P から UX への写像を, ∂D1上 �1, ∂D2上 �2 とな
るように定める. この写像の ∂D3への制限は, ループの積 �1 · �2にホモトピックである.

この写像を, cの構成の様に三つのディスクD1, D2, D3 まで拡張することにより, 球面
S2からの写像 L : S2 → V が得られる. V の 2次元ホモトピー群は消えているから, L

はD3から V への写像で, ”一般” のものに拡張する. このことから, ファイバー積L∗W̃
はある 5次元多様体の境界になっていることが分かる. 特にその符号数は 0である. 分
解 S2 = D1 ∪ D2 ∪ D3 ∪ P に応じて L∗W̃を切り, Novikov加法性を用いると

0 = Sign(L∗W̃) = c([�1]) + c([�2]) − c([�3]) − τg(ρ̃X([�1]), ρ̃X([�2]))

を得る.

補題 5.1により, ρ̃∗
X [τg] = 0 ∈ H2(π1(ŨX); Z) であるから, 定理 4.2の φX の存在に関

する部分が示される. 一意性については次の補題 5.2から分かる.

Gk(PN)の直線とは, ある k − 1次元部分空間N と k + 1次元部分空間M を用いて

PNM = {W ∈ Gk(PN); N ⊂ W ⊂ M}
とかけるような, P1と同型な部分多様体のこととする. DをGk(PN)の超曲面とすると
き, その次数 deg(D)とは, Gk(PN)の一般の直線とDとの交点の個数である.
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補題 5.2. π1(U
X)のアーベル化は, 位数 deg(DX)の有限巡回群である. 特に,

Hom(π1(U
X), Q) = 0.

6 なげなわの上での値
σX ∈ π1(U

X)をなげなわとする (4節参照). φX(σX)はXの不変量を用いて計算する
ことができる.

命題 6.1. X は複素曲面, すなわち n = 2とする. ある単項イデアル整域 Rに対して
H1(X; R) = 0が成り立ち, g > 0と仮定する. DX の余次元が 1のとき, 次が成り立つ.

φX(σX) =
SignX − deg X

χ(X) + deg X − 2(2 − 2g)
.

ここで χ(X)はXの Euler数, deg Xは埋め込みX ⊂ PN の次数.

これの証明は, 古典的なLefschetzペンシルの方法による. n ≥ 3のときは, まずXを
一般の k − 1次元部分射影空間で切り, その切り口に上の命題を適用することによって
計算ができる.

例 6.2. n ≥ 2, m ≥ 0, n1, . . . , nm ≥ 2, d ≥ 1とする. 但し, m = 0のときは d ≥ 2

と仮定し, (d,m, n1) �= (1, 1, 2), (n, d,m) �= (2, 2, 0)とする. vd : Pm+n ↪→ PN を d次
Veronese埋め込みとする. ここで,

N =

(
n + m + d

d

)
− 1.

X ′をPm+nの (n1, . . . , nm)型の非特異完全交叉とする. つまり, ni次の同次式 fiがあ
り, X ′は f1, . . . , fm たちの共通零点かつ非特異で n次元. X = vd(X

′)とおく. このと
き, DX の余次元は 1となり,

φX(σX) =
αX

βX

となる. ここで,

αX =
m + n + 1 − ∑m

i=1 n2
i − (n + 1)d2

3
,

βX =

(
m + n + 1

2

)
+

m∑
i=1

n2
i +

∑
i<j

ninj − (m + n + 1)

(
m∑

i=1

ni + nd

)

+nd
m∑

i=1

ni +
(n2 + n)d2

2
.
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7 有界コホモロジー
群Gに対し, 有界なコチェイン f : G× · · · ×G → Q から構成されるコチェイン複体

のコホモロジーをH∗
b (G; Q)とかき, Gの有界コホモロジーと呼ぶ. ある緩い仮定のも

と, Meyer函数を用いて, 群 π1(U
X) についての情報が得られる:

命題 7.1. DX は余次元 1で, φX(σX) �= 0,−1と仮定する. このとき,

H2
b (π1(U

X); Q) �= 0.

証明. τgは有界なコサイクルであり (|τg| ≤ 4gが成り立つ), 従って ρ∗
Xτg は有界コホモ

ロジーの類を定める. そこで, ρ∗
Xτgの一意的なコバウンダリである, φX が非有界であ

ることを示せばよい. 仮定を用いると, n ≥ 1に対して

φX(σn
X) = n(φX(σX) + 1) − 1

と計算できる. よって φX は非有界.

離散群がアメナブルという性質を持つとき,その有界コホモロジーは全て消えることが
知られている ([6]参照). 特に, 命題 7.1の仮定を満たすようなXについては, π1(U

X)は
アメナブルでないということが分かる. 例えば,例6.2のXについては−1 < φX(σX) < 0

を示すことができ, 命題 7.1の仮定が満たされる.

8 局所符号数への応用: g = 3, 4, 5

Mgを種数 gのRiemann面のモジュライ空間, AをMgの部分集合とする. 3節で述べ
た, π : M → Bの一般ファイバーの複素構造に制限を課すことを, ここでは, 一般ファ
イバーがAの元であるという条件により表現する. 正確に言うと, 次の様になる.

定義 8.1. 1. A-familyとは, 位相空間X上のRiemann面の連続族 f : C → X であっ
て, 任意のファイバー f−1(x)がAの元であるものである.

2. M を 4次元多様体, Bを 2次元多様体とする. 固有写像 π : M → Bおよび, 有限
集合Bs ⊂ B, および, πのB \Bsの上への制限に, A-familyの構造が与えられた
ものをA-fibrationと呼ぶ.

単に写像 πを考えるだけではなく, B \ Bs上のファイバーの複素構造が指定されて
いるところにポイントがある. もし全て複素多様体の圏で考えるならば, ファイバーに
は自然な複素構造が入ることに注意.

A-fibrationに対して, 3節で述べた局所符号数を構成することを考える. 勿論, いつ
もこれができるとは限らない. ここでの一つの解答は, A-familyの普遍族が存在し, か
つその底空間の基本群上にMeyer函数が存在すれば, 公式 (3.1)を少し変えた形で局所
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符号数が定義できるということである. Meyer函数を用いるアプローチの利点の一つ
は, 底空間のパラメータに対しファイバーの複素構造が正則に動くことを要求しなくて
もよく, 特に局所符号数の定義の射程が広がることにある. 但し, 現時点では正則写像
のカテゴリーに入らない様なファイバー芽の具体的な計算は, 全くできていない (10節
を参照).

定義 8.2. A-family fu : Cu → Xuが普遍族であるとは, CW複体のホモトピー型を持つ,

任意の空間Xに対して次の全単射

[X,Xu] ∼= {X上のA−family}/アイソトピー
が存在することとする. ここで, 左辺は連続写像のホモトピー類のなす集合, 右辺のア
イソトピーという関係は, X上の二つのA-familyがX × [0, 1]上のA-familyで結べる
ことと定義する. 左辺から右辺の対応は, 族の引き戻しにより誘導される.

さて, A-familyの普遍族 fu : Cu → Xuが存在し, ρu : π1(Xu) → Γg をそのモノドロ
ミーとして, δφA = ρ∗

uτgを満たす 1-コチェインが存在すると仮定する.

π : M → B を A-fibrationとし, b ∈ B とする. bを中心とする小円板 Dを, π の
D \ {b}上への制限がA-family となるようにとる. 普遍性により, 左辺に対応する連続
写像 γb : D \ {b} → Xuがホモトピーを除いて一意的に存在する.

σA(Fb) := φA(γb
∗(∂D)) + Sign(π−1(D)) (8.1)

とおくと, σAが実際に 3節の条件を満たし, 局所符号数となることが分かる. この式と
(3.1)を見比べると, 右辺第一項の中身 γb

∗(∂D) が, ρuによる, 位相的なモノドロミーの
リフトに変わっている.

以上のことと 4節で述べたことを関連付ける. Aに対して, 適切なX を選ぶことに
よって, 4節で考察した Riemann面の族 FX → UX から, A-family の普遍族を構成で
きる場合がある. この場合, 普遍族に対するMeyer函数の存在は φX の存在から容易
に帰結される. 以下, 標準埋め込みの像が一般には完全交叉となる様な種数, すなわち
g = 3, 4, 5の場合, ある Zariski開集合A ⊂ Mg に対しこれができることを説明しよう.

例 8.3 (g = 3). A ⊂ M3を非超楕円的なRiemann面のなす集合とする. Riemann面C

が非超楕円的であるとは, 標準束KC による写像

ΦKC
: C → P(H0(C; KC)∗) ∼= Pg(C)−1

が埋め込みとなることであった. g(C) = 3なら, Cの像は P2の非特異平面 4次曲線と
同一視される. X ⊂ P14を P2の 4次Veronese埋め込みの像とする. このとき, P14の超
平面W に対し, 切り口W ∩ X は P2の 4次曲線と同一視される. 対応するFX → UX

は, A-family である. G = PGL(4)とおく. Gの UX , FX への自然な作用が存在する.

Borel構成 UX
G = EG ×G UX , FX

G をとり, A-family

pu : FX
G → UX

G
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を得るが, これが普遍族となることが分かる.

包含UX ↪→ UX
G が, 単射H2(π1(U

X
G ); Q) ↪→ H2(π1(U

X); Q) を誘導し, さらに π1(U
X
G )

のアーベル化が有限群であることが分かるので, 定理 4.2と合わせると, puの位相的モ
ノドロミーを ρuとするとき, δφA = ρ∗

uτ3を満たす φA : π1(U
X
G ) → Qが一意的に存在す

ることが分かる. この場合のA-fibrationに対する局所符号数の具体的な計算, および,

他の方法による局所符号数との比較については [9]を参照.

例 8.4 (g = 4). Cを種数 4の非超楕円的なRiemann面とする. このとき, ΦKC
の像は

(2, 3)完全交叉となる. Cが階数 4であるとは, ΦKC
の定義方程式の内, 2次式の方が階

数 4の 2次曲面となることとする. A ⊂ M4を非超楕円的かつ階数 4の Riemann面の
なす集合とする.

この場合には, X ⊂ P15を, Segre埋め込み P1 × P1 → P3と, 3次Veronese埋め込み
P3 → P15の合成による, P1 × P1 の像とし, G = Aut(P1 × P1)とおき, 例 8.3と同様の
構成を行えばよい. 詳細は省略するが, このときG14(P15)は, (X0, X1), (Y0, Y1)に関す
る (3, 3)-双斉次多項式の空間と自然に同一視されることに注意する.

例 8.5 (g = 5). Cを種数 5の非超楕円的なRiemann面とする. Cが non-trigonalとは,

次数 3の正則写像C → P1が存在しないことである. これは, 標準写像の像が (2, 2, 2)完
全交叉になることと同値である. A ⊂ M5を非超楕円的かつ non-trigonalなRiemann面
のなす集合とする. この場合, Xを 2次Veronese埋め込みP4 → P14の像, G = PGL(5)

とおき, 例 8.3と同様の構成を行えばよい. 詳細は省略する.

注 8.6. これら 3つの例の場合, AはいずれもMgの Zariski開集合である. Ã ⊂ Tgを
AのTeichmüller空間への持ち上げとし, Borel構成 ÃΓg をとると, これがUX

G とホモト
ピー同値になることが普遍性をチェックすることにより分かる. これと, Ãが弧状連結
であることを合わせて, 普遍族のモノドロミー ρuが全射であることが従い, 特にこの場
合には ρX も全射であることが分かる.

9 例の計算: 種数4非超楕円的, 階数4

X を前節例 8.4で述べたものとする. まず, DX と横断的に 1点で交わる様な正則円
板に対し, 対応するファイバー芽の局所符号数は (8.1)より, φX(σX)に等しいことに注
意しておく. 今, この値は−9/17になる.

ここではある π1(U
X)の元に対し, 対応するファイバー芽を記述しMeyer函数の値,

局所符号数を計算する. なお, ここで出てくるファイバー芽の構成は, 東北学院大学の
足利正教授に教えて頂いたものである.

ϕ0および ϕ3を一般の 3次斉次式, α  0として

F (t) = ϕ0(Y0, Y1)X
3
0 + tαϕ1(Y0, Y1)X

2
0X1 + (Y 3

0 + t6Y1)X0X
2
1 + t9ϕ3(Y0, Y1)X

3
1

とおき, ループ [0, 1] → UX , t �→ F (εe2π
√−1t) の定める π1(U

X)の元を �3,1とする.
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t ∈ C ⊂ P1 と見做し, F (t)の定義方程式を大域化して, F (t) = 0 で与えられる
P1 × P1 × P1内の特異曲面 Sを考える. Sの特異点は (t, (X0 : X1), (Y0 : Y1)) = (0, (0 :

1), (0 : 1))のみであり, 適切なパラメータの取替えによってこの特異点は

x3 + (y3 + t6)x + t9 = 0

に見える. これを [1]の方法で特異点解消 S̃ → Sし, t = 0上のファイバーにある−1曲
線を縮約することで, A-fibration S̄ → P1を得る. これの t = 0におけるファイバー芽
を F3,1 とおく. 中心ファイバーの位相型は可約で, 種数 3と種数 1の Riemann面が 1

点で横断的に交わったものである. 必要ならばϕ0および ϕ3を取り直すことで, 他の特
異ファイバー芽は, DX を横断するような正則円板に対応するとして良い.

Euler数寄与を計算すると, 特異ファイバーの本数は

χ(S̄) − 2(2 − 2 · 4) = 34α − 62

と計算される. 一方 Sign(S̄) = −18α + 34であり, 符号数の勘定から

−18α + 34 = σA(F3,1) − 9

17
(34α − 62 − 1)

これより, σA(F3,1) = 11/17が分かる. 今, F3,1のファイバー近傍の符号数は−1であ
る. 公式 (8.1)から, φX(�3,1) = 28/17が分かる.

10 おわりに
8節で見た例では, Aに属する Riemann面を完全交叉として一定のやり方で式で書

けたことが, 適切なX を見出せた理由になっている. これらの例では標準写像の像が
完全交叉としてかける. また, 種数 3と 4の場合には, 定義式が一本で済むことが具体
例の構成, 計算にあたり大切になっている. 種数 5のときはそうはなっておらず, 具体
例の計算については今後の課題である. 種数を上げていった場合, 一般の Riemann面
をどの様に式で書くかという問題にぶつかる. これは種数ごとに状況が異なるのだが,

Mgの単有理性 (つまり, 射影空間からMgへの支配的有理写像が存在するかどうか)と
関わってくる話であり, g  0のときMgは単有理的でないため, ここで述べた方法で
一般の非超楕円的な族に対する普遍族が作られることは期待できない.

一方で, 特別な複素構造を持った Riemann面の族および退化に対する局所符号数の
話ということになれば, Xを取り替えることによって色々な話ができると思われる. 例
えば [9]では, 例 8.3の自然な拡張として, 非特異平面曲線の族に対して普遍族が構成さ
れている.

筆者が計算を行った範囲では, 8節で定義した σAは, [2]などに触れられている, 知ら
れている局所符号数の値と一致する. この一致性は, DX に横断的な正則円板に対応す
るファイバー芽に対して値が一致することを証明してさえおけば, 前節で述べた様な,
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「符号数の勘定を合わせる」方法で計算できるようなファイバー芽に対して常に言える
ことである. しかし, この代数幾何を経由する方法によらず, 純位相幾何的に σAや φA
を計算することは筆者にはできていない.
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