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は し が き

この講演集は 年 月 日から 月 日までの間，金沢市文化ホー
ルにおいて開催される第 回トポロジーシンポジウムに際し，あら
かじめ講演者より集めた原稿を印刷したものである．

その目的は，シンポジウム参加者が各講演をより良く理解し，研究
討論を活発に行うための一助とするとともに，記録として残すこと
によって後々の資料として役立てることにある．

なおこの講演集は，
平成 年度科学研究費

研究種目 基盤研究（Ａ）
研究代表者 枡田 幹也
研究課題名 トポロジーの総合的研究
課題番号

により作成されたものである．

世話人： 岩瀬 順一 （金沢大理工）
牛島 顕 （金沢大理工）
川越 謙一 （金沢大理工）
新國 亮 （金沢大人間社会）
中西 康剛 （神戸大理）
河澄 響矢 （東大数理）



第 回トポロジーシンポジウム
プログラム

月 日（水）

： ～ ：
大 槻 知 忠（京 大 数 理 研） ベッチ数が の 次元多様体に対する 不変量の精密化

と摂動的不変量

： ～ ：
飯 田 修 一（東 大 数 理）

月 日（木）

： ～ ：
矢ヶ崎 達彦（京 都 工 繊 大）

： ～ ：
渡 邊 忠 之（東 大 数 理） のグラフ複体による高次元球面バンドルの特性類

について

： ～ ：
松 岡 隆（鳴 門 教 育 大） 穴あき円板上の同相写像の一般レフシェッツ数について

： ～ ：
松 田 能 文（東 大 数 理） 円周の同相群の部分群に対する二者択一性について

： ～ ：
金 英 子（東 工 大 情 報） 擬アノソフ写像類のエントロピーと体積 及びそれらの関係

について（高沢光彦 東京工業大学 との共同研究）



月 日（金）

： ～ ：
石 井 敦（京 大 数 理 研） ハンドル体の３次元球面への埋め込みとカンドルコサイクル

不変量

： ～ ：
蒲 谷 祐 一（東 工 大 理 工）

： ～ ：
鳥 居 猛（岡 山 大 自 然） について

： ～ ：
中 川 征 樹（高 松 高 専）

： ～ ：
北 田 泰 彦（横 国 大 工） 不変量と位相変換群論

月 日（土）

： ～ ：
木 田 良 才（東 北 大 理）

： ～ ：
小 池 敏 司（兵 庫 教 育 大） 実解析的特異点のブロー解析理論における最近の進展
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3 X Jacobi
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STU A(X)
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Poincare-Birkhoff-Witt (PBW )
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Kontsevich R3 C × R

K (

1) t1, t2, · · · , tm ti K
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m S1 chord 3 Jacobi
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Z(K) = ( ) ·
∞∑
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(2π
√−1)m

∫
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t2

t1

z1(t1) z′1(t1)

1: chord

first Betti � 1,3 open Jacobi �-loop

K Kontsevich Z(K) pi,j(t) ∈ Z[t, t−1] (

t = e�) B Kontsevich

loop [Ro2, Kr, GK]

log
(χ−1Z(K)

χ−1Z(O)

)
=

−1
2
log Δ(t)

+
∑

i

pi,1(t)/Δ(t)

pi,2(t)/Δ(t)

pi,3(t)/Δ(t)

+
(

3-loop

)

B Jacobi log

log

2 LMO

LMO Z(M) log z(M)

M Alexander z(M) �-loop
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t edge Jacobi mark-

ing Jacobi

ϕ ψ
=

ϕ ψ
+

ϕ ψ

marking t

fg = f g + f g

2.1 ([O8]). Z(M) first Betti 1 3 M

Z(M) =
χ−1Z(K)

χ−1Z(O)
	 exp

( 1
2
log Δ(t) )

∈
span
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1

Δ(t)Q[t±1] edge 3 Jacobi
}

span
{
− 1
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t Δ′(t)/Δ(t)
+

}
1

Δ(t)Q[t±1] edge 3 mark-

ing Jacobi D span

2.2 ([O8]). z(M) first Betti 1 3 M

z(M) = log Z(M) ∈ span
{ 1

Δ(t)Q[t±1] edge

3 Jacobi

}/
≈

≈

α ≈ α +
1
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1
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+
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D
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dt

(
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)
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1

2
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(
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2-loop 2-loop

I : span
{ 1

Δ(t)
Q[t±1] edge

2-loop 3 Jacobi

}
−→

(Q[t±1
1 , t±1

2 , t±1
3 ]

(t1t2t3 − 1)

)S3× (Z/2Z)

I

( p1(t)/Δ(t)

p2(t)/Δ(t)

p3(t)/Δ(t)

)
=

∑
ε=±1

{i,j,k}={1,2,3}

p1(t
ε
i) p2(t

ε
j) p3(t

ε
k)

S3 {t1, t2, t3} Z/2Z (t1, t2, t3)

(t−1
1 , t−1

2 , t−1
3 ) (· · · )S3× (Z/2Z)

Sn = I
( tn/Δ(t)

t+1
t−1− t Δ′(t)

Δ(t) )
= −2

∑
{i,j,k}={1,2,3}

(ti + 1

ti − 1
Δ(ti)−tiΔ

′(ti)
)
(tnj−t−n

j )Δ(tk)

t3 = t−1
1 t−1

2 t3 z(M) 2-loop

L2(M) = I
(
z(M) 2-loop

) ∈ Q[t±1
1 , t±1

2 ]S3× (Z/2Z)

span{Sn | n = 1, 2, · · · }
M 2-loop

M Alexander

Ŝn = (t1 − 1)(t2 − 1)(t3 − 1)Sn

L̂2(M) = (t1 − 1)(t2 − 1)(t3 − 1)L2(M) ∈ Q[t±1
1 , t±1

2 ]S3× (Z/2Z)

span{Ŝn | n = 1, 2, · · · }

p
R

: Q[t±1
1 , t±1

2 ] −→ R = span{tn1tm2 | 0 ≤ 2m ≤ n}
Q[t±1

1 , t±1
2 ]S3× (Z/2Z) ∼= R R

R1 = span{tn1tm2 | 0 < 2m ≤ n}, R2 = span{tn1 | n > 0}
p
R
(Ŝn) ∈ R2

ψ :
Q[t±1

1 , t±1
2 ]S3× (Z/2Z)

span{Ŝn}
∼=−→ R1 ⊕ R2

span{p
R
(Ŝn)}

∼=−→ R1 ⊕ Q
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2.3 ([O8]). ψ
(
L̂2(M)

) ∈ R1 ⊕ Q first Betti 1 Alexander

3 M

�-loop (� ≤ 5) z(M) �-loop (� ≤ 5)

Jacobi �-loop

R(�) =span
{
sn0

0 · · · sn�

�

∣∣ n0 + · · · + n� = �(� + 1)/2, n0 > · · · > n�

}/ ∼( ∼ sn0

0 · · · sn�

� ∼ (−1)�(�+1)/2s�−n�

0 · · · s�−n0

�

)

R(�)
1 = span

{
sn0

0 · · · sn�

� ∈ R(�)
∣∣ (ni ≤ 0 or � ≤ ni) for all i

}

2.4 ([O8]). first Betti 1 Alexander 3

M z(M) �-loop (� ≤ 5) R(�)
1 ⊕ Q

M (� )

� ≤ 5 �

M clasper surgery

z(M)

3

LMO Z(M) weight system

colored Jones SO(3)

K colored Jones Jn(K; q) ∈ Z[q, q−1] Kontsevich

Z(K) (sl2, Vn) weight system ( 2) Vn Lie

sl2 n (sl2, Vn) Jacobi

Jacobi (sl2, Vn) weight system

Kontsevich loop (sl2, Vn) weight system

K colored Jones P�(t) ∈ Z[t, t−1]
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Uq(sl2)
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�
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�

KZ

�
(sl2, Vn)
weight system

Jacobi
KZ

colored Jones

�

(sl2, Vn) weight system

Kontsevich�����������

Jn

(
; q

)
=

q−
3

2
(n2

−1)

[n]

∑
i=1,3,··· ,2n−1

(−1)n+ i+1

2 q
3

8
(i2−1)[i]

Z
( )

= − 23
48

+ 1
4

+ · · ·

2: colored Jones Kontsevich

1 colored Jones loop

[Ro1]

Jn(K; q) =
1

Δ(qn)
+

P1(q
n)

Δ(qn)3
(q − 1) +

P2(q
n)

Δ(qn)5
(q − 1)2 + · · ·

p ζ = exp(2π
√−1/p), [n] = (ζn/2 − ζ−n/2)/(ζ1/2 − ζ−1/2)

M τ SO(3)
p (M) (ζ − 1)

τ SO(3)
p (M) = ( ) ·

∑
1≤n<p
n

[n]2 Jn(K; ζ)

≡ ( ) ·
∑

1≤n<p
n

(ζn+ ζ−n− 2)
( 1

Δ(ζn)
+

P1(ζ
n)

Δ(ζn)3
(ζ−1) +

P2(ζ
n)

Δ(ζn)5
(ζ−1)2 + · · ·

)

≡ ( ) ·
∑

�

(1

p

∑
n∈Z/pZ

(ζn + ζ−n − 2) P�(ζ
n)

Δ(ζn)2�+1

)
(ζ − 1)�

≡ ( ) ·
∑

�

( ∑
c=0,c1,··· ,cn

(1 + c

1 − c

)p
Res
t=c

(t + t−1 − 2) P�(t)

t · Δ(t)2�+1

)
(ζ − 1)�

c1, c
−1
1 , · · · , cn, c

−1
n Δ(t) (ζ − 1)p−1 modulo

ϕ(t) = f(t)/Δ(t)m
(
f(t) f(t) = f(t−1) t±1

1 colored Jones loop ([Ro1]) Rozansky

Kontsevich loop ([Ro2])
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)
p > deg f(t) − m deg Δ(t)

1

p

∑
n∈Z/pZ

ϕ(ζn) ≡
∑

c=0,c1,··· ,cn

(1 + c

1 − c

)p

Res
t=c

ϕ(t)

t
mod (ζ − 1)p−1.

c M (c 0

Δ(t) )

τ(M ; c) = −1

2
· 1 + c

1 − c

∞∑
�=0

(
Res
t=c

(t + t−1 − 2) P�(t)

t · Δ(t)2�+1

)
(q − 1)� ∈ C[[q − 1]]

λ�(M ; c) τ(M ; c) =
∞∑

�=0

λ�(M ; c)(q− 1)�.

3.1 ([O7]). τ(M ; c) first Betti 1 3 M

3.2. (a, b) S3 0 surgery 3

M

(5, 3)

τ(M ; 0) =

⎧⎨
⎩−1

2
q if (a, b) = (2, 3),

0 ,

τ(M ; c) = −(1 − c−1)2

2 Δ′(c)
q(a−a−1)(b−b−1)/4.

c Δ(t) =
(tab/2 − t−ab/2)(t1/2 − t−1/2)

(ta/2 − t−a/2)(tb/2 − t−b/2)

3.3. M Alexander 1 Thang Le

M

τ(M ; c)

3.4. Δ(t) c τ(M ; c) = τ(M ; c−1).

3.5. N

τ(M#N ; c) = τ(M ; c) τ(N) |H1(N ; Z)|.
τ(N) ∈ Q[[q − 1]] N SO(3) ([O1])
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3.6.

λ0(M ; 0) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1 if deg Δ(t) = 0,

− Δ(1)

Δ′′(1)
if deg Δ(t) = 1,

0 if deg Δ(t) > 1.

c Δ(t) = 0 m (≤ 2)

λ0(M ; c) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

(1 − c−2)Δ(1)

2 Δ′(c)
if m = 1,

(2(c + 1)

c3
+

(c−2 − 1)Δ′′′(c)

3 Δ′′(c)

) Δ(1)

Δ′′(c)
if m = 2.

3.7 (clasper surgery formula). K S3 0 surgery

3 M M graph clasper C

surgery 3 MC

λ�(MC ; c) − λ�(M ; c) = −1
2 · 1+c

1−c Res
t=c

2�+2(t1/2−t−1/2)3

t Δ(t) eT
x

(
t1/2V − t−1/2V T

)−1
ey,

λk(MC; c) = λk(M ; c) for any k < �.

V K Seifert matrix ex, ey K Seifert surface C

3.5, 3.7 τ(M ; c)

SO(3)

N SO(3) τ SO(3)
p (N)

[O1] p ζ = exp(2π
√−1/p)

τ SO(3)
p (N) ∈ Z[ζ] ([M])

τ SO(3)
p (N) = ap,0(N) + ap,1(N)(ζ − 1) + ap,2(N)(ζ − 1)2 + · · ·

ap,�(N) τ SO(3)
p (N)

unique

T (q) =
qp − 1

q − 1
=

(
p
1

)
+

(
p
2

)
(q − 1) +

(
p
3

)
(q − 1)2 + · · · +

(
p
p

)
(q − 1)p−1
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Z[ζ] Z[q]/T (q)
(
ap,�(N) mod p

) ∈ Z/pZ

τ SO(3)
p (N) unique p ≥ max

{
2�+3, |H1(N ; Z)|}

ap,�(N) ≡
( |H1(N ;Z)|

p

)
λ�(N) mod p

λ�(N) ∈ Z[12,
1
3 , · · · , 1

m ]
(

m = max
{
2�+1, |H1(N ; Z)|})

[O1] N

τ(N) = λ0(N) + λ1(N)(q − 1) + λ2(N)(q − 1)2 + · · · ∈ Q[[q − 1]]

2

λ0(N) = 1
|H1(N ;Z)| , λ1(N) =

6 λ(N)
|H1(N ;Z)| (λ(N) Casson-Walker )

[M]

τ SO(3)
p (N) (ζ − 1) (mod p) p

first Betti 1 3 M SO(3)

(1) M S3 K 0 surgery 2

(2) M Alexander Δ(t)

τ SO(3)
p (M) (ζ − 1) ap,�(M)(

ap,�(M) mod p
)

τ SO(3)
p (M) unique ap,�(M) ∈ Fp

Fp p
(
ap,�(M)

)
p:

F =
∏

p

Fp

/⊕
p

Fp

p bp = b′p
(bp) ∼ (b′p)

(
ap,�(M)

)
p:

∈ ∏
p Fp

F Q 3.1

τ SO(3)
p (M)

ap,�(M) ≡ ( ) ·
∑

c=0,c1,··· ,cn

(1 + c

1 − c

)p

Res
t=c

(t + t−1 − 2) P�(t)

t · Δ(t)2�+1
mod p

2

P�(t)
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Δ(t) =
∏

i(1 − αiz)
(
where z = t + t−1 − 2

)
Res · · ·

ap,�(M) ≡ ( ) +
∑

i

(1 + ci

1 − ci

)p−1

(αi ) mod p

εi =
1+ci
1−ci

(
4αi + 1 = ε2

i

)
(
ap,�(M)

)
p:

∈ F

1,
( n∑

i=1

εp+1
i

)
p:

,
( n∑

i=1

εp+3
i

)
p:

, · · · ,
( n∑

i=1

εp+2n−1
i

)
p:

(∈ F) “Tamagawa map”

( n∑
i=1

εap+b
i

)
p:

�−→
n∑

i=1

εa
i ⊗ εb

i ∈ C ⊗
Q

C

identify map

map

spanQ

{( n∑
i=1

εap+b
i

)
p

∣∣∣ a+b

} ∼=−→ spanQ

{ n∑
i=1

εa
i ⊗ εb

i

∣∣∣ a+b

}
⊂ ⊂

F C ⊗
Q

C

(
ap,�(M)

)
p:

Tamagawa map

−1

2

∑
c=0,c1,··· ,cn

1 + c

1 − c
⊗ Res

t=c

(t + t−1 − 2)P�(t)

t · Δ(t)2�+1
∈ C ⊗

Q
C

Tamagawa map

τ(M) =
∑

c=0,c1,··· ,cn

1 + c

1 − c
⊗ 1 − c

1 + c
τ(M ; c) ∈ (C ⊗

Q
C)[[q − 1]]

τ SO(3)
p (M)(

τ(M) M τ SO(3)
p (M)

3.1
)
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GROUPS OF MEASURE-PRESERVING HOMEOMORPHISMS OF
NONCOMPACT MANIFOLDS AND MASS FLOW TOWARD ENDS

TATSUHIKO YAGASAKI

本論説の目的は, 多様体上の測度を保つ同相写像の成す群の位相的な性質に関して, 現在
までにどのような事が明らかにされているかを概説することである. 第 1 節では, Radon

測度の空間 や 測度保存同相群 に関する基本事項を述べ, 第 2 節では, コンパクト多様体
の場合の A. Fathi の仕事 [8] を紹介し, 第 3 節では, 非コンパクト多様体の場合の
R. Berlanga の仕事 [2, 3, 4] 及び 筆者の結果 [15, 16] を説明する.

1. Radon 測度の空間 と 測度保存同相群

M を連結 n 次元多様体とする (境界を持っても良い).

1.1. Radon 測度の空間. [1, 4, 8]

M の Borel集合の成すσ-加法族を B(M)で表す. M 上の局所有限 Borel測度を Radon

測度 と呼ぶ. M 上の Radon 測度 全体に弱位相を入れた空間をM(M) で表す. この位相
は, 次の条件を満たす最も弱い位相として定義される：任意の コンパクト台を持つ 連続関
数 f : M → R に対して, 次の関数は連続：

Φf : M(M) → R : Φf (μ) =

∫
M

f dμ.

さらに, 閉集合 A ⊂ M に対して MA(M) =
{
μ ∈ M(M) | μ(A) = 0

}
と置く.

空間M(M) 上で, 測度の制限 や 測度の値を取る といった基本操作の連続性を保証する
には, 境界に関して 測度 = 0 という制約が必要となる. 例えば, M の コンパクト n 次元
部分多様体 N に対して, 次の写像は連続になる:

MFrN(M) → M(N) : μ �→ μ|N , MFrN(M) → R : μ �→ μ(N).

Radon 測度の代表例は R
n 上の Lebesgue 測度 である. この測度の持つ位相不変な性質

として, 次の 2 点が挙げられる： (i) 各点の測度が 0, (ii) 空でない開集合の測度は正
一般に, Radon 測度 が 性質 (i), (ii) を持つとき good であると言う.

Mg(M) = {μ ∈ M(M) | μ : good}, MA
g (M) = Mg(M) ∩MA(M) と置く.

ω ∈ MA
g (M) とする.

定義 1.1. μ ∈ MA
g (M) が ω-regular ⇐⇒ μ と ω は 同じ null sets を持つ

(μ(B) = 0 ⇐⇒ ω(B) = 0 ∀ B ∈ B(M)).

MA
g (M ; ω-reg) =

{
μ ∈ MA

g (M) | μ : ω-regular
}
,

MA
g (M ; ω) = {μ ∈ MA

g (M ; ω-reg) | μ(M) = ω(M)}.
M(M)は affine変形 ϕt(μ) = (1− t)μ+ tω (t ∈ [0, 1]) で一点 ω に縮む. この変形は,

部分空間MA
g (M) やMA

g (M ; ω) を保つ.
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1.2. 測度保存同相群.

M の同相写像全体の成す群 H(M) は コンパクト -開位相の下で位相群になる. H(M)

の 部分群 G に対して, 次の記号を用いる :

G0, G1 は G における idM の 連結成分, 弧状連結成分 を表す.

GA :=
{
h ∈ G | h|A = idA

}
(A ⊂ M), Gc :=

{
h ∈ G | h :コンパクト台を持つ

}
h ∈ H(M) と ω ∈ M(M) に対して h∗ω ∈ M(M) が 次で定義される:

(h∗ω)(B) = ω(h−1(B)) (B ∈ B(M)).

定義 1.2. (1) h ∈ H(M) とする.

(i) h が ω を保存する ⇐⇒ h∗ω = ω (ω(h(B)) = ω(B) ∀B ∈ B(M)).

(ii) hが ω-regular ⇐⇒ h∗ω : ω-regular ⇐⇒ h は ω-null sets を保つ
(ω(h(B)) = 0 ⇐⇒ ω(B) = 0 ∀B ∈ B(M)).

(2) (i) H(M ; ω) = {h ∈ H(M) | h : ω-保存 },
(ii) H(M ; ω-reg) = {h ∈ H(M) | h : ω-regular}.

群 H(M) は h · ω = h∗ω により 空間M(M) に連続に作用する. H(M ; ω) はこの作用
における ω の stabilizer と一致する. 結局, 次のような同相群と部分群の列が得られる:

H(M) ⊃ H(M ; ω-reg) ⊃ H(M ; ω) ⊃ Hc(M ; ω)

問題 1. 群 H(M ; ω) の 位相的な性質 (ホモトピー型, 無限次元多様体としての位相型) 及び
上記の群の間の 位相的な関係 を明らかにせよ.

1.3. 位相的 �2-多様体.

問題 1に関連して,無限次元位相多様体の理論 [10]を振り返っておく. �2は可分 Hilbert

空間 {(xn) ∈ R
∞ | ∑

n x2
n < ∞} を表す.

定義 1.3. 位相的 �2-多様体とは, 局所的に �2 と同相な可分距離化可能空間のことである.

�2-多様体の位相的特徴付け が知られており, 例えば, X が 局所有限多面体 ならば
X × �2 は �2-多様体 になる. また, 2 つの �2-多様体 は ホモトピー同値 ならば 同相 にな
る事が知られている.

T. Dobrowolski - H. Toruńczyk [7, 12] により, 位相群に対する 位相的 �2-多様体の簡明な
特徴付けが与えられている.

定理 1.1. 位相群 G について,

G が 位相的 �2-多様体 ⇐⇒ G は 可分, 非局所コンパクト, 完備距離化可能 ANR

ここで, ANR (Absolute Neighborhood Retract)条件は写像に対する次の拡張条件である:

定義 1.4. 距離空間 X が ANR ⇐⇒ 任意の “距離空間 Y の 閉集合 B からの 連続写像
f : B → X ” が B の近傍への拡張を持つ.

同相群予想. Mn が コンパクト多様体 のとき, 同相群 H(M) は 位相的 �2-多様体 になる.
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定理 1.1 より, この予想は “H(M) は ANR” という 主張と同等であり, [9] により n = 1, 2

のときは 肯定的に解決されているが, n ≥ 3 では, 以前として未解決である.

次の概念は, 空間とその部分空間の間の位相的関係を調べる上で役立つ.

定義 1.5. 距離空間 Y の部分空間 B が
(1) homotopy dense (HD) ⇐⇒ ホモトピー ft : Y → Y (0 ≤ t ≤ 1) で f0 = idY ,

ft(Y ) ⊂ B (0 < t ≤ 1) を満たすものが存在する
(2) weak homotopy dense (WHD)

⇐⇒ 有限次元距離空間 からの 任意の写像 f : X → Y に対して, ホモトピー
ft : X → Y で f0 = f , ft(X) ⊂ B (0 < t ≤ 1) を満たすものが存在する.

Y が ANR のとき, 2 条件 HD と WHD は同値になる. B が Y において (W) HD のとき,

包含写像 B ⊂ Y は 評価付き (弱) ホモトピー同値写像であり，B と Y の間には強い幾何
的なつながりがある. 例えば, B が Y において HD のとき, Y が ANR ⇐⇒ B が ANR.

2. コンパクト多様体の場合

この節では, M をコンパクト連結 n次元多様体とする. 同相群 H(M)は空間M∂
g (M)

に連続に作用する. von Neumann-Oxtoby-Ulam の定理 [11] は，この作用が本質的に推移
的である事を述べている.

定理 2.1. μ, ν ∈ M∂
g (M) かつ μ(M) = ν(M) ならば, h ∈ H∂(M)1 で h∗μ = ν となるも

のが存在する.

注意 2.1. この定理は, 多様体上の good Radon 測度 の (同相写像に関する) 局所的一意性
を意味している. すなわち, ω ∈ M∂

g (M) とし, 任意の点 p ∈ M の n 次元円板近傍 D で
ω(∂D) = 0 となるものを選べば, ω|D は R

n の Lebesgue 測度 m の n 次元 単位円板 B
n

への制限 m|Bn の定数倍と 位相同値 になる.

この定理のパラメータ版は A. Fathi [8] によって得られている. ω ∈ M∂
g (M) とし, 部分

空間M∂
g (M ; ω-reg) 上に制限して考える. P は 任意の位相空間 を表す.

定理 2.2. μ, ν : P → M∂
g (M ; ω-reg) は 連続写像 で μp(M) = νp(M) (∀ p ∈ P ) とする.

このとき, 連続写像 h : P → H∂(M ; ω-reg)1 が存在して, 各 p ∈ P に対して次が成り立つ:

(1) (hp)∗μp = νp, (2) μp = νp ならば hp = idM .

群 H(M ; ω-reg) は 部分空間M∂
g (M ; ω) 上作用し, 次の写像を定める:

πω : H(M ; ω-reg) → M∂
g (M ; ω), πω(h) = h∗ω

系 2.1. 写像 πω の 切断 σ : M∂
g (M ; ω) → H∂(M ; ω-reg)1 で σ(ω) = idM となるものが存

在する.

この系から, 群 H(M ; ω-reg) ⊃ H(M ; ω) に関する次の結論が導かれる.

系 2.2. (1) H(M ; ω-reg) ∼= H(M ; ω) ×M∂
g (M ; ω).

(2) H(M ; ω) は H(M ; ω-reg) の 強変形レトラクト.
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A. Fathi [8] は, さらに ω-regular 埋め込み に関する 変形定理 を証明し, 次の結果を得
ている.

定理 2.3. (1) H(M ; ω-reg) は 局所可縮 であり, H(M) において WHD.

(2) H(M ; ω) は局所可縮で, 包含写像 H(M ; ω) ⊂ H(M) は弱ホモトピー同値.

n = 2 のとき, H(M) は ANR になるので, 次の最終的な結論を得る [8] cf. [15].

系 2.3. n = 2 のとき
(1) H(M ; ω-reg) は ANR であり, H(M) において HD.

(2) H(M ; ω) は 位相的 �2-多様体 であり, H(M) の 強変形レトラクト になる.

◦ H(M)0 が コンパクト多面体 P の ホモトピー型 を持てば H(M ; ω)0
∼= P × �2.

同相群予想 が 肯定的に解決されれば, 系 2.3 は n ≥ 3 でも成立することになる.

3. 非コンパクト多様体の場合

この節では, M を 非コンパクト連結 n 次元多様体 とする.

3.1. End コンパクト化. (cf. [1, 4])

M が 非コンパクトの場合には, M の end における 測度の振る舞いを考慮する必要が
ある. この小節では, M の end コンパクト化 に関する基本事項を説明する. 一般に, 空間
X に対して, K(X) は X の コンパクト部分集合 全体の族 を表し, また, C(X) は X の
連結成分全体の集合 を表す.

定義 3.1. M の end eは,各 K ∈ K(M)にある連結成分 e(K) ∈ C(M−K)を対応させる
写像 e で, K1 ⊂ K2 ならば e(K1) ⊃ e(K2) を満たすものとして定義される.

M の end 全体の集合 を EM で表す. M の end コンパクト化 とは 集合 M = M ∪EM

に次の条件で定義される位相を与えた空間である：
(i) M は M の 開部分空間である.

(ii) end e ∈ EM の 基本開近傍系は次で与えられる：

N(e,K) = e(K) ∪ {e′ ∈ EM | e′(K) = e(K)} (K ∈ K(M)).

M は 連結, 局所連結, コンパクト, 距離化可能 空間であり, M は M の 稠密開集合, EM

は M の コンパクト 0 次元 部分空間 である.

各 h ∈ H(M) は 自然な拡張 h ∈ H(M) を持つ. 各 e ∈ EM に対して h(e) ∈ EM は
次で定まる： h(e)(K) = h(e(h−1(K))) (K ∈ K(M)).

写像 H(M) → H(M) : h �→ h は連続な群準同型となる. H(M) の部分群 G に対して

GEM
= {h ∈ G | h|EM

= idEM
}

と定義する. EM は 0 次元だから, G0 = (GEM
)0 となる.

Bc(M) = {C ∈ B(M) | FrM C :コンパクト } とする. 各 C ∈ Bc(M) に対して

EC =
{
e ∈ EM | e(K) ⊂ C (∃K ∈ K(M))

}
, C = clMC ∪ EC ⊂ M と置く.
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このとき (a) EC は EM の開かつ閉集合であり, (b) C は clMC の end コンパクト化 と
同一視される. さらに, (c) C,D ∈ Bc(M) に対して

EC = ED ⇐⇒ CΔD = (C − D) ∪ (D − C) が M において 相対コンパクト.

ω ∈ M(M) とする.

定義 3.2. (1) e ∈ EM が ω-有限 ⇐⇒ ある K ∈ K(M) に対して ω(e(K)) < ∞.

(2) Eω
M = {e ∈ EM | e : ω-有限 } M

ω
= M ∪ Eω

M ⊂ M

Eω
M は EM の開集合であり, C ∈ Bc(M) に対して EC ⊂ Eω

M ⇐⇒ ω(C) < ∞ である.

3.2. A. Fathi の結果の 非コンパクト多様体 への拡張.

R. Berlanga [2, 3, 4] は, 第 2 節で述べた von Neumann-Oxtoby-Ulam の定理 及び A.

Fathi の結果 を 非コンパクト多様体の場合に拡張している. まず, 同相群の作用の推移性
に関しては次が成り立つ [2]:

定理 3.1. μ, ν ∈ M∂
g (M) かつ μ(M) = ν(M), Eμ

M = Eν
M ならば h ∈ H∂(M)1 で

h∗μ = ν となるものが存在する.

このパラメータ版を定式化するためには,さらに記号を導入する必要がある. ω ∈ M∂
g (M)

とする.

定義 3.3. (1) M∂
g (M ; ω-e-reg) =

{
μ ∈ M∂

g (M ; ω-reg) | Eμ
M = Eω

M

}
M∂

g (M ; ω) =
{
μ ∈ M∂

g (M ; ω-e-reg) | μ(M) = ω(M)
}

(2) H(M ; ω-e-reg) =
{
h ∈ H(M ; ω-reg) | h(Eω

M) = Eω
M

}

空間M∂
g (M ; ω-e-reg)上の位相に関する考察も必要である. C ∈ Bc(M)で ω(FrMC) = 0,

EC ⊂ Eω
M のとき, 次の関数が定義される:

ΦC : M∂
g (M ; ω-e-reg) −→ R : ΦC(μ) = μ(C).

弱位相の下では, C が非コンパクトのとき,この関数は連続にならない. R. Berlanga [4]は,

この問題を克服するために, finite-ends 弱位相 と呼ぶ より強い位相を導入している.

定義 3.4. (1) M∂
g (M ; ω-e-reg) 上の finite-ends 弱位相 ew とは, コンパクト台を持つ 任意

の連続関数 f : M
ω → R に対して 次の関数が連続になるような 最も弱い位相である:

Φf : M∂
g (M ; ω-e-reg) −→ R : Φf (μ) =

∫
M

f dμ.

(2) 位相 ew を与えた 空間 M∂
g (M ; ω-e-reg) を M∂

g (M ; ω-e-reg)ew で表す.

群 H(M ; ω-e-reg) は 空間M∂
g (M, ω-e-reg)ew 及び 部分空間 M∂

g (M,ω)ew に h · μ = h∗μ
により連続に作用する.

定理 3.2. μ, ν : P → M∂
g (M ; ω-e-reg)ew は 連続写像 で μp(M) = νp(M) (∀ p ∈ P ) とす

る. このとき, 連続写像 h : P → H∂(M ; ω-reg)1 が存在して, 各 p ∈ P に対して次が成り
立つ： (1) (hp)∗μp = νp, (2) μp = νp ならば hp = idM .
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この定理は, 写像 πω : H(M ; ω-e-reg) → M∂
g (M ; ω)ew, πω(h) = h∗ω に関して 次の

帰結を持つ.

系 3.1. 写像 πω の 切断 σ : M∂
g (M ; ω)ew → H∂(M ; ω-reg)1 で σ(ω) = idM となるものが

存在する.

この系から, 群 H(M ; ω-e-reg) ⊃ H(M ; ω) に関して, 次の結論が得られる.

系 3.2. (1) H(M ; ω-e-reg) ∼= H(M ; ω) ×M∂
g (M ; ω)ew.

(2) H(M ; ω) は H(M ; ω-e-reg) の 強変形レトラクト.

n ≥ 3 では, 群 H(M) ⊃ H(M ; ω-e-reg) 及び H(M) ⊃ H(M ; ω) の関係について,

定理 2.3 の様な 一般的な結果は得られていない. しかし, n = 2 では, 筆者の結果 [13, 14]

を用いて, 系 2.3 の 非コンパクト多様体 への拡張が得られる [15].

定理 3.3. n = 2 のとき
(1) H(M ; ω-reg)0 は ANR であり, H(M)0 において HD.

(2) H(M ; ω)0 は 位相的 �2-多様体 であり, H(M)0 の 強変形レトラクト になる.

H(M)0 の ホモトピー型 は [13] によって分類されており, H(M ; ω)0 は 1 点 or S
1 の ホモ

トピー型 を持つことになる. 従って, H(M ; ω)0
∼= �2 or S

1 × �2 となる.

補足 3.1. 順極限位相 の下での 群 Hc(M ; ω) の 位相的性質 は [4, 5] で考察されている.

3.3. End charge 準同型.

S. R. Alpern - V. S. Prasad [1]は,非コンパクト多様体上で測度保存同相写像の ergodicity

を議論するために, end charge 準同型 を導入した.　
多様体M の end空間 EM の開かつ閉部分集合全体の成す有限加法族を記号 Q(EM)

で表す.

定義 3.5. M の end charge とは, 有限加法族 Q(EM) 上の 有限加法的な符号付き測度 c,

すなわち, 次の条件を満たす 関数 c : Q(EM) → R のことである:

c(F ∪ G) = c(F ) + c(G) for F,G ∈ Q(EM) with F ∩ G = ∅.

M の end charge全体の集合 S(M)は弱位相 (or積位相)の下で自然に実位相線形空間
になる. ここで, 弱位相 は 次の条件を満たす最も弱い位相である：

任意の F ∈ Q(EM) に対して 次の関数は連続: ΨF : S(M) −→ R : ΨF (c) = c(F ).

ω ∈ M∂
g (M) とする. S(M) の 線形部分空間

S(M,ω) =
{
c ∈ S(M) | (i) c(F ) = 0 (∀F ∈ Q(EM) with F ⊂ Eω

M), (ii) c(EM) = 0
}

が定まる.

定義 3.6. 各 h ∈ HEM
(M ; ω) に対して end charge cω

h ∈ S(M,ω) を次で定義する:

(i) 任意の F ∈ Q(EM) に対して, C ∈ Bc(M) で EC = F となるものが存在する.

24



(ii) h|EM
= id だから, EC = Eh(C) で CΔ h(C) は M において相対コンパクトである.

従って, ω(C − h(C)), ω(h(C) − C) < ∞ であり, 次の量を考えることが出来る:

cω
h(F ) = ω(C − h(C)) − ω(h(C) − C) ∈ R.

(iii) h は ω を保存するから, この定義は C の選び方に依らない.

命題 3.1. 写像 cω : HEM
(M,ω) −→ S(M,ω) は連続な 群準同型 になる [1].

量 cω
h(F ) は h によって C の中に, 最終的には end F = EC に流れ込む (符号付き)

全 ω -体積 である. 従って, end charge cω
h は h によって定まる 各 end に向かう体積移動

を測っている. S(M,ω) は end に向かう体積移動 をパラメータ付ける空間 であり, 写像
cω は 各 h ∈ HEM

(M ; ω) から end に向かう体積移動 のデータ を取り出している.

筆者は [16] において, この end に向かう体積移動のデータ が 測度保存同相写像 で 連
続的に実現できる事を示した.

定理 3.4. μ : P → M∂
g (M ; ω-reg), a : P → S(M)は連続写像で ap ∈ S(M,μp) (∀ p ∈ P )

を満たすとする. このとき 連続写像 h : P → H∂(M ; ω-reg)1 が存在して, 各 p ∈ P に対し
て 次の条件を満たす：

(1) hp ∈ H∂(M ; μp)1, (2) c
μp

hp
= ap, (3) ap = 0 ならば hp = idM .

系 3.3. 写像 cω の連続な切断 s : S(M,ω) → H∂(M ; ω)1 で s(0) = idM となるものが存在
する.

群 H(M ; ω) の研究の観点からは, 特に, 準同型 cω の 核 Ker cω に関心が置かれる. 条件
cω
h = 0は, h の コンパクト部分を残りの部分と分離できる事を意味する重要な条件であり,

次の包含関係を得る:

HEM
(M ; ω) ⊃ Ker cω ⊃ Hc(M ; ω).

切断 s と 底空間 S(M, ω) の可縮性 を用いて, 群 HEM
(M ; ω) ⊃ Ker cω の間の関係に

ついて, 次の結論が得られる.

系 3.4. (1) HEM
(M ; ω) ∼= Ker cω × S(M,ω).

(2) Ker cω は HEM
(M ; ω) の強変形レトラクトになる.

問題 2. 群 Ker cω ⊃ Hc(M ; ω) の間の関係を明らかにせよ.

[1] における議論から, 部分群 Hc(M ; ω)1 は (Ker cω)1 において稠密であることがわか
る. 筆者は n = 2 の場合に, この問題を考察している (cf. T. Yagasaki, Bundle Theorem

for measure preserving homeomorphisms in 2-Manifolds, 数理解析研, 講究録 1569 (Sep.

2007), pp 116–122).

3.4. 定理 3.4 の証明について.

同相写像による 体積の移動量 を測るために 次の量を用いる.

記号 3.1. ω ∈ M(M) と A, B ∈ B(M) が ω(AΔB) < ∞ を満たすとき, 次の量が定まる:

Jω(A,B) = ω(A − B) − ω(B − A) ∈ R.
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定理 3.4 の証明の概略.

(1) 写像定理 [3, 6] により, 定理 3.4 の証明は 次の場合に帰着される:

Mn = [0, 1]n − E (E は ∂[0, 1]n の 0 次元 コンパクト 部分集合)

(2) M の コンパクト連結 n 次元 部分多様体 の列 K1 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Ki ⊂ Li ⊂ · · ·
写像の列 f i, gi : P → Hc

∂(M ; ω-reg)1

で, 適当な収束条件 及び 次の条件 を満たすものを 帰納的に構成する:

(i) f i
∗μ = gi−1

∗ μ on Ki, gi
∗μ = f i

∗μ on Li.

(ii) Jμ((f i)−1(A), (gi−1)−1(A)) = a(EA) (A ∈ C(clM(M − Ki))).

Jμ((f i)−1(B), (gi)−1(B)) = a(EB) (B ∈ C(clM(M − Li))).

(3) 列 f i, gi は ある写像 f, g : P → H∂(M ; ω-reg)1 に収束し, 次の条件を満たす:

(i) f∗μ = g∗μ

(ii) f−1(A) = (f i)−1(A), g−1(A) = (gi−1)−1(A) (A ∈ C(clM(M − Ki))).

(4) 写像 h = g−1f : P → H∂(M ; ω-reg)1 は 定理の条件 を満たす.

注意 3.1. 上の証明で 2 つの列 f i, gi を用いるのは, 収束を保証するためである. 1 つの 列
hi で 一方的に体積を移動すると, 極限 h = lim

i→∞
hi の存在が保証されない.

3.5. 最後に.

筆者は [17] において, 体積保存微分同相写像に関して 定理 3.2, 3.4 に対応する結果を
得ている. この論文では, end に向かう体積移動を実現する一般的な命題が示され, 2 つの
定理は, その系として導かれている.

問題 3. シンプレクティック微分同相写像に関して類似の議論は可能か ?
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1 Kontsevich’s characteristic classes for smooth ��-bundles
Kontsevich

1.1 Characteristic cycles in the graph complex
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1.2 Configuration space integral
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Theorem 1.2 (Kontsevich). (i) � �� � ��
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involutive
2

�����
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2 Multilinear construction of smooth bundles
� ��� � � � � �� � � 1 disjoint

������� � � � � ������

� � ������
���� � � � � � �������������	������� � � � �������	������

� ��������������	����

1. ��	����� CW 	� 
� � 	� � ��	�����

�� � �
�� �

� 

��
� � 	� ��- 
� Æ �� �

��� � ��	����� ��-

2. �� �� �� � ��

2 identity
� � � ��	�����

� ��- �� 
 
�Æ�� � �
�� � ��	�����

� ��-

3. � ��� � � � � ���� � -

well-defined

Example 2.1. � 
 ��, � � �� 
 �� �� ��

���� �� � �����	������ � ������	����� �����	������ �


������� �
 � � Dehn twist

Example 2.2. � 
 ��, ��
�
 ��

�
 ��
� ��, � � �� � �� �� �� Hopf link

��
� �� �� �� ��

� ��

�� ��-
����� � ��	���

�
� ��� 3-

���� �� �� � ����
������ ����

������ �	����	��
���

��� Hopf link normal sphere
Antonelli–Burghelea–Kahn

Example 2.3. � 
 �
, ��
�
 ��

�
 ���
� ����� �

� � ������
���� � ��� �


��������	������������	������� ��������	��

��

�����	������ ������	��

��
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Theorem 2.4. Multilinear construction ���������������
������� �

������������������
������� � � ���������

������
�	

� ����������-relation, label changes

Remark 2.5. 1. � � 	�� 


� � �� � 


2. 3
��homology ��’s�

filtration ������ � �� 	 �� 	 �� 	 
 
 
 �������

( filtration)

Theorem 2.6 (Kuperberg–Thurston). (a) ������������ �� ������ (�: indecom-
posables)

(b) isomorphism Kontsevich

(c) inverse “graph clasper surgery”

(a) Kuperberg–Thurston Le– – LMO
Le

[K] M. Kontsevich, Feynman Diagrams and Low-Dimensional Topology, First European
Congress of Mathematics, Vol. II (Paris, 1992), Birkhäuser, 1994, 97–121.

[W1] T. Watanabe, On Kontsevich’s characteristic classes for higher dimensional sphere
bundles I: The simplest class, to appear in Math. Zeit.

[W2] T. Watanabe, On Kontsevich’s characteristic classes for higher dimensional sphere
bundles II, in preparation.
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穴あき円板上の同相写像の一般レフシェッツ数について
鳴門教育大学　松岡　隆

matsuoka@naruto-u.ac.jp

１．はじめに

コンパクト多面体を自分自身に移す連続写像の不動点を調べるために開発された一般
Lefschetz数の理論と，穴あき円板上の力学系への応用について述べる．
最もよく知られた不動点定理である Lefschetzの不動点定理は，ホモロジーの情報で定
まる Lefschetz数が，不動点集合の近傍における写像の様子を表わすことを主張するもの
である．1930∼1940年代に，Reidemeister とWecken[11, 13]は，Nielsen数の定義に現
れるアイデアを用いて，基本群の情報も考え合わせることにより Lefschetz 数の概念を
精密化し，一般 Lefschetz数と呼ばれるホモトピー不変量を構成した．一般 Lefschetz数
は，不動点近傍での写像の様子のみならず，各不動点の大域的な振る舞いの特徴の違いを
基本群の元として捉えることができるものである．従って理論的には，一般 Lefschetz数
は Lefschetz数よりもはるかに深い情報を含んでいるが，その計算は難しく，現実に不動
点や周期点を調べるために応用することは容易なことではない．実際，誕生以来約７０年
経った今でも，ほとんど組織的な計算はなされていない状況にある．
本講演では，穴あき曲面上の同相写像の場合に，一般 Lefschetz数の計算を行った結果

と，それを用いて得たThurston標準写像の周期点の構造，および写像のNielsen-Thurston

分類に関する結果を紹介する．

１．Lefschetz数と不動点指数

X をコンパクト連結多面体とし，f : X → X を連続写像とする．ホモロジー群は Q係
数とする．Lefschetz数 L(f) =

∑
q≥0(−1)qtr [f∗q : Hq(X) → Hq(X)]が 0 でないなら

不動点が存在することを主張するのが Lefschetzの不動点定理である．この Lefschetz数
を一般化した概念として不動点指数がある．Fix(f)を f の不動点集合とする．

定義１ (不動点指数) 　 S を f : X → X の不動点集合の孤立部分集合とする．十
分大きな自然数 n をとると，X は R

n に埋め込むことができ，さらに R
n における

ある開近傍のレトラクトとなる．Fix(f) ∩ V = S をみたす X 内の開集合 V をとり，
g = i ◦ f ◦ r : r−1(V ) → R

n とおく．ここに，r : r−1(V ) → V はレトラクト写像，
i : X → R

n は自然な埋め込みである．次の準同型の合成による 1 ∈ Zの像を，S の不動

1
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点指数とよび，ind(S, f)とかく．

Z ∼= Hn(Rn, Rn−B) → Hn(Rn, Rn−S) ∼= Hn(r−1(V ), r−1(V )−S) → Hn(Rn, Rn−{0}) ∼= Z.

ここに，Hn(r−1(V ), r−1(V ) − S) → Hn(Rn, Rn − {0}) は id − g が導く準同型，B は
S を含む n次元開球体，

注．X が曲面で，S が１点 x0 のみからなる場合は，不動点指数をより簡単に定義する
ことができる．x0 ∈ R

2 とみなし，x0 を中心とする十分小さな円周 C をとる．このとき，
x0 の不動点指数 ind(x0, f)は，C の点 xが C 上を反時計回りに１周するとき，ベクトル
x − f(x) ∈ R

2 − {0} が回転する回数に等しい．

不動点集合は以下の性質をもつ．

1. ホモトピー不変性 （V 開集合, ∪0≤t≤1Fix(ft) ∩ V がコンパクトならば，
　　　　　　　　　　 ind(Fix(ft) ∩ V, ft)は constant.)

2. ind(∅, f) = 0

3. S1, S2 disjoint =⇒ ind(S1 ∪ S2, f) = ind(S1, f) + ind(S2, f)

4. Lefschetz-Hopfの不動点公式：ind(Fix(f), f) = L(f)．

ホモトピー不変性は，Nielsen不動点理論より従う [1, 5]．Lefschetzの不動点定理は性質
２と４の系である．

2．一般 Lefschetz数の定義

一般 Lefschetz数は，f の基本群上の作用を用いて Fix(f)を分割することにより得ら
れる，Lefschetz数の精密化である．X から１点 x0 を選び base pointとする．また，x0

をその像 f(x0)につなぐ道 τ を一つ選び， base pathとよぶ．

π = π1(X,x0), fπ = τ−1
∗ ◦ f∗ : π → π1(X, f(x0)) → π

とおく.

定義２. 準同型 ψ : π → π に対し，
λ1, λ2 ∈ π が ψ-共役 ⇐⇒　∃λ ∈ π s.t. λ2 = ψ(λ)λ1λ

−1.

ψ-共役類全体の集合を π/ψ とかく．ψ-共役は Reidemeister 同値ともよばれる．

注．π/ψ は一般に群構造をもたず，単なる集合であるが，π が可換の場合には群とな
る．実際，λ1, λ2 ∈ π が ψ-共役である条件は，λ2 − λ1 ∈ (ψ − id)(π) となり，従って，
π/ψ は ψ の余核 Coker(ψ − id) = π/Im(ψ − id)に等しい．

2
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定義３. xを f の不動点とする．x0 から xへの道 lを任意にとるとき，[τ(f ◦ l)l−1] ∈ π

の fπ-共役類は l の取り方によらない．これを R(x) ∈ π/fπ と表し，xの Reidemeister

類とよぶ．（R(x) は x0, τ の選び方に依存する．）α ∈ π/fπ に対し，Fixα(f) = {x ∈
Fix(f) | R(x) = α}とおき，αに対応する不動点類とよぶ．

X はコンパクトであるから，有限個の α を除き Fixα(f) は空集合である．よって，
{Fixα(f) | α ∈ π/fπ} は Fix(f) の有限分割を与える．以後，簡単のため ind(S, f) を
ind(S)と表す．

L(f) = ind
( ⋃

α∈π/fπ

Fixα(f)
)

=
∑

α∈π/fπ

ind(Fixα(f))

において，各整数 ind(Fixα(f))はホモトピー不変であることが Nielsen，Weckenによっ
て示されており，不変量としてそれぞれ独自の意味をもつ．この事実をより明確に表すた
め以下のように一般 Lefschetz数を定義する．Z[π/fπ]を π/fπ の元全体で生成される自
由アーベル群とする．

定義４ (一般 Lefschetz数) L(f) =
∑

α∈π/fπ

ind(Fixα(f)) · α ∈ Z[π/fπ].

特に，Fix(f)が有限個の不動点からなるときは，

L(f) =
∑

x∈Fix(f)

ind(x)R(x) ∈ Z[π/fπ].

例．X を n次元トーラス Tn = R
n/Z

n とし，f : Tn → Tn を f([v]) = [Av] で定義す
る．ここに，v ∈ R

n, Aは Zの元を成分とする n次元正方行列で A − I は正則とする．
このとき，Fix(f)は (A − I)−1(Zn)をその部分群 Z

n で割った集合であり，その元の個
数は行列式 det(A− I)の絶対値に等しい．これを dとすると，Fix(f) = {x1, . . . , xd}と
表される．xi = [vi] とするとき (vi ∈ R

n），Reidemeister 類 R(xi) ∈ Coker(A − I) は
Avi−vi = (A−I)vi ∈ Z

nによって代表される．Reidemeister類R(x1), . . . , R(xd)はす
べて異なる．なぜならば，もしR(xi) = R(xj)ならば，(A−I)(vi−vj) ∈ (A−I)Znとな
り，従って [vi] = [vj ]が導かれ矛盾を生じるからである．不動点指数の定義から ind(xi)

は iによらず一定で，det(A − I)の正負に応じ 1,−1となる．この値を εとおくと，

L(f) =
d∑

i=1

ε[(A − I)vi] ∈ Z[Coker(A − I)]

となることが分かる．特に，n = 2で A =

 
5 2

2 1

!
のときは，det(A−I) = −4, (A−I)Z2 =

3
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2Z ⊕ 2Z, d = 4, ε = −1 で，L(f) = −(0, 0) − (0, 1) − (1, 0) − (1, 1) ∈ Z[Z2 ⊕ Z2] と
なる．

一般 Lefschetz数は次の性質を持つ．

1. ホモトピー不変性：f，g をホモトピック，{ht} をホモトピーとする．g に対す
る base path として，τ と道 {ht(x0) | 0 ≤ t ≤ 1} の積をとると，fπ = gπ より
π/fπ = π/gπ．このとき，L(f) = L(g) が成り立つ．

2. 自然な全射 Z[π/fπ] → Zによる L(f)の像は Lefschetz数 L(f)に一致する．すな
わち，L(f)は L(f)の係数の和と一致する．

3. 可換性： 連続写像 u : X → Y, v : Y → X に対し，適当な base path を取れば，
u�(L(v ◦ u)) = L(u ◦ v). ここに，u� は，(v ◦ u)π1(X)-共役類 αを α ⊂ π1(X) の
u∗ : π1(X) → π1(Y ) による像として定義される (u ◦ v)π1(Y )-共役類に送るもの．
特に，f : X → X, g : Y → Y と同相写像 h : X → Y が f = h−1 ◦ g ◦ h をみたせ
ば，h�(L(f)) = L(g)．（u = h, v = f ◦ h−1 とおけばよい）

L(f)における係数が 0でない fπ-共役類 αの個数，すなわち不動点指数が 0でない不
動点類の個数は，Nielsen 数とよばれ N(f) と表される．�Fix(f) ≥ N(f) が成り立ち，
N(f)は不動点の個数を評価するために有効なホモトピー不変量である．

注．２つの不動点 x, y に対し，それらをつなぐ道 l で，その像 f ◦ l に端点をとめてホ
モトピックなものが存在するとき，x, y は Nielsen同値という．これは Fix(f)における
同値関係を与え，その同値類は不動点類に等しい．

一般 Lefschetz 数は Lefschetz 数より詳しい情報をもつものであるが，その計算は
Lefschetz 数よりはるかに難しい．一般 Lefschetz 数を定義自体から計算するためには，
不動点集合を把握する必要がある．もちろん，ホモトピー不変性より，f 自身でなくと
も，それとホモトピックなものでもよいわけであるが，このような変形を見つけることは
一般に無理である．また，fπ-共役類の集合 π/fπ を求めるという代数的問題の解決が必
要である．基本群が有限または可換の場合は実行可能であるが，基本群が無限非可換の場
合は，極めて困難な作業となる．
以下で紹介する Reidemeisterのトレース公式は，π/fπ の決定問題は別におくとして，
一般 Lefschetz数を計算するために有用である．f を単体写像とするとき，普遍被覆 X̃ へ
の π の作用は，鎖群 Cq(X̃)への群環 Z[π]の作用を導く．この作用により，Cq(X̃) は有
限生成自由 Z[π]-加群となり，リフト f̃ が導く鎖準同型 f̃�q : Cq(X̃) → Cq(X̃) は，Z[π]

の元を成分とする行列で表される．一般に，そのトレースは Cq(X̃)の基の取り方によっ
て変わるが，トレースの Z[π] → Z[π/fπ]による像は基の取り方によらないことが分かる．

4

38



この像を tr f̃�q とかき，Reidemeisterトレースという．このとき，次のトレース公式が成
り立つ．これは，不動点集合にある条件がつく場合に Reidemeister[11] とWecken[13]，
一般の場合に Husseini[3]によって証明されたものである．

Reidemeisterのトレース公式

L(f) =
∑
q≥0

(−1)qtr [f̃�q : Cq(X̃) → Cq(X̃)] ∈ Z[π/fπ].

この公式は，Lefschetz数に対する Hopfのトレース公式

L(f) =
∑
q≥0

(−1)qtr [f�q : Cq(X) → Cq(X)] ∈ Z

に対応する．

Reidemeister トレース公式は有力な計算手段ではあるが，基本群が無限非可換であ
る場合には，一般 Lefschetz 数を具体的に求めることには未だ困難が残る．ある大きな
クラスのホモトピー類についてある程度計算された例は，Jiang 条件をみたす空間や
infrasolvmanifoldなどに対する Nielsen数の計算（例えば，[4, 5, 9]参照），ある種の代
数的な条件をみたす曲面写像に関する一般 Lefschetz数の計算アルゴリズム [12]ぐらいし
か思い当たるものはない．

３．曲面での計算方法

ここでは，Fadell と Husseini [2] による曲面の場合の一般 Lefschetz 数の計算方法を
説明する．曲面は境界をもつとする．このとき，曲面は有限個の S1 を１点でくっつけ
た空間にホモトピー同値であり，π は階数 n の自由群 Fn に同型である．Reidemeister

のトレース公式 L(f) = [trf̃�0 − trf̃�1] ∈ Z[Fn/fπ] において，trf̃�0 = 1 である．f̃�1 :

C1(X̃) → C1(X̃) は自由群上の Fox 微分を用いて計算できる．Fox 微分作用素 ∂/∂aj :

Z[Fn] → Z[Fn] (j = 1, . . . , n) は次の４条件で定まるものである．

1.
∂

∂aj
(u + v) =

∂u

∂aj
+

∂v

∂aj
, u, v ∈ Z[Fn],

2.
∂

∂aj
(uv) =

∂u

∂aj
+ u

∂v

∂aj
, u, v ∈ Fn,

3.
∂ai

∂aj
= δi,j , 1 ≤ i, j ≤ n,

4.
∂e

∂aj
= 0.

5

39



Fox微分に関する fπ の Jacobian 行列 (∂fπ(ai)/∂aj)を J(fπ)とかく．このとき，

f̃�1 = J(fπ) : C1(X̃) → C1(X̃)

となる．従って，
L(f) = [1 − trJ(fπ)] ∈ Z[Fn/fπ]. (1)

である．
曲面が穴あき円板で写像が同相写像である場合を考える．この場合には，fπ : Fn → Fn

を，ある組ひもの作用と同一視できる．D を閉円板とし，Dn を D から互いに素な
n 個の閉円板の内部を除いた曲面とする．このとき，イソトピー {ft : D → D} で
f0 = id, f1|Dn = f をみたすものが存在する．n 次の組みひも群を Bn とかく．Bn

は Fn に自然に作用する．D × [0, 1] の部分集合
⋃

0≤t≤1(ft(D − Dn) × {t}) は n 本の
チューブの集まりであるが，これらを n 本のひもとみなすと，組ひも β(f) ∈ Bn が
得られる．f のイソトピー類（すなわちホモトピー類）は，full-twist θ の冪を除いて，
β(f) と同一視される．f の base path τ として τ(t) = ft(x0) をとることにすると，
fπ = β(f) : Fn → Fn となる．よって， fπ-共役類の集合 Fn/fπ は Fn/β(f)に等しくな
り，また L(f) = [1 − trJ(β(f))]である．

Fn の生成元 a1, . . . , an をうまく選べば，行列 J(β(f))のサイズを小さくすることがで
きる．σ1, . . . , σn−1 を Bn の標準的な生成元とし，a1, . . . , an ∈ Fn を次図のものとする．

ai

1 i n

x0

この生成元を用いれば，Bn の Fn への作用は次のようにかける．

σi : aj −→
{

ai+1a
−1
i ai−1 j = i

aj j �= i.

w ∈ Fn の β による像を wβ とかくとき，aβ
n = an より ∂aβ

n/∂aj = δn,j が分かる．従っ

て，J(β)は

(
Jr(β) ∗

0 1

)
の形となる．Jr : Bn → GLn−1(Z[Fn])は群の表現とはならな

いが，Jr(ββ′) = Jr(β)β′
Jr(β′)をみたす．(1)より，

L(f) = −[trJr(β(f))] ∈ Z[Fn/β(f)]. (2)

注（１）L(f) は {ft} の取り方に依存するが, an の冪を除いて一意的に決まる. これ
は，Jr(θμβ) = aμ

nJr(β)より従う .

6
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（２）Dn 上の同相写像の場合には，不動点の Reidemeister 類を mapping torus を
用いて視覚的に分かりやすく定義することができる（[6, 7]）．T を f の mapping torus⋃

0≤t≤1(ft(Dn) × {[t]}) (⊂ D × S1) とするとき，β(f)-共役類の集合 Fn/β(f) は，T

内の閉曲線の自由ホモトピー類全体の集合と同一視できる．x ∈ Fix(f) に対し，その
Reidemeister類 R(x)は，閉曲線 (ft(x), [t]) ∈ T のホモトピー類に対応する．

４．Burau行列の計算

前節で見たように，穴あき円板上の同相写像 f の一般 Lefschetz数の計算は，f に対応
する組ひも β(f）の Jacobian 行列 Jr(β(f))のトレースの計算に帰着される．この行列の
成分は Z[Fn]の元であり，n個の変数 a1, . . . , an で書けるが，これらを 1つの変数に単純
化したものは組ひもの Burau行列に一致する．Burau行列のトレースは [10]で計算され
ているが，今回行った行列 Jr(β(f)) の計算は，Burau行列に関するこの計算結果を元に
行われた．そこで，まず [10]の内容を紹介する．

q を不定元とし，Z = {qi | i ∈ Z}と考える．E(ai) = qi で決まる準同型 E : Fn → Z

は，環準同型 E : Z[Fn] → Z[Z] ∼= Z[q, q−1]を導く．∀β ∈ Bn，∀w ∈ Fn に対し E(wβ) =

E(w)であるので，w1, w2 が β-共役なら，E(w2) = E(ηβw1η
−1) = E(w1)．よって，群準

同型 E : Z[Fn/β] → Z[q, q−1]が導かれる.このとき，[Jr(β)]の E による像は組ひも β の
被約 Burau行列 Bur(β)と一致し，(2)式より，

E(L(f)) = −tr Bur(β(f)).

ここで，組ひもの１つの表示法を導入する．ρ = σn−1 · · ·σ2σ1 ∈ Bn とおく．これ
は full twist θ の n 乗根である．i ∈ N に対し，β(i) = σi

1ρ とおく．さらに，自然数列
I = (i1, . . . , id) に対し，β(I) = β(i1) · · ·β(id) = σi1

1 ρ · · ·σid
1 ρ ∈ Bn とおくと，任意の

組みひもは，θμβ(I) (μ ∈ Z)の形の組みひもと共役である [10]．例えば，σ1σ
−1
2 ∈ B3 は

θ−1β(4)と共役である．

注． この表示は一意的ではない. 例えば，β(i, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−2

, j) = θβ(i + j − 1).

そこで，β(f)を θμγ−1β(I)γ (μ ∈ Z, γ ∈ Bn)の形に表すとき，

E(L(f)) = −qnμtr Bur(β(I))

となることが分かる. よって，L(f)の１変数化 E(L(f))の計算は，tr Bur(β(I))を求め
ることに帰着される．
まず，自然数列 I の長さが１，すなわち I = (i)となる場合を考える．
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Bur(β(i)) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−
i∑

�=2

(−q)� (−q)i

i−1∑
�=0

(−q)� 0 · · · 0

−q2 0 1
...

−q3 0 0 1
...

...
...

...
. . . 1

−qn−1 0 0 · · · 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

であるので，
tr Bur(β(i)) = −∑i

�=2(−q)� となる．次に，β(i)d = β(i, . . . , i︸ ︷︷ ︸
d

)の場合を考える．

定義５．自然数 dに対し, Zd = Z/dZ = {1, . . . , d}とおく．自然数の組 1 ≤ p, q ≤ d

に対し，次で定義する Zd の元の列 [p, q]を Zd 内の blockという．

[p, q] =

{
(p, . . . , q) p ≤ q

(p, . . . , d, 1, . . . , q) p > q.

定義６．
(1) Zd内の blockの集まり {B1, · · · , Bs}が Zdの分割 ⇐⇒ Zd = B1∪· · ·∪Bs(直和)．

ここに，Br は Br の underlying set.

(2) Zd の分割全体の集合を P(d) と表す．

例．P(3) = {B1, . . . ,B7}. ここに，B1 = {(1), (2), (3)},B2 = {(1, 2), (3)}, B3 =

{(2, 3), (1)}, B4 = {(3, 1), (2)}, B5 = {(1, 2, 3)}, B6 = {(2, 3, 1)}, B7 = {(3, 1, 2)}．

Zd の分割は対称式と関連がある．x = (x1, . . . , xν) を不定元の組とし，sk(x) (1 ≤
k ≤ ν) を x に関する k 次基本対称式 とする．このとき，任意の自然数 d に対し，
xd

1 + · · · + xd
ν は s1 . . . , sν の積と和でかける．実際，分割 B = {B1, . . . , Bs} ∈ P(d)に

対し，sB(x) = s|B1|(x) · · · s|Bs|(x)とおくと（| |はブロックの長さを表す）
xd

1 + · · · + xd
ν =

∑
B∈P(d)

(−1)d+�BsB(x). (3)

が成り立つ．
例．d = 3のとき，sB1 = s3

1, sB2 = sB3 = sB4 = s2s1, sB5 = sB6 = sB7 = s3 である
から，x3

1 + · · · + x3
ν = s3

1 − 3s1s2 + 3s3.

Rを可換環，ν ∈ Nとし，A ∈ Mν(R)とする．λ = (λ1, . . . , λν)を Aの固有値の組と
するとき，k = 1, . . . , ν に対し，sk(λ) = PMk(A)となる．ここに，

PMk(A) =
∑

1≤j1<···<jk≤ν

det A

(
j1, . . . , jk

j1, . . . , jk

)

8
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はすべての k 次主小行列式 (principal minor)の和である. k > ν に対しは PMk(A) = 0

とおく．このとき，trAd = λd
1 + · · · + λd

ν であるので，(3) より，

trAd =
∑

B∈P(d)

(−1)d+�BPM|B1|(A) · · ·PM|Bs|(A)

ここで，R = Z[q, q−1]，ν = n−1，Ai = Bur(β(i))とおくと，tr Bur(β(i, . . . , i︸ ︷︷ ︸
d

)) = tr(Ad
i )

であるので，

tr Bur(β(i, . . . , i︸ ︷︷ ︸
d

)) =
∑

B∈P(d)

(−1)d+�BPM|B1|(Ai) · · ·PM|Bs|(Ai). (4)

が分かる．
注．PMk(Ai)は具体的に次のようにかける．

PMk(Ai) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
−

i+k−1∑
�=k+1

(−q)� if k < n − 1

(−q)i+n−1 if k = n − 1.

(4) 式は任意の数列 I = (i1, . . . , id) に対し次のように一般化される ([10]) ．∀I =

(i1, . . . , id) ∈ N
d に対し，

tr Bur(β(I)) =
∑

B∈P(d)

(−1)d+�BPM|B1|(Aip1
) · · ·PM|Bs|(Aips

),

ここに，pr は Br の最初の元（r = 1, . . . , s）．

５．L(f)の計算

前節でみたように，L(f)の１変数化は，Zd の分割ごとに与えられる多項式の和をして
表された．そこで，L(f)自身も，Zd の分割ごとに与えられる Z[Fn]の元の和として書け
ると予想することは自然である．以下，この予想が正しいことを述べる．

β ∈ Bnに対し, Φβ : Z[Fn] → Z[Fn/β]を自然な全射とする．ここでは，一般 Lefschetz

数そのものではなく，Z[Fn]の元で Φβ による像が一般 Lefschetz数に一致するものを求
める．j ≥ 0に対し，gj ∈ Z[Fn]を

gj =

{
−a

j/2
2 j even,

a1a
(j−1)/2
2 j odd

9
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で定める．1 ≤ � ≤ dに対し，β�(I) = β(i�, . . . , id)とおく．ブロック B = [p, q]に対し，
α(B), ω(B) ∈ Bn を次で定義する（id+1 は i1 と解釈する)．

α(B) = βp(I), ω(B) =

{
βq(I) if p ≤ q,

βq(I)β(I)−1 if p > q.

WI(B) ∈ Z[Fn]を次で定義する.

WI(B) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

(g0 + · · · + gip−2)α(B)a
ω(B)
|B|+1 if |B| < n − 1

g
α(B)
ip

a
ω(B)
n−1 if |B| = n − 1

0 if |B| ≥ n.

最後に，B = {B1, . . . , Bs} ∈ P(d)（ここに 1 ≤ p1 < · · · < ps ≤ d）に対し

WI(B) = WI(B1) · · ·WI(Bs) ∈ Z[Fn]

とおく．

定理１． β(f) = θμγ−1β(I)γ と表す．ここに，μ ∈ Z, γ ∈ Bn, I は長さ d の自然数
列．このとき，

L(f) = −Φβ(f)

(
aμ

n

∑
B∈P(d)

WI(B)γ

)
∈ Z[Fn/β(f)].

例：β(f) = β(i), i ≥ 2のとき，μ = 0, γ = e, I = (i), d = 1,P(d) = {{(1)}}, α((1)) =

ω((1)) = β(i) より，

L(f) = −Φβ(f)(W(i)((1)) = −Φβ(i)((g0 + · · · + gi−2)β(i)a
β(i)
2 )

= −Φβ(i)(g2 + · · · + gi).

ここで，∀w ∈ Fn,∀ β ∈ Bn に対し Φβ(wβ) = Φβ(w)が成り立つことを用いている．

定理１の証明は，Jr(β(I))を，次式を用いて計算することにより得られる．

a
β(i)
k =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

(a3a
−1
1 )

i−1
2 a3a

−1
2 (a3a

−1
1 )−

i−1
2 (k = 1, i odd)

(a3a
−1
1 )

i
2 a2a

−1
1 (a3a

−1
1 )−

i
2 (k = 1, i even)

ak+1a
−1
1 (2 ≤ k ≤ n − 1)

an (k = n)

.

Jiangと Zheng[8]は，不動点に対する一般 Lefschetz数の概念を拡張し，周期点に対す
る一般 Lefschetz数を定義した．この Lefschetz数を求めることにより，周期点の存在と
それらの大域的な振る舞いが把握できる．また，Zheng[14]の結果から，周期２の場合の
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一般 Lefschetz数の可換化は，組ひも群の Lawrence-Krammer表現のトレースと一致す
ることが分かり，低次元トポロジーの見地からも興味深いものである．周期点に対する一
般 Lefschetz数を計算することは，今後の大きな課題であろう．

　６．曲面同相写像の分類への応用

曲面同相写像の Nielsen-Thurston分類理論における，有限位数写像，擬アノソフ写像，
および reducible 写像を合わせて標準写像とよぶ．標準写像 ϕ はそのイソトピー類の中
で最も簡単な力学系的複雑さをもつことから，２次元力学系理論における重要な研究対
象の一つとなっている．ここでは，Dn 上の標準写像 ϕ で向きと外部境界成分 ∂D を保
つものに対し，∂D 上の周期点について考える．これら周期点の最小周期を m(ϕ) とお
く．また，それらの Reidemeister類は an の冪で代表されるが，この冪を a

ν(ϕ)
n とかく．

m(ϕ), ν(ϕ)を決定する問題を考える．

補題　整数m > 0, ν が互いに素で，L(ϕm)における Φβ(ϕm)(aν
n)の係数が 0でないな

ら，m(ϕ) = m, ν(ϕ) = ν.

この補題は，m(ϕ), ν(ϕ)を求めるために，一般 Lefschetz数の計算結果が利用できる可
能性があることを示している．実際，定理１を応用して，次が導かれる．

命題１． β(ϕ)は β(I)と共役とする．n ≥ 4, i1, . . . , id ≥ 2または n = 3, i1, . . . , id ≥ 3

とするとき，
m(ϕ) =

LCM{d, n − 2}
d

， ν(ϕ) =
LCM{d, n − 2}

n − 2
．

この命題における nと i1, . . . , id に関する条件は，
∑

B∈P(d) WI(B)に Φβ(I) : Z[Fn] →
Z[Fn/β(I)]を作用させるとき，元同士のキャンセルが起こらないことを保障する十分条
件である．

f が与えられたとき，そのイソトピー類に属する標準写像を決定する問題に関しては，
Bestvina-Handel によるものなど幾つかのアルゴリズムが知られているが，実際にアル
ゴリズムを実行することは容易なことではない．[10] において，n ≥ 4, i1, . . . , id ≥ 2,

(i1, . . . , id) �= (2, . . . , 2) ならば，ϕ は擬アノソフ成分をもつことが示されている．命題１
を用いて次が分かる．

命題２．β(ϕ)は β(I)と共役とする．n ≥ 5で I の項はすべて奇数か，すべて偶数とす
るとき，ϕは擬アノソフ写像であり，対応する foliationは内部特異点をもたない．
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円周の同相群の部分群に対する
二者択一性について

松田　能文
（東京大学大学院数理科学研究科・学振特別研究員（ＰＤ））

1 はじめに
多様体の（微分）同相群の研究には, この群が持つ, 位相群,

ファイバー束の構造群などのいくつかの顔のいずれに注目す
るかにより様々な方法がある.

本研究では, (微分)同相群を“無限次元リー群”と見なして
有限次元リー群と性質を比較するという方法を最も基本的な
場合である円周の同相群に対して適用する. （以下では, 向
きを保つ同相写像のみを考える.）

2 円周の同相群とその部分群
2.1 円周の同相群

同相群の研究において興味深い現象の一つは, どの程度の
滑らかさの微分同相のなす群を考えるかによって状況が変化
することである.

本稿で主に扱う円周の同相群は, 実解析的微分同相のなす
群Diffω

+(S1)とC∞級微分同相のなす群Diff∞
+ (S1)である. 前

者は後者の部分群であることに注意しておく.
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これら二つの群の違いとしてすぐに思いつくのは, 力学系
的性質の相違である. 例えば, 前者の恒等写像でない元の固
定点は高々有限個であるが, 後者には無限個の固定点を持つ
恒等写像でない元が存在する. 本研究の目的の一つは, この
ような滑らかさや力学系的性質の相違からどのような代数的
性質の相違が生じるかを調べることである.

2.2 回転数関数

Poincaréは, 円周の同相写像 fに対して, その回転数ρ(f) ∈
R/Zを定義した. 回転数は, 同相写像の引き起こす力学系の
情報を多く含んでいて, 特に, 次の命題が成り立つ.

命題 1 (回転数の有理性と有限軌道) 円周の同相写像 f が n

点からなる有限軌道を持つことは, nと互いに素なある整数m

が存在して ρ(f) = m
n mod Z が成り立つことと同値である.

円周の同相群Homeo+(S1)の各元に対してその回転数を対
応させることにより定義されるHomeo+(S1)からR/Zへの写
像を回転数関数と呼び, ρ : Homeo+(S1) → R/Zと表す. この
写像は類関数であるが準同型写像ではなく, その挙動につい
ては未知の部分が多い.

2.3 フックス群の円周への作用

射影変換群PSL(2,R)は, 一次分数変換により上半平面H2

に向きを保ち等長的に作用する. この作用は理想境界 ∂H2 =

R ∪ {∞} ∼= S1 への忠実な実解析的作用を誘導する. 従って,

PSL(2,R)はDiffω
+(S1)の部分群と見なせる.
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PSL(2,R)の離散部分群であるフックス群は, 円周の同相群
の重要な部分群である. フックス群は, PSL(2,R)の部分群
のうちで上半平面に固有不連続に作用するものとして特徴づ
けられる. その一方で, PSL(2,R)の理想境界, すなわち円周
への作用を用いて, 以下のような特徴づけを与えることがで
きる.

命題 2 (フックス群の理想境界への作用による特徴づけ) Γを
PSL(2,R)の部分群であって, 理想境界への作用が有限軌道を
持たないものとする. このとき, Γがフックス群であること
と回転数関数 ρによるΓの像が有限集合であることは同値で
ある.

そこで本研究では, Homeo+(S1)の部分群Γのうち以下の(条
件F)を満たすものとフックス群の性質を比較する.

(条件 F) Γは有限軌道を持たず, 回転数関数による像が有限
集合である.

この比較に用いる性質として, 群の二者択一性と呼ばれる
性質に着目する.

3 種々の群に対する二者択一性
群Gに対する二者択一性とは, Gの部分群が, それぞれ“大
きいか小さいか”のいずれかであるという性質のことである.

ここで, 大きいとは非可換自由部分群を持つということであ
り, 小さいということは, 状況に応じて様々な条件を考える.
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3.1 線形リー群に対するTitsの二者択一性

群の二者択一性についての最も代表的な結果は, 線形リー
群に対するTitsの二者択一性についての以下の定理である.

定理 3 (Tits alternative, [7]) ΓをGL(n,R)の部分群とす
るとき, 以下の 1, 2のいずれかが成り立つ.

1. Γは指数有限の可解部分群を持つ.

2. Γは非可換自由部分群を持つ.

3.2 双曲群に対する二者択一性

フックス群に対する二者択一性は, Titsの二者択一性より
強いものである. それは, フックス群などの双曲多様体の基
本群を一般化した双曲群に対して成り立つもので, 以下のよ
うな形で述べられる.

定理 4 ([1]) Γを双曲群とするとき, Γの任意の部分群 Γ′に
対して, 以下の 1, 2のいずれか一方が成り立つ.

1. Γ′は指数有限の巡回部分群を持つ.

2. Γ′は非可換自由部分群を持つ.

この定理から, 双曲群の部分群には強い代数的制約が課さ
れていることが分かる. 例えば, 階数２の自由可換群Z⊕Zは
双曲群の部分群になりえないことがこの定理から直ちに従う.
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3.3 円周の同相群の部分群に対するMargulisの二者択一性

Titsの二者択一性はHomeo+(S1)については成立しないが,

Margulisにより以下のような二者択一性が成り立つことが証
明されている.

定理 5 (Margulis, [2]) ΓをHomeo+(S1)の部分群とすると
き, 以下の 1, 2の少なくとも一方が成り立つ.

1. Γは円周上のある確率測度を不変にする.

2. Γは非可換自由部分群を持つ.

ここで, Γが (条件F)を満たすと仮定したときにより強い結
論が得られないかと考えてみると, その結果は Γの元の滑ら
かさにより変わってくる.

3.4 主結果

本稿の主結果は, Diffω
+(S1)の部分群に対して (条件F)を課

すと双曲群と同様の二者択一性が従うことを主張する以下の
定理である.

定理 6 (M, [3]) ΓをDiffω
+(S1)の部分群であって, (条件F)を

満たすものとする. このとき, Γの任意の部分群Γ′に対して,

以下の 1, 2のいずれか一方が成り立つ.

1. Γは指数有限の巡回部分群を持つ.

2. Γは非可換自由部分群を持つ.

この定理は, Diffω
+(S1)の部分群であって (条件F)を満たす

ものは何らかの“双曲性”を持っていることを示唆している.
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注 1 定理6においてDiffω
+(S1)をDiff∞

+ (S1)に置き換えた命題
は成立しない. 実際, Diff∞

+ (S1)の部分群であって, (条件F)を
満たしなおかつZ⊕Zと同型な部分群を持つようなものが以
下のようにして構成できる.

Γ1を非初等的な有限生成フックス群であってカントール集
合Cを極小集合として持つものとする. Cの補集合の連結成
分である開区間を一つ選び固定する. さらに, この開区間の
外で恒等的に0になる非自明なC∞級ベクトル場をXとする.

このとき, Xにより生成される流れに含まれるZ ⊕ Zと同型
なDiff∞

+ (S1)の部分群をΓ2とすると, Γ1とΓ2により生成され
るDiff∞

+ (S1)の部分群Γが求めるものであることが分かる.

4 主結果の証明の概要
条件 (F)を満たす Γの部分群が円周上のある確率測度を不
変にするならばΓは有限軌道を持つことが比較的容易に分か
る. 従って, 主結果の証明は次の命題の証明に帰着される.

命題 7 ((条件F)を満たす群の固定部分群) ΓをDiffω
+(S1)の

部分群であって, (条件F)を満たすものとする. このとき, 円
周上の任意の点xの固定部分群Γxは自明であるか無限巡回群
であるかのいずれかである.

命題 7は, 以下の二つの命題の帰結である.

命題 8 (固定部分群と離散性) ΓをDiffω
+(S1)の部分群であっ

て, ある点の固定部分群が自明群でも無限巡回群でもないと
する. このとき, Γの恒等写像でない元の列であって, 円周内
のある開区間の上でC1位相に関して恒等写像に収束するも
のが存在する.
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命題 9 ((条件F)と離散性) ΓをDiffω
+(S1)の部分群であって,

(条件F)を満たすものとする. このとき, ΓはC1位相に関し
て離散的である. さらに, Γの恒等写像でない元の列であって,

円周内のある開区間の上でC1位相に関して恒等写像に収束
するものは存在しない.

命題 8は, 中居 [4]や Szekeres[6]の結果を組み合わせたもの
である.

命題 9は, フックス群に対する命題 2の類似といえるもの
で, それ自身興味深い. この命題の証明で重要な役割を果た
すのが, 局所的に非離散的な部分群に対応する局所ベクトル
場の存在を保証する次の命題である. この命題は, 本質的に
はRebelo[5]の結果である.

命題 10 (非離散性と局所ベクトル場) Γを Diffω
+(S1)の部分

群であって, 円周上のいかなる確率測度をも不変にしないも
のとする. さらに, Γの恒等写像でない元の列であって, 円周
内のある開区間の上でC1位相に関して恒等写像に収束する
ものが存在すると仮定する.

このとき, ある開区間 I上のC0ベクトル場Xであって, 以
下の性質を持つものが存在する: Iに含まれる閉区間 I ′の上
でXにより生成される局所流 {φt}が 0 ≤ t ≤ t0に対して定
義されているとき, φt(0 ≤ t ≤ t0)はΓの元の I ′上への制限か
らなるある列により近似される.

5 残された問題
最後に, 今後解決するべき問題を二つ挙げる.
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問 1 ΓをDiffω
+(S1)の部分群であって (条件F)を満たすもの

とする. このとき, 以下の問に答えよ.

1. Γが有限生成であると仮定すると, Γは双曲群であるか.

2. Γはあるフックス群と位相共役であるか.

問 2 ΓをDiffω
+(S1)の有限生成部分群であって, 有限軌道を持

たないものとする. このとき, Γの回転数関数による像がQ/Z

に含まれるならば, Γは (条件F)を満たすか.

なお, 問 2においてDiffω
+(S1)をDiff∞

+ (S1)に置き換えると, そ
の答は否定的である.
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擬アノソフ写像類のエントロピーと体積，
及びそれらの関係について

金 英子・高沢 光彦 (東京工業大学大学院情報理工学研究科)

平成 20 年 7 月 2 日

1 はじめに
1.1 研究の目標と内容

向き付けられた曲面をΣとする. Σ上の自己同相写像のイソトピー類の成す群M(Σ) をΣの写像
類群とよぶ. 写像類は周期的, 可約, 擬アノソフの 3種類に分類できる. この中で最も一般的な写像類
は擬アノソフである. 例えば写像類 φの写像トーラス

T(φ) = Σ × [0, 1]/(x,0)∼(f(x),1)

(ここでf : Σ → Σは φの代表元)が双曲多様体となる必要十分条件はφが擬アノソフである. ここでは
擬アノソフ写像類 φの代表的な 2つの不変量について考察する. 1つは φの写像トーラスの体積 vol(φ)
である. もう 1つは φ の dilatation λ(φ) > 1 の対数をとったエントロピー ent(φ) = log(λ(φ)) > 0
である. 両者はいずれも φの複雑さを知っていると考えられる. これら 2つの不変量の相互関係を理
解することが我々の目標である.
我々はエントロピーと体積の比 ent(·)

vol(·) に注目する. [1, 5]の結果を用いると次が示せる.

命題 1.1 ([4]). Σ のみによる定数 C = C(Σ) > 0 が存在し, 任意の擬アノソフ写像類 φ ∈ M(Σ) に
ついて

ent(φ)
vol(φ)

> C

が成立する.

一方, どのような Σについても ent(·)
vol(·) は上に有界でない. これまでのところ命題 1.1の定数 C は具体

的に計算されていなかったが, 我々は曲面が 1点穴あきトーラス Σ1,1の場合にその定数を計算した.

定理 1.2 ([4]). 任意の擬アノソフ写像類 φ ∈ M(Σ1,1) について

ent(φ)
vol(φ)

>
log(3+

√
5

2 )
2v8

≈ 0.1313

が成立する. ここで v8 は理想正 8面体の体積である.

定理 1.2 における定数は最良ではないが, block length が 1 である写像類に制限すると最良の定数
log( 3+

√
5

2
)

2v3
≈ 0.4741 (v3は理想正四面体の体積)が得られる [4]. これは計算機の援用により示される.

2章では計算機実験の結果をもとに ent(·)
vol(·) についていくつかの性質を考察する.

3章では 3次元双曲多様体を固定したときに,その多様体が許容するエントロピーの性質について考
察する. 具体的には, 無限個のファイバーを許容するような円周上の曲面束において各ファイバー上に

1
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定義されるモノドロミーのエントロピー集合の性質に関するFried[2], Long-Oertel[6], Matsumoto[7],
Oertel[8], Thurston[10] による結果を述べる.

4章では 3成分鎖絡み目補空間のファイバー構造を考察し, 各ファイバーのモノドロミーによる
エントロピーを統一的に求める多項式を与える. ファイバーが穴あき円板である場合にはモノドロ
ミーはブレイドで表すことができるが, ここではあるファイバーのモノドロミーを表すブレイドの族
は Hironaka-Kin[3] が考察した小さなエントロピーを持つ馬蹄ブレイドの族と一致することを示す.
最後に 3成分鎖絡み目補空間におけるエントロピー関数の漸近的な挙動を考察する.

1.2 擬アノソフ写像類

写像類 φ ∈ M(Σ)を 3つのタイプに分類する. φ ∈ M(Σ)が可約とは, φの代表元である同相写像
f : Σ → Σと Σ上の互いに交わらない本質的単純閉曲線から成る有限集合 S = {S1, · · · , Sn}が存在
し f(S) = Sを満たすこととする. 単純閉曲線が本質的とは Σ \ Sの各連結成分のオイラー数が負で
あることである. φが有限位数をもつとき, φ を周期的という. 可約でなく周期的でない φ ∈ M(Σ)
を擬アノソフという.
擬アノソフ φの代表元として次の性質を持つ同相写像 Φ : Σ → Σがとれる. 互いに横断的である

測度付き特異葉層の組 Fs, Fu と 1より大きな定数 λ > 1 が存在し

Φ(Fs) = λ−1Fs, Φ(Fu) = λFu

が成立する. このような Φ : Σ → Σを擬アノソフ写像という. 定数 λ > 1 を Φ の dilatationとよび,
log λ を Φ のエントロピーとよぶ. 擬アノソフ写像は φに対して唯一つではないが dilatation は唯一
つに定まり, 従って λ を φの dialtation, log λ を φのエントロピーという.

dilatation は代数的整数であることが知られている. Σ を固定すると, 擬アノソフ φ ∈ M(Σ) の
dilatation λ(φ) に対する最小多項式の次数が Σに依存する定数で押さえられる. よって dilatation
λ(φ) 全体は離散集合であり, 特に最小値 λ(Σ)が存在する.
一方, 3次元双曲多様体の体積全体は順序型 ωωの R の整列閉集合を成すことがThurston によっ

て示されている. 特に Σを固定すると, 擬アノソフ φ ∈ M(Σ) による写像トーラスの体積 vol(φ)全
体は最小値 vol(Σ) をもつ. 次の問題が考えられる.

問題 1.3. λ(Σ) や vol(Σ) の値を求めよ. その値を実現する写像類を決定せよ.

いくつかの曲面では λ(Σ) や vol(Σ) を同時に実現する写像類が存在することが数値実験によって観
察されている (2章).

2 エントロピーvs体積
M(Σ) の擬アノソフ写像類全体をMpA(Σ)とおく.

E(Σ) = {(vol(φ), ent(φ)) ∈ R
+ × R

+ | φ ∈ MpA(Σ)}

によって E(Σ)を定める. (vol(φm), ent(φm)) = (m · vol(φ),m · ent(φ)) に注意する. 平面上に E(Σ)の
点はどのように分布しているかについて考えたい. M(Σ)の生成集合を固定し Ek(Σ)を次で定める.

Ek(Σ) = {(vol(φ), ent(φ)) ∈ R
+ × R

+ | φ ∈ MpA(Σ) の語の長さは k 以下 }.

n点穴あき円板Dnについて, 我々は E15(D3), E12(D4), E10(D5), E9(D6) の計算機実験1 を行った. 曲
面がDnの場合は写像類はブレイドで表されるが, この計算ではM(Dn)の生成集合としてブレイド

1ブレイドのエントロピーは Toby Hall によるソフトウェア trains を用い, 絡み目補空間の体積は Jeff Weeksによる
ソフトウェア SnapPea を用いて計算した.
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の Artin 生成元を用いている. この計算結果からは読み取れないが, ent(·)
vol(·) は上に有界でない [4]こと

に注意しておく.

ファイバー曲面：３点穴あき円板
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ファイバー曲面：６点穴あき円板
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M(Dn)の写像類 φによる写像トーラスは, φ を表すブレイド b = bφの braided link b̄ の補空間 S3 \ b̄

と同相である. ここで braided link b̄ とはブレイド bの軸と bの閉ブレイドの和集合として得られる
絡み目である (図 1(左)).

図 1: (左) β5 = σ3
1σ2σ3σ4 の braided link β̄5, (右) (−2, 3, 8)-プレッツェル絡み目. これは β̄5 と同じ

絡み目型を持つ.

計算機実験から, ある写像類がエントロピーの最小値 log(λ(Σ)) や体積の最小値 vol(Σ) を同時に
実現していることが観察される. 曲面が Σ1,1, D3, D5 の場合にはそれは理論的に正しい.

3成分鎖絡み目C3(図 2(右))の補空間はカスプを 3個もつ向き付け可能な 3次元多様体の中で最小
の体積 vol(S3 \ C3) ≈ 5.33348 を持つだろうと予想されている. 上の計算機実験を行った後, 我々は
braided link の補空間がC3の補空間と同相になるような, エントロピーが比較的小さいあるブレイド
の族を発見した. これは双曲多様体 S3 \ C3 が n点穴あき円板をファイバーとして許容し, その上の
モノドロミーはエントロピーが比較的小さいということを言っている. 命題 1.1から, 小さなエント
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ロピーを持つ写像類はあまり大きな体積を持つことは出来ない. これらの考察から, 我々は 3成分鎖
絡み目の補空間に入るファイバー上のモノドロミーの族が定めるエントロピー集合に興味を持った.
エントロピー集合に関して詳しくは 4章で述べる.

3 円周上の曲面束
以降, M を境界をもつ 3次元双曲多様体とする.

3.1 Thurston ノルムとファイバー曲面

Thurston が [10]で与えたノルムXT : H2(M, ∂M ; R) → R≥0を以下で導入する. これは原点から
延びる半直線に関して線形な連続関数である. 連結な曲面 F について χ−(F )を

χ−(F ) = max{0,−χ(F )} (χ(F ) は F のオイラー数)

と定める. F が連結でないとき F1, F2, · · · , Fnを F の連結成分とすると

χ−(F ) =
n∑

i=1

χ−(Fi)

によって χ−(F )を定める. integral class a ∈ H2(M, ∂M ; R)について

XT (a) = min{χ−(F ) | [F ] = a, F は M に埋め込まれた曲面 }

によってXT (a)を定める. このとき次が成り立つ.

(a) k ∈ ZについてXT (ka) = |k|XT (a).

(b) XT (a + b) ≤ XT (a) + XT (b).

rational class a ∈ H2(M, ∂M ; R)については raが integral class となるような r ∈ QをとりXT (a) =
1
|r|XT (ra) と定める. (a),(b)からXT (·)は凸関数であり, rational class の集合上で定義されたXT (·)
を原点から延びる半直線に関して線形な連続関数XT : H2(M, ∂M ; R) → R≥0に一通りに拡張できる.

Thurston は [10]の中で XT (·) に関するH2(M, ∂M ; R)の単位球体

U = {a ∈ H2(M, ∂M ; R) | XT (a) ≤ 1}

は凸多面体であることを示している. ここで記号を導入する.

• ∂U の最高次の面の 1つをΔとし, 原点を基点とするΔ上の錘 (cone)を CΔとする. さらに原
点を基点とする open face int(Δ)上の錘から原点を除いたものを int(CΔ)とする.

• int(CΔ) の中の integral class 全体を int(CΔ(Z)), rational class 全体を int(CΔ(Q))と表す.

F が a ∈ H2(M, ∂M ; R)の最小ノルム曲面であるとは, [F ] = aかつXT (a) = χ−(F )を満たすことと
する. 次の定理より単位球体 U はM のファイバー構造の情報を持つことがわかる.

定理 3.1 (Thurston[10]). M を S1上の曲面束とし, F をM のファイバーとする. このときある面
Δが存在し次を満たす.

(1) [F ] ∈ int(CΔ(Z)).

(2) 任意の a ∈ int(CΔ(Z))について, aの最小ノルム曲面 E が連結ならば EはM のファイバーで
ある.
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あるファイバー F について [F ] ∈ int(CΔ) であるとき Δを fiber face という.

例 3.2. 3成分鎖絡み目 C3の補空間 S3 \ C3に埋め込まれた曲面 Fα, Fβ, Fγ を図 2(右)のようにと
る. これらは 2点穴あき円板であり α = [Fα], β = [Fβ ], γ = [Fγ ]の最小ノルム曲面になっている. こ
のときノルムXT (·)に関する単位球体は±α, ±β, ±γ, ±(α + β + γ)を頂点とする平行 6面体である
(図 2(左)).
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図 2: (左) M = S3 \ C3 における単位球体 (陰を付けた部分は面 Δ), (中央) Δ0 ⊂ Δ, (右) 3成分鎖
絡み目 C3 とその補空間に埋め込まれた曲面 Fα, Fβ, Fγ .

補足 3.3. M に埋め込まれた曲面 F がM のファイバーであり, a = [F ] ∈ H2(M, ∂M ; R)とする. M

に埋め込まれた非圧縮曲面 E について a = [E]ならば E と F はM 内でイソトピックであることが
知られている. 特にファイバー F は aの最小ノルム曲面である.

補足 3.4. 定理 3.1(2)より aの最小ノルム曲面 E が連結ならば E はM のファイバー曲面だが, そ
のモノドロミー fE : E → Eを写像類群の生成元を使って具体的に表示することは一般には難しい.

3.2 エントロピー関数

Δ を fiber face とする. エントロピー関数 ent(·) : int(CΔ(Q)) → R>0 を次で定める. a ∈
int(CΔ(Z)) の最小ノルム曲面 E が連結であるとき, E は M のファイバーであることからモノド
ロミー fE : E → Eが定まる. M は双曲多様体なので fEは擬アノソフ写像 (とイソトピック)である.
これより aのエントロピー ent(a) = ent([E])を擬アノソフ写像 fE のエントロピー ent(fE)によって
定める. r ∈ Qについて ra ∈ int(CΔ(Q))のエントロピー ent(ra) を

ent(ra) = ent(r[E]) =
1
|r|ent([E]) =

1
|r|ent(a)

によって定める. 擬アノソフ fEのdilatationを用いることでdilatation関数 λ(·) : int(CΔ(Q)) → R>1

を同様に定義することができる. このとき log(λ(·)) = ent(·)が成り立つ. ノルムとエントロピーの積
XT (·)ent(·) : int(CΔ(Q)) → R>0 は原点から延びる半直線上で定数になることに注意する.

Friedは 1
ent(·) : int(CΔ(Q)) → R>0 は凹関数であり,従って int(CΔ(Q))上で定義されていた ent(·)

は int(CΔ)上に連続関数として一通りに拡張されることを示した [2]. 後にMatsumotoは次を示して
いる.

定理 3.5 (Matsumoto[7]).
1

ent(·) : int(CΔ) → R>0

は狭義凹関数である.

この定理から連続関数 XT (·)ent(·) : int(CΔ) → R>0 は原点から延びるある唯一の半直線上で最小値
を持つことが従う. よって次の問題が考えられる.
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問題 3.6. 関数 XT (·)ent(·) : int(CΔ) → R>0 の最小値を実現するのはどの半直線か?

擬アノソフ写像の dilatation を求める 1つの方法として train track を用いたものがある. 擬アノ
ソフ写像 は track track map とよばれる滑らかなグラフ上の写像を定義するが, そのグラフ写像の
遷移行列の最大固有値が dilatation を与える. fiber face Δ の int(CΔ) 上の dilatation については,
個々の train track map の遷移行列を求める手続きは必要なく, 実は統一的に dilatation を求める方
法があることを Fried, Oertel は示している.

定理 3.7 (Fried[2], Oertel[8]). MをS1上の曲面束とする. Mに埋め込まれた連結な曲面 F1, · · · , Fk

について [F1], · · · , [Fk]はH2(M, ∂M ; R)を生成すると仮定する. このときM の fiber face Δに対し
てある多項式 P = PΔ ∈ Z[t1, . . . , tk]が存在し, a = x1[F1] + · · ·+xk[Fk] ∈ int(CΔ(Q)) の dilatation
λ = λ(a)は P (λx1 , · · · , λxk) = 0 を満たす.

定理 3.7において dilatation λは P (λx1 , · · · , λxk)の最大の零点であることが期待されるが, それにつ
いては我々にはまだよくわからない.

4 3成分鎖絡み目補空間のファイバー構造
C3はファイバー絡み目であり, 従って少なくとも 1つの面は fiber face であるが, C3の対称性より

全ての面が fiber faceになる. 図 2(左)で陰をつけた面をΔとすると int(Δ)は次のように表せる.

int(Δ) = {xα + yβ + zγ | x + y − z = 1, x > 0, y > 0, x > z, y > z}.
xα + yβ + zγ ∈ int(CΔ) の最小ノルム曲面の位相的なタイプを次の (1),(2)を使って求めることがで
きる.

(1) XT (xα + yβ + zγ) = x + y − z.

(2) C3の補空間に埋め込まれた (最小ノルム曲面とは限らない)曲面 F について [F ] = xα + yβ + zγ

ならば, F の境界成分の個数は (x, y + z) + (y, z + x) + (z, x + y). ((p, q)は p, qの最大公約数)

4.1 3成分鎖絡み目補空間のエントロピー関数

Oertel によるレシピを用いて, 我々は 3成分鎖絡み目補空間における定理 3.7の多項式を求めた.

定理 4.1. P (t1, t2, t3) = −t1−t2 +t3 +t1t2−t1t3−t2t3とする. このとき xα+yβ+zγ ∈ int(CΔ(Q))
の dilatationは P (λx, λy, λz) = 0を満たす.

xα+yβ +zγ ∈ int(CΔ(Q))の dilatationはP (λx, λy, λz)の最大の零点であるという仮定のもと, 我々
は C3の補空間について問題 3.6を考察した.

命題 4.2. xα + yβ + zγ ∈ int(CΔ(Q))の dilatationは P (λx, λy, λz)の最大の零点であると仮定する.
このときXT (·)ent(·) : int(CΔ) → R>0 の最小値を実現するのは原点 0と α + β を通る半直線である.

証明. xα + yβ + zγ ∈ int(CΔ) とすると yα + xβ + zγ ∈ int(CΔ) であって, さらにこれら 2つのホモ
ロジー類に対するエントロピーとThurston ノルムは等しいことがわかる. よってP(·) = XT (·)ent(·)
の xα + yβ + zγにおける値と yα + xβ + zγにおける値は等しい. 従ってXT (·)ent(·)の最小値を実
現する直線が xα + yβ + zγを通るとすると x = yでなければならない.
一方 xα + xβ + γと (x − 1)α + (x − 1)β − γのエントロピーと Thurston ノルムの値は等しいこ

とがわかる. P(·)は原点を通る半直線上で一定であるから
P(xα + xβ + γ) = P(α + β + x−1γ),

P((x − 1)α + (x − 1)β − γ) = P(α + β − (x − 1)−1γ)
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が成立する. よって P(·)の最小値を実現する直線は α + β + x−1γ や α + β − (x − 1)−1γ を通らな
い. この事実と Matsumoto の定理より最小値を実現する直線は γの係数が 0でないホモロジー類を
通らない. 従って最小値を実現するのは原点 0と α + β を通る半直線である. ♦

4.2 3成分鎖絡み目補空間に住んでいる擬アノソフブレイドの族

xα + yβ + zγ ∈ int(CΔ)の γ の係数 zが 0となるΔの要素全体をΔ0とする (図 2(中央)). この
とき

int(Δ0) = {xα + yβ | x + y = 1, x > 0, y > 0}.
xα + yβ ∈ int(CΔ0(Z))の最小ノルム曲面は (x + y + 2)点穴あき球面になることがわかり, 従ってモ
ノドロミーは球面ブレイドで表せる. ここではモノドロミーをブレイドの生成元を用いて具体的に表
すことを考える (cf. 補足 3.4). さらに馬蹄写像から得られるブレイドとの関係について述べる.

4.2.1 馬蹄ブレイド

円板上の長方形Rを図 3のように移す円板上の微分同相写像Hを馬蹄写像という. 正確にはRの
横と縦の長さを一定の率で伸縮して出来上がった細長い長方形を折り畳み，Rと重ねることによって
Hは定義される. 図 3(1)で陰をつけた部分は，Hによる像がRに属している点の集合を表している.
任意の n ∈ Zについて Hn(x) ∈ Rを満たす点 x(∈ R)全体を Λとする. H の Λへの制限は以下で考
察するように記号力学系で記述される. いま Sを 0と 1からなる両側無限列 s = (· · · s−1s0|s1 · · · )の
全体とする. ここでは sの各 i成分 siを明示するために, i = 0での成分の後ろに記号 |を入れて表す.
S に次のような距離を導入する.

d(s, t) =
∑
i∈Z

|si − ti|
2|i|

, ここで

s = (· · · s0|s1 · · · ), t = (· · · t0|t1 · · · ).

各 s = (· · · s0|s1 · · · )の記号 |を 1つ右にずらす写像を σ : S → S と表す. 写像 i : Λ → S を次で定め
る. i(x) = (· · · i0|i1 · · · )とおくと

in =

{
1 (Hn(x) ∈ RT のとき),
0 (Hn(x) ∈ RB のとき).

ここで RT , RB はそれぞれ長方形Rの上半分, 下半分を表す. このとき i : Λ → Sは同相写像であり,
さらに i ◦ H|Λ = σ ◦ iが成り立つ. これより σ : S → S の性質はHΛ : Λ → Λに翻訳され, H|Λの周
期点全体は Λで稠密であることがわかる. HΛ : Λ → Λ の周期点全体は σ : S → S の周期点全体, 即
ち S の周期的な両側無限列全体と同一視できる.

Hの周期軌道から成る有限集合をQとする. 円板上の恒等写像とHを結ぶイソトピー {Ht}t∈I=[0,1]

(H0 = id, H1 = H)をとると b(Q; {Ht}t∈I) =
⋃
t∈I

Ht(Q) × {t}はブレイドである. これはイソトピー

{Ht}の取り方に依存するが, ブレイドのフルツイストの巾を法とすると唯一つに定まる. フルツイス
トの巾を法として, ブレイド b(Q; {Ht}t∈I)と共役なブレイドを馬蹄ブレイドとよぶことにする.

4.2.2 int(Δ0(Z))に付随するブレイドの族

図 4(左)は 3成分鎖絡み目のダイアグラムである. 同じ図の補空間に埋め込まれた曲面 Fα, Fβ は
ホモロジー類 α, βの最小ノルム曲面である. これを用いて xα + yβ ∈ int(CΔ0(Z))のモノドロミー
を具体的に与える操作 1,2 を導入する (図 4(中央, 右)).
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(1) (2)

a

b c

d a

b c

d
b*

a*

d*

c*

図 3: 馬蹄写像 (頂点 aの移った先を a∗などと表す).

操作 1 穴あき円板 Fβ で補空間 S3 \ C3を切り開き, その結果得られる 2つの円板のうち片方を時計
方向に 360度回転させ, もう片方の円板と張り合わせる.

操作 2 穴あき円板 Fαで補空間 S3 \ C3を切り開き, その結果得られる 2つの円板のうち片方の円板
を時計方向に 360度回転させ, もう片方の円板と張り合わせる.

α

β

F

F

図 4: (左) 2つの円板 Fβ, Fα, (中央) 操作 1を 1回行う, (右)操作 1を 1回行った後, 操作 2を 1回
行う.

操作 1,2を有限回施して出来上がる多様体は S3 \C3と同相であるが, 特にあるブレイド bの braided
link b̄ の補空間 S3 \ b̄と同相である. 従って S3 \C3はある穴あき円板 Fbをファイバーとして許容し,
その上のモノドロミーが bで表せる.

命題 4.3. 互いに素な自然数 x, yについて xα+yβ ∈ int(CΔ0(Z))の最小ノルム曲面である (x+y+2)
点穴あき球面上のモノドロミーは 1つの穴を固定する. つまりモノドロミーは指数 x + y + 1の (平
面)ブレイド bx,y で表せる. さらに bx,y は上の操作 1,2を有限回行うことによって得られる.

特に任意の n ≥ 3について, ファイバーが n点穴あき円板となるホモロジー類 v ∈ int(CΔ0(Z))が存
在する. 例えば n = 8の場合は 6α + β, 5α + 2β, 4α + 3β, 3α + 4β, 2α + 5β, α + 6βを実現するファ
イバーはいずれも 8点穴あき円板である.

操作 1を k回行い, その後に操作 2を �回行うことによって得られるブレイドをB�,k�+1と表す. そ
の指数はm = �(k + 1) + 2であり, ブレイドの軸が張るm点穴あき円板 F�,k�+1は S3 \ C3のファイ
バーを与える.

命題 4.4. (1) [F�,k�+1] = �α+(k�+1)βが成り立つ. 従って �α+(k�+1)βのモノドロミーはB�,k�+1

で表される.

(2) ブレイド bについて 〈b〉 は bの共役類を表すことにすると

〈B�,1〉 = 〈σ2σ
−1
1 σ2 · · ·σ�+1〉 (k, �) = (0, �) のとき,

〈B�,k�+1〉 = 〈(σ2
1σ2σ3 · · ·σm−1)k(σ2

1σ2σ3 · · ·σm−3)〉 (k, �) �= (0, �) のとき.
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さらに (k, �) �= (0, �), (k, 1)ならば B�,k�+1は馬蹄ブレイドである.

例 4.5. (k, �) = (1, 1) のとき B1,2 = σ2σ
−1
1 σ2σ3σ2σ1σ2σ3 (図 4(右)). このブレイドと σ2

1σ2σ3σ
2
1 は

共役である.

自然数 �を固定し, x + y = 2� + 1を満たす xα + yβ ∈ int(CΔ0)のモノドロミーのエントロピー
は, Matsumotoの定理によって唯一つの最小値を持つ. この場合, 最小値は 2�+1

2 α + 2�+1
2 βが実現す

る. x + y = 2� + 1かつ (x, y) = 1を満たす xα + yβ ∈ int(CΔ0(Z))に制限するとモノドロミーを表
すブレイド bx,y の共役類 〈bx,y〉全体の中で最小のエントロピーを持つブレイドは

〈b�,�+1〉 = 〈B�,1·�+1〉 = 〈(σ2
1σ2σ3 · · ·σ2�+1)(σ2

1σ2σ3 · · ·σ2�−1)〉

であることがわかる. (σ2
1σ2σ3 · · ·σ2�+1)(σ2

1σ2σ3 · · ·σ2�−1) は 1本の紐を “忘れる”ことによって指数
が 1つ減った (2�+ 1)-ブレイド (σ1σ2σ3 · · ·σ2�)(σ1σ2σ3 · · ·σ2�−2) を誘導する. 一般にブレイド bから
何本かの紐を忘れることによって得られるブレイド b′のエントロピーには不等号 ent(b) ≥ ent(b′)が
成立するが, 今の状況ではブレイドのエントロピーは変化しないことがわかる. Hironaka-Kin は小さ
なエントロピーを持つ馬蹄ブレイドの族を発見したが [3], そこで考察したブレイドは指数が奇数の場
合には (σ1σ2σ3 · · ·σ2�)(σ1σ2σ3 · · ·σ2�−2)と一致する. このブレイドは知られている (2� + 1)-ブレイ
ドの中では最も小さいエントロピーを持つ. 以上の考察から我々は次を予想する.

予想 4.6. 任意の m ≥ 4 について, 3成分鎖絡み目補空間に埋め込まれたファイバーとなるm点穴あ
き円板 Dm があり, その上のモノドロミーを表すm-ブレイドは 1本の紐を忘れることによって最小
の dilatation λ(Dm−1) を実現する (m − 1)-ブレイドを誘導する.

この予想は m = 4, 5, 6 については正しい. m が偶数の場合には Hironaka-Kin が与えた奇数の指数
を持つブレイドの族が最小の dilatation を持つ族であるならばこの予想は正しい.

4.3 3成分鎖絡み目補空間のエントロピー関数の漸近的挙動

int(CΔ0)上のエントロピー関数の漸近的挙動を調べる. xα + yβ ∈ int(CΔ0(Z))の dilatation λは
多項式

P (λx, λy, 1) = λx+y − 2λx − 2λy + 1 = λy(λx − 2) − 2λx + 1

の零点である. R(x) = λx − 2 とおくと reciprocal polynomial R∗(x) = 1 − 2λx を使って

P (λx, λy, 1) = λyR(x) + R∗(x)

と表される. このような形の多項式は y → ∞ (y ∈ N)のとき, 絶対値が 1よりも大きい P (λx, λy, 1)
の零点の集合は (重複をこめて) R(x)の零点の集合に収束するという著しい性質を持っている. この
場合 R(x)の実の零点は 21/x のみであり, 従って P (λx, λy, 1)の実の零点は y → ∞ (y ∈ N)のとき
21/xに収束する. 従って int(CΔ0(Z))上で定義されたエントロピー関数は int(CΔ0)上に一通りに拡
張されることから次が得られる.

定理 4.7. x, yを正の実数とする.

lim
y→∞ ent(xα + yβ) =

log 2
x

.

一方 lim
x,y→∞ ent(xα + yβ) = 0 が成り立つ. これは ent(xα + xβ) = 1

xent(α + β) であることと, y ≥ x

ならば ent(xα + xβ) ≥ ent(xα + yβ) であること [6]より示される. 以上より int(CΔ0)上のエントロ
ピー関数が漸近的にどのように振る舞うかについて完全にわかった.
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ハンドル体の３次元球面への埋め込みと
カンドルコサイクル不変量

石井敦（京都大学数理解析研究所）

1 はじめに
ハンドル体とは向き付け可能閉曲面を境界に持つ，次の図のような３
次元多様体のことであり，いくつかの１ハンドル (D2× [0, 1], D2×{0, 1})
を向きを逆にする同相写像を用いて３次元球体B3に貼り合わせることで
得られます．
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３次元球面S3へ埋め込まれたハンドル体をハンドル体結び目（handlebody-

knot）と呼びます．またいくつかのハンドル体結び目の非交和をハンド
ル体絡み目（handlebody-link）と呼びます．
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ハンドル体絡み目の例

二つのハンドル体絡み目は S3のイソトピーによって移りあうときに同値
であると定義します．本稿では，ハンドル体絡み目に対して基本変形を
与え，岩切雅英氏との共同研究によって得られたカンドルコサイクル不
変量を紹介します．

2 ハンドル体絡み目と空間グラフ
空間グラフとは S3へ埋め込まれたグラフのことです．二つの空間グラ
フは S3のイソトピーによって移りあうときに同値であると定義します．
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図 1: ライデマイスター変形（ハンドル体絡み目）

任意のハンドル体絡み目はある空間グラフの正則近傍として得られるの
で，ハンドル体絡み目を表すために空間グラフを用いることができます．
ただし，ハンドル体絡み目を表す空間グラフの選び方は一意的ではあり
ません．たとえば，次の二つの空間グラフは同値なハンドル体絡み目を
表します．
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（二つの空間グラフはハンドル体絡み目として同値な正則近傍を持つとき，
近傍同値 [5]であると呼ばれます．）空間グラフを用いてハンドル体絡み目
を研究するためには，二つの空間グラフが同値なハンドル体絡み目を表
すための必要十分条件を明らかにする必要があります．
３価グラフといくつかの円周のS3への埋め込みを空間スパイン（spatial

spine）と呼びます．空間スパインは空間グラフの特別なものであると思
うことができます．任意のハンドル体絡み目はある空間スパインによっ
て表されます．空間スパインに IH変形を行っても，空間スパインの表す
ハンドル体絡み目は変化しません．ここで IH変形とは図 1のR6変形を
S3に埋め込まれた円板において行う変形です．次の定理では，二つの空
間スパインが同値なハンドル体絡み目を表すための必要十分条件を与え
ます．

定理 ([2]) 次の三つの条件は同値である．

• 二つの空間スパインが同値なハンドル体絡み目を表す．
• 二つの空間スパインがS3のイソトピーと IH変形を有限回用いるこ
とで移りあう．

• 二つの空間スパインのダイアグラムが図 1の変形を有限回用いるこ
とで移りあう．
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以下の節では，ダイアグラムにカンドル彩色を定義し，ハンドル体絡
み目のカンドルコサイクル不変量を導入します．

3 カンドル
この節では，ダイアグラムの弧の彩色に用いられる代数であるカンド
ルX と，ダイアグラムの領域の彩色に用いられる代数であるX-集合を
定義します．
三つの公理Q1, Q2, Q3を満たす空でない集合Xと二項演算∗ : X×X →

Xの組 (X, ∗)をカンドル[3, 4]と呼びます．

Q1. a ∗ a = a (∀a ∈ X).

Q2. Sa : X → XをSa(x) = x∗aで定義すると，Saは全単射 (∀a ∈ X).

Q3. (a ∗ b) ∗ c = (a ∗ c) ∗ (b ∗ c) (∀a, b, c ∈ X).

よく知られているカンドルの例を紹介します．

• Xを空でない集合とし，二項演算を a∗ b := aで定義すると，(X, ∗)
はカンドルになります．このカンドルは自明カンドルと呼ばれてい
ます．

• X := Zp(= Z/pZ)とし，二項演算を a ∗ b := 2b − aで定義すると，
(X, ∗)はカンドルになります．このカンドルは二面体カンドルと呼
ばれています．

• X := Z2[t, t
−1]/(t2 + t + 1)とし，二項演算を a ∗ b := ta + (1 − t)b

で定義すると，(X, ∗)はカンドルになります．このカンドルは四面
体カンドルと呼ばれています．

• X := Gを群とし，二項演算を a ∗ b := b−1abで定義すると，(X, ∗)
はカンドルになります．このカンドルは共役カンドルと呼ばれてい
ます．

次にX-集合を定義し，例を紹介します．カンドルX の付随群 As(X)

は次で定義されます．

As(X) = 〈x ∈ X | x ∗ y = y−1xy (x, y ∈ X)〉.
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空でない集合Y にAs(X)の右作用が与えられているとき，Y をX-集合と
呼びます．y ∈ Y に g ∈ Xを作用させることで得られる Y の元を y ∗̃ gで
表します．このとき，次が成り立ちます．

Q̃2. S̃a : Y → Y を S̃a(y) = y ∗̃ aで定義すると，S̃aは全単射 (∀a ∈ X).

Q̃3. (y ∗̃ a) ∗̃ b = (y ∗̃ b) ∗̃ (a ∗ b) (∀y ∈ Y, ∀a, b ∈ X).

よく知られているX-集合の例を紹介します．

• Y := Xとし，右作用を y ∗̃ a := y ∗ aによって定義すると，(Y, ∗̃)は
X-集合になります．

• Y := {y}とし，右作用を y ∗̃ a := yによって定義すると，(Y, ∗̃)は
X-集合になります．

カンドルX及びX-集合 Y のタイプを次で定義します．

type(X) := min{i ∈ Z>0 |Si
a = idX (∀a ∈ X)},

type(Y ) := min{i ∈ Z>0 | S̃i
a = idY (∀a ∈ X)}.

ここでSi
a ∈ Aut(X)及び S̃i

a ∈ Aut(Y )は写像の合成によって定まります．
また#X < ∞ならば type(X) < ∞，#Y < ∞ならば type(Y ) < ∞が
成り立ちます．そこで本稿ではカンドル及びX-集合は有限集合であると
仮定します．type(X, Y )を type(X)と type(Y )の最小公倍数とすると次
が成り立ちます．

type(X, Y ) = min{i > 0 |Si
a = idX , S̃i

a = idY (∀a ∈ X)}.

4 カンドル彩色
Sを向き付けられた空間グラフ全体の集合，Sm ⊂ Sを各頂点で入って
くる辺の本数と出て行く辺の本数がmを法として等しい空間グラフの全
体の集合とします．この節では，前節に導入したカンドルX及びX-集合
Y を用いて，Smに属する空間グラフに対しダイアグラムの彩色を定義し
ます．
向き付けられた空間グラフのダイアグラムにおいて，通常，辺の向き
は辺に沿った矢印で表します．本稿では，辺の向きを表示するために，通
常の向きを半時計回りに π/2回転して表すことがあります．
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空間グラフのダイアグラムDは頂点の近傍を取り除くことでいくつか
の曲線の非交和として表されます．これらの曲線のことをDの弧と呼び，
Dの弧全体の集合をA(D)で表します．また，空間グラフのダイアグラ
ムDにおいて交点の上下情報を無視することで（交点を４価の頂点に置
き換えることで）平面に埋め込まれたグラフを得ることができます．こ
のグラフの補空間の連結成分のことをDの領域と呼び，Dの領域全体の
集合をR(D)で表します．

Xをカンドル，Y をX-集合とします．Dを L ∈ Stype(X,Y )のダイアグ
ラムとします．各交点 χ，頂点 ω，弧 αにおいて三つの条件C1, C2, C3を
満たす写像

C : A(D) ∪R(D) → X ∪ Y
(
C(A(D)) ⊂ X, C(R(D)) ⊂ Y

)

をDのXY -彩色と呼びます．

C1. 交点 χにおいて，上の弧を χ1，下の弧を χ1, χ2とします．ただし
χ1, χ2は χ1の向きが χ2を指すように選びます．このとき

C(χ1) ∗ C(χ1) = C(χ2).
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C2. 頂点ωにおいて，頂点に接続する弧をω1, . . . , ωdとします．このとき

C(ω1) = · · · = C(ωd).
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C(ω1)

C(ω2)

C(ω3)

C(ωd)

C3. 弧 αにおいて，弧 αを境に接する領域を α1, α2とします．ただし
α1, α2は αの向きが α2を指すように選びます．このとき

C(α1) ∗̃C(α) = C(α2).
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DのXY -彩色全体の集合を ColX(D)Y で表します．局所的に異なる二
つのダイアグラムD, Eに対して，共通する弧の集合をA(D, E)で，共通
する領域の集合をR(D,E)で表します．

定理 Xをカンドル，Y をX-集合とします．DをL ∈ Stype(X,Y )のダイア
グラムとします．図 2のいずれかの変形をDに一度だけ行って得られる
ダイアグラムをEとします．このときDのXY -彩色C ∈ ColX(D)Y に対
してC|A(D,E) = CD,E|A(D,E)とC|R(D,E) = CD,E|R(D,E)を満たすEのXY -

彩色CD,E ∈ ColX(E)Y が唯一つ存在します．
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図 2:

二つの空間グラフのダイアグラムが同値な空間グラフを表すための必
要十分条件は，二つのダイアグラムが図 2の変形を有限回用いることで
移りあうことです．したがって#ColX(D)Y は Lの不変量であることが
分かります．

5 カンドルホモロジー
Carter, Jelsovsky, Kamada, Langford, Saito [1]は，カンドルXに対し
てカンドルホモロジー群及びカンドルコホモロジー群を定義しました．本
節では，カンドルX とX-集合 Y に対して，タイプに関連した新しいホ
モロジーを導入します．
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カンドルX とX-集合 Y に対して鎖複体 CR
∗ (X)Y = {CR

n (X)Y , ∂n}を
次のように定義します．

CR
n (X)Y := Z{(y, x1, . . . , xn) | y ∈ Y, x1, . . . , xn ∈ X},

∂n(y, x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

(−1)i
(
(y, x1, . . . , xi−1, xi+1, xn)

− (y ∗ xi, x1 ∗ xi, . . . , xi−1 ∗ xi, xi+1, xn)
)
.

この鎖複体に対してDQ
n (X)Y , DN

n (X)Y ⊂ CR
n (X)Y を次で定義します．

DQ
n (X)Y := Z{(y, x1, . . . , xn) |xi = xi+1 for some i},

DN
n (X)Y := Z

⎧⎨
⎩

type(X,Y )−1∑
j=0

(y, x1, . . . , xn)j
i+

∣∣∣∣∣∣ i = 1, . . . , n

⎫⎬
⎭ .

ここで

(y, x1, . . . , xn)j
i+ := (y ∗̃j xi, x1 ∗j xi, . . . , xi−1 ∗j xi, xi, . . . , xn).

次の補題より，DQ
n (X)Y とDN

n (X)Y はCR
n (X)Y の部分複体です．

補題 ∂n(DQ
n (X)Y ) ⊂ DQ

n−1(X)Y , ∂n(DN
n (X)Y ) ⊂ DN

n−1(X)Y .

したがってCN
n (X)Y := CR

n (X)Y /(DQ
n (X)Y + DN

n (X)Y )と定義すると，
(CN

n (X)Y , ∂n)は鎖複体となります．ここでは ∂n : CR
n (X)Y → CR

n−1(X)Y

から誘導された境界作用素を同じ記号∂nで表しています．Aをアーベル群
とすると，A係数のホモロジー群HN

∗ (X; A)Y とコホモロジー群H∗
N(X; A)Y

が次の複体から得られます．

CN
∗ (X; A)Y = CN

∗ (X)Y ⊗ A, ∂ = ∂ ⊗ id;

C∗
N(X; A)Y = Hom(CN

∗ (X)Y , A), δ = Hom(∂, id).

6 カンドルコサイクル不変量
Xをカンドル，Y をX-集合とします．Dを L ∈ Stype(X,Y )のダイアグ

ラムとします．f を C∗
N(X; A)Y の 2-コサイクルとします．XY -彩色 C ∈
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ColX(D)Y に対して，Dの交点 χでのボルツマン重み B(χ; C)は次で定
義されます．

B(χ; C) = sign(χ)f(C(χ1
1), C(χ1), C(χ1)).

この等式における記号の説明をします．sign(χ)は交点 χの符号±1を表
します．χ1

1, χ1, χ
1は，それぞれ交点 χにおける領域，下の弧，上の弧を

表します．ただし χ1の向きはχ1とは反対の方向を指し，χ1と χ1の向き
は χ1

1から出て行く方向を指すとします．
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.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

....

................................................................................................................... ...................................................................................................................

...........
.................
...........
.................

→

↓

C(χ1)

C(χ1)

C(χ1
1)

sign(χ) = −1

各交点でのボルツマン重みを足し合わせることでB(C)を定義します．

B(C) :=
∑

χ:D の交点

B(χ,C).

このとき，次の定理が成り立ちます．

定理 X をカンドル，Y をX-集合とします．Dを L ∈ Stype(X,Y )のダイ
アグラムとします．f をC∗

N(X; A)Y の 2-コサイクルとします．このとき

Φf (D) := {B(C) |C ∈ ColX(D)}.

は Lの不変量になります．

この定理より，Φf (L) := Φf (D)と定義します．

7 ハンドル体絡み目の不変量
Lを空間スパインとします．辺 eの二つの向きから成る集合をOeで表

します．辺 eに対して，ϕe(−o) = −ϕe(o)を満たす写像 ϕe : Oe → Zmを
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eの Zm-フローと呼びます．Lの各辺 eに Zm-フロー ϕeを与える写像 ϕ

は，任意に与えたLの向きに対して次の等式を各頂点 vでみたすとき，L

の Zm-フローと呼ばれます．
∑

e∈Ein(v)

ϕe(oe) =
∑

e∈Eout(v)

ϕe(oe).

ここで oeは eの向きであり，

Ein(v) := {e |向き oeに関して，eは頂点 vに入ってくる辺 },
Eout(v) := {e |向き oeに関して，eは頂点 vから出ていく辺 }.

LのZm-フロー全体の集合をFlow(L; Zm)で表します．ϕ, ϕ′ ∈ Flow(L; Zm)

に対して ϕ + ϕ′ ∈ Flow(L; Zm)を (ϕ + ϕ′)e = ϕe + ϕ′
eで定義すると群を

成し，Flow(L; Zm) ∼= H1(L; Zm)が成り立ちます．
Lの各辺 eに向き oeを与えて得られる向き付けられた空間スパインを

(L, o)で表します．ϕ ∈ Flow(L; Zm)に対して，(L, o)(ϕ)を (L, o)の各辺 e

を次のように取り替えることによって得られる Smの元とします．

• ϕe(oe) ∈ {1, 2, . . . , m − 1}の場合，辺 eを ϕe(oe)本の平行な辺に取
り替え，これらの辺に oeに同調する向きを与えます．

...................................................................................................................................................................................................................................................................
.................

......

ϕe(oe)
−→ ..............

..............
.................
...................
.......................

...................................
...................................................................................................................................................................................................................

.............. .

.............

.......................
............................

...............................................
......................................................................................................................................................................

.............. .

.............

.......................................................................................................................................................................................................................................................... .
...................................................................................................................................................................................................................................................

............................
.....................

..................
...............
...............
......

.............. .

.............

ϕe(oe)本

• ϕe(oe) = 0の場合，辺 eを２本の平行な辺に取り替え，これらの辺
に互いに逆向きになるように向きを与えます．

...................................................................................................................................................................................................................................................................
.................

......
0

−→ ..............................
...........................................

...................................................................................................................................................................................
.............. .
.............

...............................................................................................................................................................................................................
.................................

............
............................

ただし，ここで円周成分は一つの辺と一つの頂点によって構成されてい
ると仮定します．(L, o)(ϕ)は (L, o)とϕから一意的に定まることに注意し
ます．

補題 Xをカンドル，Y をX-集合とします．f をC∗
N(X; A)Y の 2-コサイ

クルとします．Lを空間スパイン，ϕを Lの Ztype(X,Y )-フローとします．
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このときΦf ((L, o)(ϕ))は oの選び方に寄らずに定まります．つまり oと o′

を空間スパイン Lの向きとすると次の等式が成り立ちます．

Φf ((L, o)(ϕ)) = Φf ((L, o′)(ϕ)).

この補題よりΦΣ
f (L) := {Φf ((L, o)(ϕ)) |ϕ ∈ Flow(L; Ztype(X,Y ))} は矛盾

なく定義され，次の定理が成り立ちます．

定理 ハンドル体絡み目Hが空間スパインLによって表されるとき，ΦΣ
f (L)

はハンドル体絡み目Hの不変量になります．
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Finding ideal points from an ideal triangulation

蒲谷祐一
（東京工業大学理工学研究科数学専攻）

1 序
３次元多様体の基本群のPSL(2, C)表現（または SL(2, C)表現）の共役
類のなす空間は character varietyと呼ばれている．Culler-Shalenは char-
acter varietyの ideal pointに対応して incompressible surfaceが存在する
事を示した [Cu-Sh]．この理論の応用として cyclic surgery theoremなど
の重要な定理が得られている [CGLS]．

Culler-Shalenの理論は非常に強力である一方，具体的な３次元多様体
に対してその理論を適用して incompressible surface を見つけるのは難し
い．本稿では３次元多様体の理想四面体分割 (ideal triangulation)を用い
て ideal pointを発見する方法について解説する．応用として結び目の補
空間の boundary slopeの計算例をあげる．

2 Character variety

N をコンパクトで向き付け可能な３次元多様体とする．R(N)を π1(N)
のPSL(2, C)表現全体の空間とする．（Culler-Shalen理論においてはSL(2, C)
表現を考えることが多いが本稿ではPSL(2, C)表現の空間を考える．Culler-
Shalenの理論は SL(2, C)の場合と同様に成り立つ [Bo-Za]．）R(N)には共
役ρ �→ g−1ρgをとることによりPSL(2, C)が作用する．R(N)のPSL(2, C)
作用による商空間 X(N) は character variety と呼ばれている．この空
間は C[R(N)]PSL(2,C)（R(N)の座標環の PSL(2, C)で不変な元）の定め
る代数的集合として実現される．γ ∈ π1(N)に対して characterの 2乗
ρ → (tr(ρ(γ)))2はPSL(2, C)による共役で不変なのでC[R(N)]PSL(2,C)の
元である．これを τγ と書く．C[R(N)]PSL(2,C)は τγ によって生成される
ことが知られている [Cu-Sh]，[He-Po] （故に character varietyと呼ばれ
る）．３次元双曲空間H

3の向きを保つ isometryはPSL(2, C)と同形であ
る．そのためN が双曲多様体であるときにはX(N)は離散忠実表現 [ρ0]
を含む．[ρ0]を含む componentはアファイン代数曲線になることが知ら
れている．

1

77



3 Ideal points

Cをアファイン代数曲線とする．Cをコンパクト化して smoothにした
ものを C̃ とかく．φ : C̃ → C を双有理写像とするとき C̃ − φ(C)を ideal
point と呼ぶ．直感的には ideal pointとはCの極限の点である．C[C]を
Cの関数環，C(C)をその商体とする．C̃の点 xに対して xにおける order
をはかることによって discrete valuation v : C(C) → Zが対応すること
が分かる．vは v(x1x2) = v(x1) + v(x2)，v(x1 + x2) ≥ min(v(x1), v(x2))
をみたす．とくに ideal pointに対応する valuationはある f ∈ C[C]につ
いて v(f) < 0をみたす．
以下 character varietyの ideal pointについて述べる．このとき ideal

pointは基本群のPSL(2, C)表現の “極限”と解釈できる．ideal pointに対
応する valuationを vとすると，ある γ ∈ π1(N)に対して v(τγ) < 0が成立
する．PSL(2, C)表現が双曲構造からくる場合には (tr(γ))2は γの長さと
関係することを考えると，v(τγ)はPSL(2, C)表現が ideal pointに近づく
ときの γの長さの発散の orderを測っていると解釈できる．Culler-Shalen
は ideal pointに対応して π1(N)の treeへの作用を構成しその dualとして
Nの incompressible surfaceが存在することが示した [Cu-Sh]．ideal point
に対応する valuationを vとすると v(τγ) ≥ 0となる基本群の元 γは対応
する incompressible surfaceと交わらないことがわかる．
ある γ ∈ π1(∂N)について v(τγ) < 0であるとする．このとき対応す

る incompressible surfaceは境界を持つことがわかる．このときある δで
v(τδ) = 0となるものが存在し，δは incompressible surface の boundary
slopeとなる．

3.1 A-polynomial

一般に ideal pointを求めることは難しい．理由の一つとしてPSL(2, C)
表現を扱いやすい形でパラメトライズする方法がないからである．しか
しながらA多項式という２変数多項式から ideal pointを求める方法が存
在する．∂N → N は表現の間の写像 X(N) → X(∂N)を定める．境界は
トーラスであるため境界の基本群の表現は生成元の固有値の値によって
記述できる．そのためX(N)はほぼ C

∗ × C
∗と同一視できる．X(N)の

C
∗ × C

∗での像は一般に１次元であり２変数多項式AM (L,M)を定める．
これは A多項式と呼ばれている [CCGLS]．AM (M,L) =

∑
aijM

iLj と
したとき {(i, j)|aij �= 0}の R

2 での凸集合をとったものは Newton多角
形と呼ばれている．この Newton多角形の各辺に対応して ideal pointが
存在する [CCGLS]．さらに対応する incompressible surfaceの boundary
slope はNewton多角形の辺の傾きに等しいことも示されている．
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このようにA多項式が分かってしまえば character varietyの ideal point
は簡単に見つけることができる．しかしながら A多項式の計算は非常に
難しい．また character varietyの情報を境界の表現に制限していること
から一般には character varietyより情報が減ってしまうことがありうる．

4 Ideal triangulation

H
3 = {(x, y, t)|t > 0} を３次元双曲空間とする．CP 1 は H

3 の無限
遠点と見なせる．CP 1 の異なる４点の H

3 での凸包を理想四面体 (ideal
tetrahedron)と呼ぶ．以下，理想四面体には向きが指定されているものと
考える．(z1, z2, z3, z4)(zi ∈ CP 1, zi �= zj(i �= j))を理想四面体の頂点とす
る．理想四面体の辺 (z1, z2)に対して [z1 : z2 : z3 : z4] = (z3−z2)(z4−z1)

(z3−z1)(z4−z2) と定
めることで理想四面体をパラメトライズする事ができる．ここで (1, 2, 3, 4)
は理想四面体の向きと一致する順にとる．zi �= zj(i �= j)よりこのパラメー
タは 0，1にはならない．また g ∈ PSL(2, C)に対して [gz1 : gz2 : gz3 :
gz4] = [z1 : z2 : z3 : z4]が成立する．定義から (z1, z2)と (z3, z4)のパラメー
タは一致することがわかる．(z1, z2)のパラメータを z とすると (z1, z4)，
(z2, z3)のパラメータは 1

1−z，(z1, z3)，(z2, z4)のパラメータは 1 − 1
z に

なる．
K を３単体の有限集合を各３単体の境界の２単体をペアで張り合わせ
たものとする．K(i) をK の i-skeleton，N(K(0))を 0-skeletonの近傍と
する．K −N(K(0))がM に同相であるとき，KはN の (位相的)理想四
面体分割 (ideal triangulation)であると言う．理想四面体分割とは N の
境界で coneをとり，coneの頂点がK の唯一つの頂点になるように３角
形分割を与えたものとも言い換えられる．

nをK の３単体の個数とする．K の各３単体に理想四面体の構造を入
れる．各理想四面体のパラメータを zkとし，各理想四面体をΔ(zk)で表
す．（実際には zkは理想四面体の辺の選び方に依存するが簡単のため省略
する．）eiをKの辺とする．N のEuler数は 0 であるので辺は n本ある事
が分かる．eiを共有する理想四面体の辺のパラメータは zk， 1

1−zk
，1− 1

zk

のいずれかである．そこで eiを共有する辺の複素パラメータをすべて掛
け合わせると，

Ri =
n∏

k=1

z
pi,k

k

(
1

1 − zk

)p′i,k
(

1 − 1
zk

)p′′i,k
=

n∏
k=1

(−1)p′′i,kz
r′i,k
k (1 − zk)

r′′i,k

(r′i,k = pi,k − p′′i,k, r′′i,k = p′′i,k − p′i,k (i = 1, . . . , n))
(4.1)

とかける．これらの方程式は gluing equation と呼ばれる．各理想四面
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体のパラメータは対辺で同じであることと zk( 1
1−zk

)(1 − 1
zk

) = −1より
R1R2 . . . Rn = 1が成立する．よって本質的に n− 1個の gluing equation
のみを考えればよい．Kに対して deformation variety を次のように定義
する．

D(N,K) = {(z1, . . . , zn) ∈ (C − {0, 1})n|R1(z) = 1, . . . , Rn−1(z) = 1}.
(4.2)

以下 D(N,K) を D(N) と略す．(z1, . . . , zn) ∈ D(N) とする．Δ(z1) を
H

3 に実現し D(Δ(z1)) ⊂ H
3 とする．次に Δ(z1)と隣り合っている理想

四面体をH
3にD(Δ(z1))に隣り合うように置く．これを繰り返すことに

より developing mapD : Ñ → H
3 が構成できる．γ ∈ π1(N) に対し，

D(γ(Δ(z1))) = ρ(γ)D(Δ(z1))と ρを定義すると ρは基本群の PSL(2, C)
表現を与える．初めのD(Δ(z1))の置き方を変えると ρは共役で変わるだ
けなので，φ : D(N) → X(N)が well-definedに定まる．さらにこの写像
は代数的である事がわかる．

Ri = 1は zνと 1−zνの積という簡明な表示を持っている．そこでD(N)
の ideal pointを調べることにより X(N)の ideal pointを見つける事に
する．

例 4.1 N を８の字結び目の補空間とする．a, b, c, d を
Wirtinger表示の生成元とする．N は２つの理想四面
体に分割できる．各理想四面体のパラメータを x, yと
おくと，gluing equationは

xy(1 − x)(1 − y) = 1

で与えられる．N の基本群は

π1(S3 − 41) ∼= 〈a, b, c, d|bcb−1d−1 = 1, cac−1d−1 = 1, aca−1b−1 = 1〉
∼= 〈b, c|(c−1bcb−1)c = b(c−1bcb−1)〉.

という表示を持つ．D(Δ(x))を (0,∞, 1, x)の４点の
凸包としてH

3に置くと，

ρ(b) =
±1√

y(1 − x)

(
y(1 − x) 0

−1 1

)
, ρ(c) =

±1√
x(1 − y)

(
x(1 − y) xy

0 1

)
.

(x, y ∈ C − {0, 1}は xy(1 − x)(1 − y) = 1を満たす)

という表現が得られる．

c
b

d

a
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π1(∂N)の生成元M，Lをとる．Kの各理想四面体から頂点を切り取る
ことにより ∂Nには３角形分割の構造が入る．そこでM，Lを ∂Nの辺に
横断的に交わるように選んでおく．Mが ∂Nの辺を反時計回りに

回るとき z，時計回りに 回るときに 1/zをかけたものをM と書

く．同様に Lも定める．Riのときと同様にこれらは zk， 1
1−zk
，1 − 1

k の
積で書けるので

M = ±
n∏

k=1

z
m′

k
k (1 − zk)m′′

k , L = ±
n∏

k=1

z
l′k
k (1 − zk)l′′k (4.3)

と表すことができる．このとき ρは適当に共役をとることにより

ρ(M) =

(√
M ∗
0

√
M

−1

)
, ρ(L) =

(√
L ∗
0

√
L
−1

)
.

となるようにとれる．特に τM = M + M−1 + 2と τL = L + L−1 + 2が
成立する．結び目の補空間のときにはM，Lとしてメリディアンとロン
ジチュードをとる事にする．
D(N)はn変数のn−1個の方程式の表す代数的集合よりdimC D(N) ≥ 1

である．とくにD(N)は代数曲線を含むのでCuller-Shalen理論が適用可
能である．

5 主結果
この節ではD(N)の ideal pointの発見法を示す．D(N)の ideal pointで
は，ある理想四面体のパラメータ zkが 1, 0,∞のいずれかに収束する．vを
D(N)の ideal pointに対応した valuationとする．z1, . . . , znはD(N)上
の関数だから v(zk)はある整数になる．zk → 0のとき v(zk) > 0，zk → 1
のとき v(1 − zk)，zk → ∞のとき v(zk) = v(1 − zk) < 0となる．また
z1, . . . , znは gluing equationを満たすので

0 = v(1) = v(Ri) = v(
∏

z
r′i,k
k (1−zk)

r′′i,k) =
n∑

k=1

(
r′i,kv(zk)+r′′i,kv(1−zk)

)

を満たす．v = (−v(1 − z1), v(z1), . . . ,−v(1 − zn), v(zn))とおくと

(r′i,1, r
′′
i,k, . . . , r

′
i,n, r′′i,n) ∧ v = 0 (i = 1, . . . , n − 1)

を満たす．ここで x = (x′
1, x

′′
1, . . . , x

′
n, x′′

n)，y = (y′1, y′′1 , . . . , y′n, y′′n)に対
して x∧ y =

∑n
k=1(x

′
ky

′′
k − x′′

ky
′
k)とした．（wedge積を使うのは [Ne-Za]の
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公式にあわせるため．）ρ1 = (1, 0), ρ0 = (0,−1), ρ∞ = (−1, 1)と置くと
v = (a1ρi1 , . . . , anρin) (ik = 1, 0,∞, ak ≥ 0)と書ける．ρ1， ρ0， ρ∞
はそれぞれ zk → 0，zk → 1，zk → ∞の場合に対応する．valuationがこ
れらの式を満たす事は [Yo]で調べられている．そして実際に ideal point
があるときの，対応する incompressible surfaceの構成法が示されている．
しかしこれらの式を満たすものが本当に ideal pointから得られるかどう
かは解っていなかった．

I を I = (i1, . . . , in) ∈ {1, 0,∞}nで定義し degeneration index と呼ぶ．
前述したように degeneration indexは各理想四面体の退化の仕方を表し
ている．I に対し，

r(I)i,k =

⎧⎪⎨
⎪⎩

r′′i,k (ik = 1)
r′i,k (ik = 0)
−r′i,k − r′′i,k (ik = ∞).

と定義する．r(I)i,k は zk → 1，0または∞のときに，Ri =
∏

z
r′i,k
k (1 −

zk)r′′i.k に寄与する部分を取り出したものである．次に

R(I) =

⎛
⎜⎝

r(I)1,1 . . . r(I)1,n

...
...

r(I)n−1,1 . . . r(I)n−1,n

⎞
⎟⎠ .

とし，さらに

d(I)k = (−1)k+1det

⎛
⎜⎜⎝

r(I)1,1 . . . r̂(I)1,k . . . r(I)1,n

...
...

...

r(I)n−1,1 . . . ̂r(I)n−1,k . . . r(I)n−1,n

⎞
⎟⎟⎠

と定義する．このとき degeneration vector を次のように定義する．

d(I) = (d(I)1, d(I)2, . . . , d(I)n) (∈ Z
n ⊂ R

n).

このとき d(I)は

(r′i,1, r
′′
i,k, . . . , r

′
i,n, r′′i,n) ∧ (d(I)1ρi1 , . . . , d(I)nρin) = 0

を満たすことが簡単な計算により解る．よって d(I)k ≥ 0がすべての kに
対して成立すれば (d(I)1ρi1 , . . . , d(I)nρin)は valuationの満たすべき性質
を満たしている事になる．ここで次の定理が成立する：

定理 5.1 ([Ka]) すべての k = 1, . . . , nに対して d(I)k > 0（または，す
べての k = 1, . . . , nに対して d(I)k < 0）ならば対応する ideal pointは存
在する．このとき c = gcd(d(I)1, d(I)2, . . . , d(I)n)とすると d(I)に対応す
る ideal pointは c個ある．
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この定理で見つかる ideal pointのvaluationをvとすると，v(zk) = d(I)k/c

が成立する．zkはD(N)上の有理関数なので写像 zk : D̃(N) → CP 1と見
なせる．このとき ideal pointは zk によって ik(= 0, 1,∞)にうつされる．
d(I)k/c = v(zk)は ideal pointにおける zkの分岐の数と一致する．
定理の証明はd(I)に対応したweighted projective spaceにD(N)を埋め
込む事によって与えられる．このとき無限遠のdivisorとD(N)をweighted
projective spaceでコンパクト化したものとの交点が容易に計算でき，実
際に ideal pointを構成できる．
最後にD(N)の ideal pointとX(N)の ideal pointの関係について述べ
る．xをD(N)の ideal pointとする．φ : D(N) → X(N)により φ(x)は
X(N)の点を与える事がわかる．これがX(N)の ideal pointに対応して
いる事を確かめるのには，ある γ ∈ π1(N)に対して v(τγ) < 0である事
を示せばよい（vは xに対応する valuation）．そこで境界での基本群の元
M，Lの τM，τLについて調べてみる．まずD(N)上の関数M，Lにつ
いて，vをとると (4.3)より

v(M) =
n∑

k=1

(
m′

kv(zk) + m′′
kv(1 − zk)

)

が成立する．定理の注により v(zk)，v(1 − zk)の値がすべて計算できる
ので v(M)の値も計算できる（v(L)も同様）．ここで v(M) �= 0ならば
τM = M + M−1 + 2から v(τM) < 0がわかる．よって v(M) �= 0また
は v(L) �= 0ならば φ(x)はX(M)の ideal pointであることがわかる．さ
らに [CCGLS]により−v(L)/v(M)が対応する incompressible surfaceの
boundary slopeを与えている事がわかる．

6 例
この節では (−2, 3, 7)-pretzel結び目に対して定理を適用する．結び目の

補空間の理想四面体分割はSnapPea[We]を用いて与える事ができる．また
snap[Go]を用いると gluing equationを表示することができる．(−2, 3, 7)-
pretzel結び目の場合，３つの理想四面体に分割できて gluing equationは

(1 − z0)−2z−1
1 z−1

2 = 1, z0(1 − z1)(1 − z2) = 1

で与えられる．また境界では

M = (1 − z1)−1(1 − z2), L = (1 − z0)−2(1 − z1)18z−2
2 (1 − z2)−18

となる．ここで定理の条件を満たす degeneration indexを求めると図 1に
なる．
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degeneration indices degeneration vectors (v(M), v(L)) boundary slopes
(∞, 1, 0) (1, 1, 2) (1,−16) 16
(∞, 0, 1) −(1, 2, 1) (−1, 16) 16
(1,∞, 1) (1, 2, 2) (−4, 74) 37/2
(1, 1,∞) −(1, 2, 2) (4,−74) 37/2
(0,∞, 0) −(1, 1, 1) (−1, 20) 20
(0, 0,∞) (1, 1, 1) (1,−20) 20

図 1: (−2, 3, 7)-pretzel knotの ideal point．

7 応用
この節では主定理を用いてboundary slopeを計算する．結び目の補空間

のboundary slopeに関しては多くの研究がなされている．boundary slope
全体の集合は有限集合であることが知られている [Ha]．さらに Hatcher-
OertelによりMontesinos結び目の boundary slopeを求めるアルゴリズム
が知られている [Ha-Oe]．特に 10交点以下の結び目に対しては Dunfield
により実際に boundary slopeと incompressible surfaceの表が得られてい
る [Du]．一方Montesinos結び目でない結び目の boundary slopeはほとん
ど知られていない．そこでここでは 10交点以下の結び目のうちDunfield
の表 [Du]に載っていない結び目の boundary slopeを計算する．
主定理により各 degeneration indexごとに degeneration vectorを計算

して定理を満たしているかどうかを確認すればよい．基本的に行列式の計
算だけなので簡単にプログラムを書くことができる．なんの工夫もせず
に計算すると 3n個の degeneration indexに対してそれぞれ degeneration
vectorを計算し，定理の条件を満たすものを探せば良い．現在の標準的
なコンピュータであれば理想四面体の数が 15個程度なら計算可能である．
だいたい理想四面体の数が 10個までなら数秒以内，13個なら 1時間程度，
15個なら半日くらいで計算できる．結果を図 2に示す．これらの結び目に
対してA多項式を求める事は相当困難である事を注意しておく．snap[Go]
には 17交点以下の結び目のデータが入っているのでそれを利用した．10
交点以下の結び目のうち補空間が 15個以下の理想四面体に分割可能な場
合のみ計算した．この表に載っている boundary slopeは boundary slope
の一部であり全部を求めたものではないことを注意しておく．またどの結
び目の補空間も Seifert曲面による 0-slopeをもつことも注意しておく．
トーラス上の単純閉曲線の集合はQ∪ 1/0と同一視できる．結び目の補

空間の boundary slopeの間の差の最大値は diameterと呼ばれている．交
代結び目の場合２つの checker board曲面が incompressible surfaceであ
ることが知られていて，それらの boundary slopeの間の距離は交点数の
２倍に等しい．交代Montesinos結び目の場合はこれらの checker board
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曲面の間の距離が diameterを与える [Ic-Mi]．またすべてのMontesinos
結び目の diameterは交点数の２倍以下である事も知られている [Ic-Mi]．
一方，図 2を見ると diameterが交点数の２倍以上あるものが多く存在す
ることがわかる．このような例はこれまでに発見されていなかったようで
ある．
また交代結び目のboundary slopeでこれまでに知られているものは偶数

となるものだけであった．（すべての有理数に対してある結び目が存在して
boundary slopeとして与えられることは知られている．）交代Montesinos
結び目に関しては boundary slopeは偶数であることがわかる．一方，図
2を見ると交代結び目でも有理数の boundary slopeを持つものがあると
わかる．
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Alternating knots

knot boundary slopes
816 2, 6, 16
817 −14, 2, 14
818 −14, 14
932 8, 14, 18, 24
933 −22
934 −22, −16
939 −10, 20
941 −4, −2, 8
1079 −10/3, 0, 10/3, 6
1080 −13, −8, −20/3, −2
1082 −13, −12, 2, 6, 14
1083 30
1085 −20, −15, −14, −2
1086 32
1090 −7, 12, 18
1091 −26, 2, 6, 10, 16
1092 −2, 38
1093 2
1094 6, 28
1095 −28, 16, 20
1098 −4
10100 −12, −6
10102 −1, 12, 18
10103 −20, −12, −14, −6
10104 6, 10, 14, 16
10106 −14, −8, −6, −4/3, 6
10108 −2, 0, 11

Non-alternating knots

knot boundary slopes
947 16
949 15
10148 −8/3, 8
10149 −22, −12, −14/3, 1
10150 2, 7, 18
10151 −12, −4, 5
10152 −22
10153 −12, −10, 10
10154 −2, 10, 15/2
10155 −10, −9/2, −1
10156 −16, −32/3, −7, 12
10157 3, 12, 22
10158 −14, −6, 5, 9
10159 −20, −1, 8/3, 8
10160 26/3, 12, 18
10162 −2, 18, 20
10163 −7, 5
10164 −12, 16, 18, 24
10165 −22, 6, 14
10166 8

図 2: Boundary slopes of non-Montesinos knots
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2. symmetric spectrum �'� (Hovey-Shipley-Smith)[4]

3. orthogonal spectrum ��� (Mandell-May-Schwede-Shipley)[6, 5]
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(1) closed symmetric monoidal category (A*A? K

(2) topological(simplicial) model category (�*#, - S��5�I��	w�/
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*)? K

(3) (1),(2)
M F����X}3D ?q����	^�G
5�Aiq���)?q���1�3�)��9QW triangulation B (2)

i/���I?q���`<w�QLwc B i��AWq�AWP�!> F
D c)Z�? :'; W�.q��z!? K
��� (�B EKMM[2] ip��? S U)V]���5(��I7�z8? K C)C3( S B��I h�5 ]" 	�%�&

S = Σ∞S0 (A*)? K MS ( S U5Vh�'��<�¡�z K

Definition 2.1. ( ��� )S o�¢ WNB MS iq���A? ( ��� ) �p�/�£� �I��(�*�? K �8, �

¤ ¥ i�B - A ∈ MS

�
S o�¢¦WbB

m : A ∧ A → A, i : S → A

� �!> F
D cIZ'c -�� ����§ � �5�]i'OA?�����(A*)? K

A ∧ A ∧ A
m∧1−→ A ∧ A

1∧m

⏐⏐⏐�
⏐⏐⏐�m

A ∧ A
m−→ A

A ∧ S
1∧i−→ A ∧ A

i∧1←− S ∧ A

∼=

⏐⏐⏐�
⏐⏐⏐�m

⏐⏐⏐�∼=

A
=−→ A

=←− A

¨ ~3- �5� S o�¢¦WbB S o5¢ A (�*X, -©}�F i � ����§ � �5�8i'O�?����q(A*A? K

A ∧ A
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m
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Remark 2.2. S ��� � ��� S ���	
���� � ��
 A∞ 
������������
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��������
��� ([7]) ��� ��� � ! " #$%&� ' ( � ��)$*	��+,- .

)���%/0�1�2	�34	5 ��� S ����6 %7���89 S ����68%:;�< = >�? @A� - .

Notation 2.3. R BC� � S ��� � A B R ��� �DE�- . F�%&��G � AR B R ���H%�I �

CR BJ��� R ���H%�I � MA B ( 	 )A ;�<	%�IK�LE�- .

Remark 2.4. F �MN %�I 
 topological model category % O�P B,#/Q7� !3- . R�%�S
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^� S ���M�L%�_�
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 � Y:`81 Na� - . \�],%J
 R �DbKcd� � HR B Eilenberg-

Mac Lane spectrum �LE�-�� � HR 
 S ���	% O�P B,#ef .�@�N � � M B ( 	 )R ;�<
�LE�-�� � HM 
 ( 	 )HR ;�<g�C+,- . 4�Q7�3_��

H(−) : ModR −→ MHR

=��gNd�h� FW% _��	
�����I %�)$*
DR

�−→ hMHR

�ei[j�E�- . F�FCY � DR 
 R ;�<�% unbounded chain complex % k�� I/Y8l - .��
�

��
 � R ;/<3% unbounded chain complex %�I Ch(R) � MHR BAf�+�� model category

%�)$*�%7m =�� noc � R ��= 6 %�����I %�)$*KB k p .

�� 3q�r�X ���
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Definition 3.1. A ���!F�	���� #�� G&�8���3H��3I&"�
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?+K M *L?M:N; <
A(M,−)
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����	
� 	�� V 	
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Theorem 3.2.
W&X 	 (1),(2),(3) �+'() �

(1) " ModR 
 ModT �+'()
�

(2) Y&� small projective generator X ∈ ModT

#�� G@:�; < EndT (X) ∼= R.

(3) Y&� R-T -bimodule M
#�� G@:�; <

(−) ⊗R M : ModR −→ ModT

# "&	+'()���Z�B�� �

S =+>�[�	
��� 	
��������� Schwede-Shipley *\] ^ ��C_E�RU�

Definition 3.3. MR 	�?3K M *�?/:D; < M
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	`
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�$/0 �
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L∧
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29	�
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 (2) �b'L)���Yc^ < (3) � (1),(2) � d e �bf&C * < (−)∧R Q R � (−)∧T#
weak equivalence ��O�%-, C�gS< (1),(2),(3) �+'() �

92
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(i) i : R −→ T G.

(ii) h : T ⊗R T −→ Map(G, T ); t1 ⊗ t2 
→ (g 
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Definition 4.1. 2 �%���3-�� i / h
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;'�P�����*� Galois 	
���P��� S ���*��Q8R)!�S
T����)�4 
>
?8! " E 
 (cell) S

U�1 0 R 
 cofibrant I E-local ��� S �4� 0 T 
 cofibrant I E-local ��� R �4�V/W� 0��� 1 G
2

T � R �������3-��B/4�� ���6X�5 )�8!3/Y,:! " ;'��/<= 0

T hG = F (EG+, T )G 	 holim
G

T


 T � G-homotopy fixed point spectrum /Y,:!3/ 0 ��� R ���B/��5 %�PZ
i : R −→ T hG

2 9(#�! " # ��0
h : T ∧R T −→ F (G+, T )


W[�� adjoint
2

T ∧R T ∧ G+
1∧action−−−−−→ T ∧R T

multiplication−−−−−−−→ T

\<]:? ^_` !8H'�(/Y,3! "

Definition 4.2. i / h
2

E-local equivalence ,8I a*+ E∗(i) / E∗(h)
2 -��(��/�= 0

R → T 
 E-local G-Galois @
AB/5�CD "

Example 4.3. (i) R → T 
5$�&3�P���
��� G-Galois @
AB/Y,:!3/ 0 HR → HT G
��� S ����� global(=S-local) G-Galois @
A "
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(ii) KO, KU ��� ������� �����	
 � � ( ��	 
 )K ������� � c : KO → KU ��
 � �
����� � KO, KU ���� S !"# � c ���� S !"#��	$%�����&'(� ) *�+ � 
 � ,
�
t : KU → KU � KO !�#-�"�./&� Z/2 �012�34 
 � � '5�6��+ � c : KO → KU

� global Z/2-Galois 789�*:;:� �

(iii)
�����

Galois 7<9=��� ��� Galois 7<92>�?=@">	7AB��C�:'&� ) *D+ � LK(n)S
0 →

En � K(n)-local Gn-Galois 709�*A;A� � '('E* K(n) � Morava K �&� � En �
Morava E �0� � Gn � (extended) Morava stabilizer group *:;&� �

Theorem 4.4 (Rognes [9]). R → G � faithful F E-local G-Galois 789G�H��� � '0'
* � G � ��� I � T � connected (π0(T )

)
connected) ���&4��6� � '��J�"+ ��� �

Galois K8L )MN O���P �{
E-local separable �8 R !<# U �
faithful map U → T �<QRS<T

}
←→ {G ���(U<I }

U ←→ π0(CU(T, T ))

T hH ←→ H

5 THH � TAQ

Hochschild (co)homology, André-Quillen (co)homology � V(W !0#=;��"XA�R�& &YZ�
(co)homology theory *:;[O �
� �8�(�2>��(X�/�� !DF��
"\��# ] � �

R �	^A_6���( &Y � A � R !0# � M � A-A-bimodule �.�6� � '`�\�M+ � LAe =

A
L⊗
R

Aop � derived enveloping algebra �a�C� � Hochschild (co)homology � � *`4�b c
� � �

HHR
k (A; M) := TorLAe

k (A, M)

HHk
R(A; M) := Extk

LAe(A, M)

'5��4�bD�ET8de�"�./ topological Hochschild (co)homology �34�b:�C� � R � (cofi-

brant) �" S !M# � A � R !"# � M � A-A-bimodule ����� � '��D�R+ � A � (derived)

enveloping algebra � LAe = A
L∧
R

Aop �H�-f �

Definition 5.1 (EKMM[2]). Topological Hochschild (co)homology � � *M4<bA��� �

THHR
k (A; M) := TorLAe

k (A, M) = πk(A
L∧

LAe

M)

THHk
R(A; M) := Extk

LAe(A, M) = π−kRFLAe(A, M)

'0'E* � RFLAe(−,−) � (right) LAe g0IZ�<hA>M��i:� derived mapping spectrum *
;&� �

j ] ^:_2��!8# 
$%&' >�k:l�mR/ � R �	�0 0Y � A �	�0 R !8# � M � A g(I �
��� � '8'	* ��( U2>�P&X�/�)
*A�D� � d

)
A � M >�S=�Ak	P R

( UA*:;&�D�E� � R

g(I=��+ZQ,- d : A → M *�;�m5/ � d(ab) = bd(a) + ad(b) ��n ] �ok`�<*�;�m ]��
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DerR(A, M) � M ��������	 A 
 R
� ����
�
���� A ��������� � DerR(A, M) � A

��� M 
���� ���������  !"
����#$�%�&�'�	�(�)�� �

DerR(A, M) ∼= HomA(ΩA|R, M)

!*!+(  ΩA|R $ Kähler
� �,
*��� A ���#(�)-� � T → A ��'�. R /*01��2�3�


simplicial resolution �4�5� � !�
��67  cotangent complex LΩA|R � LΩA|R = ΩT |R ⊗
T

A

����� � André-Quillen (co)homology $ 
 (�8�9 :;< � �

AQk(A|R; M) := Hk(LΩA|R ⊗
A

M) ∼= TorA
k (LΩA|R, M)

AQk(A|R; M) := Hk(HomA(LΩA|R, M)) ∼= Extk
A(LΩA|R, M)

!�!;(  DerR(A, M) ∼= HomA(A, A ⊕ M) ����=>2�3  cotangent complex LΩA|R


 structured module 

���?(5
"@�A��B��	�C�3*D�E?� � R � cofibrant '�. S /�0  

A � cofibrant '�. R /F0  M � A ���>�G�-� � ! <�H �;@I2J3  A 
 M �;�K�-���
R
� ��
�L#M5� 
 (N8�9?��� �

DerR(A, M) := (CR/A)(A, A ∨ M)

!�!6(  ����$ augmentation T → A �-��	�'*. R /�0 T 
��F�?O CR/A �FP-Q5�
derived mapping space ����� � !+
,�R7  Basterra [1] �-S#T A ��� LΩA|R ∈ MA (

DerR(A, M) 	 MA(LΩA|R, M)

�UV W �,�"
 X�� Y���� �

Definition 5.2 (Basterra[1]). Topological André-Quillen (co)homology � 
 (N8�95�
� �

TAQk(A|R; M) := TorA
k (LΩA|R, M) ∼= πk(LΩA|R

L∧
A

M)

TAQk(A|R; M) := Extk
A(LΩA|R, M) ∼= π−kRFA(LΩA|R, M)

LΩA|R � A 
 R Z�
 topological cotangent spectrum �[C\] �

6 ����� (Brave New Algebraic Geometry)

Homotopical Algebraic Geometry(HAG) �;$  ^_`F� symmetric monoidal structure

����	 model category �NP?Q�� commutative monoid object � ��� a � affine object

����3  b <_H ��^K`R� Grothendieck topology ( 
 model category
a cRd�e ) �*S�T !

T f�g�" 3�(�7��U@�hK��#�$Fi a @Fhj�%�F��2klFm*�?�*�6
"(�)�� ([12, 13, 14])
� n�o


U/�0&#'$�(�$  Z ���-
NO���(�p)*qrRs-��S"� symmetric monoidal structure ( ��t%+
� model category structure) � u�< �-�  b�
 commutative monoid object $�'F.Fvj�
��T  b < � ��� a � affine object �%���#2J3  Zariski ,�- ( w étale ,�-  ...) �5S�T
!1T f�g�" W �6
*�%#�$Fi a @�hx�%���#2J3Rl�m*�-���6
B�yD�E Hq< � � 2 WNX z;3  
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HAG ��������	
��������
���������� � � � HAG ����������� � � �!� symmetric

monoidal model category ��"#$����	
%�&'������(�)*�� + �,-�� +./ *�*0��� S 1�2
�34 MS �

� 5," 6 HAG 5�7�83$9���!� � *:��� ; 5
� Waldhausen 5�
�8 / Brave

New Algebraic Geometry �3'�� <�= � � *�* �!� / Toën-Vezzosi [12, 13, 14] 5�>3�
Brave New Algebraic Geometry �:?�@9��5�7�83$ ��� � �

Definition 6.1. f : A → B �0A�B S 	9�C�:D �EF�� � A9B A 	9�C���9GC� filtered

system {Cλ}λ∈Λ 5(HI"J$
/ KLM&������NCO
�(D

hocolim
−→

CA(B, Cλ) −→ CA(B, hocolim
−→

Cλ)

+
weak equivalence �P�.- / f � finitely presented �J8QR �

A9B S 	9�C�:D f : A → B 5�HS"0$ / �
��T9U f ∗ = (−) ∧A B : MA → MB �
forgetful functor f∗ : MB → MA � Quillen adjunction

f ∗ : MA � MB : f∗

�3�V" / total left(right) derived functor
+ W)XYZ0[�\�4�5�],^!� adjunction � _�`

F&� �

Lf ∗ : hMA � hMB : Rf∗.
a�b 5 f

+
weak equivalence �P��-�5�� / (f ∗, f∗) � Quillen equivalence 53�!� �

Definition 6.2. f : A → B �JA
B S 	���� finitely presented ��D��cF&� �

1. Rf∗ : hMB → hMA

+
fully faithful �C��- / f � Zariski open immersion �#8VR �

2. topological cotangent spectrum LΩB|A

+
contractible ���:- / f � étale morphism

�J8dR �

3. topological Hochschild homology spectrum �)�,KeMf� D B → THHA(B)
+

weak

equivalence �P�.- / f � thh-étale morphism �J8dR �

Remark 6.3. Zariski open immersion =⇒ thh-étale morphism =⇒ étale morphism.

g 6�/ Galois extension =⇒ separable morphism =⇒ thh-étale morphism.

Definition 6.4. {fi : A → Ai}i∈I �hA9B S 	
�P��DP� family �#F,� � {fi}
+�� � 2

7)�����i�hj 6 Fd�.- / {fi} � Zariski open (resp. thh-étale, resp. étale) covering �
8QR �

1. ��GP� i ∈ I 5�7!89$ fi

+
Zariski open immersion (resp. thh-étale morphism,

resp. étale morphism)

2.
�� !�k�" ; J ⊂ I

+#$ ld"E$ / hMA �%��G&�hD ϕ 5�m!"E$ ϕ
+ n%&�D)��o9��*

�
� / ��G�� j ∈ J 5�7�83$ Lf ∗

j (ϕ)
+

hMAj
5�]!^���n�&
DC53�)�f*)� + n:p
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AffS = Cop
S �����

�
model category AffS � Grothendieck topology ��	
��
 τ =

zar, thh-étale, étale ��� (AffS, τ) ������� � AffS ��� stack � model category Affτ
S �

����� !�"�� # $%&�! � Affτ
S ' AffS �(� simplicial presheaf � model category � left

Bousfield localization ���)� ��*+, ! � -�� local object ' fibrant simplicial presheaf

$�.
/0� � weak equivalence ��1 � � τ ��23�4! descent condition ��5 6 �78��9$:.;! �

7 ��� (Higher Real K-theory)

"�"�$:' < = p ���7�>?�	��:�4! � KU � complex K-theory �@��! � KU ' chromatic

height 1 � 
�� 
�� 6 A���B�CDE>FGH�I��
� � !J�;� � K:$(.:! �LM � �N< = p
#

3
O

����� P �������('�Q;RS������$(.:!�"�� # T *@, ��U�! � 	JV �L< = p
#

2 ��� P �
' K �
WL$:'��JX
Y($:.Z[ ��� \Z�L�98 real K-theory KO 8�]��:�9^
_�\�U`�0U;WJ\
U%"�� # T *>, �:U�! � " , ' complex K-theory � p-adic completion $�.�! Morava

E-theory E1 � stabilizer group S1

#����
p  ;Y
ab�(8c?7"(�)�;2!"�����U�! �0^;_ *, ! � stabilizer group S1 ' cohomology d:e E1 � multiplicative operation #:f7�;\

�9a ( ��]�$ ) $(.g[ � U�hJ��� P Adams operation ψr (r ∈ Z×

p ) #;fi��\(! � � 6N# /
� � S1

∼= Z×

p $�.(!
�

Z×

p �
j
k '

Z×

p =

{
〈±1〉 × (1 + 4Z2) ∼= Z/2 × Z2 (p = 2)

〈ζp−1〉 × (1 + pZp) ∼= Z/(p − 1) × Zp (p > 2)

$NlS_ *+, ! � "�"�$ � −1 ' complex conjugation t = ψ−1 �3��mn� � ζp−1 ' 1 ��%&
(p − 1) '()�$�.(! � KU �;' Z/2

# o < p(* t $�+:Kq� � o < 
 c : KO → KU '
Z/2-Galois r�s�$:.�/ 63�+M � � KO ' KU � homotopy fixed point spectrum KUhZ/2

�tu;v S w�= �
���(]Gx7�
\�! � "G�S"�� y *t� 2-adic completion ��2 �c�`8 �

(KU∧

2 )hZ/2 	 KO∧

2

#Nz [,-4? ��.:< = p ���{�c��'

(KU∧

p )hZ/(p−1) 	 L∧

p

#Nz [,-4? � ";")$ L ' KU(p) � Adams summand $�.�! �

]!/4��"�� # higher chromatic stratum �G��U9�S801Z"�/+�
U:!��>^
_ *|, ! � chro-

matic height n � 
(� 
n� 6 A��}B:C~E�F9H�I �!� � ! 6(2 ��' complex oriented \
cohomology d;e�$(.:! Morava E-theory En

#�� K:$(.:! #9� stabilizer group Sn

#��
�

p  JYNaS��80?�� P �9' En �JW3$�'3�9XJY�$�.
!���^�_ *�, ! � -:"0$ real K-theory

KO � higher chromatic analogue �L^:_�! �

Morava stabilizer group Sn(= Aut(En)) � �4� p  �Y�a��(27���4' 5 # T *0, �
U�! �

Sn

#��6�
p  :Y�a���8)? ⇐⇒ (p − 1)|n
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Sn

�����
p ��������	
��
���� n � � � p ����������� � G � extended Morava sta-

bilizer group Gn = Gal(Fpn/Fp) � Sn � maximal finite subgroup � � � homotopy fixed

point spectrum

EOn := (En)hG = F (EG+, En)G

� higher real K-theory ��!�" #

$���%&'(�&)*+��,-./�0 � 123 # homotopy fixed point spectrum EhG
n ) G

�
up to

homotopy 4�)�567 � 8&9:;<=>?@A,�&B�4 En ���,CD���2!�5,E FGH %�'I4(J*5�! # $
��-�/��
K2LGM:3 N�	 � � Hopkins-Miller-Goerss ) Morava E-theory En � S O�� PQ 1,3R!2)�S�T S O�� P�Q �R�2!&�UV�W�� �
� ��%�X�� �:N*#

Theorem 7.1 (Goerss-Hopkins-Miller[8, 3]). Morava E-theory En ��) ( S�T )S O��P&QI�
up to homotopy 4�+UY Z � [ 3 #:\]^ � extended Morava stabilizer group Gn�

( S�T )S O��(�&B&4
�,C2M]3�_I"
�R4(J 3 #
��� ��) Goerss-Hopkins-Miller ) \I^ �
�,!($��`� a ���2!G3 # Hn �bc�� p ���

��d k �
e�� f�� height n formal group law F ��� (F, k) ���RM�������� !"#$�"�*J%&
Hn '()*+�, S -./���� CS 0 �$1 23456

Θ : Hop
n −→ CS

7�8 ��9�:;<=>?@
��A��BC up to homotopy
7�D
E�F�G�H�I �J��!

1. πoddΘ(F, k) = 0

2. KL� u ∈ π2Θ(F, k) C H�IMNOP & u Q graded ring π∗Θ(F, k) � +.RST
3. π0Θ(F, k) U�� formal group Q (F, k) � universal deformation

V G & (F, k) = (Hn, Fpn) �.���J�W& Θ(Hn, Fpn) = En �O�(XY&�Z�[\C�] )^_ � !�# _"`
X higher real K-theory EOn = EhG

n CBZ.abc _ �$!

8 Chern d(efgMhijkl m Galois nop
Morava E-theory En+1

G qiNrP
X < π0(En+1)/In � affine (formal) scheme � N & o <s � closed point ����� ! X − o � geometric point x <����J�W& s �
U�� formal group

law Q Morava K-theory K(n)
G$q�t �?� formal group law Hn �5uvwx�5�y�$! s #7 &yzJ{|}~���������

π1(X − o, x) −→ Aut(Hn) = Sn

<��.�L�5!S#��
zy{b}*�\�5�5�
�JQ5���M�%���L#���C$� )~_ P�� X�& s � kernel
G5q�t

��� Galois ��� Y → X − o C�] )^_ � ! A = LK(n)En+1 � �M� �W& A Q even-periodic

� K(n)-local �J���?�M����� 7 & π0(A) C X − o � 4 /������./ 0 0 �������	
=�\��!
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� � � B � π0(B) � Y ����� 0 	 �����
����
�� even periodic 
 K(n)-local �������
���	
��������������	�� ��!�����
�"�	
���#

ch : En+1 −→ B

�$% &'(  )�*���!�����+���	
���# ch , Chern 
���� -���� ��./01�1���2� � �����
Chern 
���, K-theory 34&�� 5����67�8��9: 	 ���;� !�"�#$%�& < � =��>� Chro-

matic ��'�( 3)& Chern 
)�?��*�+��!�,�@ Chern 
)�-�A, height 1 �����9718.��:B5/
(K-theory) 3)& height 0 �����9718.��:B5 / ( � 50���9718.��: ) 	 �1#$%.& < � =

�2��3601�>�/���2�� ch , height (n + 1) �>5 / (Morava E-theory En+1) 34& height

n �B5 / (B , Morava E-theory En �45�6 ) 	 ���?��!�"�#$%.& < � =)CD Chern 
)�
� -����1� =��2�2./0��1���E� � �����FG & H  B

H ,�7 Gal(F/Fp) � (Sn × Sn+1) �8 I9�67 �:;*:�J H$K 3 L<=�>4M  ch , Gn+1 = Gal(F/Fp) � Sn+1 � =?>�H N M�L O
& � =����
�/� � Chern 
��1� -@�?� ch � P/< S Q6� 	 ��A�BRSCD H "�3 L .T0������	�E�

�2 Rognes
H U � P6< S Q6��� Galois 5 / �FG M�L ch �<H�I L�J ���KL.G M � U VM CD W ��N�O��$% &�( X*�

Theorem 8.1 (T[15]). B � P/< S Q9� H$K9P �Y7�Q@R-� M�L

LK(n)(LK(n)En+1

L∧
R

En)

��� ( ���F�6� � R = LK(n)S
0[ζ ] , K(n)-local sphere LK(n)S

0
H =�� 1 �	S��FT ζ �U P4V 0TX P6< S Q9� � =����

Corollary 8.2. P6< S Q6���.W H$K 3 L 7 Gal(F/Fp) � (Sn × Sn+1) � B
H�=�> ���

UXY H$� �����
Corollary 8.3. ch : En+1 → B , P6< S Q9���># H AEB$S9�+CD Gn+1 = Gal(F/Fp) �

Sn+1 � =?>�H N M�L O�& � =�� UXY H$� �����
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Schubert calculus in the cohomology rings of
flag varieties

中川 征樹 (高松工業高等専門学校 ·一般教育科)

1 はじめに
G を連結な複素半単純 Lie 群, B をその Borel 部分群とするとき, 等質空間

G/B は (完全)旗多様体と呼ばれ, 射影的代数多様体の構造をもち, トポロジー,

代数幾何, 表現論等現代数学の様々な分野で重要な役割を演じる. 本稿では, 旗
多様体上の Schubert calculus および 代数的トポロジーの諸概念を主要な道具
として, コホモロジー (および Chow環)を中心とする旗多様体の位相的な構造
を考察し, 合わせて, 複素代数群の Chow環の決定等へのこれらの応用について
解説したい.

よく知られているように, 旗多様体の位相的性質の研究には, 大きく分けて二
通りの方法がある. 一つは, A. Borelの学位論文 ([4])により確立されたもので,

これは旗多様体 G/B のコホモロジー環を, GのWeyl群W の, Cartan部分環
(Gの極大トーラスH の Lie環)への作用に関する不変式環を用いて記述する方
法であり,「Borel表示」と呼ばれる. もう一つは, Gの Bruhat分解に由来する
旗多様体の胞体分割を用いたコホモロジーの記述であり, 長年未刊であった C.

Chevalley の有名な草稿 ([11]) により本格的に考察され, 今日では「Schubert

表示」と呼ばれることが多い (厳密には, [11] では G/B の Chow 環 A(G/B)

が考察されている. G/B の整係数コホモロジー環は Chow 環と同型であるこ
とが知られているが, これについては §4で言及する). 前者は旗多様体のコホモ
ロジーの代数的な表示, 後者は幾何的な表示と言え, 両者の関係を明らかにする
ことが Bernstein-Gelfand-Gelfand [2]の主題の一つであり, ここで言う旗多様
体上の Schubert calculus (BGG calculusと称する場合もある) の意味すると
ころである ([2], [12], [22]参照). この極めて自然な要求を達成するために導入
された「作用素」(BGG 作用素もしくは差分商作用素と呼称される) は, 本研
究においても重要な役割を演じるとともに, その後の Lascoux-Schützenberger

[36] による「Schubert多項式」を産み出す基となり, 旗多様体のコホモロジー
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環が組合せ論的にも非常に豊かな構造を持っていることを我々に教えてくれる
([36], [3], [18]などを参照).

いわゆる「Schubert calculus」は, H. Schubertにより 19世紀に創始された
「数え上げ幾何」をその起源として, 代数幾何の一分野として発展してきたもの
である. その発展の歴史を語る資格は門外漢である筆者にはないが, 「旗多様体
上の Schubert calculus」に限っても, この 20 年程の間に急激に進展してきて
いるように筆者には思える. 本稿では, 最も基本的な場合である完全旗多様体の
通常のコホモロジーのみを扱っているが, その他にも, 複素グラスマン多様体や
ラグランジアン・グラスマン多様体など一般化旗多様体のトーラス同変コホモ
ロジー環の記述 ([32], [23], [24] などを参照), 量子コホモロジー環の記述 ([1],

[34], [35]), Kac-Moody群に対応する旗多様体への応用 ([29], [33], [21]), K-理
論など, 代数幾何, トポロジー, 表現論, 組合せ論, 数理物理を巻き込んだ大きな
流れとなっている. Schubert calculus は古くて新しい, そして, まだまだ終わ
らない, そんな風に筆者には思える.

2 旗多様体のコホモロジー環

2.1 Borel表示

K を Gの極大コンパクト部分群, T = K ∩ H を K の極大トーラスとする.

このとき, 岩澤分解により, 微分同相 K/T ∼= G/B が存在する. Borel による
と, 次のファイブレーションが存在する:

K/T
ι−→ BT

ρ−→ BK.

ここで, BT および BK はそれぞれ T および K の分類空間である. 整係数コ
ホモロジーへの誘導準同型

c = ι∗ : H∗(BT ; Z) −→ H∗(K/T ; Z) (1)

は, Borelの特性準同型と呼ばれる. また, K のWeyl群W が自然に極大トーラ
ス T に作用し, この作用はH∗(BT ; Z) および H∗(BT ; F) = H∗(BT ; Z) ⊗Z F

(ここで Fは任意の体)への作用を引き起こす. このとき, Borelの結果の一つは
次のように述べられる:

2
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定理 2.1 F を標数 0 の体とする. このとき, Borel の特性準同型は次の同型を
誘導する :

c : H∗(BT ; F)/(H+(BT ; F)W ) −→ H∗(K/T ; F).

ここで, (H+(BT ; F)W )は次数が正のW -不変式により生成される H∗(BT ; F)

のイデアルである.

特に, Q 上では c は常に全射であり, 旗多様体 K/T の有理コホモロ
ジー環 H∗(K/T ; Q) は H2(K/T ; Q) により生成され, その計算は不変式環
H∗(BT ; Q)W という純代数的なものの計算に帰着されるが, これは E8 を含
む全ての単純 Lie 群に対して計算されている ([39]). これに対して, Z 上では
c は必ずしも全射にならず, 一般には 2 次以上の生成元が現れる. c の全射性
からの隔たりを測ることは, A. Grothendieck による「ねじれ指数」([19]) と
関連する大変微妙な問題であり, Z 上で, この問題を考察することの難しさを
反映している ([50], [51] 参照). 整係数コホモロジー環 H∗(K/T ; Z) を決定す
るという問題は, R. Bott と H. Samelson によって考察され, 彼らは有名な
Bott-Samelson K-サイクル (Bott-Samelson-Demazure-Hansen 多様体) を導
入して, H∗(K/T ; Z) を計算する一般的なアルゴリズムを確立し, K が例外群
G2 の場合に具体的に計算してみせた ([6], [7]). しかしながら, この方法は階数
の低い Lie群に対しては有効であったが, 特に, 残された例外群に対しては実用
的ではなかった. その後, 70 年代に入り, それまでに知られていたコンパクト
Lie群のmod p コホモロジー環H∗(K; Fp)の構造を利用して, H∗(K/T ; Z)の
生成元の最小系と関係式による一般的な記述が, 戸田宏氏によって与えられた
([48]). その後, この方法に沿って, 残る旗多様体についても計算が進められ, 今
日までに, E8 を含む全ての単連結単純 Lie群に対して, その旗多様体の整係数
コホモロジー環が決定されている ([4], [6], [7], [47], [37], [38], [41], [42], [16]).

例えば, K = E7 の場合は以下のようである. まず, [8] にしたがって, 単
純ルート系 {αi}1≤i≤7 を取り, 対応する基本ウェイトを {ωi}1≤i≤7 とする.

si (1 ≤ i ≤ 7) を単純ルート αi (1 ≤ i ≤ 7) に対応する鏡映 (単純鏡映) とす
る. このとき, E7 のWeyl群W (E7)は, si (1 ≤ i ≤ 7)により生成される有限
群である. ここでは, ルートやウェイトをH2(BT ; Z)の元と見なすことにする.
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[52, §1]に従って, H2(BT ; Z)の生成元を次のように定義する :

t1 = −ω1 + ω2, t2 = ω1 + ω2 − ω3, t3 = ω2 + ω3 − ω4,

t4 = ω4 − ω5, t5 = ω5 − ω6, t6 = ω6 − ω7, t7 = ω7, t = ω2,

ci = ei(t1, . . . , t7) (1 ≤ i ≤ 7).

(2)

ここで, ei(t1, . . . , t7) は t1, . . . , t7 に関する i 次基本対称多項式である. この
とき,

H∗(BT ; Z) = Z[ω1, ω2, . . . , ω7] = Z[t1, t2, . . . , t7, t]/(c1 − 3t)

が成り立つ. 特性準同型 cによる ti, ci (1 ≤ i ≤ 7)および tの像も同じ記号で
表すことにすると,

例 2.2 ([41]) E7/T の整係数コホモロジー環は

H∗(E7/T ; Z) = Z[t1, . . . , t7, t, γ3, γ4, γ5, γ9]

/(ρ1, ρ2, ρ3, ρ4, ρ5, ρ6, ρ8, ρ9, ρ10, ρ12, ρ14, ρ18),

関係式は

ρ1 = c1 − 3t, ρ2 = c2 − 4t2, ρ3 = c3 − 2γ3, ρ4 = c4 + 2t4 − 3γ4,

ρ5 = c5 − 3tγ4 + 2t2γ3 − 2γ5, ρ6 = γ2
3 + 2c6 − 2tγ5 − 3t2γ4 + t6,

ρ8 = 3γ2
4 − 2γ3γ5 + t(2c7 − 6γ3γ4) − 9t2c6 + 12t3γ5 + 15t4γ4 − 6t5γ3 − t8,

ρ9 = 2c6γ3 + t2c7 − 3t3c6 − 2γ9, ρ10 = γ2
5 − 2c7γ3 + 3t3c7,

ρ12 = −6t80u + 2t60v + 9t40u
2 − 12t20uv + u3 + 3v2,

ρ14 = t140 − 6t100 u + 4t80v − 3t60u
2 − 6t40uv + 3t20v

2 − 3u2v,

ρ18 = −2t140 u − 2t80uv + 6t60u
3 − t60v

2 − 12t40u
2v + 6t20uv2 − 3u3v − 2v3 + 9w2,

である. ただし,

t0 = t − t1, u = γ4 + (−2t1 − t0)γ3 + 2t41 + 6t31t0 + 7t21t
2
0 + 3t1t

3
0,

v = c6 + (−2t1 − t0)γ5 − 3t1t0γ4 + (4t21t0 + 2t1t
2
0)γ3 − 3t51t0 − 8t41t

2
0 − 8t31t

3
0

− 2t21t
4
0 − t60,

w = γ9 − c6γ3 + t0γ3γ5 − t0γ
2
4 + (t1t0 + 2t20)γ3γ4 + (t31 + 3t21t0 + 8t1t

2
0 + 5t30)c6

+ (t41 + 2t31t0 − 7t21t
2
0 − 13t1t

3
0 − 5t40)γ5 + (2t41t0 − 14t21t

3
0 − 18t1t

4
0 − 6t50)γ4

+ (−3t51t0 − 8t41t
2
0 + 14t21t

4
0 + 12t1t

5
0 + 3t60)γ3 + 2t81t0 + 12t71t

2
0 + 28t61t

3
0

+ 32t51t
4
0 + 16t41t

5
0 − 3t21t

7
0 − t1t

8
0.
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ここで, Borel表示に基づいた H∗(K/T ; Z)の記述は, Weyl群の不変式を利用
した代数的な表示であり, したがって, その環構造は比較的容易に決定できる
が, その一方で, 環としての生成元の幾何学的な意味は薄い.

2.2 Schubert表示

次に Schubert表示について簡単に述べておく. Gの Bruhat分解

G =
∐

w∈W

BẇB

(ここで, ẇは w ∈ W の任意の代表元)は, 次の胞体分割を誘導する:

G/B =
∐

w∈W

BẇB/B.

ここで, X◦
w := BẇB/B ∼= C

l(w) は, Schubert胞体と呼ばれる. また, l(w)は
W の元 wの長さである. このとき, Schubert多様体 Xw が, X◦

w の閉包として
定義される. 包含写像 Xw ↪→ G/B がホモロジーに誘導する準同型による基本
ホモロジー類 [Xw] ∈ H2l(w)(Xw; Z) の像を同じく [Xw] ∈ H2l(w)(G/B; Z)で
表すことにする. そこで, コホモロジー類 σw ∈ H2l(w)(G/B; Z) を, [Xw0w]の
Poincaré双対により定義する. ここで, w0 はW の最長元である. σw のことを
Schubert類という. Schubert胞体が全て偶数次元であることから, 次の基本的
な事実が得られる :

事実 2.3 ([11], [5]) H∗(G/B; Z)は, Schubert類の集合 {σw}w∈W を基底と
する自由加群である. {σw}w∈W は Schubert基底と呼ばれる.

したがって, Schubert 表示では, H∗(G/B; Z) の加法的な構造は完全に決ま
る. 乗法構造に関しては, まず, 任意の u, v ∈ W に対して,

σu · σv =
∑
w ∈ W,

l(u) + l(v) = l(w)

cw
u,vσw

とおける. ここで, 整数 cw
u,v は構造定数と呼ばれ, これらを与える一般的な公

式を見出すことが, 古典的な Schubert calculus の中心問題であり, 今日までに
膨大な研究がある. 複素グラスマン多様体の場合には, Littlewood-Richardson

5
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規則として, つとに知られているところである. このように, Schubert 表示で
は, 各 Schubert類は, Schubert多様体で表されるという幾何学的な意味合いを
もっているものの, その乗法構造は大変複雑である.

特別な場合として, u, v のいずれか一方が長さ 1 であるときは, 次に述べる
Chevalleyの公式として知られている. まず, H の Lie環を hとし, (·|·)を h上
のW -不変な内積として, Gのルート系を Δ, 正ルート系を Δ+, 単純ルート系
を Π, ルート α ∈ Δに対応するコルートを α∨ =

2α

(α|α)
, sα をルート α ∈ Δに

対応する鏡映とする. このとき,

定理 2.4 (Chevalley formula [11]) W の元 w と単純ルート α ∈ Πに対し
て, 次の公式が成り立つ :

σsα · σw =
∑
β ∈ Δ+,

l(wsβ) = l(w) + 1

(β∨|ωα)σwsβ
.

任意の u, v に対して, 対応する構造定数を求める問題は, 最近になって,

段海豹 (Haibao Duan) 氏により, 次に述べる形でようやく解決された. そ
こでは, Bott-Samelson の K-サイクルの整係数コホモロジー環の構造, およ
び, K-サイクルが Schubert 多様体の特異点解消になっているという事実が
有効に使われており, 大変興味深い. まず, w ∈ W に対して, その簡約分
解を w = sα1sα2 · · · sαk

(αi ∈ Π) とするとき, k 次の厳密に上三角な行列
Aw = (aij)を次の式により定義する:

aij =
{

0 i ≥ j のとき,
−(αi|α∨

j ) i < j のとき.

これを, w の Cartan 行列と呼ぶ. 次に, k 次の厳密に上三角な行列 A = (aij)

が与えられたとき, これに付随して, k 変数の多項式環 Z[x1, . . . , xk] に作用す
る「三角作用素」と呼ばれる作用素 TA : Z[x1, . . . , xk](k) −→ Z が帰納的に
定義される (ここで, Z[x1, . . . , xk](k) は k 次の斉次部分である). 紙数の関係
により詳しい定義はここでは述べられないが, 幾何学的には, コンパクトな向
き付けられた多様体M に対して, de Rham理論における「M に沿った積分」∫

M
を, M が K-サイクルの場合に代数的に与えるものである. 以上の準備の下

に, 今, Weyl群の元 w に対して, その簡約分解を w = sα1sα2 · · · sαk
(αi ∈ Π)
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とする. 部分集合 L = {i1, i2, . . . , ir} ⊂ {1, 2, . . . , k} に対して, |L| = r,

sL = sαi1
sαi2

· · · sαir
, xL = xi1xi2 · · ·xir と表すことにする. このとき,

定理 2.5 (Duan [13]) W の元 u, v (l(u)+ l(v) = k)に対して, 構造定数 cw
u,v

は次の式により与えられる :

cw
u,v = TAw

⎡
⎢⎣

⎛
⎜⎝ ∑

|L| = l(u),
sL = u

xL

⎞
⎟⎠

⎛
⎜⎝ ∑

|K| = l(v),
sK = v

xK

⎞
⎟⎠

⎤
⎥⎦ .

ここで, L, K ⊂ {1, 2, . . . , k}である.

その後, H. Duan と X. Zhao は, この公式に基づいて Schubert 類の積を計
算するアルゴリズムを与え ([15]), その結果を用いて, 特に G が例外群の場合
に, 旗多様体のコホモロジー環を計算している ([16]). 例えば, G = E7 (この稿
では, 複素 Lie 群を E7, その極大コンパクト部分群を E7 のように表すことに
する) の場合は以下のようである. ここで, w ∈ W (E7) に対して, その簡約分
解を w = si1si2 · · · sik

(1 ≤ i1, i2, . . . , ik ≤ 7) とするとき, 対応する Schubert

類を σi1i2···ik
と略記することにする. また, ここでは, c(ωi) (1 ≤ i ≤ 7)も同じ

く ωi (1 ≤ i ≤ 7)と表記している.

例 2.6 (Duan-Zhao [16]) y3 = σ542, y4 = σ6542, y5 = σ76542, y9 =

σ154376542 とする. このとき, E7/B の整係数コホモロジー環は

H∗(E7/B; Z) = Z[ω1, . . . , ω7, y3, y4, y5, y9]
/(r2, r3, r4, r5, r6, r8, r9, r10, r12, r14, r18),

関係式は

r2 = 4ω2
2 − c2, r3 = 2y3 + 2ω3

2 − c3, r4 = 3y4 + ω4
2 − c4,

r5 = 2y5 − 2ω2
2y3 + ω2c4 − c5, r6 = y2

3 − ω2c5 + 2c6,

r8 = 3y2
4 + 2y3y5 − 2y3c5 + 2ω2c7 − ω2

2c6 + ω3
2c5,

r9 = 2y9 + 2y4y5 − 2y3c6 − ω2
2c7 + ω3

2c6, r10 = y2
5 − 2y3c7 + ω3

2c7,

r12 = y3
4 − 4y5c7 − c2

6 − 2y3y9 − 2y3y4y5 + 2ω2y5c6 + 3ω2y4c7 + c5c7,

r14 = c2
7 − 2y5y9 + 2y3y4c7 − ω3

2y4c7,

r18 = y2
9 + 2y5c6c7 − y4c

2
7 − 2y4y5y9 + 2y3y

3
5 − 5ω2y

2
5c7.
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3 差分商作用素
ここでは, 次の問題を考える.

問題 3.1 Borel表示と Schubert表示の間の関係を確立せよ.

より詳しくは, 有理数体 Q 上の Borel 表示により, H∗(K/T ; Q) は多項式環
H∗(BT ; Q)の商として与えられる. そこで, 各 Schubert類 σw (w ∈ W )に対
して, それを代表する多項式を求めよ, という問題が考えられる. 主要な道具は,

Bernstein-Gelfand-Gelfand [2] および Demazure [12] により独立に導入され
た差分商作用素である. 定義を述べよう.

定義 3.2 (i) 各ルート α ∈ Δ に対して, 作用素 Δα : H∗(BT ; Z) −→
H∗(BT ; Z) を次の式により定義する : u ∈ H∗(BT ; Z)に対して,

Δα(u) =
u − sα(u)

α
.

(ii) W の元 w に対して, 作用素 Δw を次の式により定義する :

Δw = Δα1 ◦ Δα2 ◦ · · · ◦ Δαk
.

ここで, w = sα1sα2 · · · sαk
(αi ∈ Π)は, wの任意の簡約分解とする.

このとき, 上の定義は, w の簡約分解の取り方によらないことが示される. 差分
商作用素を用いると, Borelの特性準同型 (1)は次のように記述される.

定理 3.3 (Bernstein-Gelfand-Gelfand [2], Demazure [12]) 斉次多項
式 f ∈ H2k(BT ; Z)に対して, 次が成り立つ :

c(f) =
∑

w∈W, l(w)=k

Δw(f) σw.

特に, 単純ルート α ∈ Πに対して, c(ωα) = σsα が成り立つ. ただし, ωα は, 単
純ルート α ∈ Πに対応する基本ウェイトである.

以上の準備の下に, Borel表示と Schubert表示との関係を調べよう. 以下の
結果は, 鍛冶静雄氏 (福岡大学)との共同研究により得られたものである. 例え
ば, E7 の場合, これは次の問題を考えることを意味する :
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問題 3.4 H∗(E7/T ; Z)の Borel表示 (例 2.2)における生成元 {t1, . . . , t7, t,
γ3, γ4, γ5, γ9} と Schubert類 {σw}w∈W (E7) の関係を明らかにせよ.

定理 3.3より, c(ωi) = σi であるから, 2次の生成元の間の関係は (2)より直ち
に従う.

t1 = −σ1 + σ2, t2 = σ1 + σ2 − σ3, t3 = σ2 + σ3 − σ4,

t4 = σ4 − σ5, t5 = σ5 − σ6, t6 = σ6 − σ7, t7 = σ7, t = σ2.
(3)

i = 3, 4, 5, 9に対しては,

γi =
∑

l(w)=i

aw σw (aw ∈ Z)

とおける. 係数 aw を決定しよう. 例 2.2より, γi (i = 3, 4, 5, 9)は次の式によ
り定義されている :

2γ3 = c3, 3γ4 = c4 + 2t4, 2γ5 = c5 − tc4 + t2c3 − 2t5,

2γ9 = c3c6 + t2c7 − 3t3c6.
(4)

したがって, 2γ3, 3γ4, 2γ5, 2γ9 は特性準同型 cの像に含まれている. そこで,

H∗(BT ; Z)の多項式を

δ3 = c3, δ4 = c4 + 2t4, δ5 = c5 − tc4 + t2c3 − 2t5,

δ9 = c3c6 + t2c7 − 3t3c6

と定義し, これらに差分商作用素を作用させることにより, 次を得る :

c3 = 2(σ342 + 2σ542),

c4 + 2t4 = 3(σ1342 + 2σ3542 + 2σ6542),

c5 − tc4 + t2c3 − 2t5 = 2σ76542,

c3c6 + t2c7 − 3t3c6 = 2(σ654376542 + 2σ154376542).

(5)

H∗(E7/T ; Z)がねじれ元をもたないことから, (4)と (5)より, γi (i = 3, 4, 5, 9)

を Schubert類を用いて表すことができ, 結果は以下の通り :
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γ3 = σ342 + 2σ542,

γ4 = σ1342 + 2σ3542 + 2σ6542,

γ5 = σ76542,

γ9 = σ654376542 + 2σ154376542.

(6)

逆に, (6)の右辺に現れる Schubert類を表す多項式を求めることもできる :

σ342 = −γ3 + 2t3, σ542 = γ3 − t3,

σ1342 = γ4 − 2tγ3 + 2t4, σ3542 = −γ4 + tγ3, σ6542 = γ4 − t4,

σ76542 = γ5,

σ154376542 = γ9 − γ4γ5 + t4γ5, σ654376542 = −γ9 + 2γ4γ5 − 2t4γ5.

(7)

このようにして, 差分商作用素を通して, Borel表示と Schubert表示との対応
関係を明らかにすることができ, 例えば, 例 2.2と例 2.6が完全に一致すること
を確かめることができる (計算の詳細については [30]を参照).

4 複素代数群 Gの Chow環 A(G)

これまでに得られた旗多様体 G/B のコホモロジー環の結果を, 複素代数群
Gの Chow環の計算に応用しよう. Gを連結, 半単純な複素代数群, B をその
Borel部分群, H を B に含まれる極大トーラス, Ĥ を H の指標群とする. 各指
標 χに対して, χに付随する, 旗多様体 G/B 上の等質直線束 Lχ の第一 Chern

類 c1(Lχ)を対応させることにより, 特性準同型

cG : S(Ĥ) −→ A(G/B) (8)

が定義される. ここで, S(Ĥ) は Ĥ の Z 上の対称代数, A(G/B) =

⊕i≥0A
i(G/B) は旗多様体 G/B の Chow 環である. Grothendieck の remark

([19], p.21, REMARQUES 2◦) によると, G の Chow 環 A(G) は, A(G/B) を,

cG による Ĥ の像で生成されるイデアルで割って得られる (証明は [9, §3] 参
照). したがって, A(G) の計算は A(G/B) の計算に帰着される. この remark

にしたがって, 代数群 SO(n),Spin(n), G2 および F4 の Chow環が R. Marlin
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により計算されている ([37], [38]). (mod p Chow環 A(G; Fp) = A(G) ⊗Z Fp

については, V. Kac による結果 [28] を参照.) ここで, 旗多様体 G/B の
Chow 環を計算するため, Marlin は Demazure の結果 [12] に依拠している
が, これは, A(G/B) を「ルート系のコホモロジー」として記述するもので
あり, Chow 環 A(G/B) の Schubert 表示そのものであるため, 環構造の計
算が大変複雑である. ここで, 我々は次の重要な事実を利用する. まず, 各
Schubert 多様体 Xw0w の定める有理同値類 ∈ Al(w)(G/B) に, その基本コ
ホモロジー類 ∈ H2l(w)(G/B; Z) を対応させることにより, サイクル写像
cl : A(G/B) −→ H∗(G/B; Z) が定義されるが, これについて, 次が成り立つ :

事実 4.1 ([19], LEMME 10) サイクル写像を通じて, Chow環 A(G/B)は整
係数コホモロジー環 H∗(G/B; Z)と環として同型である.

さらに, この同型を通じて, Borelの特性準同型 (1)と上記の特性準同型 (8)は
同一視される. したがって, A(G) の計算は H∗(G/B; Z) ∼= H∗(K/T ; Z) の計
算に帰着されるが, これは既に見たように, 多くの数学者 (特にトポロジストに
よる貢献を強調しておく)により確立されている. したがって, K が単連結なら
ば, H∗(K/T ; Z)を H2(K/T ; Z)により生成されるイデアルによって割って得
られる商環を計算すればよい. 例えば, E7 の場合, 例 2.2より,

H∗(E7/T ; Z)/(t1, . . . , t7, t)

= Z[γ3, γ4, γ5, γ9]/(2γ3, 3γ4, 2γ5, γ
2
3 , 2γ9, γ

2
5 , γ3

4 , γ2
9).

ここで, (7) より, γ3, γ4, γ5, γ9 はそれぞれ単独の Schubert 類 σ542, σ6542,

σ76542, σ654376542 により置き換えることができ, 結果は以下の通り (ここで, 自
然な写像を TG : A(G/B) −→ A(G)とする):

定理 4.2 ([30]) 複素代数群 E7 の Chow環は

A(E7) = Z[X3, X4, X5, X9]/(2X3, 3X4, 2X5, X
2
3 , 2X9, X

2
5 , X3

4 , X2
9 ),

X3 = TE7(Xw0s5s4s2), X4 = TE7(Xw0s6s5s4s2), X5 = TE7(Xw0s7s6s5s4s2),

X9 = TE7(Xw0s6s5s4s3s7s6s5s4s2).

このようにして, 残された例外型の複素代数群 E6, E7, E8 の Chow環を決定
することができる. また, 旗多様体のコホモロジーの Borel表示を利用すること
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により, 環構造の計算が容易となり, Marlin の計算も大幅に省略化される. こ
れらの結果については, [43], [30], [16] を参照していただきたい.

5 おわりに
この稿を終えるにあたり, 本研究のその後の展開や考察すべき問題について

簡単に述べておきたいと思う.

5.1 一般化旗多様体 G/P

本稿では, 完全旗多様体のみを扱ったが, 一連の結果を一般化旗多様体 (例え
ば, 複素グラスマン多様体やラグランジアン・グラスマン多様体)へ拡張するこ
とが可能である ([2, §5]). すなわち, G を連結な半単純複素 Lie 群, P を放物
型部分群とするとき, 等質空間 G/P もまた射影的代数多様体の構造をもち, そ
の整係数コホモロジーH∗(G/P ; Z)は, Borel表示および Schubert表示により
記述される. 近年, 計算機の発達と相俟って, 特に, 例外型 Lie群の等質空間に
ついて, そのコホモロジー環や Chow 環の Schubert 表示を追求する試みが盛
んに行われている ([14], [10], [25], [44]). 一方で, こうした等質空間のコホモロ
ジー環の多くは, Borel 表示を用いて, 特に日本のトポロジストによって 30 年
以上も前に計算されている ([52], [27], [26], [41]など). [31]では, 差分商作用素
をこれらの等質空間にも適用して, 両者の表示の関係を明らかにしている.

5.2 生成元の特徴づけ

§2.2で触れたように, 旗多様体のコホモロジーの Schubert表示において, 加
法的な構造は Schubert類を用いて完全に記述されるが, その乗法構造は大変複
雑である. 特に, 数多存在する Schubert類の中から, コホモロジー環の生成元
になり得るものを特定する一般論は知られていないようである ([14]や [16]で
は, ファイブレーション P/B −→ G/B −→ G/P や P が極大放物型部分群で
あるという事実などを利用して, 生成元を特定している). 旗多様体のコホモロ
ジー環が Schubert 類で生成される自由加群であることと構造定数に関する情
報のみから, 環としての生成元を特定することは可能であろうか?
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5.3 分類空間の Chow環との関係

90 年代後半に, 線型代数群 G の分類空間 BG の Chow 環 CH∗BG が, B.

Totaroによって定義され ([49]), 群の分類空間を代数幾何の枠内で扱うことが
可能になり, これを受けて, 様々な代数群の分類空間の Chow 環が計算されて
いる ([45], [17], [20], [40]). 通常のコホモロジーの場合, Lie 群 G のコホモロ
ジーとその分類空間 BGのコホモロジーは, スペクトル系列により結ばれてい
る ([46]). では, 代数群 Gの Chow環 (この稿では, A(G)と書いている)と, そ
の分類空間 BGの Chow環 (ここでは, CH∗BGと書いている)の間には, どの
ような関係があるのだろうか?
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Kervaire不変量と位相変換群論
北田　泰彦

（横浜国立大学大学院)

1 Kervaire不変量とは
1960年，Kervaireは 10次元の多様体で微分構造を持たないものを次のように構成した

([42])。M10
0 は平行可能な微分可能な多様体で，その境界は球面とホモトピー同値であり，

Kervaire不変量が１のものとする。境界は S9 と同相なので，境界に円板 D10 を貼り合わ
せて 10次元の位相（あるいは PL）閉多様体M10 を作る。もしこの多様体が微分構造を
持つならば，安定平行可能となり，10次元の安定枠付き閉多様体でKervaire不変量１のも
の (Kervaire多様体)が存在することになる。しかし，18次元以下では 2, 6, 14次元しか
Kervaire不変量１の安定枠付き多様体（＝球面の安定ホモトピー群の要素）が存在しないこ
とが示されるので，M10は微分構造を持たない。
（安定）枠付き閉（もしくは境界がホモトピー球面の）多様体M2q (q：奇数)に対して，

Kervaire不変量は次のように定められる。まず，Mに対して枠付き手術を行い，Mが (q−1)
連結となるようにする。Hq(M ; Z/2)上の２次形式 φ : Hq(M ; Z/2) → Z/2を次のように定め
る。x ∈ Hq(M ; Z/2) を球面からの埋め込み（またははめ込み）Sq → M で表す。q = 1, 3, 7
以外では，x を表すその埋め込みの法バンドルが非自明（Sq の接バンドルと一致）のとき
φ(x) = 1，自明のとき φ(x) = 0 と定める。このとき，

φ(x + y) = φ(x) + φ(y) + x · y

が成り立つ。ここで x · y は２つのホモロジー類の交わり数を表すが，この交わりに関する
Hq(M ; Z/2) の symplectic base xi, yi，すなわち，xi · yi = δij , xi · xj = 0, yi · yj = 0 なる
ものをとり，M のKervaire不変量を c(M) =

∑
i φ(xi)φ(yi) で定義する。 q = 1, 3, 7 のと

きを含む一般的な定義では，Steenrod作用素 Sqq+1 と Pontrjagin-Thom写像を用いた関数
的コホモロジー作用素によって２次形式を定義する ([15])。

q を奇数とするとき，2q 次元の平行可能な多様体でその境界がホモトピー球面であり，
Kervaire不変量が１となるものが次のように構成できる。その方法を２つ述べる ([38])。

Brieskorn多様体 d を奇数，εを小さな正の実数として，C
q+1 で

zd
1 + z2

2 + · · · + z2
q+1 = ε,

|z1|2 + |z2|2 + · · · + |zq+1|2 ≤ 1

を満たす多様体を W 2q
d とすると Wd は平行可能かつ境界はホモトピー球面であり，

Wd のKervaire不変量は d ≡ ±1 mod 8 のとき 0，d ≡ ±3 mod 8 のときに 1 とな
ることが知れている。前者のとき，境界は標準的球面 S2q−1に微分同相である。後者
のときには，その境界は Kervaire球面と呼ばれる。ここではそれを Σ2q−1

K と表すこ
とにする。後に見るように q �= 2j − 1 なら Σ2q−1

K は S2q−1と微分同相でない。また，
Kervaire球面が標準的な球面と微分同相の時には，Wd の境界に D2q を張り合わせて
Kervaire多様体が構成できる。
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Plumbing法 A2m を 2m個の頂点を一列につないで得られるグラフとする。A2mの各頂点
に Sqの接バンドルに随伴した単位円板バンドルを置いて，グラフの辺によりバンドル
を plumbして得られる 2q次元多様体M2q

2mを考える。このとき，M2mは平行可能多
様体で，その境界はホモトピー球面であり，Kervaire不変量 c(M2m) は 2m + 1 ≡ ±1
mod 8 のとき０，2m + 1 ≡ ±3 mod 8 のとき１となる。

2 ホモトピー理論におけるKervaire不変量
枠付きコボルディズム群 Ωfr

n は球面の安定ホモトピー群 πS
n と同一でき，ホモトピー論にお

ける中心的な研究対象であり続けてきた。Kervaire不変量は準同型写像 c : Ωfr
2q = πS

2q → Z/2
であり，多くの研究と結果が知られている。

1960 Kervaire c �= 0 (q = 1, 3, 7), および c = 0 (q = 5, 9)。

1966 Brown-Peterson ([19]) 2q = 8k + 2 のとき，関係式

Sq2Sq4k + Sq1(Sq2Sq4k−1) = 0

から２次形式を定義し，Kervaire不変量写像を SU および Spin コボルディズムに構
成し，

c : Ωfr
2q −→ ΩSU

2q (または ΩSpin
2q ) −→ Z/2

と分解することにより，c = 0 を証明した。

1969 Browder ([7]) 一般の多様体 M2q に vq+1向き付けの構造が入ることから，拡張さ
れたKervaire不変量ΩB〈vq+1〉

2q → Z/2 を定義し，枠付け多様体のKervaire不変量写像
c は q �= 2j − 1 のときには常に０となること，また q = 2j − 1 の時には，Adamsス
ペクトル系列の E2に現れる h2

j が E∞ まで残ることが c �= 0となるための必要十分
条件であることを示した。このことは Sq2j

Sq2j を含むAdem関係式が detectできる
安定ホモトピー群の要素の存在と同値である。

1972 E.H.Brown Jr ([17]) Z/4 値をもつ２次形式と，ガウス和を用いて，mod 8 の指数
写像　Ωfr

2q −→ Ω2q(ξ〈vq+1〉) −→ Z/8 を用いて，Browderの議論をわかりやすいもの
とした。

1984 Barratt-Jones-Mahowald ([4]) それまで 2q = 2, 6, 14, 30 で枠付け閉多様体で
Kervaire不変量１の存在がわかっていたが，2q = 62 でも存在することを示した。

その他 Kervaire不変量は余次元１のはめ込みに関連して解釈できることは知れていた ([30]
など)。この方法を進める試みが近年なされている様子である。その方法を用いて，昨
年から今年にかけて 2j+1 − 2次元で Kervaire不変量がゼロとなる次元の存在が示せ
たとの主張がArchiveで見られるが，詳細はまだ不明である。
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3 手術理論におけるKervaire不変量
3.1 Kervaire-Milnorのホモトピー球面

n次元球面とホモトピー同値な向き付けられた微分可能閉多様体の hコボルディズム類の
集合は多様体の連結和に関して可換群をなす。この群を Θn で表す。Kervaire-Milnor は完
全系列

0 −→ bPn+1 −→ Θn
p′−→ Cok(Jn : πn(SO) → πS

n )

を与えた。bPn+1は平行可能な (n + 1)次元多様体の境界となるホモトピー球面のつくる部
分群であり，nが偶数の時には bPn+1 = 0 である。 n ≡ 3 mod 4 の時には，bPn+1はいわ
ゆるMilnor球面で生成される有限巡回群である。n ≡ 1 mod 4 のとき bPn+1 はKervaire
球面で生成される。さらに，n ≡ 1 mod 4 で n �= 2∗ − 3 のときには，Browderの結果か
ら，bPn+1

∼= Z/2 である。また，Kervaire-Milnorは n �≡ 2 mod 4 では，p′ が全射である
ことを示した ([43])。n ≡ 2 mod 4 の時には，Im(p′) = Ker(c : Cok(Jn) → Z/2) であるが，
前に述べたように，n �= 2∗ − 2 の時には c = 0 なので，p′ は全射である。

3.2 手術の完全系列

Xn を n次元 Poincaré複体とする。X への手術データ（法写像ともいう）とは可換図式

νM

��

b �� ξ

��
Mn

f
�� Xn

ただし，ξはXn上の安定ベクトル束，νM はM の安定法束，f は写像度１の写像で，bは f

をカバーするベクトル束写像である。このとき，ξはX の Spivak 球面法ファイブレーショ
ンのベクトル束への reductionになっている。Xへのすべての手術データをコボルディズム
関係で同値類別した集合を N (X)で表す。その要素を法写像とよぶこともある。同様の概
念は微分可能カテゴリーだけでなく，PL，TOPでも定義できる。X が単連結のとき，多様
体 Mn とホモトピー同値写像 f : Mn → Xn 全体の hコボルディズムクラス全体を S(X)
で表す。単連結でない場合には，simpleホモトピー同値と sコボルディズムを用いる。この
とき n ≥ 5 で完全系列

S(X × I rel ∂)
η′
−→ N (X × I/∂) s′−→ Ln+1(π) ω−→ S(X)

η−→ N (X) s−→ Ln(π)

が成り立つ ([82])。Ln+1(π), Ln(π) は π = π1(X) とするWallの手術障害群である。Wall群
は自明な群のWall群を直和にもち Ln(π) = Ln(1)⊕ L̃n(π) と書ける。このことから，n ≡ 2
mod 4 の時には N (X)，n + 1 ≡ 2 mod 4 の時には N (X × I/∂) の手術障害は Kervaire
障害を含む。前者は与えられた手術データを満たすX とホモトピー同値な多様体が存在す
るための条件であり，後者は Kervaire球面との連結和が微分構造を変えるかという分類問
題に関わる。

BSO，BSF をそれぞれ安定ベクトル束，安定球面ファイブレーションの分類空間とし，分
類空間の J 写像 J : BSO → BSF のホモトピーファイバーを F/O で表す。F/O はファイ
バーホモトピー自明化をもつ安定ベクトル束の分類空間である ([59])。F/O → BSO → BSF
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は無限ループ空間の無限ループ写像であることが知れている。X とホモトピー同値な多様
体が存在するとき，N (X), N (X × I/∂) はそれぞれホモトピー集合 [X,F/O], [ΣX+, F/O]
と解釈できる。ここでΣX+ は X+ = X ∪ {pt} の簡約懸垂であり，X × I/X × {0, 1} の略
記である。このとき，手術の完全系列は

S(X × I rel ∂)
η′
−→ [ΣX+, F/O] s′−→ Ln+1(π) ω−→ S(X)

η−→ [X,F/O] s−→ Ln(π)

となる。 X = Sn の場合には

Θn+1
η′
−→ πn+1(F/O) s′−→ Ln+1(1) ω−→ Θ

η−→ πn(F/O) s−→ Ln(1)

であり，これはファイブレーション PL/O → F/O → F/PL のホモトピー群の完全系列

πn+1(PL/O) → πn+1(F/O) → πn+1(F/PL) → πn(PL/O) → πn(F/O) → πn(F/PL)

と同一視できる ([52])。

4 手術の分類空間と普遍Kervaire類
4.1 分類空間のホモロジー特性類

qを奇数とするとき，多様体構造を持つ Poincaré複体 X2q の手術問題に対するKervaire
不変量（Kervaire障害）を求めるには，Kervaire障害 c : [X,F/O] → Z/2 を計算する必
要がある。PL多様体のカテゴリーでも同様な問題が考えられるが，この場合手術の分類空
間 F/PL の 2局所的性質は Sullivan([79])により

F/PL 
 (K(Z/2, 2) ×δSq2 K(Z, 4)) ×
∏
i>1

(K(Z/2, 4i − 2) × K(Z/2, 4i))

と知れているので，扱いは難しくない。法写像（手術データ）を ϕ : X → F/PL とすると
き，Kervaire不変量（障害）が

c(ϕ) = 〈V (X)2
∑

i

ϕ∗(KPL
4i+2), [X]2〉

で与えられるように，PL普遍Kervaire類 KPL
4i+2 ∈ H4i+2(F/PL) (Z/2係数) を定義できる

([77],[26],[59])。ここで，V (X) は X の全Wu類，[X]2 ∈ Hn(X) は mod 2 のホモロジー
基本類である。このように定められた普遍 Kervaire類 KPL

4i+2 は primitiveであることが知
れている。すなわち余積は，

ψ(KPL
4i+2) = KPL

4i+2 ⊗ 1 + 1 ⊗ KPL
4i+2

となる。微分可能カテゴリーの分類空間 F/O は F/PL のような簡単な記述はないが，自
然な写像 F/O → F/PL は 6連結であるので，低い次元ではホモトピー同値である。また，
PL普遍Kervaire類 KPL

4i+2 の F/O への引き戻しは 4i + 2 = 2j+1 − 2 のときのみ０となら
ない。この類をK2j+1−2 で表し，微分可能カテゴリーの普遍Kervaire類とよぶ。当然なが
ら，これらも primitiveである。
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Z/2係数の微分可能カテゴリーの手術分類空間 F/O のコホモロジー群を直接計算するこ
とは難しい。Milgramはホモロジー作用素を用いて無限ループ空間としての Pontrjagin環
H∗(SF ; Z/2), H∗(F/O; Z/2) などを計算した。

Milgram([64])

H∗(F/O; Z/2) = P{u(i, i) = QiQi[1] ∗ [−3]|i ≥ 1}
⊗ P{u(I) = QI [1] ∗ [1 − 2n]|I = (i1, . . . , in) : allowable, n ≥ 2, e(I) ≥ 1, in ≥ 1}

ここで，I が allowable とは 2ij+1 ≥ ij ≥ ij+1, (j = 1, . . . , n − 1) を意味し，e(I) =
i1 − i2 − · · · − in ，生成元の次数は deg u(i, i) = 2i, deg u(i1, . . . , un) =

∑
j ij である。

コホモロジー特性類である普遍Kervaire類との関係については，Madsenらによる次の結
果がある。

Madsen([56] など) I = (i1, i2, . . . , in) （必ずしも allowable でない）としたとき，
〈K2j+1−2, u(i1, i2, . . . , in)〉 �= 0

⇐⇒ n = 2, i1 + i2 = 2j+1 − 2, かつ　 ∃k, 0 < k ≤ j ，i2 = 2k − 1

微分可能な枠付き 2q次元Kervaire多様体が存在するとき，それの

h : Ωfr
2q = π2q(F ) Hurewicz−→ H2q(F ; Z/2) −→ H2q(F/O; Z/2)

による像は u(q, q)+decomposablesでprimitiveかつ，すべての双対Steenrod作用で消える。
たとえば，２次元，６次元では， h(η2) = u(1, 1), h(ν2) = u(3, 3)+u(2, 2)u(1, 1)+u(2, 1)2

である。逆に，u(q, q) + decomposables なるホモロジー類が sphericalなら，Kervaire多様
体は存在する。

4.2 Kervaire類の間の関係

Gitler-Stasheff([35])はH3(BF ; Z/2) は w3 と exotic特性類 e1 で生成されることを示し
た。後に McClendon の高次 twistedコホモロジー作用素 ([63]) を用いて，Peterson [71] は
球面ファイブレーションに対する２次特性類 (exotic特性類)esを定義した。これは Gitler-
Stasheffの e1を一般化するものである。Petersonの exotic特性類の indeterminacyはかなり
大きかったが，Ravenel [75]はこれを大幅に小さくする工夫を行った。さらに，Hegenbarth-
Heil([36]) はそのコホモロジー懸垂がH∗(SF ; Z/2) の普遍Kervaire類に一致することを示
した。この事実を利用すると，Steenrod代数の (コ)ホモロジー群の計算を通じて，２次コ
ホモロジー作用素 ψi,j たちの間の関係式から，普遍 Kervaire類の間の関係式を導くこと
ができる。実際，複素射影空間，実射影空間，偶数位数のレンズ空間の手術問題に現れる
tangentialな手術問題でのKervaire障害を調べることが行われてきた ([78], [46])。しかし，
個々のケースに応じた「２次コホモロジー作用素たちの間に成り立つ関係式」を発見するこ
とは必ずしも容易でなく，いわば，ad hoc な手段といえる。また，２次作用素にはつきもの
の不確定性 (indeterminacy)の扱いもわずらわしいものであった。これとは別な方法で，直
接普遍 Kervaire類たちの間の関係式を得ることができることがわかった。それは，前節で
述べたMilgram-Madsenの結果に加え，Nishidaの公式 ([70])を用いて，H∗(F/O; Z/2) の
普遍Kervaire類の関係式を求める方法である。この方法で発見された公式には次の２系列
のものがある。
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A系列　：　A(a, b, c) (a > b > c ≥ 0) :

Sq2a
Sq2b

Sq2c
K2a−2 + Sq2b

Sq2c
K2a+1−2 = 0

B系列　：　B(a, b) (a > b > 0) :

Sq2a+1
Sq2a

Sq2b
K2a−2 + (Sq2a+1

Sq2b
+ Sq2b+1+2b

Sq2a+1−2b+1
)K2a+1−2 = 0

前者の詳細な証明は [47] にある。後者の証明も同様なものであり，その方針は [49]に述
べてある。

5 位相変換群におけるKervaire不変量
ここで扱うのは，ホモトピー球面に作用する位数が偶数 m の有限巡回群 Cm を主とし，

最後に S1作用を少し扱う。

5.1 Desuspension問題におけるKervaire障害

ホモトピー球面 Σn が自由なC2作用 (involution)を持つとき，その球面がC2不変な余次
元１の球面を持つかという問題 (desuspensionの問題)がある ([11],[54],[55])。高次元 (n ≥ 6)
では，nが偶数のとき，常に不変な余次元１の球面は存在する。nが奇数の時には，n ≡ 1
mod 4 の時には Z/2 に，n ≡ 3 mod 4 の時には Z に値をもつ Browder-Livesay 障害 (BL
障害)が定義でき，これが０となることが，不変な余次元１の球面が存在するための必要十
分条件となる。BL障害は，Σ の中で余次元１の部分多様体の手術を行うための障害と見な
せるが，n ≡ 1 mod 4 の場合には余次元１の部分多様体を取り出したときの (n − 1) 次元
の障害と一致し，さらに (n− 3) 次元でのKervaire障害とも一致することがわかる。自由な
involution の商空間は実射影空間とホモトピー同値であり，これらの事実は下の図式の可換
性として理解できる。

S(RP
4k+1)

��

BL �� Z/2

[RP
4k+1, F/O]

��
[RP

4k, F/O]

��

c �� Z/2

[RP
4k−1, F/O]

��

c̄ �� Z/2

[RP
4k−2, F/O] c �� Z/2

Brieskorn球面 ∂Wd 上で

Td(z1, z2, · · · , z2k+2) = (z1,−z2, · · · ,−z2k+2)
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で与えられる involution を考える。この作用の BL障害は，d ≡ ±1 mod 8 のとき 0 で，
d ≡ ±3 mod 8のとき１となる ([32])。また，Browder([13])は別の方法で involutionの例を
構成したが，その例でももすべての次元で障害が一致してしまう。これをSullivanのKervaire
障害の公式に適用すると，実射影空間の法写像 ϕ : RP

n → F/O についての ϕ∗(K2j+1−2)
のゼロ／非ゼロがはすべての j について一致する例しか構成できていないことがわかる。類
似の現象はMorita[69]や Masuda[62] にも見られる。Moritaでは次数でKervaire不変量が
定まる。MasudaはPetrieのファイバーホモトピー同値写像から構成した手術障害を計算し
ているが，そこの例でも異なる次元の Kervaire類が同時に 0または 1となっている。これ
は，特定の多様体に限った現象ではなく，異なる次元の普遍 Kervaire類たちの間に関係が
あることを強く示唆するものであった。実際，手術データ ϕ : RP

N → F/O が与えられた
とき， κj(ϕ) ∈ Z/2 を

κj(ϕ) =

⎧⎨
⎩

0, (ϕ∗(K2j+1−2) = 0 のとき)

1, (ϕ∗(K2j+1−2) �= 0 のとき)

で定める。B系列の公式B(j, 1)に ϕ∗ を施すと，

κj−1(ϕ) = κj(ϕ)

が 2j+1 − 2 ≤ N/2 − 2 で成り立つことがわかる。 つまり，

実射影空間の手術データ ϕ : RP
N → F/Oについて，(2j+1−2 ≤ N/2−2)なるKervaire

類 ϕ∗(K2j+1−2) は同時にゼロ／非ゼロとなる

一方，Sullivanの公式より，N = 2n のときの Kervaire障害 c(ϕ) は j = ν2(n(n+1)) (ν2

は 2-orderを表す) として，c(f) = κj(ϕ) で与えられることがわかる。このことから，以下
のことがいえる。

1. n = 2∗ または n = 2∗ − 1 以外のとき ϕ : RP
2n → F/O について c(ϕ) = κ1(ϕ) が成

り立つ。
また，k,および k + 1 が２のべきでないとき，手術データ ϕ : RP

4k+2 → F/O につ
いて，c(ϕ) と BL障害が一致することから，

2. k, k+1が２べきでないとき，標準的球面S4k+1上の自由な involutionは常にdesuspend
し，(4k + 1)次元のKervaire球面上の自由な involutionは決して desuspendしない。

3. L2n+1(m) を位数偶数のレンズ空間とし，自然な射影 RP
2n+1 → L2n+1(m) → CP(n)

は Z/2 係数の偶数次元のコホモロジー群の同型を引き起こすので，実射影空間につ
いてのKervaire類の同時消滅／非消滅はこれらの L2n+1(m), CP(n) についても成り
立つ。

4. 2次コホモロジー作用素の関係式の方法を用いると，多様体の次元の約 2/3次元まで
のKervaire類が同時消滅することがわかり，次元の約 1/2以下の同時消滅を示すB系
列の公式よりもやや強い結果が得られるが，手術障害の計算に際してはいずれを用い
てもほぼ同等の情報が得られる。

5. (4k + 1)次元球面に自由な S1 作用が与えられているとき，S1 多様体として余次元
２の不変な球面を持つための障害と，C2 多様体として desuspendするための障害は

7
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一致し，いずれも 4k − 2 次元のKervaire障害で与えられる ([68])。mが偶数のとき，
Cm作用についても同様である。

　

5.2 bP4k+2の作用

bP4k+2 は Θ4k+1(∂π) とも書き， (4k +1)次元ホモトピー球面で，平行可能な (4k +2) 次
元多様体の境界となり得るものからなるホモトピー球面の群 Θ4k+1の部分群である。この群
は閉Kervaire多様体が存在しないときには Z/2 でKervaire球面を生成元とし，閉Kervaire
多様体が存在するときには自明な部分群となる。この節では，Kervaire球面 Σ4k+1

K が連結
和により他の多様体の（詳しくは，写像のホモトピー類もこめて）微分構造を変えるかどう
かを問題にする。X4k+1 を単連結もしくは π1 = Cm の多様体として，手術の完全系列

[ΣX+, F/O] s′−→ L4k+2(Cm) ω−→ S(X)
η−→ [X,F/O] s−→ 0

を考える。Wall群 L4k+2(Cm) = L4k+2(1) ⊕ L̃4k+2(Cm) はX とホモトピー同値な多様体
M4k+1たちの集合 S(X)に変換群として作用する。その退化部分群は１次元高い障害写像 s′

の像であり，Cok(s′) は S(X) に自由に作用して，その商空間は法写像のホモトピー類（手
術データ）の集合 N (X) ≈ [X,F/O] と同型になる。(k +1) が２のべきとはならない場合に
bP4k+2 = Z/2 の作用を考える。単連結多様体については，Brown-Steer([21])が Stiefel多
様体 X = V2(R2k+2) の場合に作用が自明である ( X 
 ΣK = X ) ことを幾何学的に示して
いる。文献では，bP4kの作用に比して，bP4k+2の作用はあまり扱われていないようである。

5.3 X = RP
4k+1の場合

(4k + 2)次元のKervaire手術障害写像 s′ = c : [ΣRP
4k+1
+ , F/O] → Z/2 については，

手術データ ϕ : ΣRP
4k+1
+ → F/O に対しても，

κj(ϕ) =

⎧⎨
⎩

0, (ϕ∗(K2j+1−2) = 0 のとき)

1, (ϕ∗(K2j+1−2) �= 0 のとき)

と定めると，Sullivanの公式から

c(ϕ) =
∑
j≥1

(
k + 2j−1 − 1

2j − 2

)
κj(ϕ)

を得る。この値は，e = ν2(k(k + 1)) + 1 とおくと，κ1 + κe に等しい。一方，普遍Kervaire
類の関係式A(a, a − 1, a − 2) は

Sq2a
Sq2a−1

Sq2a−2
K2a−2 + Sq2a−1

Sq2a−2
K2a+1−2 = 0

となる。この式に ϕ∗ を施すことにより，少なくとも中間次元以下で κa−1(ϕ) + κa(ϕ) = 0
を得るので，中間次元以下の κi(ϕ) はすべて等しい。k および k + 1 が共に 2のべきでない
場合には κ1(ϕ), κe(ϕ) がすべてこの域に入るので，値は等しくそれらの和は 0となる。以
上で，

k, k + 1 �= 2∗ のとき， Kervaire障害写像 [ΣRP
4k+1
+ , F/O] → Z/2 はゼロである

ことがわかった。関連して，以下のことが言える。
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1. L4k+2(C2) が S(RP
4k+1) に非自明に作用する，すなわち，

RP
4k+1 
 Σ4k+1

K −→ RP
4k+1 
 S4k+1 = RP

4+1

は “恒等写像”にホモトピックでない。ところで，RP
4k+1 の向きを保つホモトピー同

値写像は恒等写像にホモトピックなので，このことは RP
4k+1 
 Σ4k+1 が RP

4k+1 と
微分同相でないことも意味する ([44])。

2. この障害写像が 0であることは，

Kervaire球面 Σ4k+1
K が２点を固定点集合とする involutionを持たない

とも解釈できる。すなわち，(4k +2)次元の平行可能多様体 W 4k+2 でその境界がホモ
トピー球面であって，境界上に２点を固定点とする involutionがあるならば，「Kervaire
障害写像＝ 0」より，W のKervaire不変量が 0とならなければならないからである。

3. 同様にして t ≤ 2k のとき， Kervaire障害写像

c : [Σ2t+1
RP

4k−2t+1
+ , F/O] −→ Z/2

は 0写像であることが示される。これは前項の流儀で解釈すると，「Kervaire球面 Σ4k+1
K

は固定点集合 S2tをもつS4k+1上の線形な involution S(R2t+1⊕R
4k−2t+1
a )と isovariant

な involutionを持たない」と言い換えられる。ここで Ra は antipodal表現を表す。

4. 位数mのレンズ空間L4k+1(m; q1, q2, . . . , q2k+1) (m, qi) = 1, (i = 1, 2, . . . , 2k+1) を
考える。この空間を略して L4k+1(m)で表す。mが 4の倍数でない偶数のとき，RP

4k+1

の場合と同様にして，Kervaire障害の写像 c : [ΣL4k+1(m), F/O] → Z/2 は 0写像で
ある。PetrieはWall群 L4k+2(Cm)の作用について，その部分群 L̃4k+2(Cm) ∼= Z

m/2−1

が自由に作用することを示していた ([72])。これまでの議論の結果から，残されてい
た L4k+2(1) ∼= Z/2 も自由に作用することがわかる。

5. 一般に Kervaire球面上に向き付け不可能な作用があるとき，その固定点の次元はど
のようなものが可能となるであろうか。 (2q − 1) 次元Brieskorn球面上の複素共役写
像は Sq−1 を固定点集合とする。この作用は線形な involutionとは isovariantホモト
ピー同値ではない。（equivarinatホモトピー同値ではある）。この例より次元の小さい
ものは知らない。

5.4 位数が 4の倍数mのレンズ空間の場合

mが 4の倍数の時には，逆に ϕ : ΣL4k+1(m) → F/O でKervaire障害が 1のものが構成
できる。以下にその概要を述べる。

• Sullivanによるとファイブレーション CokJ → F/O
β→ BSO は (2局所的に)分解し，

β∗ : [ΣRP
4k+1, F/O] −→ [ΣRP

4k+1, BSO] ∼= Z/2 ([31])

は全射なので，β∗(g) �= 0 なる写像 g : ΣRP
4k+1 → F/O が存在する。Cok J は 5連

結で，β∗(w2) = K2 となり，g∗(K2) �= 0 が成り立つ。　
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• 写像 ρ : L4k+1(m) → RP
4k+1 は π1 の全射を引き起こす写像とすると，この写像が引

き起こす Z/2 係数のコホモロジー群の写像は１次元で同型，２次元以上では 0とな
る。合成写像

ϕ : ΣL4k+1(m)
Σρ−→ ΣRP

4k+1 g−→ F/O

を考えると，ϕ∗(K2) �= 0 であるが，j > 1 のとき，ϕ∗(K2j+1−2) = 0 であることがわ
かる。これを SullivanのKervaire障害の公式に適用すると c(ϕ) = 1 を得る。

すなわち

mが 4の倍数のとき， c : [ΣL4k+1(m), F/O] −→ Z/2 は全射である。

すなわち， L4k+1(m) 
 Σ4k+1
K = L4k+1(m) が成り立つ。

5.5 Kervaire球面上の自由な S1作用の非存在問題

Brieskorn多様体を利用したKervaire球面の表示から容易にわかるように，Kervaire球面
（広くはすべての Θn(∂π) の球面）は任意の位数の有限巡回群の自由な作用を持つ。1971年
にBrumfielは Σ9

K が自由な S1 作用を持たないことを示した ([25])。その後，Igarashiは計
算機による計算を実行し k + 1 が２のべきでないとき，130次元以下の Kervaire球面は自
由な S1作用を持たないことを検証した。

この問題に対する 2007年の状況は

k が８の倍数でない条件の下で，(4k + 1) 次元の Kervaire球面は自由な S1 作用
を持たない。

ことがわかっている ([50])。そこでの議論の方法は，1986年にDovermann-Masuda-Schultz
[28] が行った計算の方法に似ており μ不変量に着目する。また指数不変量とKervaire不変
量の４次元での関係を利用している。
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ORBIT EQUIVALENCE RIGIDITY FOR
MAPPING CLASS GROUPS

木田 良才 (東北大学大学院理学研究科数学専攻)

1. 序
本講演で扱う対象は, 可算離散群による, 測度を保存するような確率測度空間上の

作用で, エルゴード的で本質的自由なものである. ２つのそのような作用が与えられ
たとき, それらの作用による軌道が保存されるような測度空間の間の同型が得られ
るならば, その２つの作用は軌道同値であるという. 本講演では特に, 曲面の写像類
群の作用に関して, 軌道同値の観点から得られた結果 [Ki2], [Ki3] を紹介する. 軌道
同値やそれに関連する話題については, [S] を参照せよ.

2. 軌道同値
2.1. 定義. この予稿では, Γ, Λ, . . . 等は可算で離散な群 (ほとんどの場合, 無限群)
を表す. 可算で離散な群を単に離散群ともいう. また, (X,μ), (Y, ν), . . . 等は有限正
測度をもつ標準 Borel 空間を表す. 特に, 確率測度をもつ標準 Borel 空間を標準確率
空間という. ここで, 標準 Borel 空間とは, 可分で完備な距離空間からできる Borel
空間を意味する. 基本的な事実として, 濃度が等しい標準 Borel 空間は全て Borel 空
間として同型であることが知られている. 特に, 連続濃度をもつ標準 Borel 空間は
Borel 空間として単位区間に同型である. 標準 Borel 空間の基本性質に関する文献
としては [Ke] がある. 以下では, 離散群による標準 Borel 空間上の様々な作用につ
いて論じるが, 作用は全て Borel 可測とする. さらに, 断らない限り, 標準 Borel 空
間の部分集合としては Borel 可測なものしか考えない.

定義 2.1. Borel 可測な作用 ξ : Γ � (X,μ) に対し,

(i) ξ が保測 (measure-preserving) であるとは, 任意の γ ∈ Γ と A ⊂ X に対
し, μ(γA) = μ(A) となることをいう.

(ii) ξ が本質的に自由 (essentially free) であるとは, a.e. x ∈ X に対し, その
stabilizer {γ ∈ Γ : γx = x} が単位元のみからなるときをいう.

(iii) ξ がエルゴード的 (ergodic) であるとは, 可測部分集合 A ⊂ X が Γ-不変,
すなわち, γA = A が任意の γ ∈ Γ について成り立つならば, μ(A) = 0 また
は, μ(A) = μ(X) が成り立つときをいう.

(iv) ξ が e.f.m.p. であるとは, ξ がエルゴード的, 本質的に自由かつ, 保測である
ときをいう.

例 2.2. Γ を無限離散群とし, (X0, μ0) を標準確率空間とする. ここで, X0 の濃度は
連続とは限らないが, μ0({x}) = 1 となる x ∈ X0 は存在しないと仮定する.　この
とき, 積空間 (X0, μ0)

Γ =
∏

Γ(X0, μ0) は標準確率空間となり, この上の Γ の作用が
次のように定義される:

γ(xg)g∈Γ = (xγ−1g)g∈Γ, γ ∈ Γ, (xg)g∈Γ ∈ XΓ
0 .
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この作用 Γ � (X0, μ0)
Γ は e.f.m.p. である. このような作用を Bernoulli 作用と呼

ぶ. このことから特に, 任意の無限離散群は e.f.m.p. 作用をもつことがわかる.

２つの保測作用 ξ : Γ � (X,μ) と ζ : Λ � (Y, ν) が与えられたとき, それらの間
の, 以下のような２つの同値関係を考えたい. (X,μ) と (Y, ν) が測度空間として同
型であるとは, 可測部分集合 X ′ ⊂ X, Y ′ ⊂ Y で補集合が測度 0 になるものと, X ′

と Y ′ の間の Borel 同型写像 f で測度を保つものがあるときをいう. そのような f
を測度空間の間の同型写像という. 以下の２つの同値関係は測度 0 の集合を無視し
て定義されるものだから, 以後, 至る所で測度 0 の集合を除くといった類いの注意書
きが必要になるが, 逐一述べることはしない.

定義 2.3. ２つの保測作用 ξ : Γ � (X,μ) と ζ : Λ � (Y, ν) が 共役 (conjugate) で
あるとは, 測度空間の間の同型写像 f : (X,μ)

�→ (Y, ν) と同型 F : Γ
�→ Λ で次を満

たすものがあるときをいう:

f(γx) = F (γ)f(x) ∀γ ∈ Γ, a.e. x ∈ X.

定義 2.4. ２つの保測作用 ξ : Γ � (X,μ) と ζ : Λ � (Y, ν) が軌道同値 (orbit

equivalent, OE) であるとは, 測度空間の間の同型写像 f : (X,μ)
�→ (Y, ν) で次を

満たすものがあるときをいう:

f(Γx) = Λf(x) a.e. x ∈ X.

A ⊂ X, B ⊂ Y とその間の測度のクラスを保つ Borel 同型写像 g : A → B で,
ΓA = X, ΛB = Y かつ,

g(Γx ∩ A) = Λg(x) ∩ B a.e. x ∈ A

が成り立つようなものが存在するとき, ξ, ζ は弱軌道同値 (weakly orbit equivalent,
WOE) であるという.

定義から明らかに, 共役な作用は OE である. 注意として, 無限離散群による
e.f.m.p. 作用 Γ � (X,μ) が与えられたとき, その基本領域で可測なものは取れない.
つまり, 可測部分集合 F ⊂ X で,

• μ(
⋃

γ∈Γ γF ) = μ(X),

• 任意の相異なる γ1, γ2 ∈ Γ に対し, μ(γ1F�γ2F ) = 0

が成り立つようなものは存在しない. 基本領域が取れない故, ２つの作用による軌道
の空間が同型であるかどうかを判定するのは, 一般には容易ではない. 共役とは限ら
ない, (W)OE の例としては次がある:

命題 2.5 ([F2, Lemma 3.2]). G を局所コンパクトで第二可算公理を満たす位相群と
し, Γ, Λ を G の格子部分群とする. 作用 Γ × Λ � G を

(γ, λ)g = γgλ−1

で定める. このとき, ２つの作用 Γ � G/Λ, Γ\G � Λ は WOE である.

X,Y ⊂ G をそれぞれ G � Λ, Γ � G に関する基本領域とすると, ２つの写像
p : X → Y, p(x) = Γx ∩ Y,

q : Y → X, q(x) = yΛ ∩ X
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は共に各点のファイバーが高々可算個の元から成り, その上で単射になるような正測
度をもつ Borel 部分集合に制限すると, その制限は２つの作用 Γ � G/Λ, Γ\G � Λ
の間の WOE を与える.

2.2. 従順群の作用. 軌道同値の研究は, Z の作用に対する研究から始まり, 現在では
より一般に, 従順群 (amenable groups) の作用に関して, 次のような結果が最終的が
得られている. これにより, 従順群の e.f.m.p. 作用の OE による分類は完了したこ
とになる.

定理 2.6. ξ : Γ � (X,μ), ζ : Λ � (Y, ν) を e.f.m.p. 作用とする.

(i) ξ ∼OE ζ であって, Γ が従順ならば, Λ も従順である ([Z, 4.3.3]).
(ii) Γ と Λ が無限で従順ならば, ξ ∼OE ζ である ([OW]).

(i) は, 群の従順性が OE によって保たれることを主張しており, (ii) は無限従順
群の e.f.m.p. 作用は全て互いに OE であることを主張している. 従順性は, 群だけ
でなく色々な対象に対しても定義することができ, 例えば, e.f.m.p. 作用が従順であ
るということも定義できる. このような従順性は, 非従順群の作用の研究においても
重要な役割を果たす.

2.3. 写像類群の作用. M をコンパクト, 向き付け可能な連結な曲面とする (境界が
あってもよい). 以下, 曲面と言えば, これらの条件を満たすものを指す. M の種数が
g で, 境界の連結成分の個数が p のとき, M を Mg,p と書くこともある. このとき,
κ(M) = 3g + p − 4 とおく. M の写像類群 Γ(M)� を M の自己微分同相写像の (境
界上動かしてもよい) アイソトピー類全体からなる群で定義する. 写像類群の基本
的な性質については, [I1], [I2] が詳しい. 以下では, 常に κ(M) > 0, M 	= M1,2,M2,0

を仮定する.

注意 2.7. κ(M) ≤ 0 となる曲面 M については次が知られている. M が M0,4, M1,0,
M1,1 のいずれでもないとき, Γ(M)� は有限である. M が M0,4, M1,0, M1,1 のうちの
いずれかならば, Γ(M)� は SL(2, Z) とほとんど同型となる. また, M1,2 と M0,5 の
写像類群, M2,0 と M0,6 の写像類群はそれぞれほとんど同型である.

定理 2.8 ([Ki2], [Ki3]). Γ = Γ(M)� とし, ２つの e.f.m.p. 作用 ξ1 : Γ � (X1, μ1),
ξ2 : Γ � (X2, μ2) を考える. このとき, ξ1 ∼OE ξ2 ならば, ξ1 と ξ2 は共役である.

この定理は, ξ1 と ξ2 が WOE であるという仮定の下でも正しい. 次の節でこの定
理の証明の粗筋を述べる.

3. 定理 2.8 の証明
写像類群の作用について考える前に, 軌道同値の研究で重要な概念をいくつか紹

介する. なお, この節の内容は著者による概説 [Ki4] でも詳しく説明されている.

3.1. (測度論的) 同値関係. Γ � (X,μ) を保測作用とする. このとき,

R = R(Γ � X) = {(γx, x) ∈ X × X : γ ∈ Γ, x ∈ X}
は, 底空間 (X,μ) 上の擬群 (groupoid) の構造をもつ:

• range map (x, y) �→ x
• source map (x, y) �→ y

3
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• 積 (x, y) · (y, z) = (x, z)
• 逆元 (x, y)−1 = (y, x)

この擬群構造をもった R を作用 Γ � (X,μ) からできる (測度論的) 同値関係とい
う. この R は次の３つの性質を満たす:

• (反射律) 任意の x ∈ X に対し, (x, x) ∈ R;
• (対称律) 任意の (x, y) ∈ R に対し, (y, x) ∈ R;
• (推移律) 任意の (x, y), (y, z) ∈ R に対し, (x, z) ∈ R.

一般に, X ×X の Borel 可測部分集合で上の３つの性質を満たし, かつ, 各同値類が
高々可算個の元から成るようなものを X 上の (測度論的) 同値関係といい, それが
同値関係 R の Borel 部分集合であるならば, R の部分同値関係であるという.
２つの e.f.m.p. 作用 ξ : Γ � (X,μ), ζ : Λ � (Y, ν) に対し, ξ と ζ が OE である

こととそれらからできる同値関係 R(ξ) と R(ζ) が (擬群として) 同型であることは
同値である. 実際, 同型 f : (X,μ)

�→ (Y, ν) が ξ ∼OE ζ を与えるとすると,

f : R(ξ) → R(ζ), (x, y) �→ (f(x), f(y))

は同型を与える. 逆に同値関係の間の同型が得られれば, 底空間の間の同型が２つの
作用の間の OE を与える.

3.2. コサイクル. 一般に, ξ : Γ � (X,μ), ζ : Λ � (Y, ν) を e.f.m.p. 作用とし, それ
らが OE であるとする, すなわち, 同型写像 f : (X,μ)

�→ (Y, ν) で
f(Γx) = Λf(x) a.e. x ∈ X

が成り立つようなものが存在するとする. このとき, Λ � (Y, ν) が本質的に自由で
あることを使うと, Borel 写像 ρ : Γ × X → Λ で,

f(γx) = ρ(γ, x)f(x) ∀γ ∈ Γ a.e. x ∈ X

となるものが構成される. このような ρ を (f による) (OE) コサイクルといい, ρ
は次のコサイクル恒等式を満たす:

(∗) ρ(γ1, γ2x)ρ(γ2, x) = ρ(γ1γ2, x) ∀γ1, γ2 ∈ Γ, a.e. x ∈ X.

証明は以下のように定義より容易に従う:

ρ(γ1γ2, x)f(x) = f(γ1γ2x) = ρ(γ1, γ2x)f(γ2x) = ρ(γ1, γ2x)ρ(γ2, x)f(x).

一般に, Γ, Λ を離散群とし, Γ が (X,μ) 上に保測で作用しているとき, Borel 写像
ρ : Γ×X → Λ が上記のコサイクル恒等式 (∗) を満たすとき, ρ をコサイクルという.

注意 3.1. ２つの e.f.m.p. 作用 ξ1 : Γ � (X1, μ1), ξ2 : Γ � (X2, μ2) が測度空間の間
の同型 f : (X1, μ1)

�→ (X2, μ2) により OE であるとし, ρ : Γ × X1 → Γ を OE コサ
イクルとする. もし, Borel 写像 ϕ : X1 → Γ で,

ρ(γ, x) = ϕ(γx)γϕ(x)−1 ∀γ ∈ Γ, a.e. x ∈ X1

となるものが存在するならば, fϕ : X1 → X2 を fϕ(x) = ϕ(x)−1f(x), x ∈ X1 で定め
る. このとき, γ ∈ Γ, x ∈ X1 に対し,

fϕ(γx) = ϕ(γx)−1f(γx) = ϕ(γx)−1ρ(γ, x)f(x) = γϕ(x)−1f(x) = γfϕ(x).
4
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ゆえに, fϕ は Γ の作用に関して同変となる. このことから, fϕ が測度空間の間の同
型を定めることを見るのは易しいので, 結果として, ２つの作用 ξ1, ξ2 は fϕ を通し
て共役であることがわかる.

3.3. コサイクル剛性. M を κ(M) = 3g + p − 4 > 0, M 	= M1,2,M2,0 となる曲面と
する. Γ1 = Γ2 = Γ(M)� とする. 注意 3.1 より, 写像類群の作用に関する定理 2.8 は
次のコサイクルに関する定理から証明される:

定理 3.2 ([Ki2]). ξ1 : Γ1 � (X1, μ1), ξ2 : Γ2 � (X2, μ2) を e.f.m.p. 作用とし, 同型
f : (X1, μ1)

�→ (X2, μ2) は ξ1 ∼OE ξ2 を与えるとする. ρ : Γ1 ×X1 → Γ2 を f による
OE コサイクルとする. このとき, Borel 写像 ϕ : X1 → Γ2 で,

ρ(γ, x) = ϕ(γx)γϕ(x)−1 ∀γ ∈ Γ, a.e. x ∈ X1

が成り立つようなものが存在する.

以下では, この ϕ の構成の仕方について述べる. R1, R2 をそれぞれ作用 ξ1, ξ2 か
らできる同値関係とする. f は ξ1 ∼OE ξ2 を与えるから, 同値関係の間の同型

f : R1 �→ R2, (x, y) �→ (f(x), f(y))

を与える. 定理 3.2 の証明で最も重要なことは, この f がある特別な部分同値関係
を保存することを見ることなのだが, そのことを定式化するために記号を準備する.

定義 3.3. V (M) を M 上の, 境界成分にも一点にもアイソトピックでない単純閉曲
線のアイソトピー類全体とする. S(M) を V (M) の空でない有限部分集合 F で, F
の元の代表となる曲線たちを M 上互いに交わらないように実現できるようなもの
全体とする. C = C(M) を, V (M) を頂点集合, S(M) を単体の集合とするような単
体複体とする. この C は M のカーブ複体と呼ばれている.

C の次元は κ(M) = 3g + p− 4 に一致する. M の写像類群は, C 上単体複体の自
己同型として作用する. C の単体複体としての自己同型群について次のことが知ら
れている.

定理 3.4 ([I2, Section 8]). M を κ(M) > 0, M 	= M1,2,M2,0 となる曲面とする. 自
然な準同型 π : Γ(M)� → Aut(C) は同型である.

各 α ∈ V (M) に対し, tα ∈ Γ(M)� を α に関する Dehn twist とし, 〈tα〉 で, tα で
生成される無限巡回部分群を表す. i = 1, 2 と α ∈ V (M) に対し,

Ri
α = {(γx, x) ∈ Ri : γ ∈ 〈tα〉, x ∈ Xi}

で 〈tα〉 で生成される Ri の部分同値関係を表す. Ri の部分同値関係 S と Borel 部
分集合 A ⊂ Xi に対し,

(S)A = S ∩ (A × A)

で, S のAへの制限を表す. (S)Aは A上の同値関係となる. 次の定理は, f : R1 �→ R2

が Dehn twist で生成される部分同値関係を (底空間の可算個の Borel 部分集合によ
る分解を除いて) 保存するということを示している.

定理 3.5. 各 α ∈ V (M) に対し, X1 の可算個の Borel 部分集合による分割 X1 =⊔
n An と βn ∈ V (M) が存在して, 任意の n に対し,

f
((R1

α

)
An

)
=

(R2
βn

)
f(An)
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が成り立つ.

この定理を仮定して, 定理 3.2 における ϕ を構成する. 写像 Φ: X1 × V (M) →
V (M) を次のように定義する: α ∈ V (M) に対し, 上の定理における X1 の分割と
βn ∈ V (M) をとり, x ∈ An のとき Φ(x, α) = βn と定める. Φ の定義は X1 の分割
によらない. これは, 異なる α, β ∈ V (M) に対し, 〈tα〉 ∩ 〈tβ〉 = {e} となることから
示せる.

補題 3.6. α, β ∈ V (M) に対し,

i(α, β) = 0 ⇐⇒ i(Φ(x, α), Φ(x, β)) = 0 for a.e. x ∈ X1.

ここで, i : V (M) × V (M) → N は幾何学的交叉数である.

これは, 同値関係の従順性が同型 f : R1 �→ R2 により保存されることと次の同値
性から従う: α, β ∈ V (M) に対し,

　 i(α, β) = 0 ⇐⇒ 〈tα〉 ∨ 〈tβ〉 は従順群.

補題 3.6 は a.e. x ∈ X1 に対し, Φ(x, ·) : V (M) → V (M) が Aut(C) の元を定める
ことを意味する. (全単射であることは, f が同型であることから従う.) よって, a.e.
x ∈ X1 に対し, ϕ(x) = Φ(x, ·) ∈ Aut(C) � Γ(M)� を定めることができる. これで
ϕ : X1 → Γ2 = Γ(M)� が構成された. この ϕ が定理 3.2 の等式を満たすことを見る
のは難しくない.
これで定理 2.8 は, 定理 3.5 から従うことがわかった. 次の小節で定理 3.5 の証明

について述べる.

注意 3.7. 以上の議論は, Ivanov による, 写像類群の自己同型に関する次の定理の証
明に従っている.

定理 3.8 ([I2]). Γ1, Γ2 を Γ(M)� の有限指数部分群とする. f : Γ1
�→ Γ2 を同型とす

ると, g ∈ Γ(M)� で
f(γ) = gγg−1 ∀γ ∈ Γ1

が成り立つようなものが存在する.

この定理の証明の粗筋は次の通りである:

(1) 〈tα〉 ∩ Γi の元を, Γi の元として代数的に特徴付ける. このことより, f は次
を満たす: 各 α ∈ V (M) に対し, β ∈ V (M) で f(T 1

α) = T 2
β となるようなも

のが (唯一) 存在する. ここで, T i
γ = 〈tγ〉 ∩Γi (γ ∈ V (M), i = 1, 2) とおいた.

(2) ϕ : V (M) → V (M) を (1) の記号で, ϕ(α) = β と定義すると, ϕ は Aut(C)
の元を定める.

(3) ϕ ∈ Aut(C) に対応する Γ(M)� の元を g とすると, g は求める元である.

(3) については次のようにして示される: γ ∈ Γ1, α ∈ V (M) をとる. このとき,

f(γT 1
αγ−1) = f(γ)T 2

g(α)f(γ)−1 = T 2
f(γ)g(α)

が成り立つ. 一方,

f(γT 1
αγ−1) = f(T 1

γ(α)) = T 2
gγ(α)

より, f(γ)g(α) = gγ(α). このことより, f(γ)g = gγ, すなわち, f(γ) = gγg−1 が
従う.
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3.4. 同値関係の従順性. 定理 3.5 の証明を述べる前に, 同値関係の従順性を紹介す
る. しかし, その定義を正確に述べるためには多くの概念を導入しなければいけない
ため, ここでは従順性の基本的な性質を述べるだけにする. 正確な定義については,
[ADR] を参照してほしい. 同値関係の従順性は, 群の従順性の類似として定義され
るので, まず後者について述べる. 群の従順性は同値な条件が数多く知られている
が, その中でも次の性質を考えることにする.

定義 3.9. 離散群 Γ が 従順 (amenable) であるとは, 次が満たされるときをいう:
E を可分な Banach 空間とし, Γ は E 上等長同型として作用しているとする. E の
双対空間の単位閉球 E∗

1 上の位相として weak*-位相を考える. A ⊂ E∗
1 を, Γ の作用

に関して不変な空でない閉凸集合とする. このとき, A 内に Γ の作用に関する不動
点が存在する. すなわち, a ∈ A で γa = a, ∀γ ∈ Γ となるものが存在する.

同値関係は擬群の構造をもつことを述べたが, 擬群は群の一般化である. 同値関係
の従順性は, 上の定義の類似として定義される. そのためには, 擬群が作用する, 底
空間上の Banach 束やその作用に関する不動点等の概念を導入する必要がある. 同
値関係の従順性の基本性質を次の命題でまとめておく.

命題 3.10. (i) Γ � (X,μ) を保測作用とし, R をその作用からできる同値関係
とする. Γ が従順ならば, R は従順である. Γ � (X,μ) が本質的自由ならば,
逆も成り立つ.

(ii) 従順な同値関係の部分同値関係は従順である.

命題 3.11. Γ � (X, μ) を本質的自由な保測作用とし, R をその作用からできる同
値関係とする. 写像 ρ : R → Γ を (γx, x) �→ γ で定義する. (この ρ は擬群の準同
型を定める.) Γ は可分コンパクト Hausdorff 空間 K 上連続に作用しているとする.
M(K) で K 上の確率測度全体の空間を表す. S を R の従順な部分同値関係とする.
このとき, ϕ : X → M(K) で,

ρ(x, y)ϕ(y) = ϕ(x) for a.e. (x, y) ∈ S
となるものが存在する.

この命題で, M(K) は K 上の連続関数から成る Banach 空間の双対空間の単位球
面になることに注意せよ. R は ρ を通して K 上に作用していると見ていて, ϕ はそ
の作用に関する S の不動点である.

3.5. Dehn twist で生成される部分同値関係の特徴付け. 注意 3.7 でも述べたよう
に, Ivanov の定理 3.8 の証明では, Dehn twist で生成される巡回群の元を代数的に
特徴付けていることにより, 写像類群の任意の自己同型がそのような元を保存する
ことを示していた. 同値関係の同型写像に関する定理 3.5 も, Dehn twist で生成さ
れる部分同値関係を代数的に特徴付けることにより証明される. (ただ, その特徴付
けは Ivanov のそれと異なる.) まず, 写像類群の作用からできる同値関係の部分同値
関係に対し, その可約性という概念を導入したい. そして, その性質を代数的に特徴
付けることから始めたい. 写像類群 Γ(M)� の部分群 Λ が可約 (reducible) である
とは, σ ∈ S(M) で λσ = σ, ∀λ ∈ Λ が成り立つものが存在するときをいう. これを
同値関係で定式化したい.

Γ = Γ(M)� とし, Γ � (X,μ) を e.f.m.p. 作用とする. R をその作用からできる
同値関係とする. 写像 ρ : R → Γ を ρ(γx, x) = γ で定義する. PMF を (M に対す
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る) Thurston 境界とする. PMF は M の Teichmüller 空間 T の理想境界と見なす
ことができ, Γ が連続に作用するコンパクト空間である. PMF は写像類群の部分
群の分類において重要な役割を果たす. T や PMF のどのような点を不動点として
もつかによって, 部分群が分類される. また, PMF は M 上の measured foliation
の projective class 全体の空間と見なすこともできる. MIN を M 上の minimal
measured foliation の projective class 全体とする. MIN は PMF の Borel 部分
集合で, Γ の作用に関して不変である. S(M) は自然に PMF \MIN の部分集合
と見なすことができる. 一方で, Γ の作用に関して同変な写像

H : PMF \MIN → S(M)

が Ivanov により構成されている ([I1, Corollary 2.15] または [Ki1] の 4.2 節を参照
せよ). 自然な埋め込み S(M) ↪→ PMF \MIN は, H に対する切断になっている.
これを用いると, Γ の可約部分群の特徴付けが次のようにして得られる: M(PMF)
で, PMF 上の確率測度全体の空間を表す. Γ の部分群 Λ に対し, Λ が可約である
ためには, PMF \MIN に台をもつの M(PMF) の元で, Λ の各元により固定さ
れるようなものが存在することが必要十分である.
さて, R の recurrent な部分同値関係について次の性質を示すことができる. (同

値関係が recurrent とは, その各同値類が無限個の元から成ることを意味する.)

命題 3.12 ([Ki1, Theorem 4.41]). A ⊂ X を正測度をもつ Borel 部分集合とし, S を
(R)A の recurrent な部分同値関係とする. Borel 写像 ϕ : A → M(PMF) で

ρ(x, y)ϕ(y) = ϕ(x) for a.e. (x, y) ∈ S
となるものが存在するとする. (このような ϕ は S に関して ρ-不変であるという.)
このとき A の分割 A = A1 � A2 で,

ϕ(x)(MIN ) = 1 for a.e. x ∈ A1,

ϕ(x)(PMF \MIN ) = 1 for a.e. x ∈ A2

となるものが本質的に唯一存在する.

これはある種の dichotomy を主張している. つまり, ϕ(x) ∈ M(PMF) の台は
MIN またはその補集合のどちらか一方に含まれる. また, Γ の無限部分群 Λ が
PMF 上の不変確率測度 ν をもつとき, ν の台はMIN またはその補集合に含まれ
ることが示すことができる. 上記の可約部分群の特徴付けを考慮して, 可約部分同値
関係の定義を次のように与える:

定義 3.13. A ⊂ X を正測度をもつ部分集合とし, S を (R)A の recurrent な部分同
値関係とする.

(i) S に関して ρ-不変な Borel 写像 ϕ : A → M(PMF \MIN ) が存在すると
き, S は可約であるという.

(ii) S に関して ρ-不変な Borel 写像 ϕ : A → M(MIN ) が存在するとき, S は
IA (irreducible and amenable) であるという.

ここで, PMF の Borel 部分集合 S に対し, M(S) = {ν ∈ M(PMF) : ν(S) = 1}
とかく.

命題 3.12 はこの２つの部分同値関係は互いに排他的であることを主張している.
ちなみに, IA 部分同値関係は, １つの pseudo-Anosov 元で生成される巡回群を有限
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指数部分群して含むような Γの部分群に対応している. (そのような部分群はMIN
上にちょうど２つの不動点をもち, PMF \MIN 上には不動点はない.)
以下では, これらの特別な部分同値関係の基本性質を述べる. その前に, 正規部分

同値関係について言及しておく. これは, 群論における正規部分群の類似であり, 同
値関係の同型で保存される代数的な性質である. ここでは, その正確な定義を述べ
ないが, その基本性質だけを述べておく. 詳しくは [Ki1] の 6.1 節を参照せよ. R を
(X,μ) 上の同値関係とし, S が R の正規部分同値関係であるとき, S � R とかくこ
とにする.

命題 3.14. 次が成り立つ:

(i) Γ � (X,μ)を保測作用とし, N を Γの正規部分群とする. このとき, R(N �

X) � R(Γ � X).
(ii) R を (X,μ) 上の同値関係, S を R の正規部分同値関係とする. このとき, 正
測度をもつ Borel 部分集合 A ⊂ X に対し, (S)A � (R)A.

IA, 可約部分同値関係の基本性質を以下に記す.

命題 3.15. 定義 3.13 の記号を用いる. 次が成り立つ:

(i) IA 部分同値関係は従順である ([Ki1, Proposition 4.33]).
(ii) S (< (R)A) を IA (resp. 可約) 部分同値関係とする. T を (R)A の部分同値
関係で, S � T となるようなものとする. このとき T も IA (resp. 可約) と
なる.

(i) は, 次の２つの重要な事実を用いて示される:

(a) カーブ複体 C の (Gromov 双曲的距離空間としての) 理想境界 ∂C 上の
Γ = Γ(M)� による作用は (測度論的な意味で) 従順である ([Ki1, Theorem
3.29]).

(b) Γ の作用に関して同変な連続写像 π : MIN → ∂C が構成される. (これは,
Klarreich [Kl] による.)

(a) は C の距離空間としての双曲性等の幾何的な性質を用いることで証明される.
(ここでは, 作用の従順性については詳述しない.) (b) についていうと, ∂C の点は
曲面 M 上の (transverse measure 無しの) minimal foliation に対応しており, π は
transverse measure を忘れるという対応である. IA 部分同値関係 S (< (R)A) に対
し, ϕ : A → M(MIN ) を S に関する ρ-不変 Borel 写像とすると, ϕ と π は ρ-不変
Borel 写像 A → M(∂C) を誘導する. この写像の像は ∂C 上の確率測度で台が高々
２点から成るもの全体に含まれることがわかり, このことと (a) を用いると, S の従
順性が従う.

(ii) は, S に関する ρ-不変写像の中で, ある特別な性質をもつものは唯一であるこ
とが証明されるので, その唯一の写像が T に関しても ρ-不変であることより従う.
詳しくは [Ki1] の 6.2 節を参照せよ.

命題 3.16. S (< (R)A) を recurrent で従順な部分同値関係とする. T を (R)A の至
る所非従順な部分同値関係で, S � T となるものとする. このとき T は可約である.

(Y, ν) 上の同値関係 U が至る所非従順であるとは, 正測度をもつ任意の Borel 部
分集合 B ⊂ Y に対し, (U)B が従順でないときをいう.
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命題 3.16 の証明. S は従順なので, ρ-不変 Borel 写像 ϕ : A → M(PMF) が存在
する. 命題 3.12 より, A の分割 A = A1 � A2 で,

ϕ(x)(MIN ) = 1 for a.e. x ∈ A1,

ϕ(x)(PMF \MIN ) = 1 for a.e. x ∈ A2

となるものが存在する. もし, A1 が正測度をもつならば, (S)A1 � (T )A1 かつ (S)A1

は IA 故, (T )A1 も IA となり, 特に従順である. これは, T が至る所非従順であるこ
とに反する. ゆえに, A = A2 となり, S は可約である. �

この命題で大切な点は, 同値関係の代数的な性質だけから, 可約という幾何的な性
質を導いていることである. このことが可約部分同値関係の代数的な特徴付けをす
る上で重要な役割を果たす. この代数的な特徴付けについての正確な主張は複雑に
なるので, ここでは述べないが, その帰結として次を得る:

定理 3.17. ξ1 : Γ1 � (X1, μ1), ξ2 : Γ2 � (X2, μ2)を e.f.m.p.作用とし, f : (X1, μ1)
�→

(X2, μ2) は ξ1 ∼OE ξ2 を与えるとする. R1, R2 をそれぞれ作用 ξ1, ξ2 からできる同
値関係とする. このとき, 同型

f : R1 �→ R2

は次を満たす: A ⊂ X を正測度の Borel 部分集合, S < (R1)A を可約部分同値関係
とすると, f(S) < (R2)f(A) も可約である.

これを用いて, Dehn twist で生成される部分同値関係が同型 f : R1 �→ R2 によっ
て保存されることを見る. 方針は次のようになる:

(A) f は可約部分同値関係を保存するから, そのようなもので (包含関係の意味
で) 極大なものも保存する.

(B) 極大な可約部分同値関係は次のようにして特徴付けられる: 定義 3.13 の記
号で, (R)A の極大な可約部分同値関係 S は, ある Borel 写像 ϕ : A → V (M)
の “stabilizer” Sϕ にだいたい一致する. (正確にはそうならない場合もある.)
ここで,

Sϕ = {(x, y) ∈ (R)A : ρ(x, y)ϕ(y) = ϕ(x)}
が成り立つ. 逆に, 任意の Borel 写像 ϕ : A → V (M) に対し, Sϕ は (R)A の
極大な可約部分同値関係である.

(C) (B) の記号で, Borel 写像 ϕ : A → V (M) に対し, S � Sϕ となる recurrent
で従順な部分同値関係 S は次を満たす: 各 α ∈ V (M) に対し, Aα = ϕ−1(α)
の測度が正ならば,

(S)Aα < (Rα)Aα .

ここで,

Rα = {(γx, x) ∈ R : γ ∈ 〈tα〉, x ∈ X}.
逆に, Aα = ϕ−1(α) の測度が正ならば, (Rα)Aα � (Sϕ)Aα であって, Rα は
recurrent で従順な同値関係である.

(D) (C) により, Rα が代数的に特徴付けられたことになり, 同型 f : R1 �→ R2 は
Rα の形の部分同値関係を保存する.

以上が定理 3.5 の証明の方針である.
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注意 3.18. 上の議論は Ivanov の定理 3.8 の証明 (注意 3.7) における, (1) の証明の
方針にもなる.

4. 超剛性定理
定理 2.8 は同じ群 Γ = Γ(M)� の作用の間の軌道同値を考えているが, それでは,

Γ の作用と軌道同値になる作用をもつ離散群 Λ はどのような群だろうか? この問い
に対しては以下のような答えが得られている:

定理 4.1 ([Ki2], [Ki3]). Γ = Γ(M)� とし, Λ を離散群とする. ξ : Γ � (X,μ),
ζ : Λ � (Y, ν) を e.f.m.p. 作用とし, ξ ∼WOE ζ とする. このとき, ξ と ζ はほとんど
共役 (virtually conjugate) である. 特に, Γ と Λ はほとんど同型である.

２つの離散群 Γ と Λ がほとんど同型 (virtually isomorphic) であるとは, 群の
短完全列

1 → N → Γ → Γ1 → 1, 1 → M → Λ → Λ1 → 1

で N , M が有限なものと, 有限指数部分群 Γ2 < Γ1, Λ2 < Λ1 で Γ2 � Λ2 となるも
のが存在するときをいう. ほとんど同型な２つの離散群が WOE となる作用をもつ
ことを見るのは易しい. よって, 定理 4.1 は Γ(M)� の作用と WOE になる作用をも
つ離散群を特徴付けている.
定理 4.1 の証明は, コサイクル剛性定理 3.2 と, Furman [F1] による手法を用いる.

この Furman による手法は, 同じ Γ の２つの作用の間の考察から, Γ と別の離散群
Λ の作用の間の WOE から Λ の Γ (または Γ より少し大きい群) への表現を構成す
る方法であり, 非常に一般的なものである. (Furman はこれを, R-階数が 2 以上の
中心が自明な連結単純 Lie 群の格子部分群による作用の研究に応用した. 結果とし
て, Zimmer によるコサイクル超剛性定理 [Z] を用いて, そのような格子部分群の作
用について OE に関する剛性を示している. [F1], [F2] を参照のこと.) 定理 3.2 か
ら定理 4.1 を導くプロセスについては [Ki2] または [Ki4] を参照してほしい.
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blow-analyticity

(equisingularity) Tzee-Char Kuo

Oscar Zariski ([42, 43, 44])

1978

T.C. Kuo [27, 28, 29, 31, 32, 33] T,C, Kuo - J.N. Ward [30]

[35]

h : (Rn, 0) (Rn, 0) blow-analytic homeo-

morphism real modi cation : (M, 1(0)) (Rn, 0)
˜ : (M̃, ˜ 1(0)) (Rn, 0) : (M, 1(0)) (M̃, ˜ 1(0))

(M, 1(0)) (Rn, 0)

y hy
(M̃, ˜ 1(0))

˜
(Rn, 0)

f : (Rn, 0) (R, 0) g : (Rn, 0) (R, 0)
blow-analytically equivalent

h : (Rn, 0) (Rn, 0) f = g h

- - Kuo [11] -

L. Paunescu [13]

1
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2

1.

ft : (Rn, 0) (R, 0) t I

I [16] subanalytic

set

Kuo [35]

1.1 T.C. Kuo [35] {ft}t I
I ft

I = [a1, b1] × · · · × [am, bm]

1.2 T.C. Kuo [27] {ft}t I
{ft}t I

1.3 - [9] {ft}t I ft
{ft}t I

ft : (Cn, 0) (C, 0) t I

{(Cn, f 1
t (0))}t I

A.G. Kouchnirenko [25]

-

1.4 (1) f(x, y) = x3 y4 g(x, y) = x3 y2k (k > 2)

(2) f(x, y) = x2 y2 g(x, y) = x2+ y2 f g

1.5 - L. Paunescu [12] {ft}t I
{ft}t I
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3

V.I. Arnol’d [1] H. King [18] + A. Parusiński [39] J. Damon - T. Ga ney [3]

2.

K = R C

(1)

f : (Kn, 0) (K, 0)

A(f) := {ord (f( (t))) N { }; : (K, 0) (Kn, 0) C }
ord (f( (t))) f : (R, 0) (R, 0) t

A(f) f Fukui invariant

: U Rn (0) = 0

U 0 R f

nonnegative arc nonpositive arc

> 0 t [0, ) U

(f )(t) 0 ( (f )(t) 0)

A+(f) := {ord (f( (t))); f }
A (f) := {ord (f( (t))); f }
A±(f) Fukui invariants with sign

2.1 [10] f , g : (Rn, 0) (R, 0)
A(f) = A(g) A±(f) = A±(g)

1.4(1) 4 A(f) 4 / A(g) f

g

[20]

2.2 - A. Parusiński [23] f , g : (C2, 0) (C, 0)
A(f) = A(g)

(2)

2(1)

2.3 f(x, y, z) = x3 3xy5 + z3 g(x, y, z) = x3 + y7 + z3
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4

A(f) = A(g) = {3, 4, 5, · · · } { }

x z x3 + z3

J. Denef - F. Loeser [4, 5, 6, 7, 8]

motivic zeta function

E. Artal Bartolo Denef - Loeser

[2]

L := { : (R, 0) (Rn, 0); }
0 Rn m

Lm := { L; (t) = a1t+ a2t2 + · · ·+ amtm, ai Rn}
f : (Rn, 0) (R, 0) m 1

Xm,+(f) := { Lm; f = ctm + · · · , c > 0}
Xm, (f) := { Lm; f = ctm + · · · , c < 0}
Xm(f) := { Lm; f = ctm + · · · , c 6= 0}

f positive zeta function negative

zeta function total zeta function

Zf,+(T ) :=
X
m 1

( 1) md c(Xm,+)Tm

Zf, (T ) :=
X
m 1

( 1) md c(Xm, )Tm

Zf (T ) :=
X
m 1

( 1) md c(Xm)Tm = Zf,+(T ) + Zf, (T )

c

2.4 - Parusiński [19] f , g : (Rn, 0) (R, 0)
Zf = Zg Zf,± = Zg,±

2.3 f g
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5

(3)

f : (Kn, 0) (K, 0) : M Kn f 1(0)

simpli cation M

f 1(0) Ei i J 1(B )

(f ) 1(0) B 0 Kn -

i J

Ni := mult Ei f , i := mult Ei jac + 1

mult Ei Ei jac

I J EI =
T
i I Ei EI = EI \

S
j J\I Ej

C := {I;EI 1(0) 6= }

A, B N { }
A+ B := {a+ b N { }; a A, b B}
a = b = a + b =

I = (i1, · · · , ip) C

I(f) := (Ni1N+ · · ·+NipN) { }

2.5 - - Kuo [17] f : (Kn, 0) (K, 0) K = R C
f 1(0)

A(f) =
[
I C

I(f).

C+ := {I C;EI 1(0) P (f) 6= }, P (f) := {x M ; f (x) > 0}
C := {I C;EI 1(0) N(f) 6= }, N(f) := {x M ; f (x) < 0}

M

2.6 - - Kuo [17] f : (Rn, 0) (R, 0)

A+(f) =
[
I C+

I(f), A (f) =
[
I C

I(f)

f : (Rn, 0) (R, 0) M.

Kontsevich [24] Denef - Loeser change of

variables formula
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6

2.7 - Parusiński [19]

Z(T ) =
X
I 6=
( 2)|I| c(EI

1(0))
Y
i I

( 1) iTNi

1 ( 1) iTNi
.

EI,k EI x EI,k x f 6= 0
(f ) 1(0) 2|I| +(EI,k)

(EI,k) f

2.8 - Parusiński [19]

Z±(T ) =
X
I 6=
( 1)|I|

³X
k

±(EI,k) c(EI,k
1(0))

´Y
i I

( 1) iTNi

1 ( 1) iTNi

3.

f : (K2, 0) (K, 0) m f(x, y)

x mini-regular in x f fm
fm(1, 0) 6= 0
(1)

[26] T.C.

Kuo Y.C. Lu

m f : (C2, 0) (C, 0) x

f(x, y) = u(x, y)(xm +

mX
i=1

ai(y)x
m i)

u ai u(0, 0) 6= 0
x = i(y) i = 1, · · · , m f Newton-Puiseux i

j contact order

O( i, j) := ord 0 ( i j)(y)

h Q O( i, j) > h i j h+

f tree model

• main trunk

• m := mult 0 f(x, y)

• h0 := min{O( i, j)| 1 i, j m} B0 h(B0) :=

h0 B0 height B0
• x = i(y) i = 1, · · · ,m h+0

B0 trunk

s s

s
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•

f : (C2, 0) (C, 0) T (f)

K. Kurdyka - L. Paunescu [38] bunch

3.1 f(x, y) = (x y)(x2 + y3) T (f)

3

1

2

3
2

3.2 O. Zariski [41] f : (C2, 0) (C, 0)
0 C2 (C2, f 1(0)) f 1(0) branch Puiseux

characteristic exponent intersection number

f , g : (C2, 0) (C, 0) T (f) =

T (g)

3.3 A. Parusiński [40] f , g : (C2, 0) (C, 0)
f g f g

(2)

f(x, y) y R y 0 Newton-Puiseux

x = i(y)

T (f)

T (f) T+(f)

f(x, y) x R2 v = (v1, v2) v2 > 0

v f RTv(f) v

T+(f) A B

[21, 22]

f(x, y) RT (f)

• B0 S1 h(B0) = 1

m(B0) := 2mult 0 f(x, y)

• B0 v S1 RTv(f)
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• v1 v2 RTv(f) RT (f)
v1 v2 f

RT (f) RT (g)
Puiseux

3.4 f(x, y) = x(x3 y5)(x3+ y5) g(x, y) = x(x3 y5)(x3 2y5)

f g RT (f) RT (g)

++ + + + + + +

7 7 77

5
3

5
3

5
3

5
3

1414
(0, 1)(0, 1)(0, 1) (0, 1)

RT (f) RT (g)

(3)

[21]

f(x, y) g(x, y) weakly isomorphic res-

olution space f(x, y) g(x, y)

:M R2 ˜ : M̃ R2 :M M̃

(1) exceptional set strict transform

( 1(0)) = ˜ 1(0), ((f ) 1(0)) = (g ˜) 1(0)

(2) C (f ) 1(0)

mult C f = mult (C) g ˜

(3) f (p) > 0 g ˜( (p)) > 0

h : (R2, 0) (R2, 0) cascade blow-

analytic homeomorphism : (M, 1(0))

(R2, 0) ˜ : (M̃, ˜ 1(0)) (R2, 0) : (M, 1(0)) (M̃, ˜ 1(0))

(Mk, Ek)
bk (Mk 1, Ek 1)

bk 1 · · · b2 (M1, E1)
b1 (R2, 0)

y yhk 1 yh1 yh
(M̃k, Ẽk)

b̃k (M̃k 1, Ẽk 1)
b̃k 1 · · · b̃2 (M̃1, Ẽ1)

b1 (R2, 0)
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f : (R2, 0) (R, 0) g : (R2, 0) (R, 0)
cascade blow-analytically equivalent

h : (R2, 0) (R2, 0) f = g h

3.5 - Parusiński [21] f : (R2, 0) (R, 0) g : (R2, 0)
(R, 0)
(1) f g

(2) f g

(3) f g

(4) f g

3.4 f g

(4)

3.5

[22]

C0-eq. bi-Lipschitz eq. C1-eq. C2-eq. · · · C -eq. C -eq.

Cr- r =

1, 2, · · · T.C. Kuo

3.6 Kuo [34] Cr- r = 1, 2, · · ·

Kuo

3.7 - Parusiński [22]

(1) C1-

(2)

(1) C1-

3.5

(2) 3.5 3.4

1.1

J.P. Henry, A. Parusiński

[14] (2)
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[22] S. Koike and A. Parusiński, Equivalence relations for two variable real analytic function germs,

arXiv:0801.2650.
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