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On the structure of the Gordian complex of knots

2007年 8月　第 54回トポロジーシンポジウム　於　会津大学

早稲田大学　教育・総合科学学術院　　谷山公規

§1. 導入　
結び目理論の歴史を観ると、その草創期には個々の結び目を互いに独立したものと見て
研究していたように思われるが、 Conway多項式のスケイン関係式の発見、Jones多項式
の発見、そしてVassiliev不変量の発見によって、結び目あるいは絡み目全体の集合のな
す構造を研究することで、個々の結び目絡み目の性質も理解しようという気運が近年高
まって来ているように思われる。Vassiliev不変量の研究と密接な関係がある結び目絡み
目の局所変形の理論は、鈴木晋一先生、渋谷哲夫先生、中西康剛先生、村上斉先生、大
山淑之さん、安原晃さん、葉広和夫さんら多くの日本人によって研究されて来た伝統の
ある分野であることにも注目したい。本講演では内田吉昭さん-平澤美可三さん [3]によっ
て定義された結び目全体の集合が交差交換に関してなすGordian complexの構造につい
ての最近の研究を紹介する。

§2. 結び目のGordian complex　

Kを３次元球面 S3内の有向結び目型全体の集合とする。Kは可算無限集合である。以下
では結び目型と結び目を区別しないことにする。K1, K2 ∈ Kに対して、dG(K1, K2)で
K1をK2に変形するのに必要な交差交換（図 1 (a) ）の最小回数を表わすことにする。
dG(K1, K2)はK1とK2のGordian distanceと呼ばれる。Kの有限部分集合Hが n単体
であるとは、Hはちょうど n + 1個の結び目からなり、そのうちの任意の２つの結び目
K1, K2について dG(K1, K2) = 1であること、と定義する。Kの単体全体の集合を CGと
おく。このとき対 (K, CG)は単体的複体とみなすことが出来る。これを結び目のGordian

complexと呼ぶ。
この定義において、交差交換のところを delta 変形 [8] [7]（図 1 (b) ）やCk-変形 [2]

（図 1 (c) ）に替えて得られる複体を、それぞれ結び目の delta Gordian complex (K, C△)、
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結び目のCk-Gordian complex (K, CCk
)と呼ぶ。

123kk+ 1 123kk+ 1

(a) (b)

(c)

図 1

内田吉昭さん-平澤美可三さんは次を示した。

定理 1. [3] (K, CG)の任意の 1単体Hと任意の自然数 nに対して (K, CG)の n単体 J で
H ⊂ J なるものが存在する。

(K, CCk
)に関しては大山淑之さんによって次が示されている。

定理 2. [11] kを 3以上の自然数とする。(K, CCk
)の任意の 0単体Hと任意の自然数 nに

対して (K, CCk
)の n単体LでH ⊂ Lなるものが存在する。

一方 S. Baaderさんは次を示した。

定理 3. [1] K1, K2 ∈ Kが dG(K1, K2) = 2を満たすとき、互いに異なる無限個の有向結び
目 J1, J2, J3, · · ·が存在して dG(Ki, Jj) = 1 (i = 1, 2, j = 1, 2, 3, · · ·)を満たす。

注 4.　定理 3はGordian distanceが 2の任意の２つの結び目K1, K2に対して、K1から
K2への交差交換の途中経路として互いに異なる結び目が無限個存在することを示してい
る。Gordian distanceが 1の２つの結び目、すなわち１回の交差交換で互いに移り合う２
つの結び目で、その交差交換の仕方が本質的に異なるものがあるかという問題に関して
もいくつかの結果が知られている。例えば図 2は本質的に異なる結び目解消操作を２つ
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持つ結び目の例である [13]。これらの結び目解消操作が異なることは、交差交換の途中に
現れる交差頂点を１つ持つ特異結び目が互いに異なることから分かる。本質的に異なる
結び目解消操作を無限個持つ結び目があるかどうかは筆者は知らない。delta 変形に関し
ては無限個の本質的に異なる delte 変形が存在することが内田吉昭さんによって示されて
いる [14]。

= =

図 2

d△(K1, K2)で有向結び目K1をK2に変形するために必要な delta 変形の最小回数を
表わすことにする。堀内澄子さんは定理 3の delta 変形版である次の定理を示した。

定理 5. [5] K1, K2 ∈ Kが d△(K1, K2) = 2を満たすとき、互いに異なる無限個の有向結び
目 J1, J2, J3, · · ·が存在して d△(Ki, Jj) = 1 (i = 1, 2, j = 1, 2, 3, · · ·)を満たす。

次が主定理である。

主定理. m,nを非負整数とする。有向結び目K0, K1, K2, · · · , Km, Km+1, · · · , Km+nが、

dG(K0, Ki) = 1 (i = 1, 2, · · · ,m),

d△(K0, Ki) = 1 (i = m + 1,m + 2, · · · ,m + n)

を満たすとする。このとき互いに異なる無限個の有向結び目 J1, J2, J3, · · ·が存在して以
下を満たす。

dG(Jj, Ki) = 1 (i = 0, 1, 2, · · · ,m, j = 1, 2, 3, · · ·),

d△(Jj, Ki) = 1 (i = m + 1,m + 2, · · · ,m + n, j = 1, 2, 3, · · ·).

3
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注 6. （１）主定理で n = 0の場合は、筆者がこの研究を開始する以前に中西康剛先生
[9]が河内明夫先生のイミテーション理論 [6]を用いた証明を与えている（と筆者は伺って
いる）。
（２）主定理は定理３と定理４の両方の一般化になっている。
（３）主定理で dG(Jj, Ki) = 1が i = 0の場合も成立するように出来ることは内田吉昭さ
んに教えて頂いた。

結び目の delta Gordian complex (K, C△)については次が分かっている。

命題 7. (K, C△)は 1次元複体である。すなわち (K, C△)には 2単体は存在しない。さらに
無限グラフとして２組グラフになっている。

an(K)を結び目KのConway多項式の n次の係数とする。命題 7は次の定理 8から直
ちに得られることである。

定理 8. [8] K1, K2 ∈ Kが d△(K1, K2) = 1を満たすとき a2(K1) − a2(K2)は奇数である。

注 9.　実際にはこのとき a2(K1) − a2(K2) = ±1となることが証明されている [12]。

主定理の系として次を得る。

系 10. (1) m, nを任意の非負整数とする。Hを (K, CG)の任意のm単体とする。このと
き (K, CG)の (m + n)単体LでH ⊂ Lであるものが存在する。

(2) m, nを任意の自然数とし、p, qを任意の非負整数とする。(K, C△)の任意の完全２部
部分グラフKm,nに対して、(K, C△)の完全２部グラフKm+p,n+qでKm,n ⊂ Km+p,n+qで
あるものが存在する。

尚、Gordian complexに関しては最近 S. Baaderさんが活発に研究を推進しているよ
うである。また中西康剛先生-大山淑之さんによる研究 [10]もある。

§3. 証明　
主定理の証明のために次の補題を準備する。
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補題 11. m,nを非負整数とする。有向結び目K0, K1, K2, · · · , Km, Km+1, · · · , Km+nが、

dG(K0, Ki) = 1 (i = 1, 2, · · · ,m),

d△(K0, Ki) = 1 (i = m + 1,m + 2, · · · ,m + n)

を満たすとする。このときある有向結び目Kが存在して、
K0はKとHopf links H0, H1, H2, · · · , Hm, Borromean rings B1, B2, · · · , Bn のバンド和

K0 = K♮H0♮H1♮H2♮ · · · ♮Hm♮B1♮B2♮ · · · ♮Bn

で、バンドのつながり方は抽象的には図 3のようになっていて、

K0 − Hi = Ki (i = 0, 1, 2, · · · ,m)

K0 − Bi = Km+i (i = m + 1,m + 2, · · · ,m + n)

を満たすものとして表わすことが出来る。

図 3

証明の概略　Ki (i = 0, 1, 2, · · · ,m)はK0から 1回の交差交換で得られるので（i = 0の
場合はK0からK0への自明な交差交換を考える）、その交差交換をHopf linkのバンド和
で置き換えることにより、図 4のようにK0にHopf link H ′

iをバンド和した形で表せる。
またKi (i = m + 1,m + 2, · · · , m + n)はK0から 1回の delta 変形で得られるので、そ
の delta 変形を Borromean ringsのバンド和で置き換えることにより、図 4のようにK0

に Borromean rings B′
iをバンド和した形で表せる。これらのバンドを全て同時にK0に

付けて得られた有向結び目をKとおく。すなわち

K = K0♮H
′
0♮H

′
1♮H

′
2♮ · · · ♮H ′

m♮B′
1♮B

′
2♮ · · · ♮B′

n.
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ここでK0に付くバンドの位置を調整して、全体が抽象的には図 3のような平面グラフに
なるようにしておく。

=

=

図 4

ここで図 5のようにH ′
iをキャンセルするようにHiを、B′

iをキャンセルするようにBiを
つける。するとこれが求める

K0 = K♮H0♮H1♮H2♮ · · · ♮Hm♮B1♮B2♮ · · · ♮Bn

になっていることが分かる。✷
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=

=

図 5

主定理の証明の概略　補題 11のバンド和のバンドたちを引っ張って来てMilnor link状に
絡ませる。ここでH0のバンドがH1のバンドに絡む回数が j回であるものが Jjである。
このとき Jjたちが全て互いに異なることは堀内澄子さんによる次の定理を応用すること
で示される。

P (L; t, z)を成分数が rの有向絡み目 LのHOMFLYPT多項式とし、

P (L; t, z) =
∑

m≥1

P2m−r−1(L; t)z2m−r−1

によって P2m−r−1(L; t)を定義する。その tに関する n階微分に t = 1を代入したものを
P (n)

2m−r−1(L; 1)とする。

定理 12. [4] nを 3以上の自然数とする。有向結び目K1とK2が 1回のCn-変形で互いに
移り合うとする。このCn-変形に対応する Jacobi diagramをDとする。このとき

P (n)
0 (K1; 1) − P (n)

0 (K2; 1) =

{
0 ：Dが非平面的グラフのとき
±n! · 2n ：Dが平面的グラフのとき.

以上より J1, J2, · · ·が求めるものとなっていることが分かる。✷

例 13.　主定理の例としてK0は自明な結び目、m = 2でK1は８の字結び目、K2は 52

結び目、n = 1でK3は三葉結び目の場合の J2を証明の方法に沿って構成したものを図 6

に図示する。

7
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図 6
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Polynomial invariants for virtual links

宮澤 康行
山口大学大学院理工学研究科

1 Introduction

仮想結び目・絡み目 (virtual knots and links)およびそれに伴う基礎理論は，1996年Kauffman [9]
によって導入された。仮想結び目・絡み目の概念は厚みづけられた曲面に埋め込まれた結び目・絡み
目という幾何学的解釈 [7]がなされるので，仮想結び目理論は古典的結び目理論の 1つの拡張として
展開されることがわかる。それゆえ，仮想結び目理論の研究課題の 1つとして，仮想結び目の分類と
いう問題が挙げられる。現時点では，分類の手段には不変量を用いるのが一般的である。そのため，
多くの不変量，とくに多項式不変量が発見・定義されている。[1, 2, 3, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 19, 20]
古典的結び目の多項式不変量を拡張・改良した形のものが主流を占めるが，仮想結び目の特性
を利用して構成されているものもある。ここでは，ジョーンズ多項式を拡張した形である不変量
[5, 6, 15, 16, 17, 18] を 3つ紹介する。これら多項式の大きな特徴は仮想交点数 (virtual crossing
数)を評価できることである。仮想交点数とは仮想結び目・絡み目の不変量であり，古典的結び目・
絡み目とどのくらいかけ離れているかその仮想度 (?)を表す量である。それゆえ，以下ではこの点
に主眼をおいて結果等を述べる。蛇足であるが，仮想交点数は仮想結び目・絡み目を曲面上に実現
したときの曲面の種数とも関係があることを付記しておく。
なお，次節以降，用語等をすべて日本語表記に統一するのは難しい点がある。そのため，英語表

記と日本語表記が混在するが，ご容赦いただきたい。

2 Virtual Knots and Links

virtual link diagramとは，R2 に横断的に交点をもつようにはめ込まれた閉曲線で，各交点に図
1で示すような情報が与えられたものである。図 1の左側の交点を real crossing，右側の交点を
virtual crossingと呼ぶ。

real virtual

図 1: Crossings

図 2は virtual knot diagramの例である。virtual crossingは本来実在の交点を表すものではな
い。diagramが曲面上に実現されれば存在しない交点である。
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図 2: A virtual knot diagram

図 3に示す diagramの局所的な変形を classical Reidemeister moveといい，図 4に示す diagram
の局所的な変形を virtual Reidemeister moveという。virtual Reidemeister moveは virtual link
diagramと結び目の表記法である Gauss code diagramとの対応関係から要請された diagramの変
形である。classical Reidemeister moveと virtual Reidemeister moveを合わせて拡張Reidemeister
moveという。

type I

type II type III

図 3: Classical Reidemeister moves

type I type II

type III type IV

図 4: Virtual Reidemeister moves

2つの virtual link diagramは有限回の拡張 Reidemeister moveによって移り合うとき同値であ
ると定め，その同値類を virtual linkと呼ぶ。図 5は同値な diagramの例である。

classical link diagramはvirtual crossingをもたないvirtual link diagramとみなせるので，virtual
linkは classical linkの 1つの拡張である。
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∼=

図 5: Equivalent diagrams

3 Graph Diagrams

この節では，virtual linkの多項式不変量を定義するために用いるグラフ図式 (graph diagram)
について説明する。

magnetic graphとは次の条件をみたす向き付けられた 3次元球面内の graphである。

(1) 頂点 (vertex)の次数は 2

(2) 各成分は偶数個 (≥ 0)の頂点を持つ

(3) 各成分の辺 (edge)の向きは交代的

magnetic graph diagramとは，magnetic graphの R2 への射影から得られた正則表示のことであ
る。図 6はmagnetic graphの例である。

図 6: A magnetic graph diagram

classical link diagramは頂点のないmagnetic graph diagramと考えられるので，magnetic graph
diagramは classical link diagramの 1つの一般化である。

classical link diagramを virtual link diagramに拡張するのを模倣して，virtual crossingを許容
するmagnetic graph diagramを定義する。それを，virtual magnetic graph diagramと呼ぶ。（簡
単のため，VMG diagramと記述する。）図 7は VMG diagramの例である。

図 7: A VMG diagram
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VMG diagramの頂点には 2本の辺が接続している。頂点に対し接続している辺の 1つを指定す
ることを頂点に向き付けるという。(向きの与え方の手法は異なるが，向きの付いた頂点の概念は
[4]において導入されている。) そのとき，diagram上では頂点の向きを，指定された辺の方向を向
いた三角形によって表すことにする。図 8の例では頂点は右方向の向きを持っている。

図 8: An orientation of a vertex

Decorated VMG diagramとは，各頂点が向き付けられた VMG diagramのことである。（簡単
のため，DVMG diagramと記述する。）図 9はDVMG diagramの例である。頂点のないDVMG
diagramは virtual link diagramであるので，DVMG diagramは virtual link diagramの 1つの一
般化であると考えられる。

図 9: A DVMG diagram

2つのDVMG diagramは有限回の拡張Reidemeister moveによって移り合うとき，同値である
と定め，その同値類を decorated virtual magnetic graphと呼ぶ。
上記の graph diagramの関係をまとめると次のようになる。

virtual link
virtual magnetic

graph
decorated virtual
magnetic graph

link magnetic graph
magnetic graph

with
node orientation

図 10: A relationship

4 Polynomial Invariants

ここでは，virtual linkに対して定義される 3つの多項式不変量を紹介する。
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4.1 2-variable polynomial for oriented virtual links

まず，VMG diagramを用いて構成される不変量について述べる。
VMG diagramは交点がすべて virtualであるとき pureと言われる。
Dを pure VMG diagramとし，e(D)をDの辺の集合とする。Dの weight mapとは，e(D)か

ら {1,−1}への写像で，隣接する 2つの辺の像の積が −1となるもののこととする。Dの weight
mapの集合をWM(D)で表す。weight map f による Dの辺 eの像 f(e)は eの weightと呼ばれ
る。Dの weight mapが 1つ与えられるということは，Dの各辺に weightが与えられるというこ
とである。Dの各辺に weightが指定されると，Dの virtual crossingは 2つの型に分類される。1
つは交点を構成する 2つの辺の weightの積が+1であるもの，もう 1つは weightの積が−1とな
るものである。前者を regular crossing, 後者を irregular crossingという。irregular crossingを, そ
れを形成している 2つの辺のうち，weightが+1のものを上交差点，−1のものが下交差点となる
ように real crossingに変形することができる。この操作をDのすべての irregular crossingに対し
て行うことによりDから VMG diagramを作ることができる。この diagramを weight map f に
関するDの raised diagramといい，D̂f で表す。
写像 FD : WM(D) −→ Zを FD(f) = w(D̂f )で，写像 g : Z −→ Q[A±1, t±1]を g(m) = tmで与

える。ここで，w(D̂f )は D̂f の writheである。
µ(D)成分を持つ pure VMG diagram D に対し，2−µ(D)

∑

f∈WM(D)

(g ◦ FD)(f) を D の double

bracket polynomialといい，⟨⟨D⟩⟩で表す。
不変量は状態和 (state sum)と呼ばれる手法を用いて構成される。
Dを VMG diagram，cをDの real crossingとする。図 11のように，cを平滑化する 2種類の

仕方を 0-splice, ∞-spliceと呼ぶ。

0−splice←−−−− ∞−splice−−−−−→c

図 11: Two kinds of splices at c

Dのステイト (state)とは，Dの各 real crossingを平滑化 (0-spliceまたは∞-splice)して得られ
た pure VMG diagramのことである。Dの stateの集合を s(D)で表す。

S を D の stateとする。C0(D; S) (resp. C∞(D; S))を Dから S を得るために 0-splice (resp.
∞-splice)されたDの real crossingの集合とし，sg(D; S) =

∑

c∈C0(D;S)

sign(c) −
∑

c∈C∞(D;S)

sign(c)

とする。

PD = (−A3)−w(D)
∑

S∈s(D)

Asg(D;S){−(A2 + A−2)}µ(S)−1⟨⟨S⟩⟩ ∈ Q[A±1, t±1]

と定める。([6]では同様の多項式が raised diagramを用いずに定義されている。)

Theorem 4.1. VMG diagrm DとD′ が同値ならば，PD = PD′ が成り立つ。

Lを virtual link, Dを Lの diagramとする。Theorem 4.1 により，PL = PD によって Lの多
項式を定めることができる。
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Corollary 4.2. PLは virtual linkの不変量である。

maxdegtRLを PL の tの最大次数とし，v(L)を Lの virtual crossing数とする。

Proposition 4.3. v(L) ≥ maxdegtRL.

Example 4.4. Kを図 12の virtual knotとする。PK =
1
2
(A4 + A−4) − 1

4
(A2 −A−2)2(t2 + t−2)

なので，max degtRL = 2。ゆえに，v(K) = 2が示せる。

図 12: Kishino’s knot

4.2 A multi-variable polynomial for oriented virtual links

次に DVMG diagramを用いて構成される多項式不変量について述べる。
Dを DVMG diagram, vをDの頂点とする。vに接続している辺がともに vから出て行く向き

をもつとき，vを north vertex, ともに vに入ってくる向きをもつとき，south vertexと呼ぶ。
vの指数を，vが north vertexならば 2, south vertexならば −2によって定め，idx(v)で表す。
ev を v の向きを与える D の辺とし，f を D の weight map とする。f に関する v の符号を

signf (v) =
1
2
idx(v)f(ev) で与える。従って，signf(v) = ±1である。Dj をDの成分，VX(D)を

Dj の頂点の集合とするとき，vxwf(Dj) =
∑

v∈VX(Dj)

signf(v) を f に関するDj の vertex writheと

いう。
写像 F <j>

D : WM(D) −→ Zを F <j>
D (f) = vxwf(Dj)で，

写像 h : Z −→ Q[A±1, d0, d1, d−1, . . . , dn, d−n, . . . ] を h(m) = dmで与える。
Dに対する多項式を次のように定義する。

XD = 2−µ(D)
∑

f∈WM(D)

⎛

⎝
µ(D)∏

j=1

(h ◦ F <j>
D )(f)

⎞

⎠ .

さらに，XD = XD

∣∣
d0=−(A2+A−2)

とする。
不変量は state sumを用いて構成される。
Dを DVMG diagram，cを Dの real crossingとする。cを平滑化する仕方を図 13のような 2

種類とし，0-splice, ∞-spliceと呼ぶ。
Dの stateとはDの各 real crossingを平滑化して得られた DVMG diagramである。Dの state

の集合を s(D)で表す。
SをDの stateとし，sg(D; S)を 4.1節と同様にして定義された値とする。

HD =
∑

S∈s(D)

Asg(D;S)XS
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0−splice←−−−− ∞−splice−−−−−→c

図 13: Two kinds of splices at c

とし，
QD = (−A3)−w(D)HD ∈ Q[A±1, d0, d1, d−1, . . . , dn, d−n, . . . ]

と定める。

Theorem 4.5. DVMG diagram DとD′ が同値ならば，QD = QD′ が成り立つ。

Lを virtual link, Dを Lの diagramとする。Theorem 4.5 により，QL = QD によって Lの多
項式を定めることができる。

Corollary 4.6. QL は virtual linkの不変量である。

多項式 PL と QLの間には次の関係がある。

Theorem 4.7 ([5]). QL

∣∣
dn=− 1

2 (A2+A−2)tn/2 = −(A2 + A−2)PL.

mを正の整数，Ωを非負整数の集合とする。写像 q : Ω2m −→ C[A±1]が almost zero mapであ
るとは，Ω2mの元が有限個を除いて 0に移されるときをいう。

Lが virtual linkのとき，ある正の整数mと almost zero map qL が存在して，

QL =
∑

x∈Ω2m

⎛

⎝qL(x)
∏

1≤j≤2m

dxj
yj

⎞

⎠

と表せる。ここで，x = (x1, x2, . . . , x2m), yj = (−1)j{j + (1 − (−1)j)/2}, 1 ≤ j ≤ 2m。
QL のmaximal weighted degreeを max{

∑

1≤j≤2m

yj

2
xj; qL(x) ̸= 0} によって定め，maxwdegQL

によって表す。

Proposition 4.8. v(L) ≥ maxwdegQL.

Example 4.9. Kを図 14の virtual knotとする。このとき，PL = A−4 +
1
2
(A−6−A−10)(t+ t−1)

よりmax degtPL = 1。ところで，

RD = − (A2 + A−2)(2A−4 + A−8) +
1
2
(A−6 − A−10)(d2 + d−2)

+
1
2
A−6(d2 + d−2)2 +

1
2
(A−4 + A−8)(d4 + d−4).

よりmax wdegQK = 2。ゆえに，v(K) = 2が示せる。
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図 14: v(K) = 1 or2 ?

4.3 A multi-variable polynomial for unoriented virtual links

ここでは，向きの付いていない virtual linkの多項式不変量について述べる。
|D|を unoriented virtual link diagramとし，cを |D|の real crossingとする。cを平滑化する仕

方は，図 15のように 0-spliceと∞-spliceの 2種類とする。平滑化された後は，実際には交差して
いないが，これを null crossingと呼ぶ。従って，cを平滑化して得られる null crossingは，0-splice
して得られる null crossing と∞-spliceして得られる null crossing の 2 種類が存在する。前者を
type 0の null crossing, 後者を type ∞の null crossingと呼ぶ。

0−splice←−−−− ∞−splice−−−−−→

type 0 type ∞
c

図 15: Two kinds of splices at c

|D|の stateとは，|D|の real crossingのうちのいくつかを平滑化して得られた diagramと定義す
る。|D|の oriented stateとは，|D|の stateに向きを与えることによって得られた oriented diagram
とする。|D|の oriented stateの集合を os(D)で表す。

Sを |D|の oriented stateとする。S の type 0 (resp. type ∞)の null crossingが admissibleと
は，次の条件をみたすときをいう。

(1) null crossingを構成する 2本の stringの向きは反対向き

(2) 一方の stringをその向きに進むとき，もう一方の stringが左手側 (resp. 右手側)に見える

admissibleでない null crossingは inadmissibleと言われる。
Sの交点は，real crossing, virtual crossing, admissible null crossing, inadmissible null crossing

のどれかである。S の交点の集合を C(S)，real crossing, virtual crossing, admissible null cross-
ing, inadmissible null crossing の集合をそれぞれ，RC(S), VC(S), NC+(S), NC−(S) とすると，
RC(S) = RC(S) ∪ VC(S) ∪ NC+(S) ∪ NC−(S) が成り立つ。
写像 y|D| : C(S) −→ {0, 1}を

y|D|(c) =

⎧
⎨

⎩
1 if c ∈ NC+(S) ∪ RC(S) ∪ VC(S),

0 if c ∈ NC−(S),

によって与え，y|D|(S) =
∏

c∈C(S)

y|D|(c) と定義する。
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Sの real crossingと virtual crossingすべてをその向きに従って平滑化すると，いくつかの向き
の付いた自明な円周を得る。反時計回りの向きをもつ円周の数から時計回りの向きをもつ円周の数
を引いた値を S の rotation numberといい，rot(S)で表す。

HS を 4.2節で定義した多項式とし，HS を HS から A = q = e
π
6
√
−1 とおいて得られる多項式

とする。
JS = (−1)rot(S)y|D|(S)HS と定める。
Wg(|D|; S) = (q2 − q−2)n0(|D|;S){−(q2 − q−2)}n∞(|D|;S)qw(S) とする。ここで，n0(|D|; S),

n∞(|D|; S)はそれぞれ Sの type 0, type ∞の null crossingの数を表す。
不変量は state sumにより次のように構成される。

R|D| = (q4)−sw(|D|)(−1)v(|D|)
∑

S∈os(|D|)

Wg(|D|; S)JS ∈ C[d1, d−1, . . . , dn, d−n, . . . ].

ここで，sw(|D|)は |D|の self writheを，v(|D|)は |D|の virtual crossingの数を表す。

Theorem 4.10. unoriented virtual link diagram |D|と |D′|が同値ならば，R|D| = R|D′| が成り
立つ。

|L|を unoriented virtual link，|D|をその diagramとするとき，Theorem 4.10より，R|L| = R|D|

によって |L|の多項式を定めることができる。

Corollary 4.11. R|L|は unoriented virtual linkの不変量である。

R|L|のmaximal weighted degree, maxwdegR|L|, を 4.2節と同様に定義する。

Proposition 4.12. v(L) ≥ maxwdegR|L|.

Example 4.13. |K|を図 16の unoriented virtual knotとする。K を |K|に向きを与えた virtual
knotとする。QK = −(A2 + A−2)よりmaxwdegQK = 0。ところで，

RK = −4 + 2
√
−3 − 3

2
√
−3(d2 + d−2) +

1
4
(6 −

√
−3)(d2 + d−2)2 −

√
−3(d4 + d−4)

より，max wdegR|K| = 2。ゆえに，v(|K|) = v(K) = 2が示せる。

図 16: A virtual knot with trivial Q-polynomial
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点有限1の分割の拡張問題

大田春外
静岡大学教育学部

山崎薫里（高崎経済大学）との共同研究

本稿を通して，X は位相空間，A は X の部分空間，I = [0, 1] は通常
の距離を持つ単位閉区間を表す．(X, A) の近傍拡張子のクラス，すなわ
ち，任意の連続写像 f : A ⌅ Y が X における A の近傍1 に連続に拡張
できるような空間 Y のクラスを ANE(X, A) で表す．Dydak [4, 5] は，
距離位相を持つ任意の単体的複体が ANE(X, A) に属するような (X, A)

を特徴付けよという問題を提起し，それが A 上の任意の点有限 1の分割
が X 上の点有限 1の分解に拡張可能である (X, A) として特徴付けられ
ることを証明した．関連して，次の問題が提起された．

問題 1 (Dydak [4])．A 上の任意の点有限 1の分割が X 上の点有限 1の
分割に拡張可能ならば，直積空間 A � I 上の任意の点有限 1の分割は直
積空間 X � I 上の点有限 1の分割に拡張可能か．

距離位相を持つ単体的複体全体のクラスを C で表す．上記の Dydakの
結果より，問題 1は，「C ⇥ ANE(X, A) ならば C ⇥ ANE(X � I, A � I)

が成立するか」と同値な問題である．Ohta-Yamazaki [10] は，連続体仮
説の下で問題１が否定解を持つことを証明した．連続体仮説の必要性の
有無は現時点では不明である．本講演では，関連する話題と共に，この
結果について解説したい．

１．　 1の分割とその拡張

位相空間 X から I への連続関数の族 � が X 上の 1の分割 (partition

of unity) であるとは，任意の x ⌥ X に対して ⇤
{f(x) : f ⌥ �} = 1 が

成り立つことをいう．ここで � は無限集合でもよく，その場合 ⇤
f(x)

1ここで，G が X における A の近傍であるとは，(i) G が X の開集合で A ⇥ G を
満たし, (ii) [A] = 0, f [X \G] = 1 をみたす連続関数 f : X ⌅ I が存在することを言う．
正規空間 X の閉集合 A の場合は (ii) は (i) から導かれる．

1
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は有限和全体の最小上界として定義される．空間 X 上の 1の分割 � が
点有限 (point-finite) であるとは，任意の点 x ⌥ X に対し

{f ⌥ � : f(x) > 0}が有限集合

であることをいい，� が局所有限 (locally finite) であるとは，任意の点
x ⌥ X に対して x の近傍 G が存在して，

{f ⌥ � : ( x ⌥ G)(f(x) > 0)}が有限集合

であることをいう．局所有限ならば点有限である．いま，部分空間 A上の
1の分割 � と X 上の 1の分割 ⇥ が与えられたとする．全単射 ⌥ : � ⌅ ⇥

が存在して，
(�f ⌥ �)(⌥(f)|A = f)

が成り立つとき，⇥ は � の拡張であるという．1の分割の拡張に関して，
次の概念が定義される．集合 S の濃度を |S| で表す．

定義 2 ([4, 17])．⇤ を無限濃度とする．
(1) |�| ⇤ ⇤ である A 上の任意の 1の分割 � が X 上の 1の分割に拡

張できるとき，A は X に P ⇤-embedded であるという2．
(2) |�| ⇤ ⇤ である A 上の任意の点有限 1の分割 � が X 上の点有限

1の分割に拡張できるとき，A は X に P ⇤(point-finite)-embedded であ
るという．

(3) |�| ⇤ ⇤ である A 上の任意の局所有限 1の分割 � が X 上の局所
有限 1の分割に拡張できるとき，A は X に P ⇤(locally finite)-embedded

であるという．

定義 3．すべての無限濃度 ⇤ に対して Aが X に P ⇤-embeddedのとき，
A は X に P -embedded であるという．また，P (point-finite)-embedded,

P (locally finite)-embedded も同様に定義される．

最初に述べた問題 1は，正確には次の形で提起された．

問題 1a (Dydak [4])．⇤ を任意の無限濃度とする．もし A が X に
P ⇤(point-finite)-embeddedならば，A�I も X�I に P ⇤(point-finite)-

embedded か．

2Przymusiński-Wage [14] による特徴付けを定義として採用した．

2
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注意1：族正規空間3 X の任意の閉集合は X に P -embeddedである．こ
の逆も成立する．すなわち，任意の閉集合が X に P -embedded である
ような空間 X は族正規である．また，パラコンパクト T2 空間 X の任
意の閉集合は X に P (locally finite)-embedded であり，距離空間 X の
任意の閉集合は X に P (point-finite)-embedded である．後の命題の逆
は成立しない．より精密な結果については [4, 14, 17] を参照せよ．

２．　 1の分割の拡張と連続写像の拡張

(X, A) の拡張子のクラス，すなわち，任意の連続写像 f : A ⌅ Y が
X 上に連続に拡張可能であるような空間 Y のクラスを AE(X, A) で表
す．前節で定義した 1の分割の拡張概念が，どのようなクラスの空間 Y

がANE(X, A)または AE(X, A)に属することを特徴付けるかを示す．距
離空間全体のクラスMに対する絶対（近傍）レトラクト4 を AR (ANR)

で表す．また，位相空間 Y に対して，w(Y ) は Y の基底の最小濃度を
表す．

定理 1 (Dydak [4], Morita [9], Przymusiński [13])．任意の無限濃度 ⇤ に
対して，次は同値である．

(1) A は X に P ⇤-embedded である．
(2) A 上の任意の局所有限 1の分割 �, ただし |�| ⇤ ⇤, は X 上の 1の

分割に拡張できる．
(3) 任意の完備 ANR Y , w(Y ) ⇤ ⇤, に対して，Y ⌥ ANE(X, A)．
(4) 任意の Banach 空間の任意の凸閉集合 Y , w(Y ) ⇤ ⇤, に対して，

Y ⌥ AE(X, A)．
(5) 任意の完備 AR Y , w(Y ) ⇤ ⇤, に対して，Y ⌥ AE(X, A)．

定理 1より，任意の無限濃度 ⇤ に対して次の関係を得る：

P ⇤(locally finite)-embedded ⌃ P ⇤ ⇧ P ⇤(point-finite)-embedded

3位相空間 X が族正規 (collectionwise normal) 空間であるとは，X の任意の閉集合
の離散族 {F⇥ : ⇥ ⌥ �} に対して，互いに交わらない開集合の族 {U⇥ : ⇥ ⌥ �} が存在し
て，F⇥ ⇥ U⇥ (⇥ ⌥ �) が成り立つことを言う．任意のパラコンパクト T2 空間は族正規
空間である．

4Y がM に対する絶対（近傍）レトラクト (absolute (neighborhood) retract) であ
るとは，Y ⌥M であり，Y を閉集合として含む任意の X ⌥M に対して，Y が X の
（X における Y のある近傍の）レトラクトであることを言う．

3
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定理 2 (Dydak [4])．X が第 1可算公理をみたすとき5，任意の無限濃度
⇤ に対して，次は同値である．

(1) A は X に P ⇤(locally finite)-embedded である．
(2) |K0| ⇤ ⇤ である任意の CW-複体 K に対して，K ⌥ ANE(X, A) 6．
(3) |K0| ⇤ ⇤ である任意の可縮 CW-複体 K に対して，K ⌥ AE(X, A).

定理 3 ([4])．任意の無限濃度 ⇤ に対して，次は同値である．
(1) A は X に P ⇤(point-finite)-embedded である．
(2) 任意の距離位相を持つ単体的複体 K, w(K) ⇤ ⇤, に対して，K ⌥

ANE(X, A)．
(3) 任意の距離位相を持つ可縮単体的複体 K, w(K) ⇤ ⇤, に対して，

K ⌥ AE(X, A)．

P ⇤(locally finite)-embedding と P ⇤(point-finite)-embedding につい
て，定理 1の条件 (3)–(5) と同様な特徴付けが得られないかという疑問が
生じる．後者に関して，Yamazaki は次の定理 4の (1), (3) の同値を証明
し，その後の共同研究により (1), (3), (4) の同値が得られた．可算個の閉
集合の和集合は F⌃ 集合 と呼ばれる．距離空間の任意の開集合は F⌃ 集
合である．また，可算個の完備部分空間の和集合として表される距離空
間は ⇧-完備 (⇧-complete) と呼ばれる．

定理 4 ([10])．任意の無限濃度 ⇤ に対して，次は同値である7．
(1) A は X に P ⇤(point-finite)-embedded である．
(2) 任意の ⇧-完備 ANR Y , w(Y ) ⇤ ⇤, に対して，Y ⌥ ANE(X, A)．
(3) 任意の Banach 空間の任意の凸 F⌃ 集合 Y , w(Y ) ⇤ ⇤, に対して，

Y ⌥ AE(X, A)．
(4) 任意の ⇧-完備 AR Y , w(Y ) ⇤ ⇤, に対して，Y ⌥ AE(X, A)．

問題 2．任意の位相空間 X と X の任意の P ⇤(point-finite)-embedded

閉集合 A に対して Y ⌥ AE(X, A) となる AR Y は，⇧-完備で w(Y ) ⇤ ⇤

を満たすか8．

5実際には，第 1可算公理より弱い仮定，X から第 1可算公理をみたす空間 Y への
連続閉写像 f で，各点 y ⌥ Y に対して f�1(y) がコンパクトであるものが存在すると
きに，定理が成立することが証明された．

6K0 は K の 0-cell の集合である．
7(2), (4) の同値は定理 1と同様に証明できる．
8任意の位相空間 X と X の任意の P �-embedded閉集合 Aに対して Y ⌥ AE(X,A)

となるような AR Y は，完備で w(Y ) ⇤ � をみたす ([12, Corollary 3])．

4
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３．　コンパクト空間との直積と局所有限 1の分割の拡張

問題 1aは，P ⇤(point-finite) を P ⇤ または P ⇤(locally finite) に置き
換えると肯定解を持つことが知られている.

定理 5 (Alò-Sennott [1])．⇤ は無限濃度，A は X に P ⇤-embedded であ
るとする．このとき，w(Y ) ⇤ ⇤ である任意のコンパクト空間 Y に対し
て，A� Y は X � Y に P ⇤-embedded である．特に，A� I は X � I に
P ⇤-embedded である．

定理 6 (Yamazaki [18])．⇤ は無限濃度，A は X に P ⇤(locally finite)-

embedded であるとする．このとき，w(Y ) ⇤ ⇤ である任意のコンパクト
空間 Y に対して，A� Y は X � Y に P ⇤(locally finite)-embedded であ
る．特に，A� I は X � I に P ⇤(locally finite)-embedded である．

連続関数 f : X ⌅ I を用いて f�1(0)の形で表される集合をX の零集合
(zero-set) と呼ぶ．零集合の補集合を余零集合 (cozero-set) と呼び，余零
集合からなる被覆を余零被覆 (cozero-cover) という．P ⇤-embedding と
P ⇤(locally finite)-embeddingは局所有限な余零被覆を使って，それぞれ，
次のように特徴付けられる．

定理 7 (Shapiro [17])．A が X に P ⇤-embedded であるためには，A の
|�| ⇤ ⇤ である任意の局所有限な余零被覆 {U⇧ : ⌅ ⌥ �} に対して，X の
局所有限な余零被覆 {V⇧ : ⌅ ⌥ �} が存在して，すべての ⌅ ⌥ � に対して
V⇧ � A ⇥ U⇧ が成り立つことが必要十分である．

定理 8 (Yamazaki [18])．A が X に P ⇤(locally finite)-embedded である
ためには，A の |�| ⇤ ⇤ である任意の局所有限な余零被覆 {U⇧ : ⌅ ⌥ �}
に対して，X の局所有限な余零被覆 {V⇧ : ⌅ ⌥ �} が存在して，すべての
⌅ ⌥ � に対して V⇧ � A = U⇧ が成り立つことが必要十分である．

注意2．定理 8の「局所有限」を「点有限」に変えると，P ⇤(point-finite)-

embedding の特徴付けが得られるかという疑問は自然である．答えは，
⇤ = ⌃（＝可算無限濃度）のとき肯定的，⇤ > ⌃ のとき否定的であること
が知られている (Yamazaki [20])，

非常に簡略に言えば，定理 5, 6 はそれぞれ定理 7, 8 と「Y がコンパク
トのとき，X �Y の局所有限な余零被覆は X の局所有限な余零被覆に射

5
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影される」という事実を使って証明される．ところが Y = I の場合でさ
え，X � I の点有限な余零被覆の X への射影は点有限であるとは限らな
い．実際，I � I の点有限な余零被覆 {I � (0, 1]}↵ {I � [0, 1/n) : n ⌥ N}
の要素はすべて I に射影される．この理由により，少なくとも定理 5, 6

と同様のアイデアによって問題 1の肯定解を得ることはできない．

４．　 1の分割の拡張と可算還元定理

問題 1の（連続体仮説の下での）否定解を得る鍵となった結果は，次の
Yamazaki による定理である．

定理9 ([10])．Aが X に P ⇤(point-finite)-embeddedであるためには，A

が X に P ⇤-embedded かつ P ⌥(point-finite)-embedded であることが必
要十分である．

定理 5と定理 9より，問題 1aは次の問題と同値である．

問題 1b．⇤ を任意の無限濃度とする．もし A が X に P ⇤(point-finite)-

embedded ならば，A� I は X � I に P ⌥(point-finite)-embedded か．

注意3．定理 9の主張は，P ⇤(point-finite) = P ⇤ +P ⌥(point-finite)と図
式化されるが，この種の命題を可算還元定理と呼ぶ．Przymusiński-Wage

は定理 8の「余零被覆」を「開被覆」に置き換えて得られる性質に対し
て可算還元定理が成立することを予想した ([14, Question 3])．彼らの予
想は 4半世紀後の今日まで証明されていないが，その余零被覆版と言え
る関係 P ⇤(locally finite) = P ⇤ + P ⌥(locally finite) が成立するかどう
かも未解決である ([10, 11, 19])．

定理 9より，P ⇤-embedded集合 Aが X に P ⇤(point-finite)-embedded

であることを証明するためには，P ⌥(point-finite)-embeddedであること
を示せば十分である．いま A の可算な点有限 1の分割 � をとる．もし A

が X に P ⇤-embedded ならば，� は X の点有限 1の分割 ⇥ に拡張され
る．このとき，⇥ が点有限でないような点の集合 B は，X の可算個の余
零集合の共通部分として表される．したがって，B の点を解消するため
には，(X, A) が次の条件 (b) を満たすことが必要十分である．

(b) B � A = ⌦ であり，かつ X の可算個の余零集合の共通部分として
表される任意の集合 B に対し，B ⇥ U かつ U � A = ⌦ を満たす
X の余零集合 U が存在する．

6
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定理 10 ([10])．A が X に P ⇤(point-finite)-embedded であるためには，
A が X に P ⇤-embedded かつ (X, A) が条件 (b) を満たすことが必要十
分である．

定理 5と定理 10の結果として，問題 1bは次の問題と同値である．

問題 1c．⇤ を任意の無限濃度，A が X に P ⇤-embedded であるとする．
このとき，もし (X, A) が条件 (b) を満たすならば，(X � I, A� I) も条
件 (b) を満たすか．

５．　コンパクト空間との直積と点有限 1の分割の拡張

最小の無限順序数を可算無限濃度と同じ記号 ⌃ で表し，順序数 ⌅ と順
序数の集合 {µ : µ < ⌅} とを同一視する．順序数 ⌅, µ に対して，⇧µ は
⌅ から µ への写像全体の集合を表す．<⌥⌃ =

⌅
n<⌥

n⌃ とおく．X の零集
合の族 {Z⌃ : ⇧ ⌥ <⌥⌃} を用いて

S =
⌃

t⇥�⌥

�
⌥

n<⌥

Zt|n

⇥

と表される集合 S を X のススリン-Z-集合 (Suslin-Z-set)と呼ぶ ([15])．
距離空間においては，零集合と閉集合の概念，余零集合と開集合の概念
はそれぞれ一致し，ススリン-Z-集合は 解析集合 (analytic set) と呼ばれ
る ([6])．これらの集合に関して，次の補題は基本的である．以下，K は
カントル集合を表す．

補題 1 ([10])．X の任意の ススリン-Z-集合 B に対して，ヒルベルト立
方体 Q の解析集合 S と連続写像 f : X ⌅ Q が存在して，B = f�1[S]

が成立する．

補題 2 ([15])．Y がコンパクトのとき，直積 X �Y の任意のススリン-Z-

集合の X への射影は X のススリン-Z-集合である．

補題 3 ([6, 15])．距離空間 Y の解析集合は Y �K の可算個の開集合の共
通部分 (= G⌅-集合）の射影である．

いま，(X, A) に関する次の条件 (a) を考える．

7
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(a) B � A = ⌦ である X の任意のススリン-Z-集合 B に対し，B ⇥ U

かつ U � A = ⌦ を満たす X の余零集合 U が存在する．

可算個の余零集合の共通部分（より一般に，余零集合全体の族から生
成される ⇧-algebra に属する集合）はススリン-Z-集合だから，(a) ⌃ (b)

が成り立つ．定理 10と補題 1, 2, 3 より，次の定理を得る．

定理 11 ([10])．任意の無限濃度 ⇤ に対して，次は同値である．
(1) 任意のコンパクト T2 空間 Y , ただし w(Y ) ⇤ ⇤, に対して，A� Y

は X � Y に P ⇤(point-finite)-embedded である．
(2) A � I は X � I に P ⇤(point-finite)-embedded である．
(3) 非可算濃度のあるコンパクト距離空間 Y が存在して，A � Y は

X � Y に P ⇤(point-finite)-embedded である．
(4) A は X に P ⇤-embedded, かつ (X, A) は条件 (a) を満たす．

定理 10, 11より，我々の問題 1c は次の問題に帰結される．

問題 1d．⇤ を任意の無限濃度，A が X に P ⇤-embedded であるとする．
このとき，もし (X, A) が条件 (b) を満たすならば，(X, A) は 条件 (a)

を満たすか．

６．　位相空間の Hanner 化と反例の構成

パラコンパクト T2 空間の任意の閉集合は P -embedded である．した
がって，問題 1dの否定解を得るためには，条件 (b) を満たすが，(a) を
満たさないようなパラコンパクト T2 空間 X の閉集合 A を構成すれば
よい．その方法の 1つは R の部分空間の Hanner 化を考えることである．
以下，R を通常の位相を持つ実数空間として，A ⇥ X ⇥ R を部分空間と
する．X の部分空間の位相を T とするとき，X に新しい位相

TA = {U ↵K : U ⌥ T , K ⇥ X \ A}

を与えてできる空間 (X, TA) を X の A から定まる Hanner 化 と呼び，
XA で表す．このとき，XA はパラコンパクト T2 空間，A は XA の閉集
合である．まず (XA, A) が条件 (a) または (b) を満たすための必要十分
条件を与えよう．

補題 4 ([10])．A ⇥ X ⇥ R とする．(XA, A) が条件 (a) を満たすための
必要十分条件は，B � A = ⌦ である R の任意の解析集合 B に対して，

8
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B �X ⇥ F かつ F �A = ⌦ を満たす R の F⌃ 集合 F が存在することで
ある．

補題 5 ([10])．A ⇥ X ⇥ R とする．(XA, A) が条件 (b) を満たすため
の必要十分条件は，R の任意の可算個の F⌃ 集合の族 {Fn : n < ⌃} で，⇧

n<⌥ Fn �A = ⌦ かつすべての n < ⌃ について Fn �A がA の開集合で
あるものに対し，⇧

n<⌥ Fn � X ⇥ F かつ F � A = ⌦ を満たす R の F⌃

集合 F が存在することである．

補題 4, 5を利用して，条件 (a), (b) に関する例を構成しよう．例 1は，
最初に Yamazaki [20] によって直接証明された．

例 1 ([10, 20])．Q を有理数の集合とする．R \Q は R の G⌅ 集合である
が F⌃ 集合でない．補題 5より，この事実は (RQ, Q) が条件 (b) を満たさ
ないことを示している．このとき，Q は RQ に P -embedded であるが，
定理 10より，RQ に P ⌥(point-finite)-embedded でない．

例 2 ([10])．A を R の Bernstein 集合（＝ A と R \ A が共に非可算コ
ンパクト集合を含まないような集合 A）とする．非可算解析集合はカン
トル集合を含むから，A と交わらないような R の解析集合は高々可算集
合である．補題 4より，この事実は (RA, A) が条件 (a) を満たすことを
示している．ゆえに，定理 11より，任意のコンパクト T2 空間 Y に対し
て，A� Y は X � Y に P (point-finite)-embedded である．

注意 4．Sennott [16] は，AE(X, A) がすべての AR を含むためには，A

が X に P -embedded かつ (X, A) が次の条件 (s) を満たすことが必要十
分であることを証明した.

(s) X 上の任意の連続な擬距離関数 d に対して，次を満たす X の零集
合 F が存在する: A ⇥ F ⇥ {x ⌥ X : ( y ⌥ A)(d(x, y) = 0)}.

補題 1より，(s) ⌃ (a) が導かれる．例 2で構成した (XA, A) は，この逆
が成立しないことを示している．実際，R 上のユークリッドの距離関数
d は，XA 上で連続で，集合 {x ⌥ X : ( y ⌥ A)(d(x, y) = 0)} は A に一
致する．ところが，Aは XA の零集合でないから，(XA, A) は条件 (s) を
満たさない．この事実は，Dydak [4, Problem 12.10] に否定解を与える．

次の例は，最初に述べた問題 1に対する連続体仮説 (= CH) の下での
反例を与える．

9
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例 3 ([10])．CH を仮定する．補集合が解析集合でないような R の解析集
合 S が存在する ([6, Corollary to Lemma 39.4])．A = R \ S とおいて，
B を A を含むような R のボレル集合全体の族とする．|B| = 2⌥ だから，
CH より，最小の非可算順序数 ⌃1 によって B を整列することができる．
すなわち，B = {B� : � < ⌃1}. いま A はボレル集合でないから，任意
の � < ⌃1 に対し

⇧
⇥<� B⇥ � S は非可算集合である．したがって，超限

帰納法により，任意の � < ⌃1 に対して，点

x� ⌥
�

⌥

⇥<�

B⇥ � S

⇥
\ {x⇥ : ⇥ < �}

を選ぶことができる．X = A↵ {x� : � < ⌃1} とおく．このとき，もし B

が R の可算個の F⌃ 集合の共通部分で B �A = ⌦ を満たすならば，ある
� < ⌃1 に対して B� = R\B．ゆえに，B�X は高々可算集合である．補
題 5より，この事実は (XA, A) が条件 (b) を満たすことを意味する．他
方，S = R \A は R の解析集合である．もし S �X ⇥ F かつ F �A = ⌦
を満たす R の F⌃ 集合 F が存在したとすると，ある ⇥ < ⌃1 に対して，
B⇥ = R\F．このとき，x⇥+1 ⌥ B⇥ = R\F だから，S�X ⇥ F であるこ
とに矛盾する．ゆえに，補題 4より，(XA, A) は条件 (a) を満たさない．

問題 3．連続体仮説を仮定することなく，条件 (b) を満たすが (a) を満た
さないような P -embedded 集合 (X, A) の例を構成できるか．

７．　Michael の問題

無理数の集合を P で表す．最後に，問題 1と Michael の問題9 「任意
の Lindelöf 正則空間10 X に対して，直積空間 X � P は正規か」とを比
較して本稿を終えよう．いま，(X, A) に関する次の条件 (c) を考える．

(c) B � A = ⌦ である X の任意の零集合 B に対し，B ⇥ U かつ
U � A = ⌦ を満たす X の余零集合 U が存在する．

任意の零集合は可算個の余零集合の共通部分として表されるから，関係
(b) ⌃ (c)が成立する．また，X が正規空間ならば，任意の閉集合 Aに対

9Michael [8] による．集合論を積極的に応用する動機となった問題の 1つである．
10位相空間 X が Lindelöf 空間であるとは，X の任意の開被覆が可算部分被覆を含
むことを言う．Lindelöf 正則空間は正規空間である．

10
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して (X, A)は条件 (c) を満たす．他方，X のススリン-Z-集合は，X �P
の零集合の射影として特徴付けられることが知られている ([6, 15])．し
たがって，次の定理が成立する．

定理 12．(X, A) が条件 (a) を満たすためには，(X � P, A � P) が条件
(c) を満たすことが必要十分である．

定理 12より，X �P が正規で A が X の閉集合ならば，(X, A) は条件
(a) を満たす．以上により，問題 3の肯定解となる X の閉集合 A に対し
ては，X �P は正規でない．したがって，もしそのような X が Lindelöf

正則空間ならば，それは Michael の問題に対する否定解となる．Michael

の問題は，最初 CH の下での否定解が R の部分空間の Hanner 化を用い
て作られた後，Martin の公理など CH より弱い公理からも否定解が導か
れることが証明された．しかし，通常の集合論の公理系内での反例が存
在するかどうかは未解決である．また，そのような反例は R の（一般に，
線形順序位相空間の）Hannar 化としては構成できないことも知られてい
る ([2, 7, 8] とそれらの参考文献を参照)．上の例 3の構成は，CH の下で
の Michaelの問題の否定解にアイデアを得た11．Michael の問題の研究経
過から分かるように，筆者は，本研究は問題 1の解決ではなく，問題解明
の端緒を開いたに過ぎないと考えている．
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POISSON STRUCTURE ON THE HOMOLOGY OF THE SPACE
OF FRAMED LONG KNOTS

KEIICHI SAKAI

1. Introduction

The aim of this research is to understand the homological properties of the space
Kn of long knots in Rn, n > 3, or its framed variants ↵Kn and K�n defined below.
This kind of research was initiated by V. Vassiliev [17] to study H⇤(K3) (notice that
H0(K3) is the space of knot invariants). As well as being a direct generalization
of K3, the space Kn is the first example of the embedding space emb (M, N), an
interesting subspace of the mapping space.

Firstly some non-trivial cohomology classes of Kn were constructed in a similar
way as the integral expression for finite type knot invariants [4], which can be
regarded as a refinement of the iterated integral for loop spaces [5]. Recently
the actions of ‘operads of little disks’ on ↵Kn and K�n are defined in several ways
[3, 13, 15], and induced double loop space structures are now being studied. These
actions induce Poisson brackets (called the Browder operations) on the homology
groups. The bracket is expected to yield more interesting classes which are not
analogues to the finite type invariants. Our main result concerns these brackets.

Theorem 1.1 ([12, 13]). Suppose n > 3. The Browder operation on H⇤(K�n)
induced by the action of little disks operad coincides with the Gerstenhaber bracket
defined on the Bousfield spectral sequence converging to H⇤(K�n).

Poisson algebra structures appeared in the theorem rely on D. Sinha’s work [15]
which is based on the ‘embedding calculus’ [8, 19]. By ‘approximating the knots
by finitely many points,’ Sinha proved that K�n (n > 3) is weakly equivalent to
a totalization of some ‘based’ operad. Such a description is a su⌥cient condition
for a space to be a little disks object [11], hence H⇤(K�n) admits the Browder
operation. On the other hand, Bousfield spectral sequence [1] is applied to compute
the homology of such a totalization. In our case the E2-term turns out to be a
‘Hochschild homology’ of the operad, on which another Poisson algebra structure
(called the Gerstenhaber bracket) was defined in [7]. Our theorem states that these
two Poisson structures in fact coincide.

Below the notions of little disks operad and related cosimplicial spaces are fully
used. See Appendices A and B, and references [2, 10, 11].

2. Preliminaries

Definition 2.1. A long knot in Rn is an embedding

f : R1  � Rn

The author is supported by 21st century COE program at Graduate School of Mathematical
Sciences, University of Tokyo.
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such that f(t) = (0, . . . , 0, t) when |t|  1 (see Figure 1). Define Kn to be the space
of all long knots in Rn, equipped with C -topology (avoiding wild knots).

Define the space ↵Kn of framed long knots to be the space of pairs (f, w) where
f ✏ Kn and w ✏ ⌅SO(n) is a framing of f , that is, the map

w : R1 �� SO(n)

such that the last column of the matrix w(t) is f �(t)/|f �(t)|, and w(t) = In if |t|  1.
Analogously define K�n to be the space of pairs (f, h), where f ✏ Kn and h is

a path in Immn (the space of long immersions) connecting f and the trivial long
immersion f0 : t ⌘� (0, . . . , 0, t). See the remark below. �

Figure 1. a long knot

Remark 2.2. Let ⌅X be the based loop space of X. Consider the map

u : Kn �� ⌅Sn�1

defined by u(f) : R1 � Sn�1, u(f)(t) = f �(t)/|f �(t)|. By definition the spaces ↵Kn

and K�n are the total spaces of the following pull-back fibrations respectively;

↵Kn
⇥⇥

��

⌅SO(n)

��

��
Kn

u ⇥⇥ ⌅Sn�1

K�n ⇥⇥

��

P (⌅Sn�1)

��
Kn

u ⇥⇥ ⌅Sn�1

where ⌥ : SO(n) � Sn�1 maps a matrix to its last column, and P (⌅Sn�1) �
⌅Sn�1 is the path-loop fibration. Because introduced in similar ways, the spaces
↵Kn and K�n in fact behave similarly. But computation is easy in the case of K�n
since the spheres are more accessible than SO(n)’s. So we will treat K�n below. �

Recall that the space Dm(k) of little balls (see Appendix A) is homotopy equiv-
alent to the configuration space

Conf(Rm, k) := {(x1, . . . , xk) ✏ (Rm)k |xi ⇣= xj if i ⇣= j}.
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In particular Dm(2) � Sm�1. If Dm acts on the space X, the fixed generators of
Hr(Dm(2)) (r = 0,m� 1) determine a product and a degree (m� 1) map

⌅ : Hp(X, Q)⌃Hq(X, Q) �� Hp+q(X, Q),

⇧m : Hp(X, Q)⌃Hq(X, Q) �� Hp+q+m�1(X, Q)

induced by ⇤2 : Dm(2)⇤X2 � X. We call ⇧m the Browder operation.

Theorem 2.3 ([6]). If Dm acts on X, then (H⇤(X), ⇧m) forms an (m�1)-Poisson
algebra. That is, ⇧m is a Lie bracket of degree m�1, satisfying the following Leibniz
rule; if we denote the degree of x by x̃, then

⇧m(x, y ⌅ z) = ⇧m(x, y) ⌅ z + (�1)(x̃+m�1)ỹy ⌅ ⇧m(x, z). �
In the next section we explain that the operad D2 acts on a space weakly equiv-

alent to K�n and, by Theorem 2.3, we have the desired Browder operation ⇧ = ⇧2

on H⇤(K�n).

3. little disks action on totalization

The existence of the action of D2 is a consequence of a work of Sinha [14, 15],
which is based on the embedding calculus [8, 19]. The idea is that ‘we may approx-
imate embeddings by finitely many points’ via the evaluation map

evk : Kn �� Map (Int�k,Conf (Rn, k)⇤ (Sn�1)k)

(where �k := {(t1, . . . , tk) ✏ Rk | � 1 � t1 � · · · � tk � 1}), defined by

evk(f)(t1, . . . , tk) := (f(t1), . . . , f(tk);u(f)(t1), . . . , u(f)(tk))

(recall the map u : Kn � ⌅Sn�1 from Remark 2.2). It can be expected that evk

might achieve more information about Kn when k is increasing to infinity.
Sinha worked out along this idea. When k  2, consider the map
⌦

1⇧i<j⇧k

�ij : Dn(k) �� (Sn�1)(
k
2), �ij(b1, . . . , bk) :=

bi(0)� bj(0)
|bi(0)� bj(0)| .

Define Xn(k) as the closure of Im
⌥

�ij ↵ (Sn�1)(
k
2), and Xn(0) = Xn(1) = {⌅}.

Theorem 3.1 ([14, 15]). The collection Xn = {Xn(k)}k⌃0 forms an operad with
multiplication (see below), and

⌦
�ij : Dn(k) ⌥�� Xn(k)

is the equivalence of operads (thus Xn(k) � Conf (Rn, k)).
Denote by X•

n the associated cosimplicial space (see Appendix B). Define the
cosimplicial space Y •

n by letting Y k
n = Xk

n ⇤ (Sn�1)k. Then, when n > 3, there
exists a weak homotopy equivalence

ev : Kn
⌥���TotY •

n ( := Hom (�̃•, Y •
n )). �

‘Operad with multiplication’ means that there exists a basepoint of Xn in an
operadic sense. That is, there are µk ✏ Xn(k) with compatibility condition;

µk(µj1 , . . . , µjk) = µj1+···+jk .

Indeed µk = (vij) ✏ Xn(k) (↵ (Sn�1)(
k
2)), with all vij being the ‘north pole.’

Corollary 3.2 ([15]). When n > 3, there is a weak equivalence K�n
⌥���TotX•

n.
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Outline of proof. Consider the levelwise fibration

X•
n �� Y •

n �� (Sn�1)•.

Their totalizations also form a fibration. The totalization of the cosimplicial space
(Sn�1)• is ⌅Sn�1 (geometric cobar construction). Thus�TotX•

n is weakly equivalent
to the homotopy fiber of Kn � ⌅Sn�1, which is K�n. �

In [11] it is proved that a totalization of a cosimplicial space O• associated with
an operad O with multiplication is acted on by an operad weakly equivalent to D2.
Thus Corollary 3.2 immediately implies the following.

Theorem 3.3 ([11, 15]). An operad weakly equivalent to D2 acts on�TotX•
n. �

Remark 3.4. Theorem 3.1 does not imply the existence of an action of D2 on
�TotY •

n ⌦ Kn since Y •
n does not come from an operad. But in fact Kn (n > 3) is

also weakly equivalent to a D2-object; see [13]. �
Thus the Browder operation ⇧ is defined on H⇤(�TotX•

n) ⌦= H⇤(K�n). Our aim
is to know the Poisson algebra (H⇤(�TotX•

n), ⇧). By unraveling the construction in
[11], we can describe the action from Theorem 3.3 explicitly in terms of operads.

Theorem 3.5 ([12]). The map ⇤2 : D2(2)⇤(�TotX•
n)2 ��TotX•

n is, up to homotopy,
defined as follows; for any f•, g• ✏�TotX•

n (fk, gk : �̃k � Xk
n for any k), and any

s ✏ S1 = [�1, 1]/ ⌦,

⇤2(s; f•, g•)k : �̃k �� Xk
n,

t ⌘��
�

fk1(t1) ⌥j gk2(t2), �1 � s � 0,

gk2(t2) ⌥j fk1(t1), 0 � s � 1,

where the parameters ki satisfying k1 + k2 = k + 1, ti ✏ �̃ki and j, depend on s, t
(for detailed descriptions see [12]). �
Remark 3.6. Recall x ⌥i y = x(id, . . . , id, y, id, . . . ) (Definition A.3). From the
viewpoint that the equivalence K�n

⌥���TotX•
n is ‘approximation of knots by finitely

many points,’ the formula in the above theorem looks like ‘shrinking one knot and
pulling it through the another.’ It is conjectured that McClure-Smith action is
equivalent to Budney’s [3], defined as in Figure 2.

To define the operad action, the framing of a knot seems essential. For instance
Figure 2 contains ambiguity without framing (small knot can ‘round’ on the an-
other). Indeed Budney defined an action of D2 for framed embeddings. �

4. Hochschild homology

Here, as another consequence of Corollary 3.2, we introduce a homology spectral
sequence and the Poisson bracket ⇤ on it. We compare ⇤ with the above ⇧ and
explain that they are same. This result gives us a method to compute ⇧.

Let X• be any cosimplicial space. In [1] an algebraic model TS(X•) for�TotX•

was introduced. TS(X•) is the total complex of a second quadratic double complex
whose (�p, q)-entry is Sq(Xp), the module of q-simplices of the space Xp. The
di⇧erentials are

✏ : Sq(Xp) �� Sq�1(Xp),

⇥ : Sq(Xp) �� Sq(Xp+1),
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f = g =

S1

f!g

g!f

Figure 2. the map S1 ⇤ (�TotX•
n)2 ��TotX•

n

where ✏ is the usual boundary map of the singular chain complex, and

⇥ :=
 

0⇧i⇧p+1

(�1)idi
⇤,

with di’s being the coface maps of the cosimplicial space. The di⇧erential of the
total complex TS(X•) is ✏T := ✏ + (�1)p⇥ on Sq(Xp). Bousfield constructed a
chain map

� : S⇤(�TotX•) �� (TS(X•), ✏T )

which is quasi-isomorphism under some conditions on X•.
We define the filtration

F p :=
⌦

i⌃p

S⇤(Xi).

This filtration generates a spectral sequence converging to H⇤(TS(X•), ✏T ) (under
some conditions). Its E1-term is the ✏-homology of TS(X•), thus

E1
�p,q

⌦= Hq(Xp).

It turns out that our cosimplicial space X•
n satisfies the convergence condition. Now

we study our E1-term H⇤(X•
n) ⌦= H⇤(Dn) (which is also an operad).

Definition 4.1 ([16]). Let Pd(x1, . . . , xk) be the free graded Poisson algebra on the
degree zero generator x1, . . . , xk with bracket [, ] of degree d. Define POISSd(k)
as the submodule of Pd(x1, . . . , xk) spanned by the monomials which contain each
generator xi (1 � i � k) exactly once. �

For example, [x1x2, x3] is in POISSd(3) and of degree d, while [x1, [x1, x2]] is
not in POISSd(2) since x1 appears twice.

The sequence POISSd = {POISSd(k)}k⌃0 forms an operad; the maps

�k : POISSd(k)⇤
⌦

1⇧l⇧k

POISSd(jl) �� POISSd(j)
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(j = j1 + · · ·+ jk) are defined by

�k(A(x1, . . . , xk);B1(x1, . . . , xj1), B2(x1, . . . , xj2), . . . )

= A(B1(x1, . . . , xj1), B2(xj1+1, . . . , xj1+j2), . . . , Bk(. . . , xj)),

and the identity element is x1 ✏ POISSd(1). Moreover POISSd is an operad
with multiplication; its basepoints are µk = x1 . . . xk ✏ POISSd(k). Notice that
the above map �k looks similar as the operad structure of Dn; ‘inserting B1, . . . , Bk

into the balls of A’ (see Figure 5). In fact the following holds.

Theorem 4.2 ([6]). When n > 1, H⇤(Dn) ⌦= POISSn�1 as an operad. �
Hence the E1-term is POISSn�1 as a module; E1

�p,q = POISSn�1(p)|deg=q.
The di⇧erential ⇥ can be written as

(�1)x̃⇥(x) = µ2 ⌥2 x +
 

1⇧i⇧k

(�1)ix ⌥i µ2 + (�1)k+1µ2 ⌥1 x

(recall x ⌥i y = x(id, . . . , id, y, id, . . . ); Definition A.3). Thus we have described
E1 in terms of operads. In [16] the complex of this type is called the Hochschild
complex of the operad H⇤(Xn). Thus we have the following.

Proposition 4.3 ([16]). The E2-term is the Hochschild homology of the operad
H⇤(Xn). �

It is known that on the Hochschild homology a Poisson bracket is defined.

Theorem 4.4 ([7, 16]). Let O be a multiplicative operad of graded modules. On
the Hochschild complex (O, ⇥), define the product

⌅ : O(p)|deg=q ⇤O(r)|deg=s �� O(p + r)|deg=q+s,

x ⌅ y = (�1)pỹµ2(x, y),

and the ‘bracket’

⇤ : O(p)|deg=q ⇤O(r)|deg=s �� O(p + r � 1)|deg=q+s,

⇤(x, y) =
 

1⇧i⇧p

±x ⌥i y ±
 

1⇧j⇧r

±y ⌥j x

(precise signs can be found in [12, 16]). Then ⌅ and ⇤ induce a (1-)Poisson algebra
structure on the Hochschild homology H⇤(O, ⇥). �

The bracket ⇤ is called the Gerstenhaber bracket. Thus E2-term of our spectral
sequence becomes Poisson algebra. The proof of the following is a straightforward
computation on the spectral sequence.

Lemma 4.5 ([12]). The map ⇤ is well defined on Er, r  2. �
Now it can be seen that the formula for ⇤ looks like that of ⇧ on H⇤(�TotX•

n)
induced by the formula from Theorem 3.5. To prove the following precise form of
Theorem 1.1, it is enough to compute the quasi-isomorphism � explicitly.

Theorem 4.6 ([12, 13]). We regard H⇤(K�n) and E as Poisson algebras via the
brackets ⇧ and ⇤, respectively. Browder operation ⇧ preserves the filtration ��1F ⇤

on H⇤(�TotX•
n). Denote by GH⇤(�TotX•

n) the quotient associated with the filtration.
Then

GH⇤(K�n)
⇥����⌥= GH⇤(TS(X•

n), ✏T )
⌥=�� E 
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is an isomorphism of Poisson algebras. �
Remark 4.7. At first the Gerstenhaber bracket was defined purely algebraically.
But later it was conjectured by Deligne that the operad S⇤(D2) of chains acts on the
Hochschild complex and the Gerstenhaber bracket is a consequence of the action.
Nowadays Deligne’s conjecture has been proved by many people. In this sense
Theorem 4.6 seems to be natural. �

5. Calculation

First we mention that H⇤(Kn) contains a subalgebra of chord diagrams.
Recall Xn can be also seen as a cosimplicial space. The E1-term of our spectral

sequence (H⇤(Xn), ⇥) is a Moore complex of the cosimplicial module H⇤(X•
n) (see for

example [1]). There is a canonical way to ‘reduce’ a Moore complex; restricting to�
ker si

⇤, we obtain an equivalent complex. We denote by Ẽ1 the reduced complex.

Proposition 5.1 ([15]). Ẽ1
⇤⇤(↵ POISSn�1(⌅)) is spanned by products of brackets

in which each generator xi appears in some brackets. Consequently Ẽ1
�p,q is not

zero only if q = (n� 1)k with k + 1 � p � 2k. �

So for example [x1, x3][x2, x4] ✏ Ẽ1
�4,2(n�1), while x2[x1, x3] ⇣✏ Ẽ1

�3,n�1.
The ‘diagonal terms’ Ẽ1

�2k,(n�1)k are spanned by the elements of the forms

[xi1 , xj1 ] . . . [xik , xjk ]

where {i1, j1, . . . , ik, jk} is a permutation of {1, 2, . . . , 2k}. Such elements corre-
spond to chord diagrams with chords i1j1, . . . , ikjk (see Figure 3).

2 3

1
Figure 3. a chord diagram corresponding to [x2, x5][x1, x3][x4, x6]

Since the image of ⇥ corresponds to 4-term relation (Figure 4), we can show the
following. We denote by Ak the module of chord diagrams modulo 4-term relation.

Proposition 5.2 ([18]). When n is odd, E2
�2k,(n�1)k

⌦= Ak for any k  1. This
extends to the isomorphism of graded algebras

⌃
k E2
�2k,(n�1)k

⌦= A :=
⌃

k Ak.

When n is even, we have a similar isomorphism of graded algebras
⌃

k E2
�2k,(n�1)k

⌦= (A/A1)⌃ ⇥[⌅]

where ⇥ denotes the exterior algebra, and ⌅ is an element of degree n � 3 (odd).
We remark that A1 is one dimensional. �

In fact one can show that E2
�2k,k(n�1)

⌦= E �2k,(n�1)k (moreover this spectral
sequence rationally degenerates at E2; see [9]). Notice that the total degree of
E �2k,(n�1)k is (n � 3)k. Thus

⌃
k H(n�3)k(K�n) contains subalgebra of chord dia-

grams.
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� = �

= �

Figure 4. 4-term relation

Remark 5.3. Such a class can be realized in a geometric way; consider a singular
long knot whose singularity is determined by a chord diagram, and ‘blow their
singularity up.’ See [4, 12]. �

The elements [x1, x2] ✏ E2
�2,n�1 and [x1, x3][x2, x4] ✏ E2

�4,2(n�1) determine non-
trivial classes ⌅ ✏ Hn�3(K�n) and v2 ✏ H2(n�3)(K�n), respectively. It turns out that
their bracket does not vanish on the spectral sequence. By Theorem 4.6 we can say
as follows.

Theorem 5.4. When n > 3 is odd, ⇧(⌅, v2) ✏ H3n�8(K�n) is not zero. Since
the degree is not of the form (n � 3)k, ⇧(⌅, v2) is not in the subalgebra of chord
diagrams. �

Few classes except for those obtained from chord diagrams has been identified.
But Theorem 5.4 says that the Browder operation (defined in a geometric way)
yields another class.

Appendix A. Little balls operad

Here we review the notion of little balls operad. See also [6, 10, 11].

Definition A.1. Let Dm ↵ Rm be the unit ball. A little m-ball is a map c :
Dm  � Dm of the form c(x) = r(x � v), 0 < r � 1, v ✏ Dm. The sequence
Dm = {Dm(k)}k⌃0 of spaces

Dm(k) := {(c1, . . . , ck) | ci little m-ball, ci(IntDm) ⇢ cj(IntDm) = ✓}
(by definition Dm(0) = {⌅}) is called the little m-balls operad. �
Proposition A.2 ([6, 10] etc). Dm is indeed an operad; there exist

(1) the maps

�k : Dm(k)⇤ (Dm(j1)⇤ · · ·⇤Dm(jk)) �� Dm(j)

(j = j1 + · · · + jk), denoted by �k(x; y1, . . . , yk) = x(y1, . . . , yk), satisfying
the following associativity; for any x ✏ Dm(k), yi ✏ Dm(ji) and zl,

x(y1, . . . , yk)(z1, . . . , zj) = x(y1(z1, . . . , zj1), y2(zj1+1, . . . , zj1+j2), . . . ),

(2) the element id ✏ Dm(1) (identity map Dm � Dm) with

id(x) = x = x(id, . . . , id)

for any x ✏ Dm(k). �

Definition A.3. For any operad O = {O(k)}k⌃0, we use the notation

x ⌥i y := x(

i�1� ⇣✏ �
id, . . . , id, y, id, . . . ) ✏ O(k + l � 1)

for any x ✏ O(k), y ✏ O(l) and 1 � i � k. �
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⇤ ⇤ ⌘��

1 2

1
3

2

2
1 1

2

3
4

5

Figure 5. the map Dm(2)⇤ (Dm(3)⇤Dm(2))� Dm(3 + 2)

When O = Dm, the operation ⌥i is ‘inserting y into the i-th ball of x.’

Definition A.4. The action of the little balls operad on the space X is a sequence
of maps

⇤k : Dm(k)⇤Xk �� X,

denoted by ⇤k(b;x1, . . . , xk) = b(x1, . . . , xk), which satisfies
(1) the compatibility condition: for any b ✏ Dm(k), bl ✏ Dm(jl) and xi ✏ X,

b(b1, . . . , bk)(x1, . . . , xj) = b(b1(x1, . . . , xj1), b2(xj1+1, . . . , xj1+j2), . . . )

(2) id(x) = x for any x ✏ X. �
Example A.5 ([10]). Let X be a based space. For any b ✏ Dm(k) and �1, . . . , �k ✏
⌅mX, where �i : (Dm, ✏Dm)� (X, ⌅), we define b(�1, . . . , �k) ✏ ⌅mX by

b(�1, . . . , �k)(z) =

�
�i ⌥ b�1

i (z) z ✏ bi(Dm),
⌅ otherwise.

This defines an action of Dm on ⌅mX. �
In fact the action of Dm characterizes the m-fold loop spaces.

Theorem A.6 ([10]). A based space X is weakly equivalent to an m-fold loop
space if and only if X is acted on by Dm and the induced monoid ⌥0(X) is a
group. �

Appendix B. Cosimplicial spaces

Here we define the cosimplicial spaces, especially those associated with an operad
with multiplication. Readers also refer to [2, 11].

Proposition B.1. Let O be an operad with multiplication µ (see §3) with O(0) =
{e}. If we define Ok := O(k) and

di : Ok �� Ok+1, 0 � i � k + 1,

sj : Ok �� Ok�1, 0 � j � k � 1,

by

di(x) =

⇥
⇧⌅

⇧⇤

µ2 ⌥2 x i = 0,

x ⌥i µ2 1 � i � k,

µ2 ⌥1 x i = k + 1,

sj(x) = x ⌥j+1 e,

where µ2 ✏ O(2) is the basepoint, then (O•, d, s) defines a cosimplicial space; di

and si satisfy the cosimplicial identities (see p. 267 of [2]). �
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When O = Xn (see §3), which is equivalent to configuration space, the map di

‘doubles’ the i-th point and sj ‘forgets’ the (j + 1)-st point.
Another example of a cosimplicial space is the standard cosimplicial space �•,

�k = {�1 � t1 � · · · � tk � 1}, di doubles ti, and sj forgets tj+1. The totalization
of a cosimplicial space X• is the space of cosimplicial maps

TotX• := Hom (�•, X•).

It is known that there is a cofibrant resolution �̃• ⌥�� �•. The homotopy invariant
totalization defined by

�TotX• := Hom (�̃•, X•)

has a ‘precise’ homotopy type; for example X• ⌥�� Y • implies�TotX• ⌥���TotY •.
Some explanations can be found, for example, in [15].
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The Steenrod algebra and the automorphism

group of additive formal group law

井上雅照

1 目的と歴史的背景
今回出てくるホモロジー、コホモロジー H∗(−), H∗(−) はすべて係数

F2 とする。H∗H は安定コホモロジー作用素、その双対を H∗H とする。
H∗H をあるコホモロジー、H∗H をあるホモロジーと考えることもでき
る。安定コホモロジー作用素 h : Hn(−) → Hm(−) とは、空間に対して
自然であり

H̃n(X)
∼=

−−−→
σ

H̃n+1(S1 ∧ X)

h̃

⏐⏐#
⏐⏐#h̃

H̃m(X)
∼=

−−−→
σ

H̃m+1(S1 ∧ X).

が可換になるような作用素である。H̃ は簡約コホモロジー、σ は懸垂同
型とする。また H∗H の積 H∗H ⊗ H∗H → H∗H は安定コホモロジー作
用素の合成で定義する。
目的は H∗H の構造を、今までに知られている Milnor の方法とは異な

る方法で決定することである。歴史的に Steenrod や Milnor によってど
のようにしてこの構造が得られたのかを解説する。まず Steenrod 作用素
Sqi (i ≥ 0) が得られた。これはコホモロジーに自然にSqi : Hn(X, A) →

Hn+i(X, A) と作用し次の性質を持つことが知られている。

(i) Sq0 = 1

(ii) dim x = n とすると、Sqn(x) = x2

(iii) dim x < n とすると、Sqnx = 0

(iv) Cartan 公式: Sqk(xy) =
∑k

i=0 Sqix · Sqk−iy

1　
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(v) Sq1 は 0 → Z/2 → Z/4 → Z/2 → 0 のBockstein 作用素

(vi) Adem関係式: 0 < a < 2bのときSqaSqb =
∑[a/2]

j=0

(
b−1−j
a−2j

)
Sqa+b−jSqj

これらの性質から Sqi は安定コホモロジー作用素H∗H の元であること
が言えるので、写像

F (Sq1, Sq2, . . . ) −→ H∗H

が得られる。F (Sq1, Sq2, . . . ) は Sqi 達で生成される free associative 代
数とする。I を Adem 関係式 で生成されるイデアルとし、

S∗ := F (Sq1, Sq2, . . . )/I

と定義する。S∗ をSteenrod代数という。このとき、S∗ → H∗H が定義で
き、これが同型になることがSerreによって知られている。さらに Cartan

公式から S∗ が Hopf 代数になり、H∗H も Hopf 代数であることが知ら
れている。実際には S∗ → H∗H は Hopf 代数同型である。S∗ を S∗ の双
対 Hopf 代数とするとHopf 代数同型 S∗

∼= H∗H が得られる。
Milnor は S∗ の構造が

S∗
∼= Z/2[ξ1, ξ2, . . . ], ξi ∈ S2i−1

で余積構造が ξn →
∑

i ξ
2i

n−i⊗ξi となることを示した。これによって H∗H

の構造が決定される。
今回の目標は H∗H の Hopf 代数構造を双対 Steenrod 代数 S∗、特に

Adem 関係式を使わずに決定することである。

2 加法形式群
定義 1. 可換環 R 上の形式群とは F (x, y) ∈ R[[x, y]] で次の性質を満た
すものである。

(i) F (x, 0) = F (0, x) = x

(ii) F (x, y) = F (y, x)

(iii) F (x, F (y, z)) = F (F (x, y), z)

特に形式群 Ga(x, y) = x + y を加法形式群と言う。

2　
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定義 2. F, G を形式群とする。F から G への準同型は定数項 0 のべき
級数 f(x) ∈ R[[x]] で f(F (x, y)) = G(f(x), f(y)) を満たすものである。
f(x) が可逆であるとき同型といい、さらに f ′(x) = 1 を満たすとき厳密
同型という。

AutF2
(Ga)(R∗)を次数付き F2 代数 R∗ 上の加法形式群の厳密同型全体

とする。次数を込めて考えると f(x) ∈ AutF2
(Ga)(R∗) は f(x) ∈ R∗[[x]]

で
(i) f(0) = 0, f ′(0) = 1

(ii) f(x + y) = f(x) + f(y)

(iii) xk ∈ Rk−1

を満たすものである。したがって f(x) ∈ AutF2
(Ga)(R∗) は

f(x) = x + a1x
2 + a2x

4 + · · ·+ amx2m

+ · · · , ai ∈ R2i−1

の形になることが分かる。A∗ := F2[ξ̄1, ξ̄2, . . . ], (ξ̄i ∈ A2i−1) とすると、
f(x) ∈ AutF2

(Ga)(R∗) は

χ : A∗ = F2[ξ̄1, ξ̄2, . . . ] −→ R∗, χ(ξ̄i) = ai

で表現される。言いかえると次の自然な同型

HomF2−alg(A∗, R∗) ∼= AutF2
(Ga)(R∗), χ (→

∞∑

i=0

χ(ξ̄i)x
2i

が存在する。さらに AutF2
(Ga)(R∗) の積を (g · f)(x) = f(g(x)) で定

義するとAutF2
(Ga)(R∗) は群になる。この群構造に対応する A∗ の余積

∆ : A∗ → A∗ ⊗ A∗ があって∆(ξ̄n) =
∑n

i=0 ξ̄2i

n−i ⊗ ξ̄i となっている。まと
めると次のようになる。
定理 3. A∗ := F2[ξ̄1, ξ̄2, . . . ] で余積∆(ξ̄n) =

∑n
i=0 ξ̄2i

n−i ⊗ ξ̄i となる Hopf

代数とする。このときHomF2−alg(A∗, R∗) は群となり、群の同型

HomF2−alg(A∗, R∗) ∼= AutF2
(Ga)(R∗), χ (→

∞∑

i=0

χ(ξ̄i)x
2i

がある。
A∗ はHopf 代数として Steenrod 代数 S∗ と同型となることがわかる。

この A∗ を使って H∗H の構造を決定することが目標である。この 2つを
結びつけるために次の multiplicative 作用素が必要になる。

3　
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3 multiplicative 作用素
以後 X, Y は空間とする。

定義 4. R∗ を次数付き F2 代数で R∗ = 0 (∗ < 0) を満たすとする。コホ
モロジー次数 k が ∏

n≥0 Hk+n(X)⊗Rn となるような次数付き環を (正確
な書き方ではないが) H∗(X)⊗R∗ と書く。次の性質を満たす自然な作用
素 β : H∗(−) → H∗(−) ⊗ R∗ を multiplicative 作用素という：

(i) β はコホモロジー次数を保つ。

(ii) 次が可換である。

H∗(X) ⊗ H∗(Y ) H∗(X × Y )

β⊗β

⏐⏐#
⏐⏐#β

H∗(X) ⊗ R∗

⊗ H∗(Y ) ⊗ R∗

1⊗µ⊗1
−−−−→

H∗(X) ⊗ H∗(Y )

⊗ R∗ ⊗ R∗

(×)⊗m
−−−−→ H∗(X × Y ) ⊗ R∗.

×

ここで × はクロス積、µ 成分の入れ替え、m は R∗ の積とする。

(iii) β(u) = u ⊗ 1 (u ∈ H1(S1) は生成元)。

multiplicative 作用素 β は、簡約コホモロジーでも

β̃ : H̃∗(X) −→ H̃∗(X) ⊗ R∗

があり、次が可換になる：

H̃∗(X) ⊗ H̃∗(Y ) H̃∗(X ∧ Y )

β̃

⏐⏐#
⏐⏐#β̃

H̃∗(X) ⊗ R∗

⊗H̃∗(Y ) ⊗ R∗

1⊗µ⊗1
−−−−→

H̃∗(X)⊗H̃∗(Y )

⊗R∗ ⊗ R∗

(∧)⊗m
−−−−→ H̃∗(X ∧ Y ) ⊗ R∗.

∧

ここで ∧ はスマッシュ積とする。この可換図式と multiplicative 作用素
の定義の (iii) より次が成り立つ

4　
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補題 5. β̃ が安定作用素である、つまり

H̃n(X)
∼=

−−−→
σ

H̃n+1(S1 ∧ X)

β̃

⏐⏐#
⏐⏐#β̃

H̃n(X) ⊗ R∗

∼=
−−−→

σ⊗1
H̃n+1(S1 ∧ X) ⊗ R∗.

が成り立つ。ここで σ は懸垂同型である。

H を mod 2 Eilenberg-MacLane スペクトラムとする。H はコホモロ
ジーに対応するものである。ψ̄ を

ψ̄ : H∗(X) = [X, H ]∗ −→ [X, H∧H ]∗, ψ̄(f) = i∧f ∈ [S0∧X, H∧H ]∗.

と定義する。ここで i : S0 → H は単位写像とする。また同型 κ : H∗(X)⊗

H∗H ∼= [X, H ∧ H ]∗ があるので、

ψ = κ−1ψ̄ : H∗(X) −→ H∗(X) ⊗ H∗H

を定義することができる。これは H∗H 上の multiplicative作用素になる。
今から R∗ は有限型、つまり Rn が有限次元であると仮定する。Op(R∗)

を R∗ 上のmultiplicative 作用素全体の集合とする。今から R∗ に対して
自然な写像

λ : Op(R∗) −→ HomF2
(H∗H, R∗),

を定義する。ここで HomF2
( , ) は次数付き線形写像とする。

H∗(X)⊗R∗ はコホモロジーになるので、これに対応するコホモロジー
を (HR∗)∗(X) と書く。このとき自然な同型

λ̄ : (HR∗)
∗H

∼=−→ Hom∗
F2

(H∗H, R∗)

がある。ここで (HR∗)∗H はH∗(−) から (HR∗)∗(−) への安定コホモロ
ジー作用素とする。

multiplicative 作用素 β : H∗(−) → H∗(−) ⊗ R∗ に対して β̃ は安定作
用素なので、β を H∗(−) から (HR∗)∗(−) への安定コホモロジー作用素
と思うことができる。β はコホモロジー次数を保つのでβ ∈ (HR∗)0H と
なり、次の可換図式を持つ：

H∗(X)
ψ

−−−→ H∗(X) ⊗ H∗H⏐⏐#1⊗λ̄(β)

H∗(X) ⊗ R∗.

β

5　



　　　 第 54回トポロジーシンポジウム（第 2日） 第 56頁

Op(R∗) ⊂ (HR∗)0H なので λ̄ を Op(R∗) に制限した写像を λ とすると、
求める写像 λ : Op(R∗) −→ HomF2

(H∗H, R∗)が得られる。
実際には次の定理が成り立つ。

定理 6. HomF2-alg( , ) を次数付き代数準同型とするとする。このとき次
の同型が存在する。

λ : Op(R∗) −→ HomF2-alg(H∗H, R∗)

ただし R∗ に対して自然とする。

したがって multiplicative 作用素 β に対して、

H∗(X)
ψ

−−−→ H∗(X) ⊗ H∗H⏐⏐#1⊗λ(β)

H∗(X) ⊗ R∗.

β

が可換になるような代数準同型 λ(β) : H∗H → R∗ が一つだけ存在する。

4 Steenrod のpower operation

ここではもう 1 つの multiplicative 作用素 H∗(X) → H∗(X) ⊗ D[n]∗
を定義する。

G をm 次対称群 Σm の部分群とする。また

G −→ EG −→ BG

を普遍主 G 束とする。G は Xm に自然に作用するので、G の作用によ
る商空間をEG(X) := EG ×G Xm と定義する。このとき次の作用素

PG : Hq(X) −→ Hmq(EG(X))

があることが知られている。また対角写像

dG : BG × X −→ EG(X)

も自然に定義できる。この 2つを使って次の作用素

d∗
GPG : Hq(X) −→ Hmq(BG × X)

6　
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が得られる。
En = (Z/2)n の集合としての自己同型をAutSet(En) ∼= Σ2n とする。こ

のとき
En ↪→ AutSet(E

n) ∼= Σ2n , g → (h (→ h + g)

のようにして En は AutSet(En) ∼= Σ2n の部分群と思うことができる。
Pn := PEn, dn := dEn と定義すると、

d∗
nPn : Hq(X) −→ H2nq(BEn × X)

となる。H∗(BEn) のコホモロジーは

H∗(BEn) ∼= F2[x1, . . . , xn], deg xi = 1

である。GLn := GLn(Z/2) は En = (Z/2)n に作用するので GLn は
H∗(BEn) に作用する。この作用による不変部分環を H∗(BEn)GLn とす
ると, d∗

nPn の像は

d∗
nPn : H∗(X) −→ H∗(BEn)GLn ⊗ H∗(X) ⊂H∗(BEn) ⊗ H∗(X)

∼= H∗(BEn × X)

となることが知られている。
また H∗(BEn)GLn = F2[x1, . . . , xn]GLn は次のようになることが Dick-

son により知られている。qn,i を
∏

α∈En

(x + α) =
n∑

s=0

qn,sx
2s

(qn,n = 1)

とおくと、deg qn,i = 2n − 2i となる。このとき

F2[x1, . . . , xn]GLn(F2) ∼= F2[qn,0, qn,1, . . . , qn,n−1]

が知られている。したがって

d∗
nPn : Hq(X) −→ (F2[qn,0, qn,1, . . . , qn,n−1] ⊗ H∗(X))2nq

となる。ここで Γn = F2[q
±1
n,0, qn,1, . . . , qn,n−1] とおき、

Sn := q−q
n,0d

∗
nPn : Hq(X) −→ (Γn ⊗ H∗(X))q

とすると、Sn は次数を保つ写像になる。
ξi[n] = qn,i/qn,0 とおくと、D[n]∗ := F2[ξ1[n], ξ2[n], . . . , ξn[n]] は Γn の

部分環になる。このとき、Mùi により次が成り立つことが知られている。

7　
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補題 7. Im Sn ⊂ D[n]∗ ⊗ H∗(X)

写像
H∗(X)

Sn−→ D[n]∗ ⊗ H∗(X) −→ H∗(X) ⊗ D[n]∗

をまた Sn とする。ここで 2 番目の写像は入れ替え写像とする。このと
き Sn : H∗(X) → H∗(X) ⊗ D[n]∗ は multiplicative 作用素になる。特に
次が成り立つ。

定理 8. H∗(BZ/2) ∼= F2[x] (deg x = 1) とする。このとき

Sn(x) =
n∑

s=0

x2s

⊗ ξs[n]

5 H∗H と AutF2
(Ga) の関係

分類空間 BZ/2 のコホモロジーはH∗(BZ/2) ∼= F2[x] (deg |x| = 1) と
なる。R∗ 上の multiplicative 作用素 β に対して β(x) は

β : H∗(BZ/2) ∼= F2[x] −→ H∗(BZ/2) ⊗ R∗
∼= R∗[[x]]

なので、β(x) ∈ R∗[[x]] となる。また BZ/2 は H 空間、つまり積m :

BZ/2 × BZ/2 → BZ/2 があり、そのコホモロジーは

m∗ : H∗(BZ/2) ∼= F2[x] −→ H∗(BZ/2×BZ/2) ∼= F2[x, y], x (→ x+y

となる。これは加法形式群である。これと multiplicative 作用素の性質を
使って次のことが成り立つ。

補題 9. fβ(x) := β(x) ∈ R∗[[x]] とする。このとき fβ(x) ∈ AutF2
(Ga)(R∗)

が成り立つ。

χβ : A∗ → R∗ を定理 3 で fβ(x) に対応する代数準同型とする。今まで
出てきた 2つの multiplicative 作用素

ψ : H∗(X) −→ H∗(X) ⊗ H∗H, Sn : H∗(X) −→ H∗(X) ⊗ D[n]∗

を考える。これらに対応した代数準同型写像

χψ : A∗ −→ H∗H, χSn : A∗ −→ D[n]∗

8　
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が得られる。
また定理 6 より可換図式

H∗(X)
ψ

−−−→ H∗(X) ⊗ H∗H⏐⏐#1⊗λ(Sn)

H∗(X) ⊗ D[n]∗.

Sn

が成り立つ。これと上のことより、

A∗

χψ
−−−→ H∗H⏐⏐#λ(Sn)

D[n]∗.

χSn

が成り立つ。さらに定理 8 より、χSn(ξ̄i) = ξi[n](i ≤ n), χSn(ξ̄i) = 0(i >

n) がわかるので、

χSn : A∗ = F2[ξ̄1, ξ̄2, . . . ] −→ D[n]∗ = F2[ξ1[n], . . . , ξn[n]]

は ∗ ≤ 2n − 1 では同型である。したがって、n を十分大きくとることに
よってχψ : A∗ → H∗H は単射であることがわかる。また Serre の結果よ
り H∗H の Poincaré 級数が∏∞

i=1 1/(1 − t2
i−1) であることがわかり、こ

れは A∗ の Poincaré 級数と同じであるのでχψ は全単射であることがい
える。
また ψ : H∗(X) −→ H∗(X)⊗H∗H は comodule写像なのでχψ は Hopf

代数写像であることが言える。したがって次の定理が成り立つ。

定理 10. χψ : A∗ −→ H∗H は Hopf 代数同型である。

A∗ のHopf 代数構造は既に得られているので、このことから H∗H の
構造も得ることができる。

9　
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MORAVA K-THEOIRES OF CLASSIFYING SPACES OF
COMPACT LIE GROUPS

MASAKI KAMEKO

Abstract. This is the abstract for the talk I will give in the 54th Topology
Symposium in August 6, 2007 at the University of Aizu. I will talk about the
computational aspect of cohomology and generalized cohomology theories of
classifying spaces of connected compact Lie groups.

1. Introduction

Let p be a prime number. Let G be a connected compact Lie group and let us
denote by BG its classifying space. We say G has p-torsion if and only if H⇤(G; Z)
has p-torsion. In the case G has no p-torsion, the mod p cohomology of BG is
well-known. However, in the case G has p-torsion, the computation of the mod p
cohomology is not an easy task. I refer the reader for the book of Mimura and Toda
[9] for the detailed account on the cohomology of classifying spaces of compact Lie
groups.

I will give the current state of computation of the mod p cohomology theory,
Brown-Peterson cohomology and Morava K-theories of classifying spaces of some
connected compact Lie groups. The coe⌅cient ring of Brown-Peterson cohomology
is

BP ⇤ = Z(p)[v1, v2, . . . , vn, . . .],

where deg vn = �2(pn � 1) and the coe⌅cient ring of the Morava K-theory K(n)
is

K(n)⇤ = Z/p[vn, v�1
n ].

I will describe the results of the joint work with Yagita [2] and some other results
obtained after writing of [2]. One of the explicit computational results is as follows:

Theorem 1.1. For p = 2, G = G2, the Morava K-theory K(n)⇤(BG2) of the
classifying space of the exceptional Lie group G2 is given by

K(n)⇤⌅BP�(BG2).

As an gr BP ⇤-module, we have that

grBP ⇤(BG2)

is isomorphic to

grBP ⇤[[y8, y12, y14]]/(y14⇥0, y14⇥�2, y14⇥�6)
�

grBP ⇤[[y8, y12, y14]]{w4},

where the index indicates the degree.

The author was partially supported by Japan Society for the Promotion of Science, Grant-in-
Aid for Scientific Research (C) 19540105.

1
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The computation of the Brown-Peterson cohomology above is done by Kono and
Yagita in [6] and the result above is conjectured in [6].

Theorem 1.2. For (G, p) = (G2, 2), (E6, 2), (F4, 3), (E7, 3), (E8, 5) and (PU(pm), p)
where p � |m, the E2-term of the Adams spectral sequence for P (n)⇤(BG) has no odd
degree elements and it collapses at the E2-level. In particular, we have

K(n)⇤(BG) = K(n)⇤ ⌅BP� BP ⇤(BG)

and the Morava K-theory K(n)⇤(BG) has no odd degree elements.

Before we begin to deal with the computation, we would like to mention the
interpretation of K-theory in terms of representation theory. Recall the following
theorem.

Theorem 1.3 (Atiyah-Segal). There is an isomorphism

R(G)� ↵ K(BG),

where R(G)� is the completion of the complex representation ring of G with respect
to the argumention ideal.

Also, Morava K(0)-theory is the ordinary cohomology with coe⌅cient in the ratio-
nal numbers Q or its p-completion Qp. Thus, through deRham theory, it is related
to di⇥erential forms. Morava K(1)-theory is related to the p-localization of the
complex K-theory and to vector bundles. Morava K(2)-theory is related to the el-
liptic cohomology. Many mathematicians dream of geometric and/or representation
theoretical interpretation of Morava K-theories and related cohomology theories,
e.g. elliptic cohomology, complex cobordism theory. We hope the computation of
Morava K-theories of classifying spaces might shed some light on such geometric
and/or representation theoretical interpretation.

2. Ordinary cohomology theory

As we already mentioned, when G has no p-torsion, we have a satisfactory result:

Theorem 2.1. If G has no p-torsion, then the induced homomorphism

H⇤(BG; Z/p)↵ H⇤(BT ; Z/p)

is a monomorphism. If p is an odd prime, then the image of the above homomor-
phism is the ring of invariants of the Weyl group W ,

H⇤(BG; Z/p) = H⇤(BT ; Z/p)W = Z/p[y1, . . . , yn]

where deg y1 · · ·deg yn = 2n|W | and deg y1, . . . ,deg yn are even. In particular, the
mod p cohomology of BG is a polynomial algebra over Z/p.

There are compact Lie groups G with p-torsion. The following is the list of p-
torsions of simply connected, simple compact Lie groups.
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Lie group 2-torsion 3-torsion 5-torsion p-torsion (p > 5)
SU(n) ⇤ ⇤ ⇤ ⇤
Sp(n) ⇤ ⇤ ⇤ ⇤

Spin(n) ⇧ ⇤ ⇤ ⇤
G2 ⇧ ⇤ ⇤ ⇤
F4 ⇧ ⇧ ⇤ ⇤
E6 ⇧ ⇧ ⇤ ⇤
E7 ⇧ ⇧ ⇤ ⇤
E8 ⇧ ⇧ ⇧ ⇤

Most of the mod p cohomology theories of classifying spaces of the above Lie groups
as graded Z/p-modules are computed. Only the cases p = 2, G = E8 and p = 3,
G = E8 remain unsolved, although some of details are not yet in the literature.

There are important examples of connected compact Lie groups with p-torsion.
Among those are the projective classical groups, such as the projective unitary
group PU(n) which is the quotient of the unitary group U(n) by its center S1.
The ordinary cohomology theories of projective classical groups seem to be di⌅cult
to compute. Among the nontrivial cases, only the cases p = 2, G = PO(4n + 2),
PU(4n + 2), Sp(4n + 2) and p = 3, G = PU(3) were computed in the 20th century
(See [3], [4], [5]). The case p > 3, G = PU(p) are computed in [2], [11], recently.
The computation of H⇤(PU(pn); Z/p) (n � 2) seems to be di⌅cult.

When G has p-torsion, there are odd degree elements in the mod p cohomology
of BG, so that the induced homomorphism

H⇤(BG; Zp)↵ H⇤(BT ; Z/p)

is no longer a monomorphism. Replacing the maximal torus by elementary abelian
p-subgroups A’s, Quillen proved the following theorem.

Theorem 2.2. There is an F -isomorphism

H⇤(BG; Z/p)↵ lim
⌅

H⇤(BA; Z/p).

F -isomorphism implies that a power of x � lim
⌅

H⇤(BA; Z/p) is in the image of this
homomorphism and each element in the kernel of this homomorphism is nilpotent.

The cohomology of elementary abelian p-subgroups is not only useful in the com-
putation of the mod p cohomology of classifying spaces but also important to our
understanding it. So, we hope the following conjecture to be true.

Conjecture 2.3. For p > 2, the induced homomorphism

H⇤(BG; Z/p)↵
⇤

A

H⇤(BA; Z/p)

is a monomorphism where A ranges over the conjugacy classes of elementary abelian
p-subgroups of G.

In the case p = 2, the above conjecture does not hold. See Kono-Yagita [6].

3. Morava K-theory and Brown-Peterson cohomology theory

The computation of generalized cohomology theories is easy when G has no p-
torsion and the coe⌅cient ring of the generalized cohomology theory has no odd
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degree elements. Since the ordinary cohomology of BG has no odd degree elements,
the E2-term

Ep,q
2 = Hp(BG;Eq)

of the Atiyah-Hirzeburch spectral sequence converging to the generalized cohomol-
ogy theory E⇤(BG) collapses at the E2-level and we have the following proposition.

Proposition 3.1. The Brown-Peterson cohomology BP ⇤(BG) is isomorphic to

BP ⇤⌅Z(p)H
⇤(BG; Z(p)).

The Morava K-theory K(n)⇤(BG) is isomorphic to

K(n)⇤⌅Z/pH
⇤(BG; Z/p).

If G has p-torsion, then the mod p cohomology has an odd degree nonzero ele-
ment. Our results seem to support the following conjecture.

Conjecture 3.2. The Brown-Peterson cohomology of the classifying space of a
connected compact Lie group has no odd degree elements.

Many mathematicians believed that this conjecture should be true for all compact
Lie groups including all finite groups. But a counterexample was constructed by
Kriz in [7], [8]. We do not know any counterexample in the case of connected
compact Lie groups.

There is a generalized cohomology theory P (n) for n � 0. P (0) is BP or its
p-completion. We compute the P (n)-cohomology in order to compute the Morava
K-theories.

Theorem 3.3. If the induced homomorphism

⇥ : BP ⇤(X)↵ P (n)⇤(X)

is an epimorphism for all n � 0, then the following hold: for all n � 0,

P (n)⇤(BG)  = P (n)⇤ ⌅BP� BP ⇤(BG)

and
K(n)⇤(BG)  = K(n)⇤ ⌅BP� BP ⇤(BG).

So, if we would like to show that

K(n)⇤(X)  = K(n)⌅BP� BP ⇤(X)

for all n, it su⌅ces to show that

BP ⇤(X)↵ P (n)⇤(X)

is an epimorphism for all n.
In the case p = 2, we have the following results for simply connected simple Lie

groups.
(p = 2) G BP Morava K

G2 ⇧ ⇧
F4 ⇧ ??
E6 ⇧ ⇧
E7 ?? ??
E8 ?? ??
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The computation of the Brown-Peterson cohomology above is due to Kono and
Yagita in [6]. The computation of Morava K-theories is a new result. Kono
and Yagita compute the Brown-Peterson cohomology of BSpin(n) for n ⌥ 10 and
BPU(4n+2), BSp(4n+2), too. Wilson compute the Brown-Peterson cohomology
of BO(n) in [12] and Kono and Yagita compute their Morava K-theories in [6].
Recently, Inoue and Yagita compute the Brown-Peterson cohomology and Morava
K-theories of BSO(n) for n � 2 in [1]. In the case p = 3, we have the following
results for simply connected simple Lie groups.

(p = 3) G BP Morava K
F4 ⇧ ⇧
E6 ⇧ ??
E7 ⇧ ⇧
E8 ?? ??

The computation of p = 3, G = F4, PU(3) is done in [6]. In the case p = 3, G = E6,
in [2], we computed the Brown-Peterson cohomology of BE6, however, we could
not conclude

K(n)⇤(BE6) = K(n)⇤⌅BP�BP ⇤(BE6).
It remains to be an open problem. In the case p = 5, we have the following result
for simply connected simple Lie groups.

(p = 5) G BP Morava K
E8 ⇧ ⇧

4. Adams spectral sequence

In [6], they use the Atiyah-Hirzeburch spectral sequence in order to compute
the Brown-Peterson cohomology. The Atiyah-Hiruzebruch spectral sequence in [6]
does not collapse at the E2-level. In [2], we use the Adams spectral sequence in
order to compute P (n)-cohomology and show that the assumption in Theorem 3.3
holds. The Adams spectral sequence is an spectral sequence converging to P (n)
cohomology whose E2-term is given by

ExtA(H⇤(P (n); Z/p),H⇤(BG; Z/p)) = ExtEn(Z/p,H⇤(BG; Z/p)),

where A is the mod p Steenrod algebra and En is the subalgebra generated by
Milnor operations Qn, Qn+1, . . .. The E2-term could be computed by taking the
(co)homology of the (co)chain complex

d1 : grP (n)⇤⌅⌅H⇤(BG; Z/p)↵ grP (n)⇤⌅⌅H⇤(BG; Z/p)

where
grP (n)⇤ = Z/p[vn, vn+1, . . . , ]

and

d1(v ⌅ x) =
⇧⇥

k=n

vvk ⌅Qkx.

We compute this (co)chain complex. In this talk, we deal with the case p = 2,
G = G2, E6 and give an outline of the computation.

First, we deal with the case p = 2, G = G2. Let us recall the mod 2 cohomology
of the classifying space of the exceptional Lie group G2. There is an non-toral
elementary abelian 2-subgroup of rank 3, say A, in G2. The induced homomorphism

H⇤(BG2; Z/2)↵ H⇤(BA; Z/2)
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is a monomorphism and the image of this induced homomorphism is the ring
of invariants of general linear group GL3(F2) acting on the polynomial algebra
H⇤(BA; Z/2) in the usual manner. So, the mod 2 cohomology of BG2 is the Dick-
son invariants

D = Z/2[y0, y1, y2]
where deg yk = 23�2k and through this inclusion, we have the action of the Steenrod
algebra, in particular, the action of Milnor operations on H⇤(BG2; Z/2). Let R be
the subalgebra of D generated by y2

0 , y2
1 and y2

2 . Then D is a free R-module with
the basis

{1, y0, y0y1, y0y2, y1, y2, y1y2, y0y1y2}.
Let us write �0 = y2

0 , �1 = y0y1, �2 = y0y2 and �3 = y0. Then, we have

D = R{1,�1,�2,�3,
�1�2

�0
,
�1�3

�0
,
�2�3

�0
,
�1�2�3

�0
}.

Proposition 4.1. There exit f1, f2, f3 � grP (n)⇤⌅⌅R such that

d1(�1) = f1�0, d1(�2) = f2�0, d1(�3) = f3�0,

where deg f1 = 0, deg f2 = �2, deg f3 = �6. Moreover, f1, f2, f3 is a regular
sequence in grP (n)⇤⌅⌅R.

Since R has no odd degree elements and since

deg d1(�1�2�3/�2
0) = 4,

the following proposition completes the proof of Theorem 1.1. The element

d1(�1�2�3/�2
0)

corresponds to w4 in Theorem 1.1.

Proposition 4.2. Let R be a graded algebra over Z/2 and suppose that R is an
integral domain. Let f1, . . . , fn be elements in R. Let z0 be an element in R and
consider R-submodules Ck of

R[z�1
0 ]⌅�(�1, . . . , �n)

generated by
�i1 · · ·�ik

zk
0

,

where �(�1, . . . , �n) is a simple system of generators, 1 ⌥ i1 < i2 < · · · < ik ⌥ n,
k > 0 and C0 = R. Consider the di�erential d given by d(�k) = z0fk for k =
1, . . . , n and by d(xy) = d(x)y + xd(y). If f1, . . . , fn is a regular sequence, then the
homology of (C, d) is given by

H0(C, d) = R/(z0f1, . . . , z0fn)

and
Hk(C, d) = {0}

for k > 0.

Next, we deal with the case p = 2, G = E6. The mod 2 cohomology H⇤(BE6; Z/2)
is generated by y4, y6, y7, y10, y18, y32, y48 and y34 with the relations

y7y10 = 0, y7y18 = 0, y7y34 = 0, y2
34 = y2

10y48 + y2
18y32 + lower terms,
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where the index indicates the degree. There is an elementary abelian 2-subgroup
A of rank 5 in F4 ⌦ E6. The induced homomorphism

H⇤(BE4; Z/2)↵ H⇤(BA; Z/2)

is not a monomorphism. The image of this induced homomorphism is isomorphic
to

H⇤(BG2; Z/2)⌅ Z/2[y2
16, y

2
24]

and the action of Milnor operations on y2
16, y2

24 is trivial. The kernel of this induced
homomorphism is the ideal generated by y10, y18, y34 and it has no odd degree
elements. So, by investigating the long exact sequence of Ext groups induced by
the short exact sequence

0 ↵ (y10, y18, y34)↵ H⇤(BE6; Z/2)↵ H⇤(BG2; Z/2)⌅ Z/2[y2
16, y

2
24]↵ 0

of En-modules, we have the collapsing of the Adams spectral sequence.

5. Beyond connected compact Lie groups

There seem to be several directions to extend the homotopy theory of classifying
spaces of connected compact Lie groups. One of them is the study of the cohomology
of finite Chevalley groups and free loop spaces of classifying spaces. I would like to
end this talk with this.

For a connected compact Lie group G, there is a complexification G(C). G(C)
is a connected reductive complex algebraic group and there is an reductive integral
group scheme GZ such that GZ(C) = G(C) as an algebraic group. Replacing C by
Fq, we have finite Chevalley group G(Fq). By Friedlander-Quillen theory, if q is a
power of p and if ⌧ is a prime number not equal to p, then the mod ⌧ cohomology of
the finite Chevalley group is isomorphic to the mod ⌧ cohomology of the following
pull-back F�q :

F�q BG�

BG� BG� ⇤BG�,

�

⇥ ⇥
1⇥1

�1⇥�q

where ⇤q is the Frobenius map and BG� is the Bousfield-Kan Z/⌧-completion. If
q � 1 ⌃ 0 modulo ⌧, the induced homomorphism

1� ⇤q⇤ : H⇤(BG�; Z/⌧)↵ H⇤(BG�; Z/⌧)

is zero and the Eilenberg-Moore spectral sequence for H⇤(F�q ; Z/⌧) has the same
E2-term with the Eilenberg-Moore spectral sequence for H⇤(LBG; Z/⌧) where LBG
is the free loop space of BG and it is the pull-back of the following diagram.

LBG BG

BG BG⇤BG.

�

⇥ ⇥
1⇥1

�1⇥1

If G has no ⌧-torsion, both Eilenberg-Moore spectral sequences collapse at the E2-
level and we have the same mod ⌧ cohomology for finite Chevalley groups BG(Fq)
and free loop space LBG. Thus, we have the same mod ⌧ cohomology.
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On the other hand, the induced homomorphism

1� ⇤q⇤ : K(n)⇤(BG�)↵ K(n)⇤(BG�)

is not zero, wheer K(n)⇤ = Z/⌧[vn, v�1
n ]. So the E2-term of the Eilenberg-Moore

spectral sequence for K(n)⇤(BG(Fq)) di⇥ers from the one for K(n)⇤(LBG). Again,
when G has no ⌧-torsion, we have a satisfactory answer for Morava K-theories of
finite Chevalley groups.

Theorem 5.1 (Tanabe [10]). If G has no ⌧-torsion, then K(n)⇤(BG(Fq)) has no
odd degree elements.

When G has an ⌧-torsion, we know little on the mod ⌧ cohomology, Brown-
Peterson cohomology and Morava K-theories of classifying spaces of finite Chevalley
groups G(Fq) and the free loop space LBG.
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結び目群の有限体上の線型表現とその応用
（鈴木正明氏 (秋田大学)との共同研究）

創価大学工学部　北野晃朗

2007年 7月 11日

1 序
結び目群の SU(2), SL(2; C)などへの線型表現は結び目の補空間の幾何構造や非圧縮

曲面，Casson不変量など様々な観点から研究されています．一般には与えられた群に対
して線型表現の全体の空間や共役類の空間を決定すること，あるいは具体的に表現を 1つ
求めることでさえも非常に困難です．それは群の表示から定まる代数方程式系を解く，あ
るいは具体的に解を見つけるということが一般には困難だからです．そこでここでは標数
p の有限素体 Fp 上の線型表現，特に 2 次元特殊線型群 SL(2; Fp) への表現を考えます．
SL(2; Fp)について基本的な事実をまとめておきましょう．

• SL(2; Fp)の centerは {±I}.
• SL(2; Fp)の位数は p(p2 − 1).
• SL(2; F2)は 3次対称群 S3 と同型．
• SL(2; F3)/{±I}は 4次交代群 A4 と同型.
• SL(2; Fp)/{±I} (p ≥ 5)は単純群.

有限群であることからコンピュータを用いることによって具体的に表現を探す事も可能
となり，比較的小さい pに対しては全ての表現を決定する事も可能となります．もちろん
Fp 上で全てが理解できるわけではありませんが，pをいろいろと動かす事でわかることも
あります．本講演では, 結び目の不変量として

• 線型表現が具体的に求まったときに計算可能となる twisted Alexander 多項式，

1
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• 線型表現の共役類の個数，及び全射な線型表現の共役類の個数，

この 2つを用いた，素な結び目の上の半順序の決定を中心に述べたいと思います．また時
間が許せば今後の課題について幾つか挙げたいと思います．
以下の記号を用いることにします．

• K: S3 内の結び目．
• G(K) = π1(S3 − K):結び目群
• Fu = ⟨x1, . . . , xu⟩ : ランク uの自由群.
• p: 素数．
• Fp: 標数 pの素体．
• Zp: p進整数環．

2 twisted Alexander 多項式
表現付きの結び目の不変量として twisted Alexander 多項式があります．twisted

Alexander 多項式は結び目の場合に Lin [12] によって，一般の有限表示群の場合に和田
[16]によって導入され，その後，Jiang-Wang [3] や北野 [7], Kirk-Livingston [5]など多
くの仕事がなされており，今も活発に研究されています．詳細は [2]を参考にして下さい．
ここでは結び目群の場合に限り，表現も SL-表現のみを考えて和田の流儀に従って定義

を与えます．結び目群 G(K)のWirtinger表示を１つ固定します．

G(K) = ⟨x1, . . . , xu | r1, . . . , ru−1⟩.

さらにそのアーベル化 α : G(K) → ⟨t⟩ ∼= Z と線型表現 ρ : G(K) → SL(n;R) を
考えます．ここで R は一意分解整域です．これらは群環上の写像 ρ̃ : Z[G(K)] →
Z[SL(n; R)] = M(n;R)と α̃ : Z[G(K)] → Z[t, t−1] を誘導します．さらにこれらから，
環準同型

ρ̃⊗ α̃ : Z[G(K)] → M
(
n;R[t, t−1]

)
.

が定まります．
Fu = ⟨x1, . . . , xu⟩を階数 uの自由群とします．表示から決まる写像 Z[Fu] → Z[G(K)]

と ρ̃⊗ α̃ : Z[G(K)] → M(n; R[t, t−1])の合成を

Φ : Z[Fu] → M
(
n; R[t, t−1]

)

とします．

2
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このとき n × n-行列
Φ

(
∂ri

∂xj

)
∈ M

(
n; R[t, t−1]

)
,

を (i, j)-成分とする u−1×u-行列をM とおき，これを ρに随伴するG(K)のAlexander
行列と呼びます．ここで ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xu
は Foxの自由微分です.

ここで行列 M から第 1 列を取り除いた行列を M1 と表します．ここで M1 は係数を
R[t, t−1]に持ちサイズが n(u − 1) × n(u − 1)の行列になります．
そこで G(K)の表現 ρ : G(K) → SL(n; R)に対する twisted Alexander 多項式を

∆K,ρ(t) =
detM1

detΦ(x1 − 1)

で定義します．

注意 2.1 • ±tε(ε ∈ Z)倍を除いて, ∆K,ρ(t)はWirtinger表示の取り方に依らずに
結び目の不変量として定まることが知られています．

• 分母∆D
K,ρ(t) = detΦ(x1−1)，分子∆N

K,ρ(t) = det M1と表すと，この分子∆N
K,ρ(t)

が Linの twisted Alexander 多項式になります．

3 Twisted Alexander 多項式と素な結び目の間の半順序
北野-鈴木-和田 [10]の結果を結び目群の場合に限ると次のような形になります．

定理 3.1 結び目群 G(K), G(K ′)の間に全射準同型写像 ϕ : G(K) → G(K ′)が存在する
と仮定する．任意の表現 ρ′ : G(K ′) → SL(n; R)に対して ρ = ρ′ ◦ ϕとおく．このとき，
∆D

K,ρ(t) = ∆D
K′,ρ′(t)，かつ∆K,ρ(t)/∆K′,ρ′(t)は割り切れて Laurent多項式になる．

注意 3.2 古典的な Alexander 多項式の場合の対応する結果はよく知られています ([1]の
演習問題)．

ここで群に関する概念を準備します．

1. 群 G の任意の全射準同型写像 f : G → G が G の自己同型写像になるとき G は
Hopfianであるという．

2. 群 Gの任意の自明でない元 xに対して，ある有限群 H と全射準同型 ϕ : G → H

が存在して ϕ(x) ̸= 1となるとき，Gを剰余有限であるという．

3
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群論的に有限生成かつ剰余有限ならば Hopfianであることが，また，３次元多様体論か
ら結び目群は剰余有限であることが証明されます．従って，

命題 3.3 結び目群は Hopfianである．

が言えます．
以下では素な結び目K1,K2 を考えましょう．もしも G(K1)から G(K2)への全射準同

型写像が存在するとき，K1 ≥ K2 と書き表すことにします．

命題 3.4 この 2項関係 ≥は半順序関係になる．

なぜなら，反射律K ≥ K は恒等写像から明らかに成り立ち，また全射の合成は全射に
なるので，推移律 K1 ≥ K2, K2 ≥ K3 ならば K1 ≥ K3 も成立します．従って明らかで
はないのは

反対称律K ≥ K ′ かつK ′ ≥ K ならばK = K ′

のみです．そこで K ≥ K ′ を与える全射を ϕ : G(K) → G(K ′), K ′ ≥ K を与える全射
を ψ : G(K ′) → G(K)としましょう．この 2つの合成は全射 ψϕ : G(K) → G(K)を与
えますが，G(K)が Hopfianであることから同型写像になります．同様に ϕψ : G(K ′) →
G(K ′)も同型写像になります．従って G(K) ∼= G(K ′)が成立し，K,K ′ は素な結び目な
ので結び目群から同型類は決まり，K = K ′ となります．故に反対称律も成立し，以上よ
り半順序になります．
コンピュータの助けを借りることで次の結果 [8] が得られます．

定理 3.5 Reidemeister-Rolfsenの knot tableにおいて半順序は以下のようになる:

85, 810, 815, 818, 819, 820, 821, 91, 96, 916, 923, 924, 928, 940,
105, 109, 1032, 1040, 1061, 1062, 1063, 1064, 1065, 1066, 1076, 1077, 1078, 1082,
1084, 1085, 1087, 1098, 1099, 10103, 10106, 10112, 10114, 10139, 10140, 10141,
10142, 10143, 10144, 10159, 10164

≥ 31,

818, 937, 940, 1058, 1059, 1060, 10122, 10136, 10137, 10138 ≥ 41,

1074, 10120, 10122 ≥ 52.

証明の概略は以下の通りです．
10交点以下の knot tableにある結び目は全部で 249個であり確かめるべき組み合わせ

は 249P2 = 61752通り．
(1)61508通りの場合については，古典的な Alexander多項式を用いて全射の非存在を

証明することが出来ます．

4
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(2) そこで p = 17 までの素数で SL(2; Fp)-表現を考え，twisted Alexander 多項式に
関する北野-鈴木-和田の定理を適用することにより全射の非存在を調べます．すると定理
3.5に挙っている全射が存在する 58 通りを除く 61694通りまで非存在を確かめることが
出来ます．

(3)残った場合の内で周期から全射の存在がわかるものもあり，それ以外のものについ
てコンピュータを用いて全射を探すことにより証明されました．
幾つか例を挙げて説明しましょう．

例 3.6 811 から 31 へ全射が存在しないことを SL(2; F5)-表現の twisted Alexander 多項
式を用いて示すことが出来ます．G(811)の twisted Alexander 多項式の SL(2; F5)-表現
を全て求めます．表現の共役類は 19個あります．
そしてそれぞれに対して twisted Alexander 多項式の分母 ∆D

811,ρi
(t)，分子 ∆N

811,ρi
(t)

をそれぞれ計算すると，出てくる多項式は次の 10種類になります．

(∆N
811,ρ(t),∆

D
811,ρi

(t)) =

(2t6 + 2t5 + t4 + 4t3 + t2 + 2t + 2, t2 + t + 1),
(3t6 + 2t5 + 4t4 + 4t3 + 4t2 + 2t + 3, t2 + 4t + 1),
(t8 + t6 + t2 + 1, t2 + 1),
(2t8 + 2t7 + 4t6 + t5 + 4t4 + t3 + 4t2 + 2t + 2, t2 + 4t + 1),
(2t8 + 3t7 + 4t6 + 4t5 + 4t4 + 4t3 + 4t2 + 3t + 2, t2 + t + 1),
(4t8 + 3t6 + t4 + 3t2 + 4, t2 + 1),
(4t8 + t7 + t6 + 3t4 + t2 + t + 4, t2 + 4t + 1),
(4t8 + 2t7 + t5 + 2t4 + t3 + 2t + 4, t2 + 3t + 1),
(4t8 + 3t7 + 4t5 + 2t4 + 4t3 + 3t + 4, t2 + 2t + 1),
(4t8 + 4t7 + t6 + 3t4 + t2 + 4t + 4, t2 + t + 1)

となります．
一方で G(31)の SL(2; F5)-表現で twisted Alexander 多項式の分子，分母が

∆N
31,ρ0

(t) = t4 + 2t3 + 2t2 + 2t + 1, ∆D
31,ρ0

(t) = t2 + 2t + 1

となるものがあります．ここで

• ∆N
811,ρ(t) は∆N

31,ρ0
(t)で割り切れないか，

• または ∆D
811,ρ(t) ̸= ∆D

31,ρ0
(t) であること

5
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がわかります. 従って北野-鈴木-和田の定理から，G(811)から G(31)への全射が存在しな
いことがわかり，

811 ̸≥ 31

が証明されました．

コンピュータを用いて表現を探す事に関して，結び目群のWirtinger表示においては生
成元は全て共役になる事は重要です．すなわち，まず SL(2; Fp)の共役類分解を調べてお
きます．そして一つ共役類を固定します．結び目群の生成元は互いに共役なのでこの固定
した SL(2, Fp)の共役類の中で，順番に行列を対応させてその写像が準同型になるかどう
かチェックして行きます．固定した共役類で全ての組み合わせを考えると次の共役類に取
り替えて続けます．
次に全射の存在する例です．

例 3.7 G(85) からG(31)への全射を考えます. G(85), G(31)のWirtinger 表示として次
のものを取ります．

G(85) =
〈

y1, y2, y3, y4,
y5, y6, y7, y8

∣∣∣∣
y7y2ȳ7ȳ1, y8y3ȳ8ȳ2, y6y4ȳ6ȳ3, y1y5ȳ1ȳ4,

y3y6ȳ3ȳ5, y4y7ȳ4ȳ6, y2y8ȳ2ȳ7

〉
,

G(31) = ⟨x1, x2, x3 |x3x1x̄3x̄2, x1x2x̄1x̄3⟩,

ここで x̄ = x−1, ȳ = y−1 とします. 今 ϕ : G(85) → G(31)を

ϕ(y1) = x3, ϕ(y2) = x2, ϕ(y3) = x1, ϕ(y4) = x3,
ϕ(y5) = x3, ϕ(y6) = x2, ϕ(y7) = x1, ϕ(y8) = x3.

と定義するとこの写像は明らかに全射になります．さらに関係子の像が自明になることを
確認できるので準同型になります．従って定義により

85 ≥ 31

が成立します．

注意 3.8 • 一般には，2 つの結び目のWirtinger 表示を固定して，生成元の行き先
を語の長さを短い方からどんどん対応させて写像をつくり，コンピュータでそれが
関係子を満たすかどうかを確かめて準同型写像を探してやります．

• 2 橋結び目の群の間の全射に関して大槻-Riley-作間 [13] による構成法が知られて
います．

6
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4 極小元，周期的結び目，degree 1 map

任意の結び目群から自明な結び目群 (∼= Z) へは全射が常に存在し，それはその結び目
群のアーベル化によって与えられます．非自明な結び目への全射の存在については周期的
結び目，degree 1 mapsなど幾何学的な条件が幾つか知られています．ここではそれらと
極小元に関する事柄について述べます．
まず結び目がファイバー結び目，あるいはトーラス結び目という特別な構造を持つ場合

を考えます．K1 と K2 を S3 内の結び目とし，K1 を種数 g1 のファイバー結び目としま
す. このとき，次が成立します．

命題 4.1 もし全射準同型 ϕ : G(K1) → G(K2)が存在するならば, K2 もまたファーバー
結び目であり，その種数 g2 は g1 以下である.

注意 4.2 Silver-Whitten[15, Prop. 3.11]も同様の研究を行っている．

またトーラス結び目 T (p, q)に対して次が成り立ちます．

命題 4.3 もし全射準同型 ϕ : G(T (p, q)) → G(K) が存在するならば, ある自然数の組
(r, s)が存在して K もトーラス結び目 T (r, s)である．特に r と sは p, q どちらかの約数
になる．

これらの命題から次がわかります．

定理 4.4 結び目 31, 41, 10124 は極小元.

続いて周期について考えます．10交点以下の結び目の周期については児玉-作間 [9]に
より決定されているので，これと比較することにより次が得られます．

定理 4.5 次の半順序関係は周期的結び目とその商により実現される:

85, 815, 819, 821, 91, 916, 928, 940,
1061, 1063, 1064, 1066, 1076, 1078, 1098, 10139, 10141, 10142, 10144

≥ 31,

818, 1058, 1060, 10122, 10136, 10138 ≥ 41,

10120 ≥ 52.

定理 4.6 定理の中で半順序関係を成立させるために実際に構成した全射準同型写像の中

7
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で次の半順序においては degree 1 mapで実現される:

818, 105, 109, 1032, 1040, 10103, 10106, 10112, 10114, 10159, 10164 ≥ 31,

937, 940 ≥ 41,

1074, 10122 ≥ 52.

5 不変量としての表現の共役類の個数
これまでも与えられた pに対して SL(2; Fp)-表現を全て求め,それぞれに対して twisted

Alexander 多項式という不変量を求めることで結び目群の間の全射の非存在などを調べ
てきました．この章では結び目群の SL(2; Fp)-表現の共役類の個数，あるいは，全射であ
る表現の共役類の個数を結び目の不変量と考えて，それを用いて結び目を区別することや
全射の存在についてどのようなことが言えるかについて述べます．
素数 pを固定し，

r(K, p) = #{ρ : G(K) → SL(2; Fp)}/∼
共役

は結び目の不変量となります．

例 5.1 31 と 41 の場合について比べてみる．

p 2 3 5 7 11 13 17

r(31, p) 4 11 19 25 33 47 55

r(41, p) 3 11 17 31 31 45 49

自然な問題として次が挙げられます．
素数 pをいくつまで考えれば、SL(2; Fp)-表現の共役類の個数で 10交点以下の素な結

び目は全て区別できるか？

命題 5.2 p = 23までの r(K, p)で 10交点以下の素な結び目は全て区別できる.

注意 5.3 p = 7まで考えれば、SL(2; Fp)-表現による twisted Alexander多項式で 10交
点以下の素な結び目は全て区別できる.

全射準同型の共役類の個数について考えてみましょう．

sr(K, p) = #{ρ : G(K) → SL(2; Fp) 全射 }/∼
共役

は結び目の不変量となります．

8
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命題 5.4 p = 19までの sr(K, p)で 10交点以下の素な結び目は全て区別できる.

それでは先に述べた素な結び目の半順序に関してこの表現の個数という不変量はどのく
らい有効でしょう．確かめるべき組み合わせは 249P2 = 61752通りでした．

命題 5.5 1. p ≤ 13で、r(K, p)を用いて全射なしといえるのは 45601通り，sr(K, p)
を用いて全射なしといえるのは 49078通り，r(K, p)と sr(K, p)を組み合わせて全
射なしがいえるのは 49774通り．

2. p ≤ 17で、r(K, p)を用いて全射なしといえるのは 47661通り，sr(K, p)を用いて
全射なしといえるのは 50870通り，r(K, p)と sr(K, p)を組み合わせて全射なしが
いえるのは 51396通り.

注意 5.6 Alexander多項式で全射なしと判定できるものは 61508通りでした．これだけ
見ると p = 17まででは Alexander多項式にも及ばないことがわかります．

6 p進表現
最後に結び目群の p進整数環上の表現について述べます．固定した素数 pに関して，

· · · → Z/pn+1Z → Z/pnZ → · · · → Fp = Z/pZ → 0

という射影系を考えてみましょう．ここから射影系

· · · → SL(2, Z/pn+1Z) → SL(2, Z/pnZ) → · · · → SL(2, Fp)

が得られます．これらの極限として p進整数環 Zp とその上の特殊線型群 SL(2, Zp)が得
られます．このとき次が成り立ちます．

定理 6.1 任意の表現 ρ : G(K) → SL(2; Fp)は ρ̂ : G(K) → SL(2; Zp)へ持ち上げ可能
である．

注意 6.2 まず p = 2の場合には群の中心拡大の議論を用いて証明できました．その後一
般の場合については証明できないままでしたが，以下の議論を九州大学の森下昌紀氏と
Sydney大学の J. Hillman氏に教えて頂きました．ここで改めて感謝致します．

幾つかの記号を導入します．
Γ(n) := Ker(SL(2; Zp)

mod pn

−→ SL(2; Z/pnZ)).
SL(2; Zp) → SL(2; Z/pnZ)は全射であるので，次の補題が成立する．

9
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補題 6.3 SL(2; Zp)/Γ(n) ∼= SL(2; Z/pnZ).

さらに次も成立する．

補題 6.4 Γ(n)/Γ(n + 1)はアーベル群．

証明
任意の元 A, B ∈ Γ(n) は A = I + pnA1, B = I + pnB1 と表すことができる．この

とき A－ 1 = I − pnA1 + (pn+1以上の項), B−1 = I − pnB1 + (pn+1以上の項). 従って
A, B の交換子を計算すると

[A, B] = ABA－ 1B－ 1

= (I + pnA1)(I + pnB1)(I − pnA1 + (高次の項))(I − pnB1 + (高次の項))
= I + pn(A1 − A1 + B1 − B1) + (高次の項)

= I mod pn+1.

すなわち，[A,B] ∈ Γ(n + 1).

補題 6.5 H2(G(K),Γ(n)/Γ(n + 1)) = 0.

証明
結び目K の補空間 S3 −K はK(G(K), 1)-空間であり，かつH2(S3 −K; Z) = 0であ

るから，普遍係数定理より補題は成立する．
ここで短完全系列

1 → Γ(n)/Γ(n + 1) → SL(2; Zp)/Γ(n + 1) → SL(2;Zp)/Γ(n) → 1

を考えよう．コホモロジーを取り補題を適用すると，完全系列

H1(G(K), SL(2; Z/pn+1Z)) → H1(G(K), SL(2;Z/pnZ)) → 0

を得る．従って表現 ρ ∈ H1(G(K), SL(2; Fp))は射影系 (ρn ∈ H1(G(K), SL(2; Z/pnZ))
へ持ち上げることができる. 　故に

ρ̂ = lim
←
n

ρn ∈ lim
←

H1(G(K), SL(2; Z/pnZ)) = H1(G(K), SL(2; Zp))

は表現 ρの持ち上げとなる．
ここまでで述べてきた事により非自明な SL(2; Zp)-表現は存在することがわかりま

した．p 進整数環 Zp は一意分解整域なので Zp 上の表現 G(K) → SL(2; Zp) に対して

10
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twisted Alexander 多項式を定義することは可能です．もちろんこれらを直接扱うことは
困難ですが，この不変量は意味を持ちます．
さらに，この Zp 上の twisted Alexander 多項式を Z/pnZ 上へ射影して考える事

は意味を持ちます．Z/pnZ (n ≥ 2) は一意分解整域ではないので Z/pnZ 上 twisted
Alexander 多項式を直接定義する事はできません．しかし，Zp を経由することで Zp-
twisted Alexander 多項式 mod pn は意味を持ちます．これらと SL(2, Z/pnZ)-表現，あ
るいはこれらを用いてどれくらいの事が言えるかは今後の課題です．
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Character varietyの断面から誘導される代数多様体族と
knot contact homology

長郷　文和
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はじめに
本稿では，背景や動機を視点とした，本研究の概略について述べさせて頂きます．尚，本研
究に関する詳細な情報は，論文 [N3] (補遺 [N1, N2, GN, NY])から得ることができます．

概要
この講演では，結び目群のSL(2, C)表現，特に，その表現の指標が成す集合 (character variety)
のある断面を定義し，その構造を表現論的視点から解説する．更に，断面の幾何的性質を抽出
することで得られる代数多様体1F(K)に注目する．F(K)は，その構造から，代数多様体の列

F(K) = F (3)(K) → F (2)(K) → F (1)(K) = {0} ⊂ C

を誘導するが，特に，中間多様体 F (2)(K)の双対空間2が abelian knot contact homologyと
いう Z係数ホモロジー群と同型な構造を持つ．このとき，F (2)(K)の既約成分の個数は，その
homologyの Betti数として解釈できることがわかる．これらの事実について解説する．

1 研究の背景と動機の概略
1.1 Casson-Lin invariantと SU(2)表現空間の断面：表現論的背景
整ホモロジー球面M (i.e., H1(M ; Z)=0を満たす向き付け可能な連結閉 3次元多様体)に対
し，Casson invariant λ(M) ([AM, S])という整数値不変量が定義される．そのアイデアを
簡単に説明すると，整ホモロジー球面M の Heegaard分解M = H1

n ∪g H2
nを考え，それぞれ

のハンドル体H i
nの基本群 (i.e. 自由群 Fn := ⟨g1, · · · , gn⟩)に対し，SU(2)表現空間3R(H i

n) :=
Hom(Fn, SU(2))/ ∼を構成する．ここで，F := H1

n ∩ H2
n の基本群 (i.e. 自由群 F2n) に対

する表現空間 R(F ) := Hom(F2n, SU(2))/ ∼を考えると，ハンドル体の貼り付け写像 g から
誘導される各包含写像 gi: R(H1

n) g1−−−→ R(F2n) g2←−−− R(H2
n) の像の共通部分 g1(R(H1

n)) ∩
1この講演では，広い意味での代数多様体，つまり代数的集合 (多項式族の共通零点集合)を指す．
2F(K)に付随した，ある商多項式環 Q(2)(K)．nilradicalによる商 Q(2)(K)/

√
0は F(K)の座標環になる．

3本稿では，SU(2)既約表現集合の SO(3)の共役作用による商集合 (i.e., SU(2)既約表現の共役類集合)とする．
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g2(R(H2
n)) ⊂ R(F2n) は有限個の点から成ることがわかる．その各点には接空間の向きによ

り符号 “+,−” が定義されるが，この符号に付随した algebraic intersection number で
g1(R(H1

n))∩ g2(R(H2
n))の点を数え上げることにより，Heegaard分解に依らない整ホモロジー

球面の整数値不変量 λ : {整ホモロジー球面 } → Zを構成できる．これが Casson invariantの
アイデアである．

Cassonの構成を踏まえ，Xiao-Song Linは，S3内の結び目Kの不変量，いわゆるCasson-
Lin invariant h(K) ([L])を構成した．具体的には，まず結び目の braid表示 σ ∈ Bnを固定
し，2n-穴あき球面 S2

nにより，結び目の外部空間EK のハンドル体分解EK := H1
n ∪h H2

nを与
える．但し，genusには結び目の外部空間の境界が対応し，S2

nの外部H1
nは S3への標準的な

埋め込み，内部H2
nは，結び目の braid表示に対応する “絡まった”genusをもつハンドル体と

なる様な状況を考える：

S2
2n

H2
n H1

n

∪hσσ

EK

=

ここで，2n-穴あき球面S2
2n := H1

n∩H2
nの基本群の表現空間4R(S2

2n) := Hom(π1(S2
2n), SU(2))/ ∼

を用いることで，Casson invariantと同様，ハンドル体の貼り付け写像から誘導される SU(2)
表現空間の包含写像 hi: R(H1

n) h1−−−→ R(S2
2n) h2←−−− R(H2

n) の像の共通部分 h1(R(H1
n)) ∩

h2(R(H2
n)) ⊂ R(S2

2n)を構成できる．ここでLinは，SU(2)表現において，各基本群の生成元で
ある結び目のmeridian5の像が trace-free，つまり traceが 0な表現6に制限することで，表現空
間の断面R0(H1

n), R0(H2
n), R0(S2

2n)を考えた．このとき，共通部分h1(R0(H1
n))∩h2(R0(H2

n)) ⊂
R0(S2

2n) は有限個の点からなり，Casson invariantと同様，各点には符号 “+,−”が定義され
る．この符号に付随した algebraic intersection numberにより共通部分の点を数え上げること
で，結び目の braid表示によらない整数値不変量 h : {結び目 } → Zを構成できる．これが
Casson-Lin invariantである．
ここで，注目したいのが，Casson-Lin invariantは，結び目の符号数 (signature)の 1

2 倍にな
るという点である．このように，結び目群の SU(2) trace-free表現という特殊な表現の集合か
ら，結び目外部空間の非自明な大域的性質が現れるという現象は，非コンパクトLie群SL(2, C)
に対する結び目群の trace-free表現の場合，どの様に反映されるのであろうか? これが，表現
論的視点から見た本研究の動機である．

1.2 Kauffman bracket skein module(KBSM)とcharacter variety：位相的背景
実は，本研究の原点は『KBSMを研究するための新たな手法の開発』という位置付けで始め
られたKBSMの研究 ([N3])にある．D. Bullockによる trace identityとKauffman bracket
skein relationの対応付け ([B, PS])により，traceの基本分解 (定義 2.1)という代数操作が，
skein relationという位相操作に還元できるため，KBSMの研究が character varietyの研究に
応用できる．(KBSMに由来するより詳細な背景につきましては，本講演・本稿の構成上の都
合により，割愛させて頂きます．詳しくは [N3]をご参照下さい.)

4Casson invariant同様，SU(2)既約表現の共役類空間とする．
5即ち，Hi

n の longitude，または S2
2n の境界．

6このような表現を trace-free 表現という．このとき，h2 は本質的に braid群のMagnus表現 ([M]) に対応
している．
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2 SL(2, C)-character vaietyの断面S0(K)とその性質
この Sectionでは，表題にある character varietyの断面を定義し，その性質を述べる．Casson

invariantやCasson-Lin invariantでは，SU(2)表現の共役類を考えたが，本研究では，SL(2, C)
表現の指標集合 (character variety)について考える．

2.1 SL(2, C)-character varietyX(G)と trace-freeな断面 S0(K)

以降では，有限生成有限表示群Gの SL(2, C)表現 (i.e., 群準同型)を考える．Gの SL(2, C)
表現全体の集合を Hom(G,SL(2, C)) と表す．表現 ρ : G → SL(2, C)の指標 χρ を χρ(g) :=
trace(ρ(g)) で定義し，Gの SL(2, C)表現の指標全体の集合をX(G)と書く：

X(G) := {χρ | ρ ∈ Hom(G,SL(2, C))}.

X(G)は集合であるが，Culler-Shalen([CS])により, ある複素空間 CN 内の代数多様体と同一
視できることが知られている．この同一視された代数多様体を同じ記号でX(G)と書き，Gの
character varietyと呼ぶ．以降では，特に有限生成有限表示群として結び目群 GK，つまり結
び目外部空間 EK := S3 − N(K)の基本群 π1(EK)を考える (但しN(K)は結び目K ⊂ S3の
開管状近傍)．

Example (character variety)．trefoil結び目群G31 = ⟨a, b | abab−1a−1b−1 = 1⟩に対する
character varietyはX(G31) = {(x, y) ∈ C2 | (y + 2)(y + x2 − 1)}と表される．実際，

• Hom(G31 , SL(2, C)) ≡
{
(ρ(a), ρ(b)) ∈ SL(2, C)2 | ρ(abab−1a−1b−1) = ρ(1)

}

=

{
(A,B) ∈ SL(2, C)2

∣∣∣∣∣ABAB−1A−1B−1 =

[
1 0
0 1

]}

• X(G31) = {χρ | ρ ∈ Hom(G31 , SL(2, C))}

≡
{

(trace(A), trace(AB−1)) ∈ C2

∣∣∣∣∣ABAB−1A−1B−1 =

[
1 0
0 1

]}

ここで，SL(2, C)における traceは次の性質を満たすことに注意する：

• trace(X−1) = trace(X), X ∈ SL(2, C).

• trace(Y −1XY ) = trace(X), X,Y ∈ SL(2, C).

• trace(XY ) = trace(X) · trace(Y ) − trace(XY −1) , X,Y ∈ SL(2, C).

特に 3 番目の関係式を trace identity または Cayley-Hamilton identity という．実は，
trace identity を含む上記 3 つの関係式から，A, B の任意の word7の trace は，trace(A) と
trace(AB−1)の多項式で表される8．例えば，x := −trace(A), y := −trace(AB−1)とするとき，

trace(ABAB−1A−1B−1) = −y3 − 2x2y2 − (x4 + 2x2 − 3)y − 2x4 + 4x2 (1)

となる．ここで，2 − trace(ABAB−1A−1B−1) = (y + 2)(y + x2 − 1)2 から9，上記を得る：

X(G31) =
{
(x, y) ∈ C2 | (y + 2)(y + x2 − 1) = 0

}

7普通の意味での word．例えば A3B5AB−2A2 など．
8González Acuña-Montesinosによる有限生成有限表示群に対しての強力な結果 ([GM])により保証される．
9一般には，結び目群の関係式だけから X(GK)の定義多項式が導かれるとは限らない (注意 3.2参照)
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定義 2.1 (traceの基本分解) 上記操作 (1)の様に，trace identity等により，表現の traceを基
本的な traceの多項式に分解する操作を，traceの基本分解という．

定義 2.2 結び目群GK に対し，その character variety X(GK)の断面 S0(K)とは，trace-free
表現の指標全体からなるX(GK)の部分集合，またはそれに対応する代数多様体を意味する：

S0(K) := {xρ ∈ X(GK) | χρ(µ) = 0} ⊂ X(GK).

2.2 S0(K)の特徴
断面 S0(K)を構成する点に関しては，少なくとも次の性質が成り立つ：

1. 任意の結び目Kに対し，S0(K) ̸= φ．(可換表現の指標から10)
2. S0(K)には少なくとも |∆K(−1)|−1

2 + 1個の点が存在する．(Section 2.2.1参照)
3. smallな結び目K に対し，dim (S0(K))=0．(small ⇒ meridionally smallより)
4. 合成結び目K = K1#K2 (但し |∆Ki(−1)| ̸= 1, i = 1, 2)に対し，dim (S0(K)) ≥ 1.

([K], p.816の 11行目参照). 但し∆K(t)はK のAlexander多項式．
5. smallな結び目 K に対し，S0(K)には少なくとも degl(AK(m, l)) + 1個の点が存在する

([N3]参照)．但しAK(m, l)は結び目K の l − 1で割られたA-多項式 ([CCGLS])．

本稿では，性質 2についてのみ解説する．

2.2.1 性質 2について：metabelian表現

S0(K)を構成している trace-free表現の指標の代表格といえるのが，metabelian表現である．

定義 2.3 (metabelian表現) 群 Gの表現 ρ : G → SL(2, C)で，交換子群 [G,G]の ρによる
像 ρ([G,G])が SL(2, C)の可換部分群になるものを，metabelian表現という．

従って，可換表現はmetabelianであるので，非可換，特に既約metabelian表現に注目する．
結び目群に対しては，次の興味深い性質を持つ．µ, λをKの標準的なmeridian，longitudeに
代表されるGK の元とする．

命題 2.4 ([N1]) 結び目群 GK の任意の既約 metabelian 表現 ρ : GK → SL(2, C)は次を満
たす．

trace(ρ(µ)) = 0, trace(ρ(λ)) = 2.

これにより，全ての既約metabelian表現の指標は，断面 S0(K)に含まれることがわかる11．
その個数は有限個で，次のように具体的に記述できる．

命題 2.5 ([N1]([K, L]の SL(2, C)-version)) 結び目群GK の既約metabelian指標の個数は
|∆K(−1)|−1

2 である.

命題 2.5により，性質 2が保証される．既約 metabelian表現については，更に必要十分条
件もわかる．まず，結び目群 GK の可換化 αt : GK → ⟨t⟩ を経由することで，1 次元表現
α−1 : GK → C，α−1(µ) = −1を構成する．α−1は表現の involution ι : R(GK) → R(GK)，
ι(ρ)(g) := α−1(g) · ρ(g) (g ∈ GK)，従って character variety上の involution ι : X(GK) →
X(GK), ι(χρ) := χι(ρ)を自然に誘導する．

10可換表現 ρab : GK → H1(EK) → SL(2, ), ρab(µ) = diag(
√
−1,−

√
−1)の指標が常に含まれる (但し µは結

び目 K の meridian)．
11可約な場合，命題 2.4を満たさないものが存在する．
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命題 2.6 ([NY]) 任意の結び目Kと，その既約表現 ρ : GK → SL(2, C)に対し，次は同値12：
(1) ρはmetabelian
(2) 任意の元 g ∈ GK に対し，trace(ι(ρ)(g)) = trace(ρ(g)) (つまり ι(χρ) = χρ)

3 断面S0(K)の効率的評価：代数多様体F(K)の構成
断面 S0(K)の定義多項式は，結び目群の表示に依存するため，S0(K)自身を不変量として扱
うのは効率的ではない．そこで，Casson-Lin invariantに倣い，既約成分の個数に注目する．

定義 3.1 (norm) 代数多様体 V に対し，その norm ||V ||を (V の既約成分の個数)−1とする．

任意の結び目Kに対し S0(K) ̸= φであるため，norm || · ||により，結び目の非負整数値関数

s0 : {結び目 } → Z≥0, s0(K) := ||S0(K)||.

が定義できる．つまり norm は，Casson-Lin invariant とは異なり，単純に断面の既約成分
(dim (S0(K)) = 0の場合は点)の個数を geometric intersection numberで数え上げて
いると解釈できる．

注意 3.2 Section 2.1の例では，X(G31)の定義多項式は，結び目群の関係式のみから導かれた
が，一般に，生成元の個数 nが 3以上の群GK に対するX(GK)は，結び目群の関係式から得
られる定義多項式 (幾何的定義多項式)以外に，結び目外部空間の位相とは全く無関係な定義多
項式 (非幾何的定義多項式)を持つ．これは，自由群 Fn(n ≥ 3)の character varietyX(Fn)に，
trace indentityから導かれる非自明な定義多項式が存在するためである．(González Acuña-
Montesinos([GM])により，X(Fn) (n ≥ 1)の (弱い意味での)定義多項式は決定されている.)

注意 3.2のように，GK の生成元が増えるほど，X(GK)，従って S0(K)の定義多項式は複
雑になり，その評価が飛躍的に難しくなる．そこで Section 3.1では，結び目K の braid表示
σ ∈ Bnを固定することで，X(GK)の非幾何的定義多項式を排除し，幾何的定義多項式 (σに付
随した形で記述)から生成される多項式族 (ideal) SL(σ)を導入する．

3.1 幾何的定義多項式を抽出する：ideal SL(σ)の導入
まず，結び目Kの結び目群GK は，Kの braid表示 σ ∈ Bnに対し，次のように表される：

GK = π1(H1
n) ∗π(S2

2n) π1(H2
n) = ⟨g1, · · · , gn | gi = σ(gi) (i = 1, · · · , n)⟩.

但し，braid σの自由群 π1(H2
n) = ⟨g1, · · · , gn⟩への作用は，次のように定義される：

σi(gj) :=

{
gi · gi+1 · g−1

i , if j = i

gpi,i+1(j), otherwise
, σ−1

i (gj) :=

{
gi+1 · gi · g−1

i+1, if j = i + 1
gpi,i+1(j), otherwise

(但し pi,i+1は i, i + 1の置換.) ここで，関係式 xi = σ(xi) (i = 1, · · · , n)のから得られる幾何
的定義多項式は，この σ-作用を用いることで，次のように形式的に構成される fσ, gσ,Am によ
り記述される．まず，trace関数 tg : X(GK) → C, tg(χρ) := trace(ρ(g)) (g ∈ GK)に対し，
xij := −tgigj (1 ≤ i < j ≤ n), xijk := −tgigjgk (1 ≤ i < j < k ≤ n), hi := −tgi∗(1 ≤ i ≤ n.
但し ∗は不定元)とし，C(3)

n := C[{xij}1≤i<i≤n, {xijk}1≤i<j<k≤n] とおく．このとき C(3)
n -加群

An :=
∑3

i=2(⊕n
i=1C

(3)
n hi)⊗iを考える (但し⊗は C(3)

n 上の tensor積)．
12この命題は SU(2)表現についても成り立つ．
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• hj に対し，作用 fσi，fσ−1
i
を次のように定義する：

fσi(hj) :=

{
xi,i+1hi − hi+1, if j = i

hpii+1(j), otherwise
, fσ−1

i
(hj) :=

{
xi,i+1hi+1 − hi, if j = i + 1
hpii+1(j), otherwise

• fσ±1
i

(hi1 ⊗ · · · ⊗ him) := fσ±1
i

(hi1) ⊗ · · · ⊗ fσ±1
i

(him).

• An上の C(3)
n -線形写像 c : An → C(3)

n を次のように定義する：

c(hi1 ⊗ hi2) :=

⎧
⎪⎨

⎪⎩

xi1i2 if i1 < i2
2 if i1 = i2

xi2i1 if i1 > i2

c(hi1 ⊗ hi2 ⊗ hi3) := sign(τ)xiτ(1)iτ(2)iτ(3)

但し，τ は iτ(1) ≤ iτ(2) ≤ iτ(3) を満たす 3次対称群の元．

• (1) fσ±1
i

(
∑

k skhk) :=
∑

k fσ±1
i

(sk)fσ(hk) (sk ∈ C(3)
n )：ねじれ C(3)

n -線形拡張.

(2) 多項式 s(xi1i2, xi1i2i3) ∈ C(3)
n に対し，

fσ±1
i

(s(xi1i2 , xi1i2i3)) := s(fσ±1
i

(xi1i2), fσ±1
i

(xi1i2i3))：fσ±1
i
の C(3)

n への拡張.

(3) fσ±1
i

(xi1···im) := c ◦ fσ±
i
(hi1 ⊗ · · · ⊗ him)：xi1···im に対する fσ±1

i
の作用.

(4) fγ1·γ2 := fγ1 ◦ fγ2 (γi ∈ Bn)：一般の braidへの拡張.
によりAn上の作用 fσを定義する13.

• 真部分集合Am ⊂ {1, · · · ,m}に対し，ϵAm(i) :=

{
1, if i /∈ Am

0, if i ∈ Am
を定義する．

• gσ,Am(hi1 ⊗ · · · ⊗ him) := f
ϵAm(1)
σ (hi1) ⊗ · · · ⊗ f

ϵAm(m)
σ (him).

定義 3.3 (ideal SL(σ)) braid表示 σ ∈ Bnに対し，SL(σ)を以下の多項式で生成される C(3)
n

の idealとする：

c(fσ(hi ⊗ hj) − hi ⊗ hj), (1 ≤ i < j ≤ n)

c(fσ(hi ⊗ hj ⊗ hk) − hi ⊗ hj ⊗ hk), (1 ≤ i < j < k ≤ n)

c(gσ,A2(hi ⊗ hj) − hi ⊗ hj), (1 ≤ i ≤ j ≤ n)

c(gσ,A3(hi ⊗ hj ⊗ hk) − hi ⊗ hj ⊗ hk), (1 ≤ i ≤ j ≤ k ≤ n)

一般 6角関係式, (if n ≥ 3)

ここで，一般 6角関係式とは，ある特別な非幾何的定義多項式の一種である ([N3]参照)．実際，
一般 6角関係式以外の生成元 c(fσ(h) − h), c(gσ,Am(h) − h)がX(GK)の幾何的定義多項式を
実現していることが確認できる．この様に定義された代数多様体F(σ)は，braid表示の取り方
に依らない14．

13Φn : Bn → Aut(C(2)
n ), Φn(σ) := fσ は braid群のMagnus表現に対応している.

14実は，SL(σ)に含まれる一般 6角関係式を排除しても，その共通零点はMarkov move不変になるが，一般 6
角関係式を入れることで，S0(K) の持つ重要な幾何構造が F(K) に反映されるため，一般 6 角関係式は排除しな
い．この意味で，一般 6角関係式は幾何的定義多項式とも見れる．
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定義 3.4 (Markov move) Braid群 Bnの元 σに対し，次の 2種類の操作

σ ↔ σ∓1
i σσ±1

i (1 ≤ i ≤ n), σ ↔ σσ±1
n+1.

をMarkov moveという (前者をタイプ I，後者をタイプ IIという)．

定理 3.5 (Markov moveによる不変性 [N3]) 結び目 K の braid表示 σ ∈ Bn に対し，代数
多様体F(σ), F(σ∓1

i σσ±1
i ), F(σσ±1

n+1)は同型15である．

結び目Kの任意の二つの braid表示は，有限回のMarkov moveで互いに移り合うため，定理
3.5は，F(σ)が braid表示に依らない，つまり結び目不変量であることを示している．Kのあ
る braid表示 σに対しF(K) := F(σ)と定義する．特にF(K)の normにより，非負整数値16不
変量 f : {結び目 } → Z≥0, f(K) := ||F(K)|| が定義できる．

4 F(K)の幾何的側面
SL(σ) (σ ∈ Bn)を生成する fσ(hi)は，次のような loopの局所操作17に対応する：

= −

xi,i+1

hi

hi

hi+1fσi(hi)
σi

⇒

この性質により，c◦fσ(hi ⊗hj), c◦gσ,A2(hi ⊗hj)は共に C(2)
n := C[{xij}1≤i<j≤n] の元となるこ

とがわかる．つまり，商多項式環 C(3)
n /SL(σ)は，次の分解 (filtration) Q(d)(σ) := C(d)

n /SL(d)(σ)
を誘導する：

Q(σ) = Q(3)(σ) ⊃ Q(2)(σ) ⊃ Q(1)(σ) = C.

但し C(1)
n := Cとし，SL(d)(σ)は，SL(σ)の生成元のうち，C(d)

n の元であるものが生成する C(d)
n

の idealとする. この双対 (i.e.,各 SL(d)(σ)の共通零点)を取ることにより，次の列を得る．

F(K) = F (3)(σ)
xij -射影−−−−−−→ F (2)(σ) 0-射影−−−−→ F (1)(σ) = {0} ⊂ C

各代数多様体 F (d)(σ)は結び目の不変量となることがわかる．F (d)(K) := F (d)(σ)と定義し，
norm || · ||により，非負整数値関数18fd(K) := ||F (d)(K)||を定義する．(定義から，任意の結び
目Kに対し f1(K) = 0.) これにより，s0(K)の挟み撃ち評価式を得ることができる (命題 4.1,
付録 A参照).

命題 4.1 少なくとも次の性質が成り立つ：

1. dim (F (3)(K)) = 0ならば，f3(K) ≥ s0(K) ≥ (|∆K(−1)| − 1)/2. (性質 2の系)
2. dim (F (3)(K)) = 0を満たす smallな結び目Kに対し，f3(K) ≥ s0(K) ≥ degl(AK(m, l)).

(性質 5の系)
3. 2-bridge knot K = S(p, q)に対し，F (d)(K) ∼= S0(K), fd(K) = p−1

2 (d = 2, 3). ([N4])
4. 合成結び目 K = K1#K2 (但し |∆Ki(−1)| ̸= 1, d = 1, 2)に対し，dim (F (3)(K)) ≥ 1.

(性質 4の系)

15代数多様体 V1，V2 が同型 (∼=)とは，全単射多項式写像 p : V1 → V2 が存在するときをいう．
16定義から (必要なら座標変換により)常に F(K) ⊃ S0(K) ̸= φとなるため．
17meridional knotを全て 0に退化させた場合の t = −1における KBSMの skein relation に対応する．
18任意の結び目K に対し，F(d)(K) (i = 1, 2, 3)が空ではないことによる．
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5 F (d)(K)の代数的側面：abelian knot contact homology

まず，結び目Kの braid表示 σ ∈ Bnを固定し，nに付随した Z上の次数付き tensor代数

Z⟨
deg 0︷︸︸︷
aij ,

deg 1︷ ︸︸ ︷
bij , cij ,

deg 2︷ ︸︸ ︷
dij , ei ⟩ (1 ≤ i < j ≤ n)

に交換関係式 v ⊗ w = (−1)deg v deg ww ⊗ vを導入した商環 Tnを考える．Tnは，生成元の次数
により，filtration Tn = T (2)

n ⊃ T (1)
n ⊃ T (0)

n = Z[aij] (center：多項式環) を持つ．但し T (i)
n は

0次から i次までの元が生成する Tnの部分環とする．ここで，σに付随した以下の条件を満た
す differential ∂(i)

σ : T (i)
n → T (i−1)

n (i = 0, 1, 2)が具体的に定義される19：

1. ∂(i)
σ は次数を 1下げる．

2. Leibniz rule：∂(i)
σ (vw) =

(
∂(i)

σ v
)

w + (−1)degvv
(
∂(i)

σ w
)
を満たす．

3. ∂(i−1)
σ ◦ ∂(i)

σ = 0．

(詳細は [Ng]を参照.) 特に，条件 3により homologyが定義される．

定義 5.1 (braidに対する contact homology [Ng]) braid σに対し，chain complex

0 ∂
(3)
σ−−−→ T (2)

n
∂
(2)
σ−−−→ T (1)

n
∂
(1)
σ−−−→ T (0)

n
∂
(0)
σ−−−→ 0

から定義される i次の homology HCab
i (σ) (i = 0, 1, 2) を，braid σ に対する i次の abelian

contact homologyという．

実は，Markov moveによってHCab
i (σ)は (環同型を法として)不変である ([Ng])．HCab

i (K)
を HCab

i (σ) で定義し，結び目 K の i 次の abelian knot contact homology という．こ
こで，環同型 ψ : C(2)

n → Z[aij] ⊗ C = C[aij], ψ(xij) := −aij を考えると，ψ は環同型
ψ̃ : Q(2)(σ) → HCab

0 (K) ⊗ Cを誘導する．

定理 5.2 ([N3]) S3内の任意の結び目Kとそのbraid表示σに対し，Q(2)(σ)とHCab
0 (K)⊗ C

は環同型である20．

定理 5.2, 命題 4.1(性質 3)により，Kが 2-bridge knotの場合，HCab
0 (K)は S0(K)の座標環

であることがわかる．一般の結び目に対しては，HCab
0 (K)は少なくとも S0(K)の座標環の一

部の情報を反映した対象となってる．
また，F (2)(K)が 0次元のとき，HCab

0 (K)は変数消去によりZ[z]/⟨p(z)⟩と表され，deg(p(z))
がHCab

0 (K)の Betti数となる．一方で，Cは代数的閉体であるから f2(K) = deg(p(z)) − 1が
成立し，F (2)(K)の既約成分の個数は HCab

0 (K)の Betti数となる．この議論は Q(3)(σ)にも
適用できる．つまりQ(3)(σ)は，Im(∂̃(1)

σ ) = SL(3)(σ), Ker(∂̃(0)
σ ) = C(3)

n を満たす，ある chain
complex · · · ∂

(1)
σ−−−→ C(3)

n
∂
(0)
σ−−−→ 0 の 0次の homologyとして捉えられる．従って，F (3)(K)が 0

次元のとき，F (3)(K)の既約成分の個数は，Q(3)(σ)の Betti数である21.
このようにF (d)(K)は，何らかの対象の 0次の部分を捉えていると考えられ，より大きな枠
組みでの F (d)(K)の研究が期待される．

19本来 ∂(i)
σ は ∂σ : Tn → Tn の i番目の filterへの制限として定義される．条件 1,2,3 を満たす differential ∂ を

持つ次数付き代数を differential graded algebra(DGA)という．対 (Tn, ∂)は DGAである．
20特に Q(2)(σ)は結び目の不変量となる.
21これらの現象は F(d)(K)のモデルとなった Casson-Lin invariantが『ある Floer homologyの Euler数と

して解釈できる』という事実に由来する性質であると考えられる.
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[GM] F. González-Acuña and J.M. Montesinos: On the character variety of group representations in
SL(2, C) and PSL(2, C), Math. Z., 214 (1993), 627–652.

[K] E. Klassen: Representations of knot groups in SU(2), Trans. Am. Math. Soc. 326 (1991), 795–
828.

[L] X.-S. Lin: A knot invariant via representation spaces, J. Differential Geom. 35 (1992), 337–357.

[M] W. Magnus: Ring of Fricke characters and automorphism group of free groups, Math. Z. 170
(1980), 91–103.

[N1] F. Nagasato: Finiteness of a section of the SL(2, C)-character variety of knot groups, to appear,
available at http://www.math.titech.ac.jp/~fukky.

[N2] F. Nagasato: Topological aspects of the Chebyshev polynomials and the character varieties, to
appear, available at http://www.math.titech.ac.jp/~fukky.

[N3] F. Nagasato: Algebraic varieties via a filtration of the KBSM and knot contact homology,
preprint, available at http://www.math.titech.ac.jp/~fukky.

[N4] F. Nagasato: in preparation, a draft on this research will be available at
http://www.math.titech.ac.jp/~fukky.

[NY] F. Nagasato and Y. Yamaguchi: in preparation, a draft on this research will be available at
http://www.math.titech.ac.jp/~fukky.

[Ng] L. Ng: Knot and braid invariants from contact homology I, Geom. Topol. 9 (2005), 247–297.

[PS] J.H. Przytycki and A.S. Sikora: On skein algebras and Sl2(C)-character varieties, Topology 39
(2000), 115–148.

[S] N. Saveliev: Lectures on the topology of 3-manifolds: an introduction to the Casson invariant,
de Gruyter textbook, Walter de Gruyter, Berlin, 1999.



　　　 第 54回トポロジーシンポジウム（第 3日） 第 90頁

A 付録：結び目不変量比較一覧表
* Montesinos-3はMontesinos knot with length 3

K dim(F (3)) dim(F (2)) f3 f2 |∆K(−1)| degl(AK(m, l)) type

O 0 0 0 0 1 0 trivial
31 0 0 1 1 3 1 S(3, 1)
41 0 0 2 2 5 2 S(5, 3)
51 0 0 2 2 5 1 S(5, 1)
52 0 0 3 3 7 3 S(7, 3)
61 0 0 4 4 9 4 S(9, 5)
62 0 0 5 5 11 5 S(11, 3)
63 0 0 6 6 13 6 S(13, 5)
71 0 0 3 3 7 1 S(7, 1)
72 0 0 5 5 11 5 S(11, 5)
73 0 0 6 6 13 6 S(13, 4)
74 0 0 7 7 15 5 S(15, 4)
75 0 0 8 8 17 8 S(17, 5)
76 0 0 9 9 19 9 S(19, 7)
77 0 0 10 10 21 7 S(21, 8)
81 0 0 6 6 13 6 S(13, 7)
82 0 0 8 8 17 8 S(17, 3)
83 0 0 8 8 17 8 S(17, 13)
84 0 0 9 9 19 9 S(19, 5)
85 0 0 12 11 21 9 Montesinos-3
86 0 0 11 11 23 11 S(23, 7)
87 0 0 11 11 23 11 S(23, 5)
88 0 0 12 12 25 12 S(25, 9)
89 0 0 12 12 25 12 S(25, 7)
810 0 0 15 14 27 unknown Montesinos-3
811 0 0 13 13 27 11 S(27, 10)
812 0 0 14 14 29 14 S(29, 17)
813 0 0 14 14 29 14 S(29, 12)
814 0 0 15 15 31 15 S(31, 13)
815 0 0 18 17 33 unknown Montesinos-3
816 0 0 17 17 35 unknown not small
817 0 0 18 18 37 unknown –
818 ?? ?? ?? ?? 45 unknown –
819 0 0 3 2 3 unknown Montesinos-3
820 0 0 6 5 9 5 Montesinos-3
821 0 0 9 8 15 unknown Montesinos-3

946 0 0 6 5 9 4 Montesinos-3
10132 0 0 8 5 5 8 Montesinos-3
31#31 1 1 3 3 9 unknown composite
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可解リー群の余次元 1作用の剛性について
浅岡 正幸 (京都大学大学院理学研究科)

1 Lie群の局所自由作用
Lie群 Gの多様体M への C∞ 級 (右)作用 ρ : M × G→M が局所自由 (locally
free)であるとは，すべての p ∈ M に対して {g ∈ G | ρ(p, g) = p}が離散集合で
あることを言う．このとき，dimM − dimGを作用の余次元 と呼ぶことにする．
余次元 nの局所自由作用は，M の各点の周りで適切な座標M ⊃ U→Rn × Gを
取れば局所的には

(R × G) × G ∋ ((x, g), h) '→ (x, gh) ∈ R × G

の形で書くことができる．特に，p ∈ M の作用 ρによる軌道 {ρ(p, g) | g ∈ G}を
O(p; ρ)と書くことにすると，軌道全体の集合 {O(p; ρ)}p∈M は余次元 n葉層構造
をなしている．

例 1 (等質作用). Lie群Gに対して，G′をGを余次元 n閉部分群として含む Lie
群，Γを G′ の一様格子 (cocompact lattice)とする．すると，商空間M = Γ\G′

は自然な余次元 n 局所自由作用を持つ．このように構成される作用を等質作用
(homogeneous action)という．

例 2 (suppension construction). M0を n次元閉多様体とし，Diff∞(M0)でその
上の C∞級微分同相写像全体のなす群を表わすものとする．Lie群Gとその一様
格子 Γに対して，準同型 h : Γ→Diff∞(M0)を一つ決める．ΓのM0 × Gへの作
用を

γ · (p, g) = (h(γ)(p), γg)

で定めると，閉多様体M = Γ\(M0 × G)は自然なGの余次元 n局所自由作用を
持つ．

C∞ 級群作用の同値関係としては，次の二つのものを考えるのは自然であろ
う．Gを Lie群，ρ1 : M1 × G→M1 と ρ2 : M2 × G→M2 を多様体の上の C∞ 級
作用とする．また，0 ≤ r ≤ ∞とする．

• ρ1とρ2がCr-共役 (conjugate)であるとは，Cr級微分同相写像H : M1→M2

と Gの自己同型 A : G→Gで，

H(ρ1(p, g)) = ρ2(H(p), A(g))

がすべての p ∈ M1 と g ∈ Gについて成り立つものがあることを言う．
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• ρ1と ρ2が Cr-軌道同値 (orbit equivalent)であるとは，Cr 級微分同相写像
H : M1→M2 で，

H(O(p; ρ1)) = O(H(p); ρ2)

がすべての p ∈ M1 について成り立つものがあることを言う．

作用の Cr-共役による分類の問題は，

1. Cr-軌道同値類での分類

2. 与えられた Cr-軌道同値類に含まれる Cr-共役類の分類

の二つに分解することができる．

余次元 0やG = Rといった極端な場合には，局所自由作用の分類問題につい
ての答えはある意味では出ている．すなわち，

• M が連結，かつ dimM = dim Gのとき，すべての GのM への C∞ 級局
所自由作用は，等質作用と C∞-共役．

• G = Rのとき，そのC∞級局所自由作用は固定点を持たない flowと見なす
ことができる．dimM ≥ 3では，その分類は C0-軌道同値でさえ絶望的で
ある．(dimM = 2は後述)

本稿の主題は，non-compactな Lie群の閉多様体上の余次元 1局所自由作用
の分類問題である．前半では，これまでに知られていた結果について概観する．
まず，Rnの場合には作用は容易に変形しうることを見る．次に，それとは対照的
に，ある種の可解群はその余次元 1作用が適当な条件の下で等質作用と共役にな
るという剛性を持つことを見る．後半では，実 1次元 affine変換群の余次元 1作
用の分類に関する筆者が最近得た結果を紹介する．この場合には，ある意味で有
限次元分だけの等質作用からの変形が存在することが示される．

2 Rnの余次元1局所自由作用
例 2の構成を，準同型 h : Zn→Diff∞(S1)に適用することで，Rnの (n + 1)次元
トーラス Tn+1 への余次元 1局所自由作用が構成できる．当然ながら，ほとんど
の場合は等質作用と軌道同値ではないものが出来る．

Zn から Diff∞(S1)への準同型は互いに可換な n個の C∞ 級微分同相写像の
組と対応するが，一般に S1 上の C∞ 級微分同相写像を固定したとき，それと可
換な C∞級微分同相写像はそれほど多くない (N.Kopell [16])．しかし，その一方
で微分同写相像は，摂動によって簡単に変わる多くの共役不変な量を持つ (例え
ば，固定点を持つときはその点での微分が共役類の不変量となる)．従って大雑把
には，suspension constructionによって構成される作用の軌道同値類のなす集合
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は，ほぼ S1 上の微分同相写像の共役類と同程度の自由度を持ち，それは大きな
ものであるといえる．
一方で，軌道同値類を固定しても，それに含まれる共役類はたくさんある場

合もある．

例 3 (自明な suspensionから決まる作用の軌道同値類). 自明な準同型から構成さ
れる suspensionの上の作用 ρI : Tn+1 × Rn→Tn+1 は，ρI((x, y), v) = (x + v, y)
(x ∈ Tn, y ∈ T1 = S1, v ∈ Rn)と書ける．S1からGL(n, R)へのC∞級写像Aに
対して，Rn の Tn+1 への局所自由作用 ρA を

ρA((x, y), v) = (x + A(y)v, y)

で定める．この作用は ρIとC∞-軌道同値である．しかし，ρAと ρBがC∞-共役で
あることの必要十分条件は，ある S1上のC∞級微分同相写像 hとH ∈ GL(n, R)
でB(y) = (A ◦ h(y)) ·H をみたすものがあることである．S1からGL(n, R)への
C∞級写像をこのような関係で割った空間は無限次元の自由度を持つため，軌道
同値類を固定しても，共役類の自由度は大きいといえる．

以上のように，Rnの余次元 1局所自由作用は一般には強い柔軟性を示す1．し
かし，このような柔軟性を許せば，低次元の場合にはある程度の分類は可能であ
る．Rの局所自由作用は固定点を持たない flowと見なすことができることを思
い出そう．このような作用を許す 2次元多様体は T2 にしかないことは容易にわ
かる．

定理 2.1 (C.L.Siegel [19]). T2上の固定点を持たないC∞級 flowはC∞級大域切
断を持つ．特に Rの作用として見たときに，ある微分同相写像による suspension
が定める作用と C∞-軌道同値．

円周上の微分同相写像の共役類については力学系理論の視点から多くの研究
がある ([15]の Section 11,12などを参照のこと)がここでは深入りしないことに
する．

R2 の 3次元閉多様体への C∞ 級局所自由作用の C0-軌道同値による分類も
G.Chatelet-H.Rosenberg-D.Weil [9] によって成されているが，こちらにも深入り
はしないことにする．

3 可解群の余次元 1作用の剛性
可換群の場合とは対照的に，非可換な可解群の場合は余次元 1局所自由作用が強
い剛性を持つ場合がある．

1その一方で，よい性質をもつ irrational rotation たちが定める suspension の場合には，C∞-

軌道同値類に含まれるすべての作用が線形作用と C∞-共役になることも知られている (J.L.Arraut-

N.M.Dos Santos [1])．
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Lie群 Gの多様体M 上への C∞ 作用 ρ : M × G→M があるとき，各 g ∈ G

に対して微分同相写像 ρg を ρg(p) = ρ(p, g)で定める．あるM の体積 dvがすべ
ての ρg で不変であるとき，ρは dvを保つ，という．

Aff+(R)を向きを保つ実数直線上の affine変換のなす群とする．

定理 3.1 (Ghys [11]). Aff+(R)の 3次元閉多様体へのC∞級局所自由作用がある
C0 級体積を保つならば，その作用はある等質作用と C∞-共役である．

例 3として挙げたように，Rnの作用の場合は体積保存を仮定してもこのよう
な剛性は導かれないことに注意．

Aff+(R)の余次元1等質作用は，以下のように完全に分類されている．P̃SL(2, R)
を PSL(2, R) = SL(2, R)/{±I}の普遍被覆群とし，{Xt}t∈R,{Sx}x∈R, {Uy}y∈R
をそれぞれ，PSL(2, R)の部分群

{[
et/2 0
0 e−t/2

]}

t∈R
,

{[
1 x

0 1

]}

x∈R
,

{[
1 0
y 1

]}

y∈R

の持ち上げで定まる P̃SL(2, R)の 1変数部分群とする．また，Solvを半直積R!R2

で，群の構造が

(t, x, y) · (t′, x′, y′) = (t + t′, x + e−tx′, y + ety′)

で与えられているものとする．連結，単連結，かつ，ユニモジュラーな 3 次元
Lie 群で Aff+(R) を閉部分群として含むものは，P̃SL(2, R)，または Solv と同
型であり，それらの中で Aff+(R) は {XtUy ∈ P̃SL(2, R) | t, y ∈ R}，または
{(t, 0, y) ∈ Solv | t, y ∈ R}と同一視できる．従って，任意の Aff+(R)の余次元 1
等質作用は，P̃SL(2, R)，または Solv の一様格子による商空間上の，この同一視
による等質作用と共役であることがわかる．

Ghysの結果は，M.Belliart-O.Birembaux [8], A.Yamakawa-N.Tsuchiya [20,
21], M.Belliart [5, 6]らによって高次元の可解群の作用の剛性定理へと一般化さ
れた．ここでは，最も一般的な形である Belliart [6]の定理について述べることに
する．Gを連結かつ単連結な可解 Lie群，gCをGの Lie環 gの複素化，AdをG

の gC 上の随伴表現とすると，Lieの定理により，gのイデアルの列 {0} = gC
0 ⊂

gC
1 ⊂ · · · ⊂ gC

n = gC で， すべての k = 1, · · · , nに対して dimC gC
k/gC

k−1 = 1，か
つ gC

k は Adで不変であるようなものが存在する．各 k = 1, · · · , nについて，Ad

から誘導される gC
k/gC

k−1
∼= C上の表現を指標 χk : G→C∗と同一視することにす

る．∆ : G→R∗ を Gのmodular関数，すなわち，∆(g) = det Ad(g)で与えられ
る指標とする．Gを余次元 1閉部分群とするユニモジュラーな Lie群 G∆ を

(g, t) · (g′, t′) = (gg′, t +∆−1(g)t′)

を群演算とする半直積 G ! Rで定める．
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定理 3.2 (M.Belliart [6]). 連結かつ単連結な可解Lie群Gについて∆ = |χ−1
i ·χα

j |
がすべての i, j = 1, · · · , nと α ∈ [0, 1]について成り立たないとする．このとき，
Gの閉多様体への C∞級余次元 1局所自由作用がある C0級体積を保存するなら
ば，その作用はG∆のある一様格子による商空間への自然な等質作用とC∞-共役
である．

定理の条件をみたす可解 Lie群の例としては以下のものがある．

• Rn (n ≥ 2)上の affine変換で線形部分が対角行列であるもの全体．

• Rn (n ≥ 2)上の affine変換で線形部分が上三角行列であるもの全体．

証明では，まず，ある Banach空間を係数する群の 1次コホモロジーの消滅を示
すことで，作用がその軌道のなす葉層と横断的なある C0級線場を保つこと示す．
この線場の方向の作用の伸び率は ∆−1 で表わされるため，力学系理論でよく知
られた方法によって，線場に沿った葉層の各葉は C∞ 級であることが示される．
線場の不変性からこの 1次元葉層が C∞級であることが確認でき，それを用いれ
ば後は簡単に C∞-共役が構成できる．
なお最近，Belliartは上の定理の証明を発展させることで，以下の定理を証明

したらしい2．

定理 3.3 (M.Belliart [7]). 上の定理において，体積保存の仮定は必要ない．すな
わち，上の定理の仮定をみたす可解群のすべてのC∞級余次元 1局所自由作用は，
上に挙げた等質作用と C∞-共役である．

4 Aff+(R)の余次元 1局所自由作用
定理 3.1を見て誰もが考えるであろう次の問題は 20年以上未解決のままであった．

問題 4.1. すべてのAff+(R)の 3次元閉多様体への C∞級局所自由作用はある体
積を保つか？すなわち，等質作用と C∞-共役か？3

本節では，最近筆者が得た Aff+(R)の余次元 1局所自由作用の分類を紹介す
る．その分類の帰結として，定理 3.3で扱われた群とは異なり，Aff+(R)の場合
には等質作用と共役でない作用が存在する，という上の問題の否定的解決が得ら
れる．
以下では，Aff+(R)を P̃SL(2, R)の部分群 {XtUy | t, y ∈ R}と同一視するこ

とにする．

2筆者はまだ完全には証明をチェックをしていない
3定理 3.3 は Aff+(R) の場合には適用できないことに注意．
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4.1 知られていた結果
まず，これまでに知られていた結果を概観する．ρ : M→Aff+(R)→M をAff+(R)
の 3次元閉多様体上の C∞級局所自由作用とする．g ∈ Aff+(R)に対して，ρg で
M 上の微分同相写像 p '→ ρ(p, g)を表わすことを思い出そう．

定理 4.2 (Ghys [12]). M 上のある C∞ 級 閉 1-形式 ωで，

log detDρXT (p) =
∫

{ρXt (p)}0≤t≤T

ω (1)

が，ρXT (p) = pをみたすすべての組 (p, T ) ∈ M × Rについて成り立つものが存
在する．さらに，次の二つが成り立つ：

• ωの de Rham コホモロジー類 [ω]は，ρに対して一意に定まる．

• [ω] = 0であることと，ρがある体積を保つことは同値である．

系 4.3. M が 3次元有理ホモロジー球面ならば，ρはある体積を保ち，特に等質
作用と C∞-共役である．

不変体積の存在が示せる場合がもうひとつ知られている．

定理 4.4 (Ghys4). M の基本群が可解ならば，ρはある体積を保ち，特に等質作
用と C∞-共役である．

実際，flow {ρXt}t∈RがAnosov flowであること (すぐ下の定理を参照)とPlante
[18]による基本群が可解である多様体上の Anosov flow の分類 (H1(M ; R) ∼= R
がわかる)を持ちいれば，後は簡単な計算から [ω] = 0が導かれる．
一方で，筆者は C∞-位相同値についての完全な分類を得た．

定理 4.5 (A. [2]). Aff+(R)の 3次元閉多様体上の C∞ 級局所自由作用は，すべ
て等質作用と C∞-位相同値である．

定理の証明では 3次元 Anosov flowの理論が重要な役割を果たす．閉多様体
M ′上の flow Φ = {Φt}t∈Rが Anosovであるとは，λ > 1，TM ′上のノルム ∥ · ∥，
TM ′のDΦ不変な連続な splitting TM ′ = TΦ⊕Es ⊕Euで，次の二つをみたす
ものがあることを言う：

• TΦは flowの軌道に沿った TM ′ の 1次元部分束．

• ∥DΦt(vs)∥ ≤ λ−t∥vs∥, ∥DΦt(vu)∥ ≥ λt∥vu∥がすべての t > 0, vs ∈ Es,
vu ∈ Eu について成り立つ．

4Ghys自身の証明は出版されていない．ここでは，Ghysのアイデアをもとに，筆者が定理 4.5の
証明の核心部分を用いて再構成した証明 ([3]) の概略を述べている．
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ρが等質作用であれば，{ρXt}t∈R が Anosov flowであることはすぐに確かめら
れる．定理の証明の核心部分は，ρ が等質作用でなくても {ρXt}t∈R が Anosov
flowであることを示すことである．いったんそれがなされれば，定理は Barbot-
Ghys[4, 14]による C2 級の不変葉層を許す 3次元 Anosov flowの分類から従う．
核心部分の証明は，射影的Anosov flowと呼ばれる力学系の理論から得られるが，
ここでは深入りしないことにする．

4.2 C∞-共役類の分類
定理 4.4、4.5と等質作用の分類から、同一視 Aff+(R) ∼= {XtUy | t, y ∈ R}によ
る P̃SL(2, R)の商空間上の等質作用と C∞-軌道同値な作用を C∞-共役で分類す
れば、Aff+(R)の余次元 1局所自由作用の分類は完成する．そこで、P̃SL(2, R)の
一様格子 Γを固定してMΓ = Γ\P̃SL(2, R)とおき、ρΓ を Aff+(R)の上の同一視
による自然なMΓ上の等質作用、AΓを Aff+(R)のMΓ上の C∞級局所自由作用
で、O(p, ρ) = O(p, ρΓ)がすべての p ∈ MΓ について成り立つもの全体のなす集
合とし、AΓ の元の C∞-共役による分類を考えることにする．

αΓ : AΓ→H1(MΓ; R)を定理 4.2の 1-形式から定まる写像とする．最初の定
理は、αΓ が大雑把には C∞-共役類からの写像と考えることができることを主張
する．

定理 4.6 (A. [3]). ρ1, ρ2 ∈ AΓ が恒等写像とイソトピックな微分同相写像によっ
て C∞-共役であることと、αΓ(ρ1) = αΓ(ρ2)であることは同値である．

証明は、Anosov力学系についてのいくつかの知られている結果を組み合わせ
ることで得られるので、ここでは述べない．
後は αΓの像を決定すれば分類は完成するが、それを述べるためにいくつかの

準備をする．cosh−1を cosh x = (ex + e−x)/2の [0,∞)への制限の逆関数とする．
各 P ∈ P̃SL(2, R)(2, R)に対して、その SL(2, R)への射影を考えることで、tr P

を定義することができる．P のノルム ∥P∥を

∥P∥ =

{
2 cosh−1 (

tr P
2

)
(|tr P | > 2)

0 (|tr P | ≤ 0)

で定める．

∆Γ =
{

a ∈ H1(MΓ; R)
∣∣∣∣ sup

{
|a(g)|
∥g∥

∣∣∣∣ g ∈ Γ, ∥g∥ > 0
}

< 1
}

と置く5．ここで、a(g)は ΓとMΓ の基本群の同一視を用いて定義されている．
5MΓ を双曲曲面 S の単位接束と見なすことができるとき、この集合は H1(S; R) ∼= H1(MΓ; R)

上の stable norm と呼ばれるノルム ([17] などを参照せよ) の双対として H1(MΓ; R) に定まるノル
ムの開単位球である．
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定理 4.7 (A. [3]). αΓ の像は∆Γ に等しい．

∆Γ は H1(MΓ; R)の凸な開部分集合をなすことが知られている．従って、次
が成り立つ．

系 4.8. MΓが 3次元有理ホモロジー球面ではないとき、AΓは、体積を保存しな
い作用を含む．

αΓ の像が ∆Γ に含まれることは、ほとんど直接な計算によって証明できる．
難しいのは逆で、その証明は二段階に別れる．α ∈ ∆Γ が与えられたとする．ま
ず、E.Cawley [10]が 2次元Anosov微分同相写像の C1+Hölder-共役類のなす空間
の構成に用いた方法を応用して、等質作用に付随する Anosov flow {(ρΓ)Xt}t∈R
を適切に変形する．この変形は大雑把には flow{(ρΓ)Uy}y∈Rの軌道による葉層 L
に沿っており、変形によって得たAnosov flowは Lを保つ．次に、Ghys[13]と同
じ方法でこの Anosov flowの時間の適切な取り替えを行うことで、得られた flow
がある作用 ρ ∈ AΓ に付随する flow {ρXt}t∈R となるようにできる．初めの変形
を適切に取っておけば、この作用が αΓ(ρ) = αをみたすことが示せ、定理の証明
が完成する．

4.3 非等質的作用に付随する 1次元葉層
ρ ∈ AΓに対して，二つの flow{ρXt}t∈R，{ρUy}y ∈ Rの軌道のなす 1次元葉層を
それぞれ LX，LU とする．作用の構成方法をよく見ると，葉層 LU は Ghys [13]
で構成された Anosov flowの不安定葉層と同じものであることがわかり，ある意
味ですでに知られているものであると言える．一方，次の定理が示すように，非
等質作用については葉層 LX を具体的に記述することは困難である．

定理 4.9 (A. [3]). もしも，互いに横断的な二つの 2次元 C2葉層の組 (F ,F ′)で
その交わりが LX となるものがあるならば，作用 ρは等質作用と C∞-共役．

その一方で，Anosov flowの一般論から，同じ条件をみたす C1+Hölder級 2次
元葉層の組は常に存在することがわかっている．

4.4 残された問題
最後に，Aff+(R)の余次元 1作用に関して残された問題を二つ挙げる．

問題 4.10 (解析的作用). 実解析的作用で，等質作用と C∞-共役でないものはあ
るか？

問題 4.11 (連続な変形). 連続，もしくは滑らかな写像 (または局所的な写像)
s : ∆Γ→AΓ で，αΓ ◦ s(α) = αをみたすものが取れるか？

残念ながら，筆者の構成からはこれらの問題に答えることはできない．



第 107頁 第 54回トポロジーシンポジウム（第 3日） 　　　

References

[1] J. L. Arraut, and N. M. Dos Santos, Differentiable conjugation of actions
of Rp. Bol. Soc. Brasil. Mat. 19 (1988), no. 1, 1–19.

[2] M. Asaoka, Regular projectively Anosov flows on three-dimensional mani-
folds. preprint (arXiv:math.DS/0504208).

[3] M. Asaoka, Non-homogeneous locally free actions of the affine group.
preprint, arXiv:math.DS/0702833.
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[13] É. Ghys, Flots d’Anosov dont les feuilletages stables sont différentiables.
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ABSTRACT FOR “THE TOPOLOGY OF SYMPLECTIC AND
HYPERKÄHLER QUOTIENTS”

MEGUMI HARADA

ABSTRACT. We provide a brief overview of the “Kirwan method” in equivariant

symplectic and hyperkähler geometry. This is a method pioneered by Frances

Kirwan in 1984, in a celebrated theorem which asserts that a natural map from

the rational Borel-equivariant cohomology of a Hamiltonian G-space (under cer-

tain technical conditions) to the ordinary rational cohomology of its symplectic

quotient is in fact a surjection. We discuss this theorem in the larger context of

equivariant symplectic and hyperkähler geometry, and indicate several directions

of generalizations of this theory.

CONTENTS
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1. INTRODUCTION

This abstract concerns current research themes in equivariant symplectic and

hyperkähler geometry, and in particular, their connections to representation the-

ory, combinatorics, and algebraic geometry. More specifically, one can use tech-

niques in equivariant symplectic and hyperkähler geometry to compute topologi-

cal invariants, such as various cohomology theories, of spaces with such geomet-

ric structures. The purpose of this abstract is to provide a general overview of this

field of research, providing motivation for its central questions, presenting recent

results, and indicating promising future directions.

We first recall that symplectic geometry is the mathematical framework of clas-

sical mechanics. The phase space of a classical mechanical system with holonomic

constraints can be interpreted as a symplectic manifold, i.e. a manifold equipped

with a closed, non-degenerate differential 2-form. This symplectic form is the geo-

metric data needed to translate a Hamiltonian function on the system to the dy-

namics of the system. Examples of symplectic manifolds are any 2-dimensional

surface equipped with its area form, cotangent bundles T ⇤M , toric varieties, and

flag manifolds. A symplectic manifold is Kähler if there is also a complex struc-

ture compatible with the symplectic form; when there are three Kähler structures

Date: August 2007, Aizu Topology Symposium.
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on M , with associated compatible complex structures interacting like the quater-
nions, then M is hyperkähler. Many hyperkähler manifolds appear naturally in

physics and representation theory. Examples from physics are T ⇤P1 with the

Eguchi-Hansen metric, K3 surfaces, and moduli spaces of Higgs bundles over a

Riemann surface; examples arising in representation theory are quiver varieties,

as studied by Nakajima [26].

In this abstract, we will mainly be concerned with the theory of the symme-

tries of manifolds with such structures, given by an action of a compact connected

Lie group G. For example, consider the group of rotations SO(3) acting on the

classical phase space T ⇤R3. These symmetries can be encoded in a moment map

µ : M ⌦ R3, which is a suitably compatible collection of Hamiltonian functions,

each of which encodes, in this case, a rotation about one axis. Here, the moment

map is exactly the classical angular momentum (hence the name “moment map”).

Symplectic manifolds with an action of a Lie group G and a corresponding mo-

ment map are called Hamiltonian G-spaces. For a hyperkähler manifold M , we

require that there be a moment map µi : M ⌦ g⇤, i = 1, 2, 3, for each of the

three Kähler structures. Given a symplectic Hamiltonian G-space, the symplectic

quotient is defined as M//G := µ�1(0)/G. The reduced space inherits a symplec-

tic structure from M . In the hyperkähler case, we take the hyperkähler quotient

M////G to be the quotient by G of the intersection of the zero-level sets of all three

moment maps; this is again hyperkähler.

The structure of a Hamiltonian G-space is frequently useful in computing cer-

tain topological invariants, such as the Betti numbers, or the ring structure on or-

dinary cohomology. The computation of such invariants of a symplectic quotient

is of great interest, due in part to a celebrated theorem which states that in many

circumstances, the symplectic quotient procedure is equivalent to the algebraic-

geometric construction of a geometric-invariant-theory (“GIT”) quotient. Since

many moduli spaces arising in mathematics are GIT quotients, symplectic ge-

ometry is fundamental to the study of these moduli problems. We now recall

briefly why the study of cohomology rings of moduli spaces is important. Sup-

pose M is a moduli space of some mathematical objects. Then a family of such

objects over X may be thought of as a map f : X ⌦ M, which induces a map

f⇤ : E⇤(M) ⌦ E⇤(X) for a cohomology theory E⇤. Thus knowledge of E⇤(M)
gives constraints on possible families of such objects, and one wants general meth-

ods for computing E⇤(M).
There is a “meta-principle” for computing such invariants of Hamiltonian quo-

tients of various types, which we call here the Kirwan method. Let M be a Hamil-

tonian G-space of some type (symplectic, hyperkähler, or some other variant), MG

the corresponding Hamiltonian quotient of M by G, and E⇤ a cohomology (or

orbifold cohomology) theory. Then the Kirwan method consists of the following

three steps:

The Kirwan method:
(1) Kirwan surjectivity principle: For M , MG, and E⇤ as above, there is a

natural ring homomorphism

⌅ : E⇤
G(M)⌦ E⇤(MG)

which is surjective. In particular, in order to compute E⇤(MG), it suffices to

compute E⇤
G(M) and ker(⌅).
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(2) Compute E⇤
G(M).

(3) Compute ker(⌅).
The point of this method is that one can often compute the last two objects,

E⇤
G(M) and ker(⌅), using equivariant techniques which are unavailable on the quo-

tient. In the case where M is a symplectic Hamiltonian G-space, MG = M//G is

its symplectic quotient, and E⇤ = H⇤(�; Q) is rational cohomology, this “Kirwan

method” has been well-developed; in particular, Step (1) in this case was proven

by Kirwan [21], and various explicit solutions of Steps (2) and (3) can be found e.g.

in [20, 28, 10, 11]. The proposed research program consists mainly of proving the Kirwan
surjectivity principle and completing the Kirwan method for a variety of Hamiltonian quo-
tients MG and a variety of theories E⇤.

We now provide a brief overview of the rest of this abstract. In Section 2, we

discuss the current status of this “Kirwan method” in the situation of topological,

integral K-theory and symplectic quotients. In Section 3, we do the same for the

situation in hyperkähler geometry in rational Borel-equivariant cohomology. Fi-

nally, in Section 4, we review current work in the setting of orbifold versions of both

cohomology and K-theory in the symplectic quotient case.

2. KIRWAN SURJECTIVITY IN K-THEORY

My recent work with collaborator Gregory D. Landweber makes progress on

the Kirwan method for the case in which E⇤ = K⇤ is complex (integral) K-theory.

By K-theory, we mean topological, integral K-theory, taking K0(X) to be the iso-

morphism classes of virtual complex vector bundles over X when X is compact,

or for more general X , taking [X, Fred(H)] for a complex separable Hilbert space

H. In the equivariant case, by KT (X) we mean Atiyah-Segal T -equivariant K-

theory [27], built from T -equivariant vector bundles if X is a compact T -space,

and T -equivariant maps [X, Fred(H)]T if X is noncompact (here H contains every

irreducible representation of T , see e.g. [3]). In particular, we note that K-theory

incorporates possible torsion information, since in K-theory, the relevant geomet-

ric objects are vector bundles over the space in question, rather than differential

forms. One main reason that K-theory is relevant is because in many of the moduli

space examples, cohomology classes of interest to algebraic geometers are defined
using vector bundles in the first place. Hence it is more natural to work directly with

the vector bundles, thought of as K-theory classes. Another motivation is that

certain aspects of the Kirwan method for E⇤ = H⇤(�; Z) only works if certain

additional restrictive conditions hold, whereas our K-theory results hold with no

such conditions.

In our first paper [15], we prove the following:

Theorem 2.1. (Harada, Landweber) Let (M,⌦) be a Hamiltonian G-space with proper
moment map µ : M ⌦ g⇤. Assume that 0 is a regular value of µ and the group G acts
freely on µ�1(0). Then the Kirwan map ⌅ induced by the inclusion ⇤ : µ�1(0) �⌦ M,

K⇤
G(M) �� ⇤⇤

⇥
⇥⇥⇥⇥⇥⇥⇥⇥⇥⇥⇥⇥⇥

K⇤
G

�
µ�1(0)

⇥

⌅=
��

K⇤(M//G)

is a surjection.
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Thus we complete step (1) of the Kirwan method in this case. A key element

in our arguments is the K-theoretic Atiyah-Bott lemma, which is a K-theoretic

analogue of a fact originally proven in [2] in the setting of Borel equivariant co-

homology. In this manuscript, we use the following formulation, given in [15,

Lemma 2.1]; a version in the algebraic category is given in [29, Lemma 4.2].

Lemma 2.2. Let a compact connected Lie group G act fiberwise linearly on a Spinc-vector
bundle � : E ⌦ X over a compact G-manifold X . Assume that a circle subgroup S1  G
acts by restriction on E so that its fixed point set is precisely the zero section X . Choose
an invariant metric on E and let D and S denote the disc and sphere bundles, respectively.
Then the long exact sequence for the pair (D,S) in equivariant K-theory splits into short
exact sequences

0 ⇤⇤ K⇤
G(D,S) ⇤⇤ K⇤

G(D) ⇤⇤ K⇤
G(S) ⇤⇤ 0.

As we noted in [15], the above Atiyah-Bott lemma is a crucial step in many

Morse-theoretic proofs in symplectic geometry using the moment map µ, and

once we have a K-theoretic Atiyah-Bott lemma, it may be expected that many

symplectic-geometric results in the setting of rational Borel equivariant cohomol-

ogy carry over to that of (integral) K-theory. Indeed, the results in this section can

be viewed as illustrations of this principle.

In a second paper [14], we exploit this Atiyah-Bott lemma and give solutions

to Steps (2) and (3) for E⇤ = K⇤ in certain cases. More specifically, we have the

following results.

The first theorem is a K-theoretic version of injectivity into T -fixed points.

Theorem 2.3. ([14, Theorem 2.5]) Let T be a compact torus and (M,⌦) a Hamiltonian
T -space with moment map µ : M ⌦ t⇤. Suppose there exists a component of the moment
map which is proper and bounded below, and further suppose that the T -fixed points MT

has only finitely many connected components. Let f := µ⇤ be a generic component of µ as
in Lemma ??. Let ı : MT �⌦ M be the inclusion of the fixed point set into M . Then the
restriction map

(1) ı⇤ : K⇤
T (M)⌦ K⇤

T (MT )

is injective.

Thus, in order to compute K⇤
T (M), it suffices to identify the image of ı⇤. More-

over, under certain conditions on the T -orbit stratification of M , the image of ı⇤

can be completely described by the combinatorics of a graph (called the GKM

graph), briefly recalled below. This is a K-theoretic analogue of results in [11].

More specifically, we have the following. We first need a definition.

Definition 2.4. Let T be a compact torus and (M,⌦) a Hamiltonian T -space. We

say that the action is GKM if MT consists of finitely many isolated points, and the

T -isotropy weights at each fixed point p ↵ MT are pairwise linearly independent

in t⇤Z.

We now briefly recall the construction of the combinatorial and graph-theoretic

data used in our theorem. Let N denote the subset of M given by

N :=
⇤
p ↵M

⇧⇧ codim(Stab(p)) = 1
⌅
.
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Thus N consists of the points in M whose T -orbits are exactly one-dimensional.

The equivariant one-skeleton of M is then defined to be the closure N of N . Hence

N =
⇤
p ↵M

⇧⇧ codim(Stab(p)) ⌃ 1
⌅

= N MT .

The GKM condition states that at each fixed point p ↵MT , the T -isotropy weights

are pairwise linearly independent in t⇤Z. Each T -weight space corresponds to a

component of N , the closure of which is either an S2 �= P1 (with north and south

poles being T -fixed points {p, q} ⇧ MT ) or a copy of C (with origin a T -fixed

point). Thus, given the GKM condition, the one-skeleton N is a collection of

projective spaces P1 and affine spaces C, glued at T -fixed points. By definition,

each component of N is equipped with a T -action which is specified by a weight

in t⇤Z �= Hom(T, S1); this weight appears in the T -weight decomposition of the

isotropy action on the corresponding T -fixed point.

From this data we construct the GKM graph, a labelled graph � = (V,E,�),
associated to the GKM T -space M . The vertices V of � are the T -fixed points V =
MT , and there is an edge (p, q) ↵ E exactly when there exists an embedded P1  N
containing as its two T -fixed points {p, q}  P1. Additionally, we label each edge

(p, q) with the weight �(p,q) specifying the T -action on the corresponding P1 as

discussed above.

We can then define the �-subring of K⇤
T (MT ) to be

K⇤(�,�) :=
⌥

h : V ⌦ K⇤
T (pt) �= R(T )

⇧⇧⇧⇧
h(p)� h(q) ⌅ 0 (mod e(�(p,q)))

for every edge (p, q) ↵ E

�
⇧ K⇤

T (MT ).

The K-theoretic GKM theorem in Hamiltonian torus geometry is then the follow-

ing.

Theorem 2.5. ([14, Theorem 4.4]) Let T be a compact torus and (M,⌦) a Hamiltonian
T -space with moment map µ : M ⌦ t⇤. Suppose there exists a component of the moment
map which is proper and bounded below, and that the T -action on M is GKM. Then the
inclusion ı : MT �⌦ M induces an isomorphism

ı⇤ : K⇤
T (M)⌦ K⇤(�,�) ⇧ K⇤

T (MT ).

Finally, we can give an explicit solution to Step (3) in the abelian case. We have

the following.

Theorem 2.6. ([14, Theorem 3.1]) Let T be a compact torus and (M,⌦) a Hamiltonian
T -space with moment map µ : M ⌦ t⇤. Suppose there exists a component of the moment
map which is proper and bounded below, and further suppose that ⇤ := MT has only
finitely many connected components. Let

(2) Z :=
⇤
µ(C)

⇧⇧ C a connected component of Crit(�µ�2) ⇧M
⌅
⇧ t⇤ �= t

be the set of images under µ of components of the critical set of �µ�2. Suppose that T acts
freely on the level set µ�1(0), and let M//T be the symplectic quotient. For ⌥ ↵ t, define

M⇤ :=
⇤
x ↵M

⇧⇧ ⇠µ(x), ⌥⇡ ⌃ 0
⌅
,

K⇤ :=
⇤
� ↵ K⇤

T (M)
⇧⇧ �|M� = 0

⌅
, and

K :=
⌘

⇤⇧Z

K⇤.
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Then there is a short exact sequence

0 ⇤⇤ K ⇤⇤ K⇤
T (M) ⇥ ⇤⇤ K⇤(M//T ) ⇤⇤ 0,

where ⌅ : K⇤
T (M)⌦ K⇤(M//T ) is the Kirwan map.

3. KIRWAN SURJECTIVITY IN HYPERKÄHLER GEOMETRY

A longstanding question in the topology of hyperkähler quotients is whether a

hyperkähler analogue of the Kirwan surjectivity theorem holds, i.e., whether the

natural map

(3) ⌅HK : H⇤
G(M)⌦ H⇤(M////G)

is surjective, where M////G is the now the hyperkähler quotient as described in the

introduction. Not much is known in general about this question, although certain

special cases have been computed. For instance, Konno proved a hyperkähler

Kirwan surjectivity in the cases of hypertoric varieties [22] and hyperpolygon

spaces [23]. In the gauge theory setting, recent work of Daskalapoulos, Weists-

man, and Wilkin [6] proves hyperkähler Kirwan surjectivity for certain cases of

moduli spaces of Higgs bundles.

In the hyperkähler setting, however, it turns out that there is more data to use:

in a large class of examples, the hyperkähler quotient M////G is equipped with a

natural Hamiltonian S1-action. This can occur, for instance, when the original

hyperkähler manifold is a cotangent bundle T ⇤Cn, the S1 rotates the fibers with

weight 1, and the G-action is induced from a linear G-action on Cn. Many ex-

amples of interest, including hypertoric varieties, hyperpolygon spaces, and the

quiver varieties as defined by Nakajima, arise by such a construction. It is there-

fore natural to also ask a different, but related, question: is the S1-equivariant Kir-

wan map

(4) ⌅S1

HK : H⇤
G⇥S1(M)⌦ H⇤

S1(M////G)

surjective? We now give a brief summary of what is known on this topic.

First, a general proof of (4) is not known, but my collaborator Nicholas Proud-

foot and I have proved it in certain cases. In [16], we show the surjectivity of both

⌅S1

HK and a T d-equivariant version of in the case of hypertoric varieties. It is nat-

ural to consider an equivariant version in this case because hypertoric varieties,

being the hyperkähler analogues of toric varieties, are naturally equipped with

a large torus action. We have the following; for details and notation we refer the

reader to [16]. (For the purposes of this abstract, the point is that there is an explicit

description of the cohomology as a quotient of a polynomial ring, the generators

of which have geometric interpretations, and the relations are given in terms of the

combinatorial data of the affine hyperplane arrangement defining the hypertoric

variety.)

Theorem 3.1. Let M be the hypertoric variety corresponding to a smooth, cooriented
arrangement H. Given any minimal set S ⇧ {1, . . . , n} such that �i⇧SHi = �, let
S = S1 ⌧ S2 be the unique splitting of S such that

�
�i⇧S1 Gi

⇥
�
�
�j⇧S2 Fj

⇥
= � (see

(??)). Then the T d ⇥ S1-equivariant cohomology of M is given by

H⇤
T d⇥S1(M) �= Z[u1, . . . , un, x]

 
⇠
✓

i⇧S1

ui ⇥
✓

j⇧S2

(x� uj)
⇧⇧⇧⇧
◆

i⇧S

Hi = �⇡.
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Theorem 3.2. In the notation of Theorem 3.1, the S1-equivariant cohomology ring of M
is given by

H⇤
S1(M) �= H⇤

T d⇥S1(M)
⌃
⇠⇤aiui ↵ ker⇤⇤⇡.

This last theorem then implies

Corollary 3.3. In the setting of Theorem 3.2, the equivariant Kirwan map ⌅S1

HK is surjec-
tive.

In [17] we prove surjectivity of ⌅S1

HK in the case of hyperpolygon spaces, which

are hyperkähler analogues of polygon spaces and are a special case of quiver va-

rieties. Again, we first give an explicit and combinatorial description of the coho-

mology ring in terms of geometrically motivated generators and combinatorially

defined relations. For details and notation we refer the reader to [17].

Theorem 3.4. The equivariant cohomology ring H⇤
S1(X) is isomorphic to Q[c1, . . . , cn, p, x]/J ,

where J is generated by the following two families:

1) p� c2
i for all i ↵ {1, . . . , n}

2)
✓

j⇧Sc

(cj + cnS )⇥
✓

i⇧S

(ci + x) for all � �= S ↵ S,

where mS ↵ S and nS ↵ Sc are the minimal elements of the two sets, S = S ⌥ {mS},
and Sc = Sc ⌥ {nS}.

Using this explicit combinatorial description and an argument using equivari-

ant formality, we also obtain the following.

Corollary 3.5. In the setting of Theorem 3.4, the equivariant Kirwan map ⌅S1 is surjec-
tive.

In both of these cases, we give explicit descriptions of the S1-equivariant coho-

mologies of the hyperkähler quotients in terms of generators and relations. In the

case of hypertoric varieties, this description is in terms of an affine hyperplane
arrangement H, so there are close connections between the theory of hypertoric

varieties and combinatorics, as mentioned above. Taking this further, Tara Holm

and I have proved a GKM theorem for hypertoric varieties equipped with a nat-

ural T⇥S1 action [13], thus obtaining a combinatorial description of H⇤
T⇥S1(M ; Z)

for a hypertoric variety M . If the ith hyperplane of the arrangement is

Hi = {x ↵ (td)⇤ | ⇠x, ai⇡ = ⇠�⇧̃, ↵i⇡}

then we define the half-spaces

(5)

Fi = {x ↵ (td)⇤ | ⇠x, ai⇡ ⌥ ⇠�⇧̃, ↵i⇡}
and

Gi = {x ↵ (td)⇤ | ⇠x, ai⇡ ⌃ ⇠�⇧̃, ↵i⇡},

which intersect in the hyperplane Hi. For details we refer the reader to [13]. We

have the following.

Theorem 3.6. Let M be a hypertoric variety associated to an affine, cooriented, rational,
smooth hyperplane arrangement H such that ⇥ = �iFi is nonempty and bounded. Then
the action of T d ⇥ S1 on M is GKM.
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In particular, in [13, Theorem 3.5], we give an explicit GKM description of the

generators for the equivariant cohomology H⇤
T d⇥S1(M) given above. Let H⇤(�)

denote the graph cohomology associated to the GKM graph of M . We specify a

T d ⇥ S1 weight as a pair

(�, c) ↵ (td)⇤Z ⇤ Z.

Let x denote the equivariantly constant class in H⇤(�) corresponding to the inte-

gral basis element for Lie(S1).

Theorem 3.7. Let M be a hypertoric variety associated to an affine, cooriented, rational,
smooth hyperplane arrangement H such that ⇥ = �iFi is nonempty and bounded. Let I
be the ideal

I := ⇠
✓

i⇧S1

ui ⇥
✓

j⇧S2

(x� uj)
⇧⇧⇧⇧
◆

i⇧S

Hi = �⇡

and let H⇤(�) denote the graph cohomology associated to M . Then the inclusion MT d⇥S1
�⌦

M induces an isomorphism

H⇤
T d⇥S1(M ; Z) �= Z[u1, . . . , un, x]/I ⌅= ⇤⇤ H⇤(�)

ui
� ⇤⇤  i,

x � ⇤⇤ x,

where  i is given by

 i(v) =

⌦
���

��↵

(⇥v,i,
�
⇥v,i,
⇣

j⇧Kv
aj

✏
), if i ↵ Iv

(0, 0), if i ↵ Jv

(0, 1), if i ↵ Kv.

4. KIRWAN SURJECTIVITY FOR ORBIFOLDS

Orbifolds are singular spaces, but their singularities are “mild” in the sense that

a neighborhood of any point can be modelled by Rn/� for � some finite group, so

they are “almost manifolds” up to these possible finite stabilizer groups. Orbifolds

arise naturally, for instance, as moduli spaces studied in algebraic geometry and

in string theory. There has been a flurry of recent interest in defining and using

orbifold analogues of classical topological invariants such as Betti numbers, coho-

mology rings, K-theory, and Chow rings.

Chen-Ruan orbifold cohomology rings were introduced in [5] as the degree 0
piece of the Gromov-Witten theory of an orbifold, following work in physics [30];

for our purposes here it can be understood as the “orbifold analogue of (usual)

cohomology”. This ring carries, in addition to the data of the usual singular co-

homology ring of the underlying space, more delicate information (e.g. about the

orbifold structure groups � above). These orbifold cohomology rings are of recent

interest due to their connections to physics, in particular to the theory of mirror

symmetry.
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In a recent manuscript [7], Rebecca Goldin and I give a computation of the

Chen-Ruan orbifold cohomology of orbifold hypertoric varieties, which are hy-

perkähler quotients of quaternionic affine space Hn �= T ⇤Cn by a linear abelian

action. Our main technique is to prove the following, which is Step (1) of the Kir-

wan method for this case.

Theorem 4.1. For M = T ⇤Cn a hyperkähler Hamiltnian T -space with a linear T -action,
MT = T ⇤Cn////T its hyperkähler quotient, and E⇤ = H⇤

CR the Chen-Ruan orbifold co-
homology, there is a ring homomorphism ⌅ : NH⇤

T (T ⇤Cn) ⌦ H⇤
CR(T ⇤Cn////T ) which is

surjective.
Here NH⇤

T (T ⇤Cn) is the inertial cohomology introduced by Goldin, Holm, and

Knutson [8]. We then solve Steps (2) and (3) of the Kirwan method to obtain an

explicit combinatorial description (via the data of an affine hyperplane arrange-

ment H) of the orbifold cohomology of hypertoric varieties. For details, we refer

the reader to [7].
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双曲空間内のホロ球面的幾何学
泉屋　周一　（北海道大学　大学院理学研究院）

概 要
「特異点論の応用としての微分幾何学」を研究し始めてから、かれこれ１０年近くにな

ります。その流れの中で、双曲空間内の部分多様体論として、なにか面白い幾何学を研究し
ているらしいと言うことを最近になって認識してきました。その幾何学を私は「ホロ球面的
幾何学」と名付けました。本講演では、このホロ球面的幾何学について、これまでにわかっ
たことを紹介します1。

1 序
最初にホロ球面的幾何学とは何かを、ポアンカレ円板上で初等幾何学的に解説します [7]。ポアンカ

レ円板とは、原点を中心とする半径１の円板の内部で、その上のリーマン計量として、ds2 = 4(dx2 +
dy2)/(1 � x2 � y2)を与えたものです。従って、ユークリッド平面とは共形同値で、ユークリッド平面
上での円はポアンカレ円板上でも曲率一定の曲線となります。特に、円板内にあるユークリッド平面上
の円はポアンカレ円板としても円となります。このリーマン計量にたいする測地線は理想境界（反径１
の円周）に直交するようなユークリッド平面上の円であり、この測地線を直線として採用すると、ガウ
ス・ボヤイ・ロバチェフスキーの非ユークリッド幾何学（双曲幾何学）のモデルを与えることは良く知
られた事です。ここで、ユークリッド平面での直線の特徴を整理すると

(１)２点を結ぶ最短線である。
(２)真っ直ぐである（速さが一定のとき加速度は零）。
(３)円の半径を無限大にしたときの極限と思える。

などが挙げられます。ポアンカレ円板内での測地線は（１）、（２）の特徴を持った曲線を求めたもの
です。

図１：ホロ円 図２：円の極限としてのホロ円

一方、（３）の特徴を持った曲線としてホロ円があります。境界の円周に接する円をホロ円2と呼びま
す（図１）。このホロ円は半径を無限大にした円の極限であると解釈されます (図２）。このように、ポ
アンカレ円板内には、２種類の直線の類似物が存在するわけです。一つは、測地線を「直線」と見なす
場合で、その結果、双曲幾何のモデルが得られました。そこで、素朴な発想として、以下のような疑問
が起こります。

ホロ円を直線と見なすとどのような幾何学が得られるのだろうか？
この疑問に関連して、以下のような事も考えられます：

1ここでは、双曲空間内に話を限っているので、このホロ球面的幾何学となりますが、ここでお話する内容の大
部分はミンコフスキー空間内の空間的部分多様体の話に一般化出来ることが、最近解ってきました [14, 15, 19, 20]。
いわゆる「特殊相対論的部分多様体論」とでも言いましょうか？いずれ何処かの機会にお話したいと思います。

2「ホロ」(horo)と言う意味は時計に関係したもの、もしくは天球上をさすものの様です。

1
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（１）ユークリッドの公理は満たされているのか？
（２）平行はどのように定義するか？
（３）二つのホロ円の成す角はどのように定義するか？
これらの、疑問に関して、すぐに解る事は以下の２つの性質です。

（ア） ユークリッド幾何の公理１を満たさない: 任意の２点を通るホロ円はちょうど２本ある。
（イ） 境界の円周に同じ点で接するホロ円を平行と定義すると、平行線公理を満たす。
証明は与えませんが、以下の図を見ていただければ、容易に理解できると思います。

図３：　公理１を満たさない 図４：平行線公理を満たす

このように、この幾何学も非ユークリッド幾何学なのですが、平行線公理こそがユークリッド幾何学を
ユークリッド幾何学ならしめていると思えるので、この幾何学はある意味でユークリッド幾何学もどき
であると言えます。この幾何学をとりあえずホロ円的幾何学と呼びます。ここで、２つのホロ円の法線
角を以下のように定めてみます。いま、図５のように２つのホロ円がポアンカレ円板上にあるとします。
このとき、それぞれのホロ円が境界の円周と接する点を考え、図６のようにポアンカレ円板の中心から
その点を結ぶユークリッド平面上の単位ベクトルを考えます。これらのベクトルをホロ円のホロ法線ベ
クトルと呼びます。この２本のホロ法線ベクトルのユークリッド幾何学の意味での角度を２つのホロ円
の成すホロ法線角と定めます。このように定義すると、２つのホロ円が平行であることは、ホロ法線角
が零度であると言うことに対応します。ただし、ホロ円は直線の性質と円の性質を両方持っているので、
ホロ法線角が ⌃であっても２つのホロ円は平行ではありません。

↵
図 5：２つのホロ円 図 6：対応するホロ法線ベクトル

次に、図 7のように、３つのホロ円をポアンカレ円板上で考えてみます。すぐわかることは、ユーク

↵
図 7：ホロ三角形 図 8：対応するホロ法線ベクトル

2
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リッド幾何学の公理１を満たさないので、三角形が４つできていると言うことです。この４つの三角形
をすべて同等に扱うこともできますが、話が複雑になるので、真ん中に出来た凸三角形のみを考えます。
この三角形を特徴付けるために、考えている３つのホロ円にたいして、それぞれホロ法線ベクトルを左
側に見るように向きをつけます。このとき、ホロ法線ベクトルがどの辺でも三角形の内側を向いている
三角形をここでは凸ホロ三角形と呼びます。境界の円周に接する点を固定したまま３つのホロ円の半径
を十分大きくする（平行なホロ円を取り直す）と必ず、このような三角形を作ることができます。図８
から、以下の定理が成り立つことがわかります。
定理 1.1 凸ホロ三角形のホロ法線角の和は 2⌃である。
ほかの三つの三角形では、向き付けを行うと、向きがホロ円の向きと逆になる辺もあるので、回転方向
がいろいろ変わります。この場合は、もう少し細かく調べる必要がありますが、同様な性質を持つ事が
解ります。また、このように考えると、ユークリッド平面上の閉じた有向折れ線と同じように閉じた有
向ホロ折れ線も考えることができて、以下の定理が成り立ちます。
定理 1.2 閉じた有向ホロ折れ線のホロ法線角の和は 2⌃⇥回転数である。
従って、ホロ法線角の総和は位相不変量で、もちろんそれは双曲不変量です。一方、ホロ法線角が零と
いう性質（平行性）も双曲不変ですが、ホロ法線角自体は双曲不変量ではありません。それは SO(2)不
変量です。このように、ホロ法線角はその総和と零であることが双曲不変であることがわかり、その部
分多様体版では、平坦性と全曲率が双曲不変であることが示唆されます。以下、双曲空間内でのホロ球
面的部分多様体論を考えます。

2 双曲空間内の曲面の微分幾何
ここでは、双曲空間のモデルとして、ミンコフスキー空間モデルを考えます。一般次元の場合でも成

り立つことが多いのですが、ここでは簡単のため、３次元の双曲空間をあつかいます。最初にミンコフ
スキー空間における諸概念の復習をします。R4 = {(x0, x1, x2, x3) | xi � R (i = 0, 1, 2, 3) } を 4次元ベ
クトル空間として、その上の擬内積を任意のベクトル x = (x0, x1, x2, x3), y = (y0, y1, y2, y3) � R4, に
対して x,y� = �x0y0 +

�3
i=1 xiyi と定め、対 (R4, , �)を 4次元ミンコフスキー空間と呼び、R4

1と表
します。零でないベクトル x � R4

1が空間的とは x,x� > 0を満たすこと、光的とは x,x� = 0 を満た
すこと、時間的とは x,x� < 0を満たすことです。ベクトル v � R4

1と実数 cに対して擬法線ベクトル v
を持つ超平面はHP (v, c) = {x � R4

1 | x,v� = c } で与えられます。このとき、HP (v, c)がそれぞれ空
間的超平面、時間的超平面、光的超平面であるとは対応する疑法線ベクトル vがそれぞれ時間的、空間
的、光的であることと定めます。一般にベクトル v � R4

1のノルムを ⌫v⌫ =
⇢
|v,v�| とします。

ミンコフスキー空間内には以下の３種類の擬超球が考えられます：H3(�1) = {x � Rn+1
1 |x,x� = �1}

を双曲空間と呼び、S3
1 = {x � R4

1|x,x� = 1 } をド・シッター空間と呼びます。さらに、（開）光錐と
は LC⇥ = {x |x,x� = 0, x �= 0 } のことです。また、ユークリッド空間の場合と同様に、任意の 3個
のベクトル x1,x2,x3 � R4

1 に対して、ベクトル x1 ⌘ x2 ⌘ x3 を

x1 ⌘ x2 ⌘ x3 =

⇤⇤⇤⇤⇤⇤⇤⇤

�e0 e1 e2 e3

x1
0 x1

1 x1
2 x1

3

x2
0 x2

1 x2
2 x2

3

x3
0 x3

1 x3
2 x3

3

⇤⇤⇤⇤⇤⇤⇤⇤

と定めます。ただし e0, e1, e2, e3は R4
1 の標準基底として xi = (xi

0, x
i
1, x

i
2, x

i
3)とします。このとき、ベ

クトル x1 ⌘ x2 ⌘ x３ は xi (i = 1, 2, 3) に疑直交します。
ここで、双曲空間 H3

+(�1)内3の曲面論4を解説します [9]。開集合 U  R2 における、埋め込み x :
U �⌦ H3

+(�1) を考えます。この時、M = x(U)と表し、M と U を同一視します。 x,x� ⌥ �1なの
3H3(�1)の x0 > 0の部分です。
4この部分は、第５０回トポロジーシンポジウムでも解説しました。なお、余次元が高い場合の研究については

[3, 11, 13, 16, 17]を参照してください。
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で u = (u1, u2) � U 対して、xui ,x� ⌥ 0 (i = 1, 2) となり、ベクトル

e(u) =
x(u) ⌘ xu1(u) ⌘ xu2(u)
⌫x(u) ⌘ xu1(u) ⌘ xu2(u)⌫ ,

を考えると e,xui� ⌥ e,x� ⌥ 0, e, e� ⌥ 1と言う性質をもちます。さらに、x±eは光的ベクトルとな
ります。ここで、写像L± : U �⌦ LC⇥ をL±(u) = x(u)±e(u)で定めx(U) = M の双曲的ガウス標形、
写像E : U �⌦ S3

1 をE(u) = e(u)と定めx(U) = M のド・シッターガウス標形と呼びます。ここで、L±
と Eを通常のガウス写像の様に扱い、x(U) = M の曲率等を定めます。最初に、Eui(u0)は p0 = x(u0)
におけるM = x(U)の接ベクトルであることが示され、さらに、U とM の同一視によって、dx(u0)は
Tp0M 上の高等写像 idTp0M と同一視されます。従って、L±, Eの u0 � U における微分写像 dL±(u0),
dE(u0) はそれぞれ、Tp0M 上の線形変換とみなされます。この時、Ap0 = �dE(u0) : Tp0M �⌦ Tp0M
をド・シッター型作用素と呼び、S±p0

= �dL±(u0) : Tp0M �⌦ Tp0M を双曲的型作用素と呼びます。定
義から、S±p = �idTpM ±Ap が成り立ち、固有方向（主方向）は共通です。また S±p の固有値（双曲的主
曲率）を ⌅̄±p Apの固有値（ド・シッター主曲率）を ⌅pで表すと ⌅̄±p = �1±⌅pと言う関係があります。さ
らに、K±

� (u0) = detS±p を双曲的ガウス・クロネッカー曲率とよび、Ke(u0) = detApを外在的ガウス曲
率と呼びます。また、H(u0) = (traceAp)/2を平均曲率とよびます。ここで、xui (i = 1, 2)は空間的ベク
トルなので、M 上にリーマン計量（第一基本量）を ds2 =

�2
i=1 gijduiduj を gij(u) = xui(u),xuj (u)�

と定めます。さらに、双曲的第二基本量を h̄±ij(u) = �L±ui
(u),xuj (u)�、さらにド・シッター第二基本量

を hij(u) = �eui(u),xuj (u)� と定義すると、関係式 h̄±ij(u) = �gij(u) ± hij(u) が得られます。このと
き、K±

� = det
⌅
h̄±ij

⇧
/det (g�⇥), Ke = det (hij)/det (g�⇥) が成り立ちます。また、リーマン計量から、

M の断面曲率KI(u0) = �R1212/(g11g22 � g12g21)が定まりますが、それを、内在的ガウス曲率と呼び
ます。このとき、これらの曲率の間には次の関係があります：

Ke = KI + 1, K±
h = 1⌅ 2H + Ke = 2⌅ 2H + KI

3 ホロ球面的幾何学
ホロ球面的幾何学とは、ホロ球をユークリッド空間内の平面のように見なした幾何学です。ここでホロ

球面とは光的超曲面と双曲空間の交わりとして得られる曲面HS2(v, c) = H3
+(�1)⇣HP (v, c)の事です

（ここで、vは光的ベクトル）。この、ホロ球面は、全臍的曲面でその双曲的ガウス・クロネッカー曲率が
零であるものとして知られています [9]。また、L±が定ベクトルとなることの必要十分条件がM = x(U)
がホロ球面の一部であることも知られています。一方、任意の光的ベクトル x = (x0, x1, x2, x3) � LC⇥

+

に対して、
⇡x =

⌃
1,

x1

x0
,
x2

x0
,
x3

x0

⌥
� S2

+ = {x = (x0, x1, x2, x3) | x,x� = 0, x0 = 1}.

と定め、Bryant-Epstain-小林 [2, 4, 22]に従って、双曲的ガウス写像を
⇡L± : U �⌦ S2

+ : ⇡L±(u) = ⇧L±(u)

と定義します。この双曲的ガウス写像を用いて、曲率を定めるとどのような性質をもつでしょうか？　
双曲的ガウス標形の場合とは違って、その微分写像 d⇡L±(u0)は TpM 上の線形変換とはなりません。そ
こで、いま、各点で TpR4

1 = TpM ⇧NpM と言う、M の接空間と法平面への直交分割が存在するので、
その接成分への標準射影�p : TpR4

1 �⌦ TpM を考えます。そして、線形変換
⇡S±p = ��p ⌃ d⇡L±(u0) : TpM �⌦ TpM

をホロ球面的型作用素と定めます。このとき、L±(u0) = (�±0 (u0), �±1 (u0), �±2 (u0), �±3 (u0))とすると、

�p ⌃ ⇡L±ui
= �

2⌫

j=1

1
�±0 (u0)

�
h̄±
⇥j
i
xuj

4
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が成り立ちます。ここで、⇡S±p の固有値 ⇡⌅±i (p), (i = 1, 2)をホロ球面的主曲率と呼ぶと、双曲的主曲率と
の間には ⇡⌅±i (p) = (1/�±0 (p))⌅̄±i (p). と言う関係があります。ここで、ホロ球面的ガウス・クロネッカー
曲率を ⇡K±

h (u) = det ⇡S±p = ⇡⌅±1 (p)⇡⌅±2 (p)と定義すると、双曲的ガウス・クロネッカー曲率との間には

⇡K±
h (u) =

⌃
1

�±0 (u)

⌥2

K±
h (u).

と言う関係が成り立ちます。

注意 3.1 (1) ⇡⌅±(p)は双曲不変量ではなく、 SO(3)不変量です。
(2) ⇡⌅±i (p)の値が双曲不変になる為の必要十分条件は ⇡⌅±i (p) = 0となる事です。
(3) 双曲的ガウス標形を正規化して双曲的ガウス写像を作るための関数 1/�±0 (u) は、双曲空間のモデル
の取り方に依存しない関数です（ポアンカレボールモデルや上半モデル等でも定まる）。

4 ホロ球面的全曲率とホロ球面的絶対全曲率
ここでは、ホロ球面的ガウス・クロネッカー曲率の大域的性質についての結果を紹介します。M を向

き付け可能な閉曲面として、f : M �⌦ H3
+(�1)を埋め込み（はめ込みでも良い）とします。このとき、

f(M)のH3
+(�1)内での外向きの単位法線ベクトル場を E とします。このとき、大域的双曲的ガウス標

形が
L± : M �⌦ LC⇥

+ : L±(p) = f(p)± E(p)

と定義されます。この写像を用いて、前節と同様にして、大域的双曲的ガウス・クロネッカー曲率関数
K±h : M �⌦ Rを定めることが出来ます。さらに、大域的双曲的ガウス写像 ⇡L± : M �⌦ Sn�1

+ : ⇡L±(p) =
⇧L±(p) も定義出来、それにより、大域的ホロ球面的ガウス・クロネッカー曲率関数 ⇡K±h : M �⌦ Rも同
様に定義出来ます。これらの曲率関数の間には、以下の関係があることも同様です：

⇡K±h (p) =
⌃

1
�±0 (p)

⌥2

K±h (p)

このとき、以下の全曲率と絶対全曲率に関する定理が成り立ちます [3, 18]：

定理 4.1 M を向き付け可能な平曲面で、f : M �⌦ H3
+(�1)を埋め込み（はめ込み）とする。このと

き、以下のガウス・ボンネ型公式とチャーン・ラーショフ型不等式が成り立つ：
⇠

M

⇡K±h daM = 2⌃�(M) (ガウス・ボンネ型公式),

⇠

M
|⇡K±h | daM � 2⌃(4� �(M)) (チャーン・ラーショフ型不等式),

ただし �(M)はM のオイラー標数で、daM はM の面積素とする。

注意 4.2 上記のガウス・ボンネ型公式は、nが偶数の場合の、向き付け可能な閉 n次元多様体で n + 1
次元双曲空間にはめ込まれている場合にも成立します [18]。さらに、平面曲線 � : S1 �⌦ H2

+(�1)の場
合は、その測地的曲率を ⌅g とすると、⇡⌅h(s) = (⌅g(s)� 1)/�0(s)に対して、等式

⇠

S1
⇡⌅h(s)ds = 2⌃ ⇥ �の回転数

が成り立ちます。この等式は定理 1.2の曲線版と理解できます。また、チャーン・ラーショフ型不等式
も、一般次元の双曲空間内の余次元が高い場合にも一般化されますが、ここでは曲面の場合と以下の曲
線の場合に限って述べます。

5
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� : I �⌦ H3
+(�1)を双曲空間内の単位速度曲線とします。このとき、単位接ベクトル t(s) = � ⌅(s)に

対して、⌫t⌅(s)� �(s)⌫ �= 0のとき、単位主法線ベクトルを

n(s) =
t⌅(s)� �(s)
⌫t⌅(s)� �(s)⌫

と定めます。また、 双曲的曲率を ⌅h(s) = ⌫t⌅(s) � �(s)⌫とします。さらに、単位従法線ベクトルを
e(s) = �(s) ⌘ t(s) ⌘ n(s)と定めると、� に沿った R4

1の擬正規直交枠 {�(s), t(s),n(s), e(s)}が得られ
ます。このとき、双曲的捩率も定まり、以下のフルネ・セレ型の公式が成り立ちます [11]：

↵
⌘⌘✏

⌘⌘�

� ⌅(s) = t(s)
t⌅(s) = ⌅h(s)n(s) + �(s)
n⌅(s) = �⌅h(s)t(s) + ⌥h(s)e(s)
e⌅(s) = �⌥h(s)n(s),

ここで、�(s),n(s), e(s)の第一成分を、それぞれ �0(s), n0(s), e0(s)として、空間曲線のホロ球面的リプ
シッツ・キリング曲率を

⇡⌅h(s) =
⇠ 2⌅

0

⌃
1

�0(s) + cos ⇤n0(s) + sin ⇤e0(s)

⌥2

|1� ⌅h(s)|d⇤

と定めると、以下の不等式が得られます [3]：

定理 4.3 � : S1 �⌦ H3
+(�1)を埋め込みとすると、以下の不等式が成り立つ：

⇠

S1
⇡⌅h(s)ds � 8⌃ (フェンチェル型不等式)

さらに、�が非自明な結び目のとき、
⇠

S1
⇡⌅h(s)ds � 16⌃ (ファリ・ミルナー型不等式)

が成り立つ。

注意 4.4 ユークリッド空間内の閉じた曲線の場合、これらの不等式は、空間曲線の曲率そのものを積分
することにより、それぞれ 2⌃以上と 4⌃以上です。これは、空間曲線の周りの管曲面の面積が 4⌃で評
価できることによりますが、双曲空間の場合はそのような評価が出来ないので、リフシッツ・キリング
曲率から |1� ⌅h(s)|だけの積分に変えた評価が出来ないので、8⌃と 16⌃となります。また、フェンチェ
ル型不等式で等号成立の特徴付けはまだ解りません。

5 ホロ平坦曲面
ホロ球面的曲率の値が、双曲不変になるための必要十分条件は、その値が零なので、双曲幾何学的に

はこの意味で平坦な曲面が重要だと思われます。そのような曲面をホロ平坦曲面と呼びます。双曲空間
H3

+(�1)内の曲面M = x(U)がホロ平坦であるとは ⇡K+
h ⌥ 0なることとします5。定義から、それは条

件K+
h ⌥ 0と同値です。また、条件KI + 2(1�H) ⌥ 0 とも同値です。このホロ平坦曲面の重要性はこ

の関係式にもよります。双曲空間内の曲面が線形ワインガルテン曲面であるとは関係式

aKI + 2b(H � 1) ⌥ 0, (a, b) �= (0, 0)

5ここで、 ⇡K�
h ⌥ 0としても良いのですが、議論が平行に進むので、こちらだけを考えます。

6
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を満たす事です。この曲面のクラスは以下の重要な場合を含みます。a �= 0, b = 0の場合はKI ⌥ 0とな
り、リーマン幾何学の意味での平坦曲面となり、a = 0, b �= 0の場合は平均曲率１曲面となります。どち
らも、近年非常に良く研究されている曲面です。これらの曲面が良く研究される理由は、ワイエルシュ
トラス型の表現公式が成り立つためです。さらに線形ワインガルテン曲面がブライアント型であるとは、
a+ b �= 0を満たす場合です。Galvez等 [5]は, ブライアント型の線形ワインガルテン曲面はワイエルシュ
トラス型の表現公式を持つ事を証明しました。平均曲率１曲面にたいしては、Bryant[2] がワイエルシュ
トラス型の表現公式を証明して、その後この方法が爆発的に発展したために、この場合はブライアント
型と呼ばれています。ここで、唯一例外の場合である a + b = 0の場合（非ブライアント型）がホロ平
坦曲面です。この場合は、ワイエルシュトラス型の表現公式がないので、１変数複素関数論の強力な手
法が使えず、詳しい研究が今まで出来ませんでした。

6 ホロ円織面
この節では、このホロ平坦曲面を含む特別な曲面のクラスを考えます。ユークリッド空間内の平坦な

曲面は可展開面と呼ばれる線織面の特別な場合です。線織面は直線の１径数族として与えられる曲面で、
直線の存在がその平坦性に反映していると考えることが出来ます。ここで、ホロ平坦性を反映させる曲線
としてホロ円が考えられます。単位速度曲線 � : I �⌦ H3

+(�1)がホロ円であるとは ⌅h(s) ⌥ 1, ⌥h(s) ⌥ 0
を満たす事です。いま、a0 � H3

+(�1),a1,a2 � S3
1 , ai,aj� = 0 (i �= j)に対して、　

⇥(s) = a0 + sa1 +
s2

2
(a0 + a2)

は、ホロ円であることが簡単な計算からわかります。さらに、微分方程式の解の一意性から任意のホロ
円はこのような径数付けをもつことが解ります。ここで、線織面に類似な概念として、ホロ円の１径数
族で与えられるH3

+(�1)内の曲面をホロ円織面と呼びます。最初に解る事として以下の定理が成り立ち
ます [21]：

定理 6.1 任意のホロ平坦曲面は（少なくとも局所的には）ホロ円織面としての径数付けをもつ。

従って、我々の考えるべき曲面のクラスは、ホロ円織面であることが解ります。次に、ホロ円織面
の一般的性質について解説します。滑らかな写像 � : I �⌦ H3

+(�1)、ai : I �⌦ S3
1 , (i = 1, 2, 3)で

{�,a1,a2,a3}が R4
1の擬直交枠をなすものを考えます。このとき、

F(⇤,a1,a2) : R⇥ I �⌦ H3
+(�1) : F(⇤,a1,a2)(s, t) = �(t) + sa1(t) +

s2

2
(�(t) + a2(t))

をホロ円織面（の径数表示)と呼びます。いま、t = t0を固定すると、F(⇤,a1,a2)(s, t0)はホロ円となりま
すがそれを母ホロ円と呼びます。ここで、ホロ円織面に対してその基本的不変量を以下のように定めま
す：{�,a1,a2,a3}が R4

1の擬直交枠であることから、各ベクトルを行ベクトルとみて、縦に並べると、
ローレンツ群に属する 4次行列の１径数族

A(t) =

 

✓

�(t)
a1(t)
a2(t)
a3(t)

⌦

��◆ � SO0(3, 1)

が得られます。この行列の１径数族から、ローレンツ群のリー環内の曲線

C(t) = A⌅(t)A�1(t) =

 

✓

0 c1(t) c2(t) c3(t)
c1(t) 0 c4(t) c5(t)
c2(t) �c4(t) 0 c6(t)
c3(t) �c5(t) �c6(t) 0

⌦

��◆ � so(3, 1)
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が得られます。任意に与えられた so(3, 1)内の曲線 C(t)と初期データ A(0) � SO0(3, 1)に対して、線
形常微分方程式 A⌅(t)A�1(t) = C(t) � so(3, 1)のただ一つの解 A(t) � SO0(3, 1) が存在するので、この
A(t)からホロ円織面を作る事ができます。その意味で C(t)がホロ円織面の基本的不変量です。このよ
うにして、so(3, 1)へのC⇧写像の空間C⇧(I, so(3, 1)) をホロ円織面全体の空間と見なす事ができます。
ここで、この空間はWhitney C⇧-位相によって位相空間とします。

7 ホロ平坦ホロ円織面
ホロ円織面 F(⇤,a1,a2)(s, t)に対して、⇤(t) = �(t) + a2(t) � LC⇥

+と表すとき、このホロ円織面がホロ
平坦であるとは、⇤(t)が任意の点 (t, s)に於いて、F(⇤,a1,a2)(s, t)の光的法線ベクトルとなることです。こ
の条件を、基本的不変量で言い表すと以下の命題となります：

命題 7.1 F(⇤,a1,a2)がホロ平坦である為の必要十分条件は c2(t) = c1(t)� c4(t) = 0である。

一般にホロ円織面は特異点を持ちます。特にホロ平坦なホロ円織面の特異点は以下のように特徴づけ
る事が出来ます。(s, t)がホロ平坦なホロ円織面 F(⇤,a1,a2)(s, t)の特異点であるための必要十分条件は

⌃
1 +

s2

2

⌥
c3(t) + sc5(t) +

s2

2
c6(t) = 0

です。各 t = t0を固定すると、特異点は sに関する 2次方程式の解となります。従って、各 t = t0に対
して、そこを通る母ホロ円上にある特異点の個数はジェネリックには２個以下であることが解ります。
これは、ユークリッド空間内の可展開面の場合に、t = t0 を固定した場合に、母線上に現れる特異点は
ジェネリックには一個以下と言う性質と比較すると興味深いことです。ここで、上記の２次方程式の判
別式は

⇥C(t) = c2
5(t)� 2c3(t)(c3(t) + c6(t))

で、この判別式によって、各母ホロ円上に特異点が何個載っているかが判定されます。一方、可展開面
は古典的な分類結果として、柱面、錐面、接線曲面の一部分またはその張り合わせであると言う事実が
知られています [8]。最初にこの分類に類似する、ホロ平坦ホロ円織面の分類を考えます。F(⇤,a1,a2)が一
般化されたホロ錐であるとは、条件 c1(t) = c2(t) = c3(t) = c4(t) = 0を満たす事とします。一般化され
たホロ錐にはさらに以下の様なものがあります：F(⇤,a1,a2)が一つの頂点を持つホロ錐であるとは、条件
c1(t) = c2(t) = c3(t) = c4(t) = c5(t) = 0, c6(t) �= 0を満たす事です。また F(⇤,a1,a2)が二つの頂点を持つ
ホロ錐とは、条件 c1(t) = c2(t) = c3(t) = c4(t) = 0, c5(t) �= 0を満たしさらに and �⇧ s.t. c5(t) = ⇧c6(t)
を満たす事です。さらに F(⇤,a1,a2) が錐的ホロ球面であるとは、条件 c1(t) = c2(t) = c3(t) = c4(t) =
c6(t) = 0, c5(t) �= 0 をみたすことで、これらの三つの場合をホロ錐と呼びます。また、F(⇤,a1,a2)が半ホ
ロ錐であるとは、条件 c1(t) = c2(t) = c3(t) = c4(t) = 0, c5(t) �= 0を満たし、さらに関数 c6(t)が孤立零
点を持つ事とします。以下は、ホロ錐の図をポアンカレボールモデルのなかで描いたものです:

錐的ホロ球面 一つの頂点を持つホロ錐 二つの頂点を持つホロ錐

8
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これらは、みなDupinの cyclideです。また、これらの図では頂点がみな真ん中にある場合ですが頂点
が端の方にずれていても、ホロ錐です。

一つの頂点が中心からづれたホロ錐 二つの頂点が中心からづれたホロ錐

一方、F(⇤,a1,a2)が正則ホロ平坦ホロ円織面であるとは、c3(t) �= 0であり、かつ
�

c5(t0) = 0 if �t0 � I s.t c3(t0) + c6(t0) = 0,
⇥C(t) < 0 if c3(t) + c6(t) �= 0.

を満たす事です。ユークリッド空間内の可展開面の場合、正則で完備なものはHartman-Nirenbergの定
理 [6]から、柱面しかないことが知られています。しかし、ホロ平坦ホロ円織面の場合、様々な完備曲面
が存在します。たとえば以下の図はこれらの、正則ホロ平坦ホロ円織面の中でホロ柱面とでも呼ばれる
べき曲面をポアンカレボールモデルの中に描いたものです。これらもまた、Dupinの Cyclideです。

ホロトーラス バナナ クロワッサン

最後に、F(⇤,a1,a2)がホロ平坦接ホロ円織面とは条件、c2(t) = c1(t)� c4(t) = c3(t) = 0をみたし、関数
c1(t)c6(t)が孤立零点を持つ事です。このとき、以下の分類定理が、可展開面の古典的分類定理の類似
です。

定理 7.2 F(⇤,a1,a2)をホロ平坦ホロ円織面とする。さらに、特異点の分枝の一方は �(t)上にあると仮定
する。このとき、F(⇤,a1,a2)以下のホロ平坦ホロ円織面のどれかの部分集合である：
(1) 正則ホロ平坦ホロ円織面
(2) ホロ錐
(3) 半ホロ錐
(4) ホロ平坦接ホロ円織面
(5) 上記の４種類の曲面の張り合わせからなるホロ円織面

9
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ここで、正則ホロ平坦ホロ円織面の一つの例として

F(⇤,e,±n)(s, t) = �(t) + se +
s2

2
(�(t)± n(t))

を考えます。この曲面を平面曲線の従法線的ホロ円織面と呼びます。この曲面はホロ平坦なので、曲率
線がホロ円でその方向に沿ったホロ円的曲率は零ですが言い換えると、その方向に沿ったドシッター主
曲率は 1です。さらに � の双曲的曲率が ⌅h(t) = 1なる点では、その点から出ている母ホロ円上のすべ
ての点が臍点です。この曲面は、Willmore予想に関連して得られた、塩浜・高木の定理6[24]の双曲空間
版 [25]への J. Aledo and J. A. Gálvez[1]によって与えられた反例7の曲面の具体的な径数付けとなって
います。実際の曲面の図は以下のようなものです：

8 ホロ平坦ホロ円織面の特異点
定理 7.2の分類のなかで、もっとも興味深い特異点を持つものはホロ平坦接ホロ円織面です。ここで、

リー環 so(3, 1)の線形部分空間

hf⇧(3, 1) =

↵
⌘⌘✏

⌘⌘�
C =

 

✓

0 c1 c2 c3

c1 0 c4 c5

c2 �c4 0 c6

c3 �c5 �c6 0

⌦

��◆ � so(3, 1)
⇤⇤⇤ c2 = c1 � c4 = c3 = 0

�
⌘⌘⇣

⌘⌘�

を考えます。ホロ平坦ホロ円織面の定義から、この線形空間への C⇧写像全体 C⇧(I, hf⇧(3, 1))の空間
(Whitney C⇧-位相の相対位相を与える）をホロ平坦ホロ円織面の空間とします。このとき、曲面上の
特異点集合は二つの分枝をもち、そのうちの一つはいつも �上にあることが解ります。そして、ジェネ
リックにはそれら二つの分枝は時々衝突したり、一方が無限遠に飛んで行ったりする場合（曲面のエン
ドに特異点が漸近する）があります。その様子は以下の特異点の分類定理により解ります。
定理 8.1 F(⇤,a1,a2)をホロ平坦接ホロ円織面で、特異点集合の分枝の一つは �上にあるとする。
(A) c5(t0) �= 0で c6(t0) �= 0とすると、(0, t0)と (�s(t0), t0)が特異点である。ただし、s(t) = 2c5(t)/c6(t)
とする。この場合以下がなりたつ：

(1) 点 (0, t0)がカスプ状曲面であるための必要十分条件は c1(t0) �= 0 である。
(2) 点 (0, t0)がつばめの尾であるための必要十分条件は c1(t0) = 0かつ c⌅1(t0) �= 0である。
(3) 点 (�s(t0), t0)がカスプ状曲面であるための必要十分条件は (c1 � s⌅)(t0) �= 0である。
(4) 点 (�s(t0), t0)がつばめの尾であるための必要十分条件は (c1 � s⌅)(t0) = 0 (c1 � s⌅)⌅(t0) �= 0 で

ある。
(B) c5(t0) = 0で c6(t0) �= 0とすると s(t0) = 0となる。従って、 (0, t0) = (�s(t0), t0)が特異点である。
このとき、点 (0, t0)がカスプ状嘴であるための必要十分条件は c⌅5(t0) �= 0, c1(t0) �= 0かつ (c1�s⌅)(t0) �= 0
である。
(C) c5(t0) �= 0で c6(t0) = 0とするとき、点 (0, t0)がカスプ状交差帽子であるための必要十分条件は
c1(t0) �= 0かつ c⌅6(t0) �= 0である。この場合、�(t0)が母ホロ円F(⇤,a1,a2)(s, t0)上の唯一の特異点であり、
もう一つの特異点集合の分枝は t0で無限遠に漸近する。

6「主曲率の一つが一定の完備曲面は球面（全臍的）か臍点が存在しないかのいずれかである」と言う定理です。
7リーマン計量だけ与えられていて、存在定理からそのような反例が存在すると言う主張です。
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この定理に現れた、特異点の図を図示すると以下のようになります：

カスプ状曲面 つばめの尾 カスプ状交差帽子 カスプ状嘴

これらの特異点のうちで、カスプ状曲面とつばめの尾はルジャンドル特異点論における波面の特異点
として、ジェネリックに現れるものです。また、この２種類の特異点は双曲空間内の平坦曲面 (KI ⌥ 0)
の特異点としてもジェネリックに現れます [23]。さらに、ユークリッド空間内の可展開面の特異点とし
て、ジェネリックに現れるものはカスプ状曲面、つばめの尾、カスプ状交差帽子の３種類であることが
知られています [8]。また、双曲空間内の外在的平坦曲面 (Ke ⌥ 0)の特異点は、ベルトラミ・クラインの
モデルを考えるとユークリッド空間内の可展開面の特異点と微分同相であることがわかり、これら３種
類の特異点がジェネリック現れることが解ります。一方、ホロ平坦ホロ円織面では、これら３種類の特
異点の他に、カスプ状嘴がジェネリックに現れることが解りました。この特異点は波面の特異点の分岐
の分類に現れるもので波面の空間内では不安定ですぐに２つのつばめの尾か２つのカスプ状曲面に分岐
してしまうものです。しかし、この平坦ホロ円織面の空間内では、ジェネリックに現れ、少し位摂動し
ても安定であることがわかります。このように、ホロ平坦曲面は非特異な場合にも、特異点の分類にお
いても、他の平坦性 (Kh ⌥ 0,Ke ⌥ 0)を持つ曲面より遥かに興味深い曲面であると思われます。また、
全空間としての双曲空間は、曲率正の場合の３次元球面や曲率零の場合のユークリッド空間と比較して、
これまた豊富な幾何学を保有していることがこのホロ球面的幾何学の研究を通して理解できます。
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ON THE LARGE-SCALE GEOMETRY OF THE
WEIL-PETERSSON METRIC

KENNETH J. SHACKLETON

Abstract

In this proceedings article we begin by discussing joint work with Javier Aramayona and Hugo
Parlier, studying the geometry of the pants graph of a surface after Hatcher and Thurston.
Inspired by a recent theorem of Brock’s, the aim of this work is to reinforce the pants graph
as a good combinatorial model for the Weil-Petersson metric. We then discuss a question of
Brock’s and in two important cases prove, in outline, the existence of an algorithm for the
computing of distances in the pants graph.

KEYWORDS: Weil-Petersson metric; mapping class group; pants graph.

1 Introduction

When studying a complicated object in low dimensional geometry, such as the Weil-Petersson
metric on Teichmüller space, it can often be helpful to introduce a combinatorial model to
the setting and study this instead. Such models are often constructed from curves on a given
surface. Of course we sacrifice much of the structure we had to begin with, be it analytic or
algebraic, but in return we should expect to have greatly simplified matters.

An excellent example of such a model is the pants graph after Hatcher and Thuston, where
an important theorem of Brock’s tells us that this is the correct combinatorial model for the
Weil-Petersson metric.

2 The pants graph

Let Σ be a compact, connected and orientable surface of genus g(Σ) and |∂Σ| bound-
ary components, and refer to as the mapping class group Map(Σ) the group of all self-
homeomorphisms of Σ up to homotopy. We shall refer to as a curve on Σ the free homotopy
class of any simple closed loop that neither bounds a disc nor a 3-holed sphere containing
two components of ∂Σ. (For example, if Σ has negative Euler characteristic, then Σ carries
a hyperbolic metric and any curve may then be uniquely represented by a simple closed
geodesic.) A multicurve is then by definition a set of pairwise distinct and pairwise disjoint
curves, examples of which include single curves and the empty set. A pants decomposition is

2000 MSC: 57M50 (primary); 05C12 (secondary)
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a multicurve maximal subject to inclusion. Every pants decomposition cuts the surface into
a disjoint union of 3-holed spheres. Finally, two distinct pants decompositions are said to
related by an elementary move if they agree on all but a pair of curves, either intersecting
once or intersecting twice with zero algebraic intersection.

Figure 1: The two types of elementary move.

After Hatcher and Thurston [11], to the surface Σ one may associate a graph P(Σ), the
pants graph, whose vertices are all the pants decompositions of Σ and any two vertices are
connected by an edge if and only if they differ by an elementary move. (See Fig. 1.) Since
this graph is connected, one may define a path-metric d on P(Σ) by first assigning length
1 to each edge and then regarding the result as a length space. We shall often refer to the
pants graph by name or just by P, suppressing the notation for the surface.

The pants graph, with its own geometry, is a fundamental object to study, for it features
in several major topics: Brock [4] revealed deep connections with volumes of hyperbolic
3-manifolds and proved the pants graph is the correct combinatorial model for the Weil-
Petersson metric on Teichmüller space, for the two are quasi-isometric and thus share the
same large-scale geometry. (The notion of a quasi-isometry is a (coarse) weakening of the no-
tion of an isometry. To be more precise recall that, by definition, a map φ : (X, dX) → (Y, dY )
between metric spaces is said to be a quasi-isometric embedding if there exist constants K ≥ 1
and C ≥ 0 such that

1

K
dX(x1, x2) − C ≤ dY (φ(x1), φ(x2)) ≤ KdX(x1, x2) + C

for all x1, x2 ∈ X. The map φ is said to be a quasi-isometry if in addition there exists a
quasi-isometric embedding φ−1 : Y → X and a constant C ′ ≥ 0 such that dX(φ−1 ◦ φ(x), x)
and dY (φ ◦ φ−1(y), y) are both at most C ′. Two metric spaces are said to be quasi-isometric
if there exists a quasi-isometry between them. Examples of quasi-isometric metric spaces
include any two bounded metric spaces, and the real line and Z.)
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The mapping class group admits a natural action on the pants graph by isometries, and
indeed it is a theorem of Margalit’s [13], bootstrapping to a theorem of Ivanov’s [11], that
the isometry group of (P, d) is almost always isomorphic to the mapping class group. In
addition, Masur-Schleimer [16] proved the pants graph of any closed surface of genus at least
3 is one-ended, so that the complementary graph of any bounded set of vertices has exactly
one unbounded component. With only a few exceptions the pants graph is not hyperbolic in
the sense of Gromov [6], for it almost always contains a quasi-isometrically embedded copy
of the Euclidean plane.

3 Motivation and main results

To appreciate the authors’ motivation in writing [1] and [2] requires us to first recall some
more background material: It is well known that the Weil-Petersson metric is not complete,
for as noted by Wolpert [19] and by Chu [7], the lengths of simple closed geodesics can
approach zero in finite time. The completion of the Weil-Petersson metric is in fact charac-
terised by attaching so-called strata [14], and each corresponds bijectively with a multicurve
on the surface. Each stratum is the lower dimensional Teichmüller space, or product of such
spaces, associated to a noded surface, on which the length of each component of just the
corresponding multicurve has degenerated to zero. It is a theorem of Wolpert [20] that each
stratum is a totally geodesic subspace of the completed Weil-Petersson metric.

The quasi-isometry defined by Brock [4] extends very naturally to the completion of the
Weil-Petersson metric, sending each stratum to the subgraph of P spanned by all vertices
containing the corresponding multicurve. It is an immediate consequence that each of these
subgraphs of P is uniformly quasi-convex, so that each such subgraph has a uniform neigh-
bourhood containing every geodesic connecting any two of its vertices. (For any two vertices
x and y of a metric graph, by a geodesic from x to y we mean a shortest sequence of vertices,
beginning with x and ending with y, where any consecutive pair spans an edge.)

The objective of [1] and [2] is to understand to what extent the geometry of the Weil-
Petersson metric is replicated in the pants graph. In particular, we seek to establish the full
combinatorial analogue of Wolpert’s theorem, that, for any multicurve ω, the subgraph Pω

spanned by every pants decomposition containing ω be totally geodesic, and as such contains
every geodesic connecting any two of its vertices. (We reserve the word convex to describe
subgraphs that contain at least one geodesic between any two of its vertices.) This remains
an intriguing and open problem, owing largely to the demanding combinatorics of the pants
graph.

The first results in this vein are recalled here as Theorem 1 and Theorem 2.

Theorem 1 (APS) Let Σ be a compact, connected and orientable surface, and let ω be a
codimension 1 multicurve on Σ. Then, the subgraph Pω of P(Σ) is totally geodesic.
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We remark that for any codimension 1 multicurve ω, the graph Pω is isomorphic to a Farey
graph. Indeed, one can show that all Farey subgraphs are thus accounted for – this is pre-
cisely Lemma 6 of [1], for instance.

Figure 2: The Farey graph can be represented on a disc, with edges in the interior and
vertices on the bounding circle.

To decipher the statement of the second theorem, recall that a multicurve on Σ is said to be
a 2-handle multicurve only if its complement is the union of 3-holed spheres and two further
surfaces, each homemorphic to either a 1-holed torus or a 4-holed sphere only one boundary
component of which is to represent a curve. Similarly, the subgraph Pω of P spanned by all
pants decompositions containing the 2-handle multicurve ω is isomorphic to the product of
two Farey graphs.

Theorem 2 (APS) Let Σ be a compact, connected and orientable surface, and denote by
ω any 2-handle multicurve on Σ. Then, the subgraph Pω of P is totally geodesic.

Considering Wolpert’s theorem and Brock’s theorem, Aramayona-Parlier-S have asserted
the following conjecture. The statement of this conjecture generalises both Theorem 1 and
Theorem 2 above.

Conjecture 3 (APS) Let Σ be a compact and orientable surface (possibly disconnected),
and let ω be one of its multicurves. Then, the subgraph Pω of P is totally geodesic.

4
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In Section 5, the last section of this note, we apply Theorem 1 to prove the existence of an
algorithm for the computing of distances in the pants graph of 5-holed sphere or the pants
graph of the 2-holed torus. The argument almost applies to all surfaces, but is currently in
need of an affirmative solution to Conjecture 3 to deliver the decisive contradiction. That
is, at present we can prove the following theorem whose statement is comparable with that
of Theorem 1 from [17].

Theorem 4 There exists a computable increasing function F : N → N such that the fol-
lowing holds: Suppose Σ is either the 5-holed sphere or the 2-holed torus. Let ν0 and
νn be any two pants decompositions of Σ, and let ν0, ν1, . . . , νn be any geodesic. Then,
ι(ν1, νn) ≤ F (ι(ν0, νn)).

Among other things, Theorem 4 implies the number of pants decompositions that can lie
on a geodesic connecting two given vertices µ and ν is both finite and controlled in terms
of some visible data (here the intersection number ι(µ, ν)). Thus, a geodesic connecting µ
and ν can be found algorithmically as a shortest path in a bounded search space of pants
decompositions, and by reading off the length of this path we determine the distance d(µ, ν).

The proof of Theorem 4 uses a “nesting” argument to carry “large” intersection number
with ν all the way from ν1 to the penultimate vertex νn−1. In some respects this argument is
not unlike that carried out for Harvey’s [9] curve complex, where Leasure [12] gives the first
proof of the existence of a distance computing algorithm for closed surfaces of genus at least
2 and subsequently, and independently, the author [17] proves the existence of a distance
computing algorithm for all surfaces. Theorem 4 provides a partial answer to a question of
Brock’s [5], prompted by Leasure’s thesis.

4 Applications

Let us indicate two consequences of Theorem 1, the first regarding the dynamics of the
natural action of the mapping class group and the second the global geometry of the pants
graph. First, note that for any hyperbolic self-isometry f of a Farey graph, there exists a
bi-infinite geodesic invariant under the action of f 2.

Corollary 5 Let f ∈ Map(Σ) be any mapping class leaving invariant a subgraph of P(Σ)
isomorphic to a Farey graph, on which it acts as a hyperbolic self-isometry. Then, there
exists a bi-infinite geodesic in P(Σ) invariant under the action of f 2.
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We remark that examples of such mapping classes include those whose restriction to the
complement of some complexity 1 subsurface Y is the identity and whose restriction to Y is
a pseudo-Anosov mapping class. There exists an analogous corollary of Theorem 2, offering
an invariant convex plane. It would be of much interest to extend this to all pure mapping
classes, finding plenty of invariant convex subgraphs of the pants graph.

Second, let ω be a multicurve on Σ with the maximal number ⌊(3g(Σ)+ |∂Σ|−3)/2⌋ of com-
plexity 1 complementary surface components. Then, the subgraph of P(Σ) spanned by all
pants decompositions containing ω is isomorphic to a product of Farey graphs, each totally
geodesic by Theorem 1. Considering one bi-infinite geodesic in each Farey graph, we deduce
the following. Note, by a line in the free abelian group Zr we shall mean a coset of any one
of the Z-factors.

Corollary 6 Let r denote the integer ⌊(3g(Σ)+ |∂Σ|−3)/2⌋. There exists a quasi-isometric
embedding from Zr, given the L1-metric, into P(Σ) such that the image of any line is a
geodesic.

Thus, infinitely many of the maximal quasi-flats in P(Σ) identified by the Geometric Rank
Theorem [6, 3, 8] are convex in their principal directions. Nonetheless, establishing the
existence of convex maximal flats remains an open problem.

5 Computing distances

The aim of this section is to prove, at least in outline, the statement of Theorem 4 and
then from this deduce the existence of an algorithm for the computing of distances in the
two pants graphs. The main idea of the proof is to argue by contradiction, supposing that
ι(ν1, νn) is too “large”, and then carry “large” intersection with νn all the way from ν1 to
the penultimate vertex νn−1. Since ι(νn−1, νn) is in fact only 1 or 2 and, in particular, is
controlled, we arrive at a contradiction.

To this end, suppose for contradiction that ι(ν1, νn) ≫ ι(ν0, νn). (This vague statement can
be given a precise meaning by retrospectively deciding just how large F (ι(ν0, νn)) needs to
be to make the argument work, and instead begin by supposing ι(ν1, νn) > F (ι(ν0, νn)).)
We shall use the same notation to represent both a set curves of Σ and a multiloop on Σ in
general position, emphasising the latter by appending “⊂ Σ” when expedient.

Consider any (closed) subinterval J of νn − ν0 ⊂ Σ such that, say, |ν1 ∩ J | ≥ 100. Then,
there exist at least 10 components of ν1 −J pairwise homotopic relative to J . Since |ν1 ∩ ν0|
and |ν1 ∩ ν2| are both at most 2, all but at most 4 of these arcs are disjoint from both ν0

and ν2. Using J , we can complete any one of these arcs to form a curve δ. We can note at
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once that ι(δ, ν0) is zero, for J ⊂ νn − ν0, and so δ ∈ ν0. If in addition ι(δ, ν2) is zero, so that
δ ∈ ν2, then we arrive at two contradictions: the first, which generalises to higher indices, is
that ν0, ν1, ν2 is a geodesic whose ends are both contained in a common Farey graph, that
corresponding to {δ}, but with a vertex not contained in this Farey graph, namely ν1. This
is contrary to the statement of Theorem 1. (The second contradiction, and which does not
generalise, is that in fact ν0 and ν2 are both equal!) It follows that ν2 ∩ J is not empty.
Applying this argument to every such (closed) subinterval J of νn − ν0, we find plenty of
components ν2 −J parallel to, and interleaved with, many components of ν1 −J . Each such
subarc of ν2 is necessarily disjoint from ν0.

This argument can be applied inductively with respect to index, ensuring that there are
many components of νm − J parallel to and interleaved with many components of νm−1 − J
and so forth, so that in particular each such component of νm − J is disjoint from ν0. We at
this point decide how large F (ι(ν0, νn)) needs to be to ensure ι(νn−1, νn) is at least 3. This
gives a contradiction, and we complete a sketch proof of Theorem 4. The formal version of
this argument is in preparation, and will appear in [18].

Applying Theorem 4 inductively, reversing the given geodesic and repeating, we deduce the
following.

Corollary 7 There exists a computable increasing function F ′ : N → N such that the
following holds: Suppose Σ is either the 5-holed sphere or the 2-holed torus. Let ν0 and
νn be any two pants decompositions of Σ, and let ν0, ν1, . . . , νn be any geodesic. Then,
ι(ν0, νj) + ι(νj , νn) ≤ F ′(ι(ν0, νn)) for each j ∈ {0, 1, . . . , n}.

For any two pants decompositions µ and ν of Σ, the 5-holed sphere or the 2-holed torus,
denote by T (µ, ν) the set of pants decompositions P that contain the (possibly empty)
multicurve µ ∩ ν and are such that ι(µ, P ) + ι(P, ν) ≤ F (ι(µ, ν)). Then, the set T (µ, ν)
is finite and has cardinality bounded above explicitly in terms of ι(µ, ν); one way to see
this is to regard µ ∪ ν ⊂ Σ as a grid on Σ and mark on this grid, away from the set of
points µ∩ ν ⊂ Σ, at most F (ι(µ, ν)) points and then attempt to connect these up to form a
pants decomposition containing the multicurve µ∩ν and without introducing any additional
intersection with either µ or ν. There are other ways of seeing that the number of geodesics
connecting any two vertices is necessarily finite; as noted by Cyril Lecuire, one can do this by
instead passing from an infinite sequence of pants decompositions to a limiting lamination
in the Hausdorff topology before appealing to Theorem 1.

According to Corollary 7, the set T (µ, ν) contains the vertices of every geodesic in P(Σ)
connecting µ to ν. Thus, any shortest path from µ to ν built from pants decompositions
contained in T (µ, ν) is a geodesic. If we read off the length of such a path, we have then
succeeded in computing the distance d(µ, ν) as required. ♦
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We conclude this note with an observation. Like the pants graph, the curve graph after
Harvey [9] is locally infinite, and between any two vertices of distance at least 2 there exist
infinitely many geodesics. To address this, Masur-Minsky [15] identified a special class of
geodesics they call the tight geodesics. These not only exist between any two vertices of the
curve graph, but there only ever exist finitely many. If Conjecture 3 turns out to be false,
or perhaps worse too complicated to prove, we might instead consider various näıve notions
of tight geodesic for the pants graph. It is unclear what a good notion of tightness might be
here, but we might start by saying that a geodesic ν0, . . . , νn is tight if, for any two indices
i < j, we have νi ∩ νj ⊆ νi ∩ · · ·∩ νj . The argument outlined for Theorem 4 then implies the
number of tight geodesics between any two vertices of any pants graph is always controlled
and finite, however we have yet to establish their existence, equivalently that the subgraphs
of the pants graph corresponding to multicurves are all at least convex. This would still be
more than enough, using the same argument outlined earlier, to deduce the existence of an
algorithm for computing distances in any pants graph.
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