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Classification of orientable torus bundles over closed
orientable surfaces

പ୩ ௚඙ (๺ւಓେֶ)∗

೚ҙͷඇෛ੔਺ gʹର͠ɺछ਺ gͷ༗޲ดۂ໘ΛΣgͰද͢ɻຊߘͰ͸ɺචऀ͕໺ా

Ұ੒ࢯʢ๺ւಓେֶʣͱͷڞஶ࿦จ [9] T޲Σg্ͷ༗ͨͬߦ͍͓ͯʹ 2όϯυϧͷಉܕ

ྨͷ෼ྨʹ͍ͭͯ֓આ͢ΔɻঘɺूڀݚձʮϦʔϚϯ໘ʹؔ࿈͢ΔҐ૬زԿֶʯʹ͓

͍ͯ΋ಉ͡಺༰ͷߨԋΛͨͨͬߦΊɺͦͷ༧ߘݪूߘͱ಺༰͕େ͖͘ॏෳ͢Δ͜ͱΛ

͝༰͍͖͍ࣻͨͩͨɻ

1. ओఆཧͱͦͷഎܠ

༗޲S1ଋͷಉ͕ྨܕΦΠϥʔྨʹΑͬͯ׬શʹ෼ྨ͞ΕΔ͜ͱ͸Α͘஌ΒΕ͍ͯΔɻ

ͦ͜Ͱɺ࣍ʹ༗޲ T 2ଋͷಉྨܕΛ෼ྨ͍ͨ͠ɺͱ͍͏ͷ͸ࣗવͳ໰୊ҙࣝͰ͋Ζ͏ɻ

ͱ͜Ζ͕ɺ2023೥࣌఺Ͱ͸ɺఈۭ͕ؒ༗޲ดۂ໘Σgͷ৔߹Ͱ͑͞ɺҎԼͷ෼ྨ݁Ռ͕

͋Δ͹͔ΓͰ͋ͬͨʢT 2ଋͷϞϊυϩϛʔ͓ΑͼΦΠϥʔྨʹ͍ͭͯ͸̏ষΛࢀরʣɻ

(1) S2্ͷT 2ଋͷಉྨܕ͸ΦΠϥʔྨʹΑͬͯ׬શʹ෼ྨ͞Εɺಉྨܕશମ͸Z≥0

ͱҰରҰରԠ͕ͭ͘ɻ

(2) T 2্ͷʢ͖޲෇͚Մೳͱ͸ݶΒͳ͍ʣT 2ଋͷಉྨܕ͸ɺϞϊυϩϛʔͱΦΠϥʔ

ྨͷ؍఺͔Β׬શʹ෼ྨ͞Ε͍ͯΔɻ(Sakamoto–Fukuhara [14])

ͦ͜Ͱɺg ≥ 2ͷ৔߹ͷ෼ྨʹऔΓ૊Έɺ༗޲T 2ଋʹͯͬݶղܾͨ͠ͷ͕ɺ࿦จ [9]ͷ

ओఆཧʢޙड़ͷఆཧ 9ʣͰ͋Δɻ

ҰํɺΣg ্ͷ༗޲ T 2ଋ͸ɺΣg ্ͷಛҟϑΝΠόʔΛ΋ͨͳ͍छ਺ 1ͷ Lefschetz

fibrationͱΈͳ͢͜ͱ΋Ͱ͖Δɻ࣮ͷͱ͜ΖɺʮΣg্ͷ༗޲T 2όϯυϧͷಉྨܕ෼ྨʯ

ͱ͍͏໰୊Λ࢝͑ߟΊͨݩʑͷಈػ͸ɺদຊ޾෉ࢯʹΑΔछ਺ 1ͷLefschetz fibration

ͷ෼ྨఆཧͰ͋Δɻ

ఆཧ 1 (Kas [8], Moishezon [12], Matsumoto [11]). ಛҟϑΝΠόʔΛ΋ͭ S2 ্ͷ

relatively minimalͳछ਺ 1ͷ Lefschetz fibration͸ɺrational elliptic surface E(1) →
CP 1 ∼= S2 ͷ͋Δ༗ݸݶͷϑΝΠόʔ࿨

E(m) := m#fE(1) → S2

ͱಉܕͰ͋Δɻ·ͨɺಛҟϑΝΠόʔΛ΋ͭ Σg ্ͷ relatively minimal ͳछ਺ 1ͷ

Lefschetz fibration͸ɺ͋ΔE(m) → S2ͱΣg্ͷࣗ໌T 2ଋͱͷϑΝΠόʔ࿨ͱಉܕ

Ͱ͋Δɻ

͜ͷఆཧͷલ൒෦෼ʢఈۭ͕ؒS2ͷ৔߹ʣ͸ɺKas ͱ Moishezon ʹΑͬͯಠཱʹಘ

ΒΕͨ݁ՌͰ͋Δɻদຊࢯͷد༩͸ɺͦΕΛఈۭ͕ؒΣgͷ৔߹ʹ֦ுͨ͜͠ͱͰ͋Δɻ

ূ໌ํ๏͸ɺMoishezonͷٞ࿦ʹ͓͍ͯͮجΓɺϞϊυϩϛʔ४ಉܕͷ෼ྨ໰୊Λɺ܈

∗ e-mail: nkasuya@math.sci.hokudai.ac.jp
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ಉܕPSL(2;Z) ∼= Z2 ∗ Z3Λ௨ͯ͡ɺword problemʹؼணͤ͞Δɺͱ͍͏΋ͷͰ͋Δɻ

ҼΈʹɺޙʹ঺հ͢Δνϟʔτͱ͍͏ಓ۩Λ༻͍ͨఆཧͷผূ໌͕஌ΒΕ͍ͯΔ [7]ɻ

ͯ͞ɺ࣍ͷΑ͏ʹ͑ߟΔͱɺఆཧͷओு͸ۃΊͯඇࣗ໌ͳ಺༰Ͱ͋Δ͜ͱ͕෼͔Δɻ

S2্ͷ೚ҙͷछ਺1ͷLefschetz fibrationΛ༻ҙ͢Δɻ͜ΕͱΣg্ͷ೚ҙͷ༗޲T 2ଋ

ξͱͷϑΝΠόʔ࿨ΛͱΕ͹ɺΣg্ͷछ਺1ͷLefschetz fibration͕ಘΒΕΔɻಉ༷ʹɺ

Σg্ͷࣗ໌T 2ଋͱͷϑΝΠόʔ࿨΋Σg্ͷछ਺1ͷLefschetz fibrationͰ͋Δ͕ɺఆ

ཧ 1ʹΑΕ͹ɺ͜ΕΒ͸Lefschetz fibrationͱͯ͠ಉܕͰ͋Δɻͭ·Γɺξ͕ͲΜͳʹ

೧Ε͍ͯΑ͏ͱ΋ɺLefschetz fibrationͱͷϑΝΠόʔ࿨Λͱͬͨॠؒʹ೧Εͷ৘ใ͸

ফ͑ͯ͠·͏ɺͱ͍͏͜ͱͰ͋Δɻ

͔͠͠ɺΑͯ͑͘ߟΈΔͱɺΣg (g ≥ 2) ্ͷඇࣗ໌ͳT 2ଋͷ۩ମྫΛ஌Βͳ͍͜ͱ

ɻ΋ͪΖΜɺTͮ͘ؾʹ 2্ͷඇࣗ໌T 2ଋͨͪͷϑΝΠόʔ࿨ΛͱΔ͜ͱͰɺΣg্ͷ

ඇࣗ໌T 2ଋ͸ಘΒΕΔ͕ɺͦΕ͸࣮࣭తʹ g = 1ͷ৔߹ͷྫͰ͋Δɻͦ͜ͰɺͦΕҎ

֎ʹg ≥ 2ʹಛ༗ͷྫɺଈͪɺϑΝΠόʔ࿨෼ղෆՄೳͳྫ͕͋Δ͔൱͔ɺͱ͍͏͜ͱ

ԋͷओఆཧͰ͋Δɻߨͳͬͯ͘Δɻ͜ͷ໰͍ʹର͢ΔҎԼͷղ౴͕ɺຊʹؾ͕

ఆཧ 2 .(ԋͷओఆཧߨ) g ≥ 1ͱ͢Δɻ೚ҙͷΣg্ͷ༗޲T 2όϯυϧ͸gݸͷT 2্ͷ

T 2ଋͷϑΝΠόʔ࿨ͱಉܕͰ͋Δɻ

͜ͷఆཧ͸࣍ͷ݁ՌͷܥͰ͋Δɻ

ఆཧ 3 (K–Noda [9]). g ≥ 1ͱ͢Δɻ೚ҙͷ४ಉܕρ : π1(Σg) → PSL(2;Z)ʹର͠ɺ

π1(Σg) = ⟨α1, β1, . . . ,αg, βg | [α1, β1] · · · [αg, βg]⟩

ͳΔੜ੒ܥ {αi, βi}1≤i≤g ͕ଘͯ͠ࡏɺ͢΂ͯͷ iʹ͍ͭͯρ(αi) = e͕੒ཱ͢Δɻ

ैͬͯɺߨԋͰ͸ओʹఆཧ3ͷূ໌Λ͏ߦɻঘɺϑΝΠόʔͷछ਺͕2Ҏ্ͷ৔߹ʹ

͸ɺҎԼͷ݁Ռ͕஌ΒΕ͓ͯΓɺզʑͷఆཧ2ͱ޷ରরΛͳ͍ͯ͠Δɻ

ఆཧ 4 (Baykur–Margalit [2]). ೚ҙͷ g ≥ 1, h ≥ 2ʹର͠ɺඇࣗ໌ͳϑΝΠόʔ࿨෼

ղΛڐ༰͠ͳ͍Σg্ͷ༗޲Σhଋ͕ଘ͢ࡏΔɻ

͜ΕʹΑΓɺ༗޲ดۂ໘্ͷ༗޲Σhଋͷ෼ྨ͸ɺh = 1ͱh ≥ 2ͱͰɺ༷૬͕ஶ͠

͘ҟͳΔ͜ͱ͕෼͔Δɻ͜ͷΑ͏ʹఆཧ 2ͷओு͸஫໨ʹ஋͢Δ΋ͷͰ͋Δ͕ɺͦͷ

ҰํͰɺgݸͷT 2্ͷT 2ଋͷϑΝΠόʔ࿨͕2छྨ༩͑ΒΕͨͱ͖ɺͦΕΒ͕ಉܕʹ

ͳΔͨΊͷඞཁे෼৚݅ʹ͍ͭͯ͸Կ΋ड़΂͓ͯΒͣɺ෼ྨఆཧͱݺͿʹ͸૬Ԡ͘͠

ͳ͍ɻ΋ͪΖΜɺݪ࿦จͷओఆཧʢޙड़ͷఆཧ 9ʣͰ͸ɺͦͷඞཁे෼৚݅Λ໌Β͔ʹ

͍ͯ͠ΔͷͰ͋Δ͕ɺߨԋͰ͸࣌ؒͷ౎߹্ɺ͜ͷ෦෼ʹ͍ͭͯे෼ʹઆ໌͢Δ͜ͱ

͸Ͱ͖ͳ͍ɻͦ͜Ͱɺߨԋத͸෼ྨͷୈ1εςοϓͰ͋Δఆཧ3ʹ஫ྗ͢ΔҰํͰɺͦ

͔͜Β෼ྨఆཧʹࢸΔల։Λຊ࠷ߘऴষͰղઆ͢Δ͜ͱͱ͢Δɻ

2. ϑΝΠόʔଋͷಉྨܕ෼ྨ

ҰൠʹɺఈۭؒM্ͷF όϯυϧͷಉྨܕશମ͸ɺM͔Β෼ྨۭؒBDiff(F )΁ͷ࿈

ଓࣸ૾ͷϗϞτϐʔྨશମͱҰରҰରԠ͢Δ͜ͱ͕஌ΒΕ͍ͯΔɻैͬͯɺϑΝΠόʔ

ଋͷಉྨܕͷ෼ྨ໰୊͸ɺఈۭ͔ؒΒ෼ྨۭؒ΁ͷ࿈ଓࣸ૾ͷϗϞτϐʔ෼ྨ໰୊ʹ

2



S1ଋͳͲ޲Λ෼ྨ͢Δ͜ͱ͸ɺ༗ྨܕண͞ΕΔɻͦΕͰ΋ͳ͓ɺϑΝΠόʔଋͷಉؼ

ͷগ਺ͷྫ֎Λআ͖ɺେ఍ͷ৔߹ɺۃΊͯ೉͍͠໰୊Ͱ͋Δɻͱ͍͏ͷ΋ɺ෼ྨۭؒ

BDiff(F )ͷϗϞτϐʔܕΛ۩ମతʹཧղ͢Δ͜ͱ͕Ұൠʹ͸ࠔ೉͔ͩΒͰ͋Δɻ

ͨͩ͠ɺ༗޲ดۂ໘্ͷ༗ۂ޲໘ଋͷಉྨܕͷ෼ྨʹ͍ͭͯ͸ɺ͋Δఔ౓ͷ͜ͱ͕

஌ΒΕ͍ͯΔͷͰɺ͜͜Ͱ؆୯ʹ·ͱΊ͓ͯ͜͏ɻҎԼͰ͸ɺఈۭؒΛΣg, ϑΝΠόʔ

ΛΣhͱද͢͜ͱʹΑͬͯɺ྆ऀΛ۠ผ͢Δɻ

(1) Σg্ͷ༗޲S2ଋͷಉྨܕ͸ͨͩ̎ͭɻ

(2) Σg্ͷ༗޲T 2ଋͷಉྨܕ͸ɺϞϊυϩϛʔͱΦΠϥʔྨͷΈͰܾఆ͞ΕΔɻ

(3) Σg্ͷ༗޲Σhଋ (h ≥ 2) ͷಉྨܕ͸ɺϞϊυϩϛʔͷΈͰܾఆ͞ΕΔɻ

ҎԼɺ֤έʔεʹ͍ͭͯ؆୯ʹิ଍͢Δɻh = 0ͷ৔߹ɺDiff+(S2)͸SO(3)ͱϗϞτ

ϐʔಉ஋Ͱ͋Δ (Smale [15]) ͔Βɺ༗޲S2όϯυϧͷ෼ྨ͸ϥϯΫ3ͷ༗࣮޲ϕΫτ

ϧଋͷ෼ྨʹؼண͞ΕΔɻैͬͯɺSO(3)ͷހঢ়࿈݁ੑͱπ1(SO(3)) = Z2ΑΓɺΣg্

ͷ༗޲S2όϯυϧͷಉྨܕ͸ͪΐ͏Ͳ 2͔ͭ͠ͳ͍͜ͱ͕෼͔ΔɻҰํɺh ≥ 1ͷ৔

߹͸ɺDiff+(Σh)͕࿈݁Ͱ͸ͳ͍ͨΊɺϞϊυϩϛʔͱݺ͹ΕΔ܈४ಉܕ

ρ : π1(Σg) → MCG(h)

Λྀ͢ߟΔඞཁ͕ग़ͯ͘Δɻͨͩ͠ɺMCG(h)͸ࣸ૾ྨ܈π0(Diff+(Σh))Λද͍ͯ͠Δɻ

h ≥ 2ͷ৔߹͸͞ΒʹɺDiff+(Σh)ͷ֤࿈݁੒෼͕ՄॖͰ͋Δ (Earle–Eells [3]) ͔Βɺ

πk(Diff+(Σh)) = 0 (k ≥ 1)

Ͱ͋Γɺैͬͯɺ༗޲Σhଋͷಉྨܕ͸ϞϊυϩϛʔͷΈͰܾఆ͞ΕΔ͜ͱ͕෼͔Δɻ

ͨͩ͠ɺۂ໘܈π1(Σg)ͷඇՄੑ׵ͱࣸ૾ྨ܈MCG(h)ͷෳ͕͞ࡶো֐ͱͳͬͯɺϞϊ

υϩϛʔͷ۩ମతͳ෼ྨ͸΄΅ෆՄೳͰ͋Ζ͏ͱࢥΘΕΔɻͭ·Γɺ͜ͷέʔεͰ͸ɺ

ಉྨܕͷ෼ྨఆཧͱݺ΂ΔΑ͏ͳ݁ՌΛಘΔ͜ͱ͸΄ͱΜͲ๬Ίͳ͍ɻ

Ұํɺh = 1ͷ৔߹͸ɺDiff+(T 2)͕෦෼܈

Aff+(T
2) = T 2 ! SL(2;Z)

ͱϗϞτϐʔಉ஋Ͱ͋Δ (Hamstrom [5]) ͜ͱ͕஌ΒΕ͍ͯΔͨΊɺঢ়گ͸ൺֱతྑ

͍ɻͱ͍͏ͷ΋ɺMCG(1) = SL(2;Z)͸ͦ͜·Ͱෳࡶͳ܈Ͱ͸ͳ͍͔ΒͰ͋Δɻ·ͨɺ
π1(Diff+(T 2)) = Z2Ͱ͋Δ͜ͱʹىҼͯ͠ɺϞϊυϩϛʔʹՃ͑ͯɺΦΠϥʔྨͱݺ͹

ΕΔΣgͷہॴ܎਺2࣍ίϗϞϩδʔྨ͕ݱΕɺ͜ͷ2ͭʹΑͬͯ༗޲T 2ଋͷಉྨܕ͸

ड़ͷ໋୊ޙશʹܾఆ͞ΕΔ͜ͱ͕෼͔Δʢ׬ 5 Λࢀরʣɻͨͩ͠ɺ͜ΕΛҎͬͯಉྨܕ

෼ྨ͕ྃ͢׬Δ༁Ͱ͸ͳ͍ɻͳͥͳΒɺۂ໘܈π1(Σg)͔ΒSL(2;Z)΁ͷ܈४ಉܕΛ෼
ྨ͢Δ͜ͱ͸ɺg ≥ 2ͷ৔߹ʹɺશ͘༰қͰͳ͍͔ΒͰ͋Δɻͦͯ͠ɺͦΕΛղܾͨ͠

ͱ͍͏͜ͱ͕ɺզʑͷ݁Ռͷࠜװ෦෼Ͱ͋Δɻ
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a

b

α

β

b0α1

β1 α2 αg
β2

βg

ਤ 1: π1(Σg)ͷੜ੒ܥ

3. ༗޲T 2ଋͷϞϊυϩϛʔ͓ΑͼΦΠϥʔྨ

τʔϥεTݩ2࣍ 2ΛɺT 2 = R2/Z2ͱΈͳ͢ɻAff+(T 2)͸R2ͷ͖޲ͱ֨ࢠZ2 ⊂ R2Λ

อͭઢܕม͓׵ΑͼฏߦҠಈ͕༠ಋ͢Δඍ෼ಉ૬ʹΑͬͯੜ੒͞ΕΔDiff+(T 2)ͷ෦෼

Ͱ͋Δ͔Βɺ܈

Aff+(T
2) = T 2 ! SL(2;Z)

Ͱ͋ΔɻDiff+(T 2)͸Aff+(T 2)ͱϗϞτϐʔಉ஋ͳͷͰɺMCG(1) = SL(2;Z)Ͱ͋Γɺ

πk(Diff+(T
2)) = πk(T

2 ! SL(2;Z)) = πk(T
2) =

⎧
⎨

⎩
Z2 (k = 1)

0 (k ≥ 2)

Ͱ͋Δ͜ͱ΋෼͔Δɻ

ͯ͞ɺ༗޲T 2ଋͷϞϊυϩϛʔͱΦΠϥʔྨʹ͍ͭͯɺৄ͘͠Έ͍ͯ͜͏ɻ೚ҙͷ

༗޲T 2ଋπ : M4 → ΣgΛͱΓɺఈۭؒΣg্ͷج఺ b0Λݻఆ͠ɺΣgΛҎԼͷΑ͏ʹ๔

ମ෼ׂ͢Δɻ·ͣɺجຊ܈ π1(Σg, b0) ͷੜ੒ܥ α1, β1, . . . ,αg, βg Λਤ 1ͷΑ͏ʹͱΓɺ

b0Λ 0๔ମ e0ͱ͠ɺα1, β1, . . . ,αg, βg ʹରԠ͢Δ 1๔ମΛͦΕͧΕ e11, e
1
2, . . . , e

1
2g−1, e

1
2g

ͱ͢Δɻ͜ΕΒ͕ͳ͢ ର͠ɺ2๔ମʹ֨ࠎ1 e2Λϧʔϓ [α1, β1] · · · [αg, βg] ʹԊͬͯష

Ε͹ɺ๔ମ෼ׂ

Σg =
(
e0 ∪ (e11 ∪ e12 ∪ · · · ∪ e12g−1 ∪ e12g)

)
∪ e2

͕ಘΒΕΔɻ͜͜ͰɺಉҰࢹFb0 = π−1(b0) ∼= T 2Λ༩͑Δඍ෼ಉ૬Λ ఆ͢Δͱɺݻ1ͭ

ಉܕπ0(Diff+(Fb0)) ∼= SL(2;Z)͕ఆ·Γɺ֤1๔ମʹԊͬͨϞϊυϩϛʔ (return map)

͕SL(2;Z)ͷݩͱͯ͠ද͞ΕΔɻͦ͜ͰಘΒΕͨSL(2;Z)ͷݩΛɺk = 2i − 1ͷͱ͖

Ai, k = 2iͷͱ͖ Bi ͱ͓͚͹ɺ

ρ(α1) = A1, ρ(β1) = B1, · · · , ρ(αg) = Ag, ρ(βg) = Bg

Ͱ͋Γɺ[A1, B1] · · · [Ag, Bg] = E2 Λຬͨ͢ɻ͜ͷΑ͏ʹͯ͠Ϟϊυϩϛʔ ρΛදࣔ͢

Δ2gݸͷ͕ྻߦಘΒΕɺͦΕΒ͕1্֨ࠎͷT 2ଋͷಉྨܕΛఆΊ͍ͯΔɻ

͋ͱ͸ɺe2 ∼= D2্ͷࣗ໌όϯυϧ D2 × T 2 ͕ͲͷΑ͏ʹషΓ߹Θ͞ΕΔ͔Λه

ड़͢Ε͹ɺπͷಉྨܕΛ෮͢ݩΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻͦ͜Ͱɺ1֨ࠎͷখ͞ͳۙ๣N Λͱ

Δɻ͢Δͱɺͦͷڥք∂N = S1্Ͱ͸π͸ࣗ໌ͳͷͰɺషΓ߹Θͤͷ৘ใ͸มؔ׵਺

N ∩ Int(e2) → Diff+(T 2)ͱͯ͠ද͞ΕɺN ∩ Int(e2) ≃ S1ΑΓɺπ1(Diff+(T 2)) = Z2
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ͷ͕ݩఆ·Δɻ͜ΕΛ (m,n) ͱ͓͚͹ɺ༗޲ T 2όϯυϧ π : M4 → Σg ͷಉྨܕ͸

[A1, B1] · · · [Ag, Bg] = E2 Λຬͨ͢

A1, B1, . . . , Ag, Bg ∈ SL(2;Z) ͓Αͼ (m,n) ∈ Z2

ͱ͍͏σʔλͷΈͰهड़Ͱ͖ͨ͜ͱʹͳΔɻ͜ͷ T 2ଋΛM(A1, B1, . . . , Ag, Bg;m,n)

ͱ͍͏ه߸Ͱද͢͜ͱʹ͢Δɻ

࣍ʹɺ༗޲T 2όϯυϧ ξ = (M(A1, B1, . . . , Ag, Bg;m,n),π,Σg, T 2) ͷΦΠϥʔྨΛ

π : M(A1, B1, . . . , Ag, Bg;m,n) → Σg

͕ cross sectionΛ࣋ͭͨΊͷোྨ֐ͱͯ͠ఆٛ͢Δɻ·ͣɺπΛ Δ͢ݶ੍ʹ্֨ࠎ1

ͱɺ2࣮࣍ݩϕΫτϧଋͷ zero sectionʹରԠ͢Δ section͕ଘ͢ࡏΔ͕ɺ͜Ε͕ 2๔

ମ e2্·ͰԆ௕ՄೳͰ͋Δ͜ͱͱɺ(m,n) = (0, 0)Ͱ͋Δ͜ͱ͸ಉ஋Ͱ͋ΔɻΑͬͯɺ

(m,n) ∈ Z2͸ π͕ cross sectionΛ࣋ͭͨΊͷো֐Λද͍ͯ͠Δͱ͑ߟΒΕͦ͏Ͱ͋

Δɻ͔͠͠ɺ͜ͷ࡯ߟʹ͸ෆे෼ͳ఺͕͋ΔɻͳͥͳΒɺπ1(T 2) ∼= Z2ͱ͍͏ಉҰࢹͷ

͸ํ࢓ canonicalͰ͸ͳ͍ͷͰɺ(m,n) ∈ Z2ͷ··Ͱ͸ʮোྨ֐ʯͱͯ͠well-defined

Ͱ͸ͳ͍͔ΒͰ͋Δɻ͜ͷ໰୊͸ɺ1ͭͷϑΝΠόʔ Fb = π−1(b)ʹରͯ͠ɺಉҰࢹ

π1(Fb) ∼= Z2 Λݻఆͨ͠ͱͯ͠΋ɺղܾ͞Εͳ͍ɻͱ͍͏ͷ΋ɺγ ∈ π1(Σg, b)ʹԊͬ

ͨϞϊυϩϛʔͷ࡞༻͕͋ΔͷͰɺ

(
m

n

)
ͱ ρ(γ)

(
m

n

)
ͷ۠ผ͸͔ͭͳ͍͔ΒͰ͋Δɻ

͜ͷΑ͏ͳෆ౎߹Λղফ͢Δ΋ͷ͕ɺہॴܥ {π1(T 2)} Ͱ͋Δɻ͜Ε͸ҰݴͰ͑ݴ͹ɺ
֤఺ b ∈ Σgʹ͓͚Δ͕ܪ π1(Fb) ∼= Z2ʹಉܕͳϞϊυϩϛʔ ρʹ෇ਵ͢Δہॴఆ਺૚

Ͱ͋Δɻͭ·Γɺl(0) = l(1) = bͳΔΣg্ͷ loop lʹର͠ɺͦͷ{π1(T 2)}΁ͷϦϑτ
l͕̃࢝఺ l̃(0)ΛఆΊΕ͹Ұҙతʹܾ·Γɺ

l̃(0) = ρ ([l]) l̃(1)

Λຬͨ͢ͱ͍͏͜ͱͰ͋Δɻξͷ cross sectionͷଘࡏʹؔ͢Δোྨ֐e(ξ)͸͜ΕΛ܎਺

ͱ͢Δ2࣍ίϗϞϩδʔྨͱͯ͠ఆ·Δɻোྨ֐ e(ξ)ͷଐ͢ΔՃ܈Λॻ͖Լͤ͹

H2
(
Σg; {π1(T

2)}
) ∼= Z2/ ∼

Ͱ͋Δɻͨͩ͠ɺಉ஋ؔ܎∼͸ҎԼͷΑ͏ʹఆٛ͞ΕΔɻ

(k1, k2) ∼ (l1, l2) ⇐⇒
(
l1 − k1

l2 − k2

)
=

r∑

i=1

(ρ(γi)− E2)ui ͳΔ γi ∈ π1(Σg),ui ∈ Z2 ͕ଘࡏɻ

Αͬͯɺe(ξ) = [(m,n)] ͱදͤΔɻ͜Ε͕༗޲T 2όϯυϧͷΦΠϥʔྨͰ͋Δɻ

Ұ୴ɺΦΠϥʔྨ͕ఆٛ͞ΕΕ͹ɺ࣍ͷ໋୊Λূ໌͢Δ͜ͱ͸ͦΕ΄Ͳ೉͘͠ͳ͍ɻ

໋୊ 5. ξ = (E, π,Σg, T 2), ξ′ = (E ′,π′,Σg, T 2) Λͱ΋ʹ༗޲ T 2όϯυϧͱ͠ɺͦ

ΕͧΕͷϞϊυϩϛʔ͓ΑͼΦΠϥʔྨΛ ρ, ρ′, e(ξ), e(ξ′)ͱද͢ɻ͜ͷͱ͖ɺξͱ ξ′

͕ಉܕͰ͋ΔͨΊͷඞཁे෼৚݅͸ɺρ ◦ f∗ = Qρ′Q−1 ͔ͭ e(ξ) = f ∗e(ξ′) Λຬͨ͢

f ∈ Diff+(Σg) ͓Αͼ Q ∈ SL(2;Z) ͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱͰ͋Δɻ
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஫ҙ 6. [14]Ͱ͸ɺোྨ֐ e(ξ)ʹؔ͢Δઆ໌͓Αͼ໋୊ 5ͷ g = 1ͷ৔߹ͷূ໌͕ৄड़

͞Ε͓ͯΓɺͦͷٞ࿦Λ֦ு໋ͯ͠୊ 5ΛಘΔ͜ͱ͸༰қͰ͋ΔɻҰํɺ[14]ʹ͓͚Δ

Ϟϊυϩϛʔ෼ྨͷٞ࿦͸ɺπ1(T 2) = Z2ͷՄੑ׵ʹґଘ͓ͯ͠Γɺg ≥ 2ͷ৔߹Λղ

ܾ͢ΔͨΊʹ͸ผͷํ๏͕ඞཁͰ͋Δɻ

4. ఆཧ 3 ͷূ໌ͷΞΠσΟΞ

ূ໌ͷجຊతͳํ͑ߟ͸࣍ͷ௨ΓͰ͋Δɻ೚ҙͷ४ಉܕ ρ : π1(Σg) → PSL(2;Z) ʹର
͠ɺρ(γ) = e Λຬͨ͢ non-trivial separating curve γ ͷଘࡏΛ͍ࣔͨ͠ɻͱ͍͏ͷ΋ɺ

ͦͷΑ͏ͳ γ͕ଘ͢ࡏΕ͹ɺγʹԊͬͯΣgΛ੾Γ։͖ɺͦΕͧΕͷڥքʹԁ൘ΛషΓ

෇͚Δ͜ͱͰɺρΛ2ͭͷ४ಉܕ

π1(Σk) → PSL(2;Z), π1(Σg−k) → PSL(2;Z)

ʹ෼ղͰ͖Δ͔ΒͰ͋Δɻͦͯ͠ɺͦͷΑ͏ͳγΛݟग़͢ࡍʹ໾ཱͭͷ͕ʮνϟʔτʯ

Ͱ͋Δɻ͜Ε͸ݩʑɺࢯాח [6]ʹΑͬͯۂ໘݁ͼ໨ͷڀݚͷͨΊʹಋೖ͞Εͨ΋ͷͰ

͋Δ͕ɺۂ໘͔܈Β༗ݶදࣔ܈΁ͷ४ಉܕΛهड़͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δඇৗʹ༗༻ͳಓ۩

Ͱ͋Δɻ༗ݶදࣔ܈GΛݻఆͨ͠ͱ͖ɺG–νϟʔτͱ͸۩ମతʹ͸Կ͔ͱ͍͏ͱɺ༗

Ͱϥϕϧ෇͚͞Ε͓ͯΓɺ֤௖఺ݩάϥϑͰ͋ͬͯɺ֤ล͸Gͷੜ੒޲໘্ͷ༗ۂ޲

͔Βग़͍ͯΔลͷϥϕϧΛॱʹಡΜͰ͍͘ͱGͷؔࣜ܎ͱͳ͍ͬͯΔ΋ͷͷ͜ͱͰ͋

Δʢͨͩ͠ɺνϟʔτͰ͸ɺhoopͱݺ͹ΕΔ௖఺ͷͳ͍ loop΋ลͱͯ͠͞ڐΕΔʣɻ

PSL(2;Z)͸ࣗ༝ੵZ2 ∗ Z3 = ⟨a, b | a2, b3⟩ͱಉܕͰ͋Δ͔Βɺ͜ͷ༗ݶදࣔʹؔ͢Δ
ρͷνϟʔτΛͱΔͱɺ௖఺͸ 2Ձ௖఺ͱ 3Ձ௖఺ͷ 2छྨ͔͠ͳ͍ɻ͔͠΋ɺ2Ձ௖

఺͔Βग़͍ͯΔลͷϥϕϧ͸શͯa, 3Ձ௖఺Ͱ͸શͯ bͳͷͰɺ2Ձ௖఺ͱ3Ձ௖఺͕

ลͰ݁͹ΕΔ͜ͱ͸ͳ͍ɻͦͷͨΊɺ2Ձ௖఺ͷ࿈݁੒෼͸ͭͶʹ simple closed curve

Ͱ͋Γɺ͜ΕΛগͣ͠Βͤ͹ɺνϟʔτͱަΘΒͳ͍ simple closed curve ͕ಘΒΕΔ

ʢ2Ձ௖఺͕ଘ͠ࡏͳͯ͘΋ɺhoop͕͋Ε͹ಉ͜͡ͱ͕Ͱ͖Δʣɻ͜ͷ͕࣮ࣄɺఆཧ 3

ͷূ໌ʹ͓͚ΔඇৗʹॏཁͳϙΠϯτͱͳΔɻ

ఆཧ 3 ͷূ໌ͷུ֓. ೚ҙͷ४ಉܕ ρ : π1(Σg) → PSL(2;Z) ∼= Z2 ∗ Z3 ʹର͠ɺͦͷ

දࣔ܈ Z2 ∗ Z3 = ⟨a, b | a2, b3⟩ ʹؔ͢ΔνϟʔτΓΛͱΔɻͦͯ͠ɺΓͷ 2Ձ௖఺ͷ࿈

݁੒෼͓Αͼ hoop ͱͯ͠ݱΕΔΣg্ͷ simple closed curve શମͷू߹ΛXΓͱ͓͘ɻ

ূ໌͸छ਺ gʹؔ͢Δؼೲ๏ʹΑΔɻଈͪɺดۂ໘ΣgΛछ਺ kͱछ਺ g − kʹ෼͚Δ

separating curve γ Ͱ͋ͬͯɺρ(γ) = eͱͳΔ΋ͷͷଘࡏΛࣔ͢ʢୠ͠ɺ1 ≤ k ≤ gʣɻ

ҎԼͷ3௨Γʹ৔߹෼͚ͯٞ͠࿦͢Δͱɺ͍ͣΕͷ৔߹΋ॴ๬ͷ separating curve γ͕

ଘ͢ࡏΔ͜ͱ͕͑ݴΔɻ

(1) XΓ = ∅ͷͱ͖.

(2) XΓ ̸= ∅͔ͭXΓͷதʹnon-trivial separating curve͕ଘ͢ࡏΔͱ͖.

(3) XΓ ̸= ∅͔ͭXΓͷશͯͷ͕ݩnon-separating curveͰ͋Δͱ͖.

g = 1ͷ৔߹ͷओு͸ [14] ೲ๏͕ճΔɻؼΈͳͷͰɺ͜ΕͰࡁ໌ূ͍͓ͯʹ
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5. ༗޲ดۂ໘্ͷ༗޲T 2ଋͷ෼ྨ

5.1. ͷ෼ྨܕΒPSL(2;Z)΁ͷ४ಉ͔܈໘ۂ
೚ҙͷ४ಉܕ ρ : π1(Σg) → PSL(2;Z) ∼= Z2 ∗ Z3 ΛͱΔɻ෦෼܈ Im(ρ) ⊂ Z2 ∗ Z3ʹ

Kurosh’s subgroup theorem ([10]) Λద༻͢Ε͹ɺIm(ρ)ͷ෦෼܈H1, . . . , Hm͕ଘࡏ

ͯ͠ɺ

Im(ρ) = (H1 ∗ · · · ∗Hk) ∗ (Hk+1 ∗ · · · ∗Hl) ∗ (Hl+1 ∗ · · · ∗Hm),

H1
∼= · · · ∼= Hk

∼= Z, Hk+1
∼= · · · ∼= Hl

∼= Z3, Hl+1
∼= · · · ∼= Hm

∼= Z2

ͱදͤΔɻ͜ͷͱ͖ɺఆཧ 3 Λ଍ֻ͔Γʹ͢ΔͱɺҎԼΛࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

ఆཧ 7. ೚ҙͷ४ಉܕ ρ : π1(Σg) → PSL(2;Z)ʹର͠ɺ࣍Λຬͨࣸ͢૾ྨf ∈ MCG(g)

͕ଘ͢ࡏΔɻ

(ρ ◦ f∗)(αi) = e (1 ≤ i ≤ g), (ρ ◦ f∗)(βi) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 ∈ Hi
∼= Z (1 ≤ i ≤ k),

1 ∈ Hi
∼= Z3 (k + 1 ≤ i ≤ l),

1 ∈ Hi
∼= Z2 (l + 1 ≤ i ≤ m),

e (m+ 1 ≤ i ≤ g).

ಛʹɺ೚ҙͷ2ͭͷ४ಉܕρ1, ρ2 : π1(Σg) → PSL(2;Z)ʹ͍ͭͯɺҎԼ͸ಉ஋Ͱ͋Δɻ

(1) Im(ρ1) = Im(ρ2).

(2) ρ2 = ρ1 ◦ f∗ͳΔࣸ૾ྨf ∈ MCG(g)͕ଘ͢ࡏΔɻ

ఆཧ 7 ͷূ໌ͷུ֓. VgͰछ਺ gͷϋϯυϧମΛද͢ɻ֤ iʹ͍ͭͯ (ρ ◦ ϕ∗)(αi) = e

ͱͳΔࣸ૾ྨϕ ∈ MCG(g)ͷଘࡏ͸෼͔͍ͬͯͨͷͰɺρ′ = ρ ◦ ϕ∗ ͱ͓͚͹ɺ͜Ε͸

ҎԼ͕Մ׵ਤࣜͱͳΔΑ͏ʹ factorize ͢Δɻ

π1(Vg)
η

!!
π1(Σg)

ι∗
""

ρ′
## PSL(2;Z)

ͭ·Γɺι : Σg → VgΛแؚࣸ૾ͱͨ͠ͱ͖ɺρ′ = η ◦ ι∗Λຬͨ͢४ಉܕ

η : Fg
∼= π1(Vg) → PSL(2;Z) ∼= Z2 ∗ Z3

͕ଘ͢ࡏΔͱ͍͏͜ͱͰ͋Δɻη(Fg) = Im(ρ′) = Im(ρ)ʹ஫ҙ͢Ε͹ɺ

η(Fg) = (H1 ∗ · · · ∗Hk) ∗ (Hk+1 ∗ · · · ∗Hl) ∗ (Hl+1 ∗ · · · ∗Hm)

Ͱ͋ΓɺGrushko’s theorem ([4], [16]) Λ܁Γฦ͠༻͍Ε͹ɺ

(η ◦ γ)(ai) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 ∈ Hi
∼= Z (1 ≤ i ≤ k),

1 ∈ Hi
∼= Z3 (k + 1 ≤ i ≤ l),

1 ∈ Hi
∼= Z2 (l + 1 ≤ i ≤ m),

e (m+ 1 ≤ i ≤ g)
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Λຬͨ͢γ ∈ Aut(Fg)ͷଘ͕ࡏ෼͔Δɻͨͩ͠ɺai (1 ≤ i ≤ g) ͸ࣗ༝܈Fgͷੜ੒ݩͰ

͋ΔɻAut(Fg)ͷ۩ମతͳ༗ݶදࣔ ([1], [13]) Λར༻͢Ε͹ɺAut(Fg)ͷ֤ݩ͸Vgͷࣸ

૾ྨʹΑ࣮ͬͯ͞ݱΕΔ͜ͱ͕෼͔Δɻͦ͜Ͱɺγ ∈ Aut(Fg)ʹରԠ͢ΔVgͷࣸ૾ྨ

Λhͱͨ͠ͱ͖ɺf = ϕ ◦ h|Σgͱ͓͚͹Α͍ɻ

5.2. ͷ෼ྨܕΒSL(2;Z)΁ͷ४ಉ͔܈໘ۂ
ఆཧ 7 ʹ͓͚Δ ρ ◦ f∗ ͷ͜ͱΛɺMCG(g)࡞༻ʹؔ͢Δρͷඪ४ܕͱݺͿ͜ͱʹ͢Δɻ

ࣹӨ

p∗ : Hom(π1(Σg), SL(2;Z)) → Hom(π1(Σg), PSL(2;Z))

Λ p∗(ρ̃) = p ◦ ρ̃ʹΑͬͯఆΊΔɻͨͩ͠ɺp : SL(2;Z) → PSL(2;Z) ͸঎ࣸ૾Ͱ͋Δɻ
͢Δͱɺ೚ҙͷ४ಉܕ ρ : π1(Σg) → PSL(2;Z) ʹ͍ͭͯɺ#p−1

∗ (ρ) = 22gͰ͋Δɻ͜ͷ

ρͷ22gݸͷϦϑτͷ͏ͪɺͲͷϖΞ͕MCG(g)࡞༻ͰҠΓ߹͏͔Λ͑ߟΔͱҎԼͷΑ

͏ͳ݁ՌͱͳΔɻ

ఆཧ 8. ρ ∈ Hom(π1(Σg), PSL(2;Z))͸ඪ४ܕͰ͋Δͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺ m > lͳΒ

͹ɺp−1
∗ (ρ)͸ͪΐ͏Ͳ2kݸͷMCG(g)يಓΛ࣋ͪɺm = lͳΒ͹ɺͪΐ͏Ͳ2k+1ݸͷ

ಓΛ࣋ͭɻي

ূ໌ͷٞ࿦ͷϙΠϯτ͸ɺρͷϦϑτ ρ̃ʹ͍ͭͯɺIm(ρ̃)͕−E2ΛؚΉ͔൱͔ʹ஫໨

͢Δ͜ͱͰ͋Δɻm > lͷ৔߹͸ɺࣗಈతʹ−E2 ∈ Im(ρ̃)ͳͷͰɺ

ρ̃(α1) = ±E2, · · · , ρ̃(αk) = ±E2

ͷූ߸ͷબ୒͕ͦͷ··֤يಓʹରԠ͠ɺͦΕҎ֎ͷ 2g − kݸͷූ߸બ୒͸MCG(g)

ऩ͞ΕΔ͜ͱ͕ࣔ͞ΕΔɻҰํɺmٵͰ༺࡞ = lͷ৔߹͸ɺ−E2 ∈ Im(ρ̃), −E2 ̸∈ Im(ρ̃)

ͲͪΒͷέʔε΋ݱΕΔɻ−E2 ∈ Im(ρ̃)ͷ৔߹͸ɺઌ΄Ͳͱશ͘ಉ༷ʹ2kݸͷيಓ͕

ಘΒΕɺ−E2 ̸∈ Im(ρ̃)ͷ৔߹͸ɺࣗಈతʹ ρ̃(α1) = · · · = ρ̃(αk) = E2 ͱͳΔ͔Βɺࠓ౓

͸ ρ̃(β1), · · · , ρ̃(βk) ͷબ୒ʹରԠͯ͠ɺ2k ಓ͕ಘΒΕɺ߹Θͤͯيͷݸ 2k+1 ͱͳݸ

Δɻ͍ͣΕͷέʔεͰ΋ɺࣸ૾ྨ܈MCG(g)ͷجຊ܈π1(Σg)΍ϗϞϩδʔ܈H1(Σg;Z)
΁ͷ࡞༻Λݟͳ͕Β৻ॏʹٞ࿦͢Δඞཁ͕͋Γɺͳ͔ͳ͔ં͕ࠎΕΔ͕ɺρΛඪ४ܕʹ

ͱ͓͍ͬͯͨ͜ͱ͕ޮ͍ͯɺ࠷ऴతʹ͸ٞ࿦্͕ख͍͘͘ɻ([9, Propositions 5.3–5.6])

5.3. ෼ྨఆཧ

໋୊ 5, ఆཧ 7͓Αͼఆཧ 8Λ౿·͑Ε͹ɺҎԼͷ෼ྨఆཧ͕ಘΒΕΔɻ

ఆཧ 9 (Σg্ͷ༗޲T 2ଋͷ෼ྨ [9, Theorem 1.5]). ξ1, ξ2 Λ Σg ্ͷ೚ҙͷ 2ͭͷ༗

T޲ 2ଋͱ͠ɺ

ρ̃1, ρ̃2 ∈ Hom(π1(Σg), SL(2;Z))

ΛͦͷϞϊυϩϛʔ४ಉܕͱ͢Δɻ2ͭͷ४ಉܕp ◦ ρ̃1, p ◦ ρ̃2͸ͱ΋ʹఆཧ 7ͷҙຯͰ

ඪ४ܕͰ͋Δͱ͠ɺξ1, ξ2 ͸੔਺ k, l,m, n ∈ Z͓Αͼූ߸ εi, δiΛ༻͍ͯɺͦΕͧΕ

M(ε1E2, B1, . . . , εgE2, Bg;m,n), M(δ1E2, C1, . . . , δgE2, Cg; k, l),

ͱද͞Ε͍ͯΔͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺξ1ͱ ξ2͕ಉܕͰ͋Δ͜ͱͱ࣍ͷ৚݅Λશͯຬͨ͢

Q ∈ SL(2;Z)͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱ͸ಉ஋Ͱ͋Δɻ
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(1) Im(ρ̃1) = QIm(ρ̃2)Q−1.

(2) p◦ ρ̃1ͷ2ͭͷϦϑτ ρ̃1, Qρ̃2Q−1͸ఆཧ 8ͷҙຯͰɺಉ͡MCG(g)يಓʹଐ͢Δɻ

(3) ε1 = · · · = εg = 1ͷ৔߹͸ɺ
(
m

n

)
−Q

(
k

l

)
=

g∑

i=1

(Bi − E2)xi

Λຬͨ͢x1, . . . ,xg ∈ Z2͕ଘ͠ࡏɺͦΕҎ֎ͷ৔߹͸ɺ

(
m

n

)
−Q

(
k

l

)
= 2x0 +

g∑

i=1

(Bi − E2)xi

Λຬͨ͢x0,x1, . . . ,xg ∈ Z2͕ଘ͢ࡏΔɻ

ఆཧ 9ͷܥͱͯ͠ɺҎԼ͕௚ͪʹै͏ɻ

ܥ 10. ξ1, ξ2 Λ Σg ্ͷ೚ҙͷ 2ͭͷ༗޲T 2ଋͱ͢Δɻ͜ΕΒͷϞϊυϩϛʔ܈ʢϞ

ϊυϩϛʔ४ಉܕͷ૾ʣ͕ͱ΋ʹSL(2;Z)ʹҰக͢ΔͳΒ͹ɺξ1ͱ ξ2͸ಉܕͰ͋Δɻ
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仮想結び目とその周辺
鎌田　直子 (名古屋市立大学)∗

1 初めに
仮想結び目 (virtual knot) は, L. Kauffman によって文献 [16]で導入された, 結び目の

ガウスコードダイアグラムに着目した (古典的)結び目の拡張である. 幾何学的には向き
づけられた閉曲面上の結び目ダイアグラムを表しているが, それは厚みのある閉曲面内の
結び目の安定同値類に対応している ([2, 14]). Jones 多項式や結び目群など, 結び目のい
くつかの不変量は仮想結び目に自然に拡張される ([16]). しかし, Goeritz 不変量など結
び目の不変量には自然な形では仮想結び目に拡張できない場合もある. 一方, 仮想結び目
に固有の不変量も導入されている. 例えば, Jones 多項式を細密化して得られる多項式不
変量が, H. Dye と L. Kauffman, および Y. Miyazawa によってそれぞれ導入されている
([3, 19]). また, L. Kauffmanによって導入された odd writhe ([17]), affine index 多項式
([18]), A. Henrich による不変量 ([5]), および Y. H. Im, K. Lee, Y. Lee による index 多
項式 ([7]), S. Satohと K. Taniguchiの n-writhe ([22]) などがある.

仮想結び目は仮想結び目ダイアグラムの一般化 Reidemeister 変形による同値類として
定義されるが, 溶接結び目 (welded knot) は仮想結び目ダイアグラムに対し, 仮想結び目
の場合とは異なる変形によって生成される同値関係の同値類として定義される ([4]). R.

Fenn, R. Rimányi と C. Rourke [4] によって溶接結び目として同値な仮想結び目ダイア
グラムの結び目群は同型であることが示された. また, S. Satoh [21]は, 溶接結び目を用
いてトーラス型リボン曲面結び目を表示する方法を導入し, 表示されたトーラス型リボン
曲面結び目の結び目群が, もとの溶接結び目の結び目群と同型であることを示した.

捻り仮想結び目 (twisted virtual knot)はM. Bourgoin [1]によって導入された概念で
ある.仮想結び目は向きづけられた閉曲面を底空間とした I バンドル内の結び目の安定同
値類に対応しているのに対して, 捻り仮想結び目は (向きづけられない場合も含んだ)閉
曲面を底空間とした向きづけられた I バンドル内の結び目の安定同値類に対応している.

捻り仮想結び目に対しても Jones多項式や結び目群などの不変量が定義されている. 捻り
仮想結び目も結び目の拡張である ([1], [15]).

本講演では仮想結び目, 溶接結び目, 捻り仮想結び目など, 拡張された結び目について,

それらと古典的結び目との違いに着目した研究手法と得られた結果を紹介する.

∗〒467-8501 名古屋市 瑞穂区 瑞穂町 山の畑 1　名古屋市立大学 大学院理学研究科
e-mail: kamada@nsc.nagoya-cu.ac.jp
web: https://www.nsc.nagoya-cu.ac.jp/~kamada/kamadaJ.html本研究は科研費 (課題番号：23K03118) の助成を受けたものである.

2010 Mathematics Subject Classification: MSC-57M25, MSC-57M27
キーワード：仮想結び目, 結び目
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2 仮想絡み目と溶接絡み目
(向きづけられた)仮想絡み目ダイアグラムは, 図 1 に示すように, 各二重点に正, 負, ま

たは仮想の情報を付した, R2 内にはめ込まれた有限個の円周である. 円周の個数が n個
であるとき, これを n成分仮想絡み目ダイアグラムという. 特に, 1成分の場合を仮想結
び目ダイアグラムという.

(a) 正の交点　 (b) 負の交点 　 (c) 仮想交点　
図 1 仮想絡み目ダイアグラムの交点

仮想絡み目ダイアグラムの例を図 2(a) に示す.

(a) 仮想絡み目ダイアグラム (b) 抽象絡み目ダイアグラム
図 2 仮想絡み目ダイアグラムと抽象絡み目ダイアグラムの例

仮想絡み目は, 仮想絡み目ダイアグラムに対する図 3 に示す一般化 Reidemeister 変形
によって生成される同値関係の同値類として定義される.

✲✛ ✲✛ ✲✛

I II III

✲✛ ✲✛ ✲✛ ✲✛

I II III IV

図 3 一般化 Reidemeister変形

抽象絡み目ダイアグラム ([14]) とは, 向きづけられたコンパクト曲面 Σ と, その上の
絡み目ダイアグラム Dの組 (Σ, D)であって, |D| が Σの変形レトラクトとなるものをい
う. ここで, |D|は D の交点を頂点に置き換えて得られるグラフである. 図 2 (b)に抽象
絡み目ダイアグラムの例を示す.

仮想絡み目ダイアグラムの集合から抽象絡み目ダイアグラムの集合への写像 φを, 図 4
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に示すように定義する. (図 4のラベル iや i + 1は後の議論で用いるもので, 対応 φには
不要である.)

図 4 仮想絡み目ダイアグラムと抽象絡み目ダイアグラムの対応

仮想絡み目ダイアグラム D からこの写像 φによって得られた抽象絡み目ダイアグラム
φ(D)を, 仮想絡み目ダイアグラム D に付随する抽象絡み目ダイアグラムと呼ぶ. 図 2 に
おいて (b)は (a)の仮想絡み目ダイアグラムに付随する抽象絡み目ダイアグラムである.

図 5 に示す仮想絡み目ダイアグラムの変形を溶接変形という.

✲✛

図 5 溶接変形

仮想絡み目ダイアグラムに対する一般化 Reidemeister 変形と溶接変形によって生成さ
れる同値関係の同値類を, 溶接絡み目という.

定理 1 ([4]). 溶接絡み目として同値な仮想絡み目ダイアグラムの絡み目群は同型で
ある.

3 almost classical仮想絡み目
仮想絡み目ダイアグラム D に付随する抽象絡み目ダイアグラムを (Σ, DΣ) とする.

Σ − DΣ の領域が checkerboard 彩色可能であるとき, 仮想絡み目ダイアグラム D は
checkerboard彩色可能であるという. 図 6 に checkerboard彩色可能な仮想絡み目ダイア
グラムとそれに付随する抽象絡み目ダイアグラムの例を示す. (古典的)絡み目ダイアグラ
ムは checkerboard彩色可能である.

図 6 checkerboard彩色可能な仮想絡み目ダイアグラムと抽象絡み目ダイアグラム

仮想絡み目の Jones多項式 (f 多項式)は絡み目の Jones多項式の拡張であり, 仮想絡
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み目ダイアグラム D に対して, その Jones多項式 fD(A)は Z[A±2]に属する. D が n成
分の古典的絡み目ダイアグラムと同値であるとき, fD(A) ∈ Z[A±4]A2(n−1) である.

定理 2 ([9]). Dを n成分の仮想絡み目ダイアグラムとする. Dが checkerboard彩色可
能であるとき, Dの Jones多項式 fD(A)に対して次が成立する.

fD(A) ∈ Z[A±4]A2(n−1)

D を n 成分の仮想絡み目ダイアグラムとし, (Σ, DΣ) を D に付随する抽象絡み目ダ
イアグラムとする. 図 4 に示すように Σ − DΣ が Alexander numbering をもつとき,

D を almost classical 仮想絡み目ダイアグラムという. また, D が Z/mZ で Alexander

numbering をもつとき, D を m-almost classical 仮想絡み目ダイアグラムという. D が
checkerboard彩色可能であることと Z/2Zで Alexander numberingをもつことは同値で
ある. Dが almost classical仮想絡み目ダイアグラムならば, それは checkerboard彩色可
能である.

仮想絡み目ダイアグラム D の多変数多項式不変量 RD は Z[A±1, d1, . . . ] に値をもつ
([3, 19]). Dが古典的絡み目ダイアグラムと同値であるとき, RD = fD(A)が成立する.

定理 3 ([20]). D を n成分の almost classical仮想絡み目ダイアグラムとする. 次が成
立する.

RD ∈ Z[A±4]A2(n−1)

定理 4 ([11]). D を m-almost classical 仮想絡み目ダイアグラムとする. m が偶数
(または奇数)のとき, RD は Z[A±1, dm/2, d2m/2, . . . ] (または Z[A±1, dm, d2m, . . . ])に値を
もつ.

4 巡回被覆と二重化写像
本節では, 与えられた仮想絡み目ダイアグラムから almost classical仮想絡み目ダイア

グラムを構成する方法として, 巡回被覆と二重化写像を紹介する. Dを仮想絡み目ダイア
グラムとする. 両端点を古典的交点とするD上の滑らかな曲線で, その内部に古典的交点
は含まないものを Dのセミアークと呼ぶ. (セミアークの上に仮想交点はあっても構わな
い.) Alexander numbering は, D に付随する抽象絡み目ダイアグラムの補領域に付けら
れる番号付けであるが, 図 4 に示すように, セミアークへの番号付けとして同値に記述す
ることができる.

図 7に示すように, 仮想絡み目ダイアグラム D のセミアーク上に置かれた向き付き
の点を D 上の有向カット点という. 有向カット点の向きは, ダイアグラム D の向きと
は無関係である. 有向カット点で, その点の向きに沿って図 7 に示すようにセミアーク
の Alexander numbering を 1ずつ変化させると約束するとき, 適切に有限個の有向カッ
ト点を D 上に置くことによって, 有向カット点を考慮することにより, D が Alexander

numberingをもつようにすることができる. このような D 上の有向カット点の集合のこ
とを, Dのカットシステムと呼び, C(D)と書く.
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i
i+ 1

図 7 有向カット点

仮想絡み目ダイアグラムとカットシステムの例を図 8 に示す.

図 8 仮想絡み目ダイアグラムとカットシステムの例

仮想絡み目ダイアグラムDに対して, カットシステムは一意的ではないが, Dの任意の
二つのカットシステムは, 図 9 に示すカット点移動と呼ばれる基本変形を適当に繰り返せ
ば互いに移り合うことが知られている ([10]).

✲✛ ✲✛ or ✲✛

I II III

図 9 カット点移動

D を仮想絡み目ダイアグラム, C(D) = {c1, . . . , cl} を D のカットシステムとし,

c1, . . . , cl の y 座標は全て異なり, それぞれの y 座標をもつ水平線上には Dの交点がない
ものとする. D の m 個のコピー D1, . . . , Dm を x 軸方向に並べる. 各 j (j = 1, . . . , l)

に対して cj に対応する D1, . . . , Dm 上の有向カット点 c1j , . . . , c
m
j は同じ y 座標にある.

c1j , . . . , c
m
j を含む直線の近傍 Nj において D1 ⊔ · · · ⊔Dm に図 10 のような変形を施す.

図 10 m-almost classical仮想絡み目化
このようにして得られる, 仮想絡み目ダイアグラムの集合から仮想絡み目ダイアグラム

の集合への写像を m-巡回被覆写像と呼び, ϕm とおく. 図 11 に仮想結び目ダイアグラム
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Dとそのカットシステムおよび ϕ3 による像の例を示す.

D ϕ3(D)

図 11 3-巡回被覆の例

定理 5([10]). D と D′ を同値な仮想絡み目ダイアグラムとする. ϕm(D)と ϕm(D′)は
m-almost classical仮想絡み目であり, 仮想絡み目として同値である.

次に, 2種類の二重化写像を紹介する. 図 12(a) (または図 12(b)) に示す仮想絡み目ダ
イアグラムの集合から仮想絡み目ダイアグラムの集合への写像を ψ1 (または ψ2) とする.

(a) (b)

図 12 写像 ψ1, ψ2 の対応

図 13 に仮想結び目ダイアグラムと写像 ψ1 によるその像の例を示す.

図 13 写像 ψ1 の例

写像 ψ2 は, K. Ishikawaと K. Tanaka の論文 [8]の図 4に登場するダイアグラムの二
重化と同じものであり, カンドル彩色とバイカンドル彩色の関係で重要な役割を果たして
いる ([8]では doubled diagramと呼ばれている).

定理 6 ([12]). D と D′ を同値な仮想絡み目ダイアグラムとする. ψν(D)と ψν(D′)は
almost classical仮想絡み目であり, 仮想絡み目として同値である.
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5 巡回被覆と二重化写像の応用
J. H. Leeと G. T. Jinが 2001年に次の定理を示した.

定理 7 ([6]). L1, . . . , Lk を絡み目とし, D1, . . . , Dk をそれぞれの絡み目ダイアグラム
とする. また, Lを L1, . . . , Lk を部分絡み目として含む任意の絡み目とする. このとき, L

の絡み目ダイアグラム D であって, 各 iに対して D|Li と Di が R2 内でイソトピックと
なるものが存在する.

溶接絡み目に関しても類似の主張が成立する.

定理 8 ([13]). L1, . . . , Lk を溶接絡み目とし, D1, . . . , Dk をそれぞれの仮想絡み目ダイ
アグラムとする. また, Lを L1, . . . , Lk を部分溶接絡み目として含む任意の溶接絡み目と
する. このとき, L の仮想絡み目ダイアグラム D であって, 各 i に対して D|Li と Di が
R2 内でイソトピックとなるものが存在する.

しかし, 仮想絡み目の場合は類似の主張が成立しない.

定理 9 ([13]). ある仮想絡み目 L1, L2 とそれらを表す仮想絡み目ダイアグラム D1, D2,

および, ある仮想絡み目 Lで次の条件を満たすものが存在する.

(i) Lは L1, L2 を部分仮想絡み目とする.

(ii) Lの仮想絡み目ダイアグラム D であって, 各 i = 1, 2に対して, D を Li に制限し
た部分仮想絡み目ダイアグラム D|Li と Di が R2 内でイソトピックとなるものは
存在しない.

定理 9の証明には 2-巡回被覆が用いられる. Di (i = 1, 2)を自明ループ (交点を持たな
い自明な結び目ダイアグラム) とし, Li を Di が表す自明な結び目とする. 仮想絡み目 L

を図 14(a) に示すダイアグラム D′ = D′
1 ∪D′

2 が表す 2成分仮想絡み目とする.

D′ D̃′

(a) (b)

図 14 定理 9の例

D′
1 は自明ループと同値である. D′

2 は自明ループである. よって, 定理の (i)が成り立
つ. (ii)については, Lを表す任意のダイアグラムDに対して, それを L1 に制限した部分
仮想絡み目ダイアグラム D|L1 は, 自明ループ D1 に R2 内でイソトピックにならない. こ
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のことは, 次のようにして分かる. D の 2-巡回被覆仮想絡み目ダイアグラム D̃ = ϕ2(D)

と D′ の 2-巡回被覆仮想絡み目ダイアグラム D̃′ = ϕ2(D′)を考えると, D̃ と D̃′ は仮想絡
み目として同値である. D̃ は D|L1 の 2-巡回被覆となる部分ダイアグラム D̃

∣∣
L1
をもち,

D̃′ は D′
1 の 2-巡回被覆となる部分ダイアグラム D̃′

1 をもつ. D̃
∣∣
L1
と D̃′

1 は仮想絡み目と
して同値である. D|L1 が D1 にイソトピックとなると仮定すると, D̃

∣∣
L1
は, R2 内で 2 成

分の自明ループとイソトピックである. 一方, D̃′
1 は図 14(b) に示すように絡み数 1の 2

成分絡み目であり, ２成分の自明ループと同値ではない. 従って, D|L1 は自明ループ D1

に R2 内でイソトピックとはならない.

捻り仮想絡み目に関しても定理 9と同様の例が存在する. 図 15 に示す捻り仮想絡み目
ダイアグラムはその例である.

図 15 定理 9の例 (捻り仮想絡み目)

空間グラフに対しては R. Shinjoが [23]において定理 7と類似の主張を示している.

任意の仮想絡み目ダイアグラムに対して ψ1 (または ψ2) の像は checkerboard 彩色可
能な仮想絡み目ダイアグラムとなる. それを利用して Goeritz 不変量に類似した不変量
を定義することができる. 仮想絡み目ダイアグラム D の各古典的交点の近傍において,

R2−D の各局所領域に, 図 16(a) または (b) に示すように局所インデックス 1または−1

を割り当てる. 図 16(a) を第 1インデックス, (b)を第 2インデックスという.

第 1インデックス 第 2インデックス
(a) (b)

図 16 古典的交点近傍のインデックス

Dを仮想絡み目ダイアグラム, a1, . . . , ar を Dのセミアークとする. ν = 1, 2 に対して,

第 ν Goeritz 行列
Gν(D) = (pνij)1≤i,j≤r

を次のように定義する. i ̸= j のとき, pνij を, セミアーク ai と aj の両方に接する領域に
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割り当てられた第 ν インデックスの総和とし, 対角成分は pνii = −
∑

i ̸=j

pνij とする.

定理 10 ([12]). Dと D′ を同値な仮想絡み目ダイアグラムとする. このとき, G1(D)と
G1(D′)のねじれ不変量は一致する. また, G2(D)と G2(D′)のねじれ不変量は一致する.

6 溶接絡み目から溶接絡み目への写像
仮想絡み目ダイアグラム D に対し, 仮想絡み目ダイアグラム η(D)を図 17 に示す対応

によって定義する. 定理 11より, この対応は溶接絡み目の集合から溶接絡み目の集合への
写像を誘導する.

正の交点 負の交点 仮想交点 アーク
図 17 溶接絡み目から溶接絡み目への写像

図 18 に仮想結び目ダイアグラムDと結び目ダイアグラムD′の写像 ηによる像の例を
示す. この写像 η について以下の定理が成立する.

D η(D) D′ η(D′)

図 18 写像 η の例

定理 11. 仮想絡み目ダイアグラム D, D′ が溶接絡み目として同値ならば, η(D) と
η(D′)も溶接絡み目として同値である.

定理 12. D を仮想結び目ダイアグラムとし, ⟨x1, . . . , xm | r1, . . . , rn⟩qdle を D の基本
カンドルとする. Lを D のプリファードロンジチュードとする. η(D)の基本カンドルは
⟨x1, . . . , xm, y | r1, . . . , rn, yL = y⟩qdle と表すことができる.

定理 13. 仮想絡み目ダイアグラムDに対して, LをDのプリファードロンジチュード
とする. D の絡み目群において L ̸= 1 であるならば, η(D) = D1 ∪D2 は D1 と D2 の非
交和とは溶接絡み目として同値ではない.
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Various Notions of Tangent Spaces in Diffeology

多寳 雅樹 (東大数理・JSPS特別研究員 DC1)∗

1 導入と diffeology の定義
本稿では，diffeological space 上の接空間のいくつかの構成を概説する．通常の可微分

多様体では，接ベクトルは曲線の速度としても，関数環上の微分作用素としても定義で
き，どちらも同じ接空間を与える．diffeological space の圏では，この二つの見方から得
られる接空間が一般には一致しないことが，Christensen–Wu [CW16] により知られてい
る．著者はこの現象をさらに押し進め，多様体上の接空間関手の diffeological space へ
の拡張が非可算無限個存在することを示した [Tah25]．本稿の目的は，著者の一連の論
文 [Tah26a, Tah26b, Tah26c, Tah25] に基づき，この非一意性が単なる病理ではなく，
diffeological space の幾何を反映する構造であることを，具体例に沿って説明することで
ある．
まず diffeology とは何かを説明する．多様体の圏は，商や部分集合，写像空間を取る操

作について閉じていない．例えば多様体を群作用で割った軌道空間や，多様体の間の滑ら
かな写像全体の空間は，一般にはもはや多様体ではない．diffeological space は，Souriau

[Sou80] により 1980年頃に導入された多様体の一般化であり，こうした対象にも「滑らか
さ」の構造を直接与えることができる．多様体がチャート，すなわち Rn の開集合との可逆
な対応で記述されるのに対し，diffeology では，Rn の開集合から集合 X への写像のうちど
れを「滑らかなパラメータ付け」と認めるかを，公理を満たすように直接指定する．チャー
トと異なり可逆性を要求しないため，特異性を持つ空間に対してもそのまま意味を持つ．

定義 1.1. 集合 X 上の diffeology とは，各 n ≥ 0 と Rn の開集合 U に対する写像
p : U → X の族 D であって，次を満たすものをいう．

1. 任意の定数写像 U → X は D に属する．
2. p : U → X が D に属し，f : V → U が通常の意味で滑らかならば，p ◦ f : V → X

も D に属する．
3. 写像 p : U → X が，U の開被覆 {Ui} 上でそれぞれ p|Ui ∈ D を満たすならば，

p ∈ D である．

D の元を X の plot と呼ぶ．diffeology を備えた集合を diffeological space と呼ぶ．

三つの公理は，定数写像は滑らかであること，滑らかな写像との合成で滑らかさが保たれ

∗ 〒153-8914 東京都目黒区駒場 3-8-1 東京大学大学院数理科学研究科
e-mail: taho(at)ms.u-tokyo.ac.jp

本研究は JSPS科研費 JP24KJ0881の助成を受けたものです．
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ること，滑らかさは局所的に判定できる性質であることを要請している．diffeology の基本
事項をまとめた標準的な教科書として [IZ13] を挙げておく．
diffeological space X,Y の間の写像 F : X → Y は，任意の plot p : U → X に対して

F ◦ p が Y の plot になるとき滑らかであるという．これにより diffeological space の圏
Dflg が得られる．任意の可微分多様体 M は，通常の意味で滑らかな写像 U → M を plot

とすることで diffeological space とみなせる．この対応のもとで写像の滑らかさは通常の意
味のそれと一致し，多様体の圏は Dflg の充満部分圏になる．さらに diffeology は商集合，
部分集合，写像空間などにも自然に定義されるため，多様体の枠組みを外れる対象を統一的
に扱える．
本稿で繰り返し使う代表例は，irrational torus Tα と軌道空間Hn の二つの商 diffeological

space である．どちらも集合や位相空間としては単純に見えるが，diffeology は商写像に由
来する滑らかさを記憶している．

例 1.2 (商 diffeology と部分 diffeology). diffeological space X から集合 Y への全射
q : X → Y に対し，q が滑らかになる最小の diffeology（商 diffeology）が Y 上に定まる．
具体的には，各点の近傍で q を通して局所的に lift できる写像 p : U → Y 全体が plot と
なる．また，部分集合 A ⊂ X には，包含 A ↪→ X が滑らかになる最大の diffeology（部分
diffeology）を入れる．これらは次の普遍性を持つ：商からの写像 f : Y → Z が滑らかであ
ることは f ◦ q が滑らかであることと同値であり，部分集合への写像 g : Z → A が滑らかで
あることは X への写像とみなして滑らかであることと同値である．このとき，例えば平面
内の交差 {(s, t) ∈ R2 | st = 0} に部分 diffeology を入れたものと，二本の直線の原点を貼
り合わせた商 diffeological space は，位相空間としては同相であるが，diffeological space

としては同型ではない．

例 1.3 (irrational torus). α ∈ R \Q に対し，Tα := R/(Z+αZ) は商写像 πα : R → Tα に
よる商 diffeology を持つ．Z+ αZ は R の稠密部分群なので，Tα 上の実数値滑らかな関数
はすべて定数である．

例 1.4 (軌道空間 Hn). 標準的な O(n) 作用による軌道空間 Hn := Rn/O(n) は集合として
は [0,∞) と同一視できるが，diffeology は n を記憶しており，Hn と Hm は n = m のと
きに限って diffeomorphic である．

最後に，次節以降で用いる構成を三つ準備する．diffeological space X には，すべての
plot p : U → X が連続になる最も細かい位相が定まる．これを D-位相と呼び，この位相
に関する開集合・近傍をそれぞれ D-開集合・D-開近傍と呼ぶ．また，直積集合

∏
αXα に

は，各射影との合成がすべて plot になる写像を plot とする積 diffeology が入る．さらに，
滑らかな写像全体の集合 C∞(X,Y ) には，付随する写像 (u, x) '→ p(u)(x) が U ×X 上で
滑らかになるような写像 p : U → C∞(X,Y ) を plot とする functional diffeology が入る．
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これにより，関数の空間から R への線形写像に対して「滑らかである」という条件が意味
を持つ．この条件が次節の外部接空間の定義で本質的な役割を果たす．

2 内部接空間と外部接空間
以後，基点付き diffeological space (X,x)を考える．本節では，Christensen–Wu [CW16]

により導入された二つの接空間を復習する．一つは「plot から入ってくる速度ベクトル」を
集める内部接空間であり，もう一つは「実数値関数を微分する作用素」としての外部接空間
である．多様体では両者は一致するが，diffeological space では十分な関数や十分な曲線が
存在するとは限らないため，両者はずれる．

定義 2.1 ([CW16]). (X,x) に対し，p(0) = x を満たす pointed plot p : (U, 0) → (X,x)

全体を考える．内部接空間は

T int
x (X) :=

⊕

p∈Plots(X,x)

T0Up

/
R

で定義される．ここで R は，plot の再パラメータ付け p = q ◦ f に対し v ∈ T0Up と
T0f(v) ∈ T0Uq を同一視する関係で生成される部分空間である．

内部接空間は plot の速度ベクトルを貼り合わせる構成であり，曲線による接ベクトルの
一般化である．多様体では座標近傍から来る plot が十分に多いため，通常の接空間と一致
する．一方，外部接空間は関数を微分する作用素として定義される．

定義 2.2 ([CW16]). C∞
X,x を，x の D-開近傍上で定義された滑らかな実数値関数の芽

の代数とする．外部接空間は，C∞
X,x から R への滑らかな線形写像 D で Leibniz 則

D(fg) = D(f)g(x) + f(x)D(g) を満たすもの全体である：

T̂x(X) :=
{
D : C∞

X,x → R | D は滑らかな線形写像で Leibniz 則を満たす
}
.

ここで芽の代数 C∞
X,x は，x の各 D-開近傍 U 上の関数空間 C∞(U,R) の functional

diffeology から，芽を取る商として誘導される diffeology を持つ．Christensen–Wu は，滑
らかさが他の条件から自動的に従うかは不明であると述べ，外部接空間の定義では滑らかさ
を条件に含めている [CW16, 3.4.2]．
この問題は次節に譲り，ここでは内部接空間と外部接空間の違いを見る．基本例において

も，両者には大きなずれが見られる [CW16]．irrational torus では，滑らかな実数値関数が
定数しかないため外部接空間は消えるが，商写像 R → Tα が生き残るため内部接空間は R
になる．逆に Hn の原点では，曲線の速度は商の効果で潰れて内部接空間は消える一方，関
数 qn : Hn → R，[v] '→ ∥v∥2 を微分する作用素が外部接空間に非自明な方向を与える．こ
のように，内部接空間と外部接空間は異なる種類の滑らかさを抽出している．
内部接空間から外部接空間には自然な写像がある．内部接ベクトル [p, v] ∈ T int

x (X) に対
し ηx([p, v])([f ]) := d0(f ◦ p)(v) と置けば，これは関数の芽に作用する滑らかな微分作用

3
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素，すなわち外部接ベクトルを与える [CW16]．多様体ではこの写像は同型であるが，一般
にはそうではない．

定義 2.3 ([Vin08, Tah25]). 自然な写像 ηx の像として定まる空間 T̂Vin
x (X) := Im(ηx) を

Vincent 型接空間と呼ぶ．

これは「曲線から来て，かつ実数値関数で検出できる」方向だけを残す構成であり，Vincent
[Vin08] による構成の再定式化である [Tah25]．定義から T̂Vin

x (X) ∼= T int
x (X)/ ker ηx かつ

T̂Vin
x (X) ⊂ T̂x(X) であるため，Vincent 型接空間は内部接空間と外部接空間の中間に位置
するものとみなせる．
基本例での振る舞いを表にまとめる．ここで R2 上の wire diffeology とは，滑らかな曲

線 R → R2 全体が生成する diffeology である．

(X,x) T int
x (X) T̂Vin

x (X) T̂x(X)

n 次元多様体 Rn Rn Rn

irrational torus Tα R 0 0

軌道空間 Hn の原点 0 0 R
wire diffeology on R2 無限次元 R2 R2

圏論的には，内部接空間は古典的接空間関手の左 Kan 拡張として特徴付けられることが
知られている [CW16]．

Mfd∗
T !!

i
""

Vect

Dflg∗

T int∼=Lani T

##

Rani T

##

では，外部接空間は右 Kan 拡張として得られるだろうか．これが次節の出発点となる．

3 外部接空間の変種と右 Kan 拡張
本節の内容は著者の論文 [Tah26a, Tah26b] による．
前節末の問いには，実は次の形で答えることができる．外部接空間の定義を少し修正した

空間 T̂R
x (X) := Derx(C∞(X,R),R)，すなわち大域的な関数環上の（滑らかとは限らない）

微分作用素全体の空間が，通常の基点付き写像を射とする圏 Dflg∗ 上の右 Kan 拡張になる
ことが示せるのである [Tah26a]．ここで施した微修正は，二つの軸に分解できる．すなわ
ち，微分作用素の定義域を芽の代数 C∞

X,x から functional diffeology を入れた大域的な関数
環 C∞(X,R) に取り替えたこと（局所か大域か）と，微分作用素から滑らかさの条件を外
したこと（滑らかか代数的か）である．

定義 3.1 ([Tah26a]). 二軸の選択に応じて，次の四つの空間が定まる．
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定義域 滑らかな微分作用素 代数的微分作用素
芽の代数 C∞

X,x 外部接空間 T̂x(X) 右側接空間 T̂R
x (X)

関数環 C∞(X,R) 大域外部接空間 T̂x(X) 大域右側接空間 T̂R
x (X)

Christensen–Wu の外部接空間は左上の局所・滑らか版であり，以後は右側接空間が中心
的な役割を果たす．これら四つの変種がどのようなときに差を持つのかを知ることが，次の
目標になる．
まず，局所か大域かの軸を考える．右 Kan 拡張として得られた T̂R

x (X) は，接空間に期
待される局所性を一般には満たさない．実際，座標軸の交差 {st = 0} ⊂ R2 の x 軸上の原
点以外を一点 x0 につぶした商空間 X では，{x0} が D-開な一点集合であるにもかかわら
ず，大域的な関数環が商空間全体の制約を通して y 軸方向を検出するため，T̂R

x0
(X) ∼= R と

なる．bump 関数が十分に存在する空間（smoothly regular な空間）ではこの現象は起こら
ず T̂R

x (X) ∼= T̂R
x (X) が成り立つが [Tah26a]，一般には大域的な微分作用素は局所的なデー

タに落ちない．
そこで，射を「基点近傍で定義された滑らかな写像の芽」に取り替える．Dflgloc∗ を，対象は

基点付き diffeological space，射は基点を保つ滑らかな写像の芽 [f, U ]x : (X,x) → (Y, y) で
ある圏とする．この圏では D-開近傍の包含 (U, x) ↪→ (X,x) が同型射になるため，Dflgloc∗

上の関手は自動的に局所性を持つ．

定理 3.2 ([Tah26a]). 古典的接空間関手 T : Mfdloc∗ → Vect を包含 i : Mfdloc∗ ↪→ Dflgloc∗ に
沿って右 Kan 拡張すると，右側接空間関手が得られる：

Rani T (X,x) ∼= T̂R
x (X).

証明の鍵は Leibniz 則の出所である．右 Kan 拡張の元は，各滑らかな芽 g : (X,x) →
(M, g(x)) に対して古典的接ベクトル vg ∈ Tg(x)M を割り当てる，後合成と整合的な族であ
る．実数値関数の芽 f に対して D(f) := vf ∈ Tf(x)R ∼= R と定め，(f, g) : X → R2 と積
写像 µ : R2 → R に整合性を適用すると，R2 上の古典的な積の微分公式から D の Leibniz

則 vfg = g(x)vf + f(x)vg が従う．逆向きには，右側接ベクトルを各芽に沿って押し出すこ
とで整合的な族が復元される．
以上より，先の表の右の列に並ぶ二つの代数的変種は，それぞれ圏 Dflg∗ と Dflgloc∗ 上の

右 Kan 拡張として特徴付けられたことになる．残るのは，外部接空間と右側接空間の違い，
すなわち微分作用素に滑らかさを課すかどうかである．実際，滑らかさは他の条件から自動
的には従わない．

定理 3.3 ([Tah26b]). X =
∨

n∈NR を可算個の直線の bouquet とし，0 をその貼り合わせ
点とする．このとき

T̂0(X) ∼=
⊕

n∈N
R, T̂R

0 (X) ∼= HomR

(
∏

n∈N
R,R

)
.

5
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特に T̂0(X) ! T̂R
0 (X) である．

貼り合わせ点での関数の芽 f は各枝上の芽の列とみなせるので，枝ごとの一階微分の列
df :=

(
f ′
1(0), f

′
2(0), . . .

)
∈
∏

n∈NR が定まり，右側接ベクトルはちょうど df に代数的な
線形汎関数を作用させるものとして書ける．一方，積 diffeology を持つ

∏
nR から R への

滑らかな線形写像は，有限個の座標にしか依存しないことが示せる．したがって滑らかな微
分作用素の全体は

⊕
nR に対応する．例えば，有限支持列の上では消えるが (1, 1, 1, . . .) で

は非零になる代数的汎関数は，Leibniz 則を満たすが滑らかでない微分作用素を与える．直
感的には，滑らかな微分作用素は有限個の枝にしか依存できないが，代数的な微分作用素は
無限個の枝に同時に依存できるのである．

4 pencil diffeology と方向ごとの一階微分
前節の bouquetは，可算個の直線を一点で貼り合わせた空間であった．本節で扱う pencil

diffeological space は，非滑らかな微分作用素の研究との関連で Iglesias-Zemmour が著者
に示唆した空間であり，平面 R2 の原点を通る非可算個の直線が bouquet の枝の役割を果
たす [Tah26c]．そこでも同じ現象が起こり，さらにその Zariski 余接空間の記述には位相的
な条件が現れる．

定義 4.1 (pencil diffeology，[Tah26c]). pencil diffeological space P とは，集合 R2 に次
の diffeology を入れたものである．写像 p : U → P が plot であるとは，各 u0 ∈ U に対し
ある開近傍 V ⊂ U が存在して，次のいずれかが成り立つことをいう．

1. p(u0) ̸= 0 であり，p|V : V → R2 は通常の意味で滑らかである．
2. p(u0) = 0 であり，原点を通るある直線 L ⊂ R2 が存在して，p(V ) ⊂ L かつ

p|V : V → L は通常の意味で滑らかである．

つまり，原点の外では通常の平面と同じだが，原点を通る滑らかさは，原点を通る直線族
（pencil）に沿ってのみ検出される．このとき，関数 F が P 上滑らかであることは，原点の
外で通常の意味で滑らかであり，かつ原点を通る各直線への制限が滑らかであることと同値
になる．例えば f(x, y) = x3/(x2 + y2)（ただし f(0, 0) = 0）は P 上滑らかであるが，通
常の意味では原点で滑らかでない．
C∞
P,0 を原点における滑らかな関数の芽の代数，I0(P ) を原点で消える芽のなすイデアル

とし，Zariski 余接空間 E0(P ) := I0(P )/I0(P )2 を考える（商 diffeology を入れる．多様
体では通常の余接空間と一致する）．右側接空間と外部接空間はそれぞれ E0(P ) の代数的
双対・滑らかな双対として書けるので [CW16]，以下ではこの一つの空間を調べればよい．
f ∈ I0(P ) は原点を通る各直線 L ∈ RP1 に沿って通常の微分 d0(f |L) ∈ L∗ を持つので，
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方向ごとの一階微分をまとめた線形写像

J̃ : I0(P ) →
∏

L∈RP1

L∗, J̃(f)L = d0(f |L)

が定まる．

定理 4.2 ([Tah26c]). J̃ は滑らかな線形写像であり，

ker J̃ = I0(P )2

が成り立つ．特に J̃ は単射な滑らかな線形写像

J : E0(P ) ↪→
∏

L∈RP1

L∗

を誘導する．

すなわち，pencil diffeology の Zariski 余接空間は方向ごとの一階微分で完全に決まる．
次の問題は，どのような微分の族がここで実現されるかである．単位ベクトル v ∈ S1 に
対し h(v) := J̃(f)Rv(v) と置くと h は S1 上の奇関数になり，この対応でベクトル空間
∏

L L∗ は S1 上の奇関数全体 Odd(S1) と同一視できる．通常の R2 の滑らかな芽から得
られる h は，一つの線形汎関数の制限 h(v) = ⟨a, v⟩ の形に限られ，特に連続である．可
算ブーケでは各枝の一階微分は独立であり，任意の列 (an)n∈N ∈

∏
n∈NR が実現される．

pencil は両者の中間であり，実現される h は次の弱い連続性でちょうど特徴付けられる．

定義 4.3. 関数 h : S1 → R が σ-連続であるとは，S1 の閉集合の列 (Cn)n∈N が存在して，
S1 =

⋃
n∈NCn かつ各 h|Cn が連続であることをいう．σ-連続な奇関数全体のなすベクトル

空間を Oddσ(S1) と書く．

定理 4.4 ([Tah26c]). 上の同一視のもとで

J(E0(P )) = Oddσ(S
1)

が成り立つ．

σ-連続な関数は連続とは限らないが，常に Borel 可測である．Zariski 余接空間という微
分幾何的な不変量の記述に，このような位相的な条件が現れるのが pencil の特徴である．

例 4.5. e1 = (1, 0) とし，h(±e1) = ±1，それ以外の点で h = 0 となる奇関数 h を考える．
h は連続ではないが，{±e1} とそれを避ける閉集合たちに分ければ σ-連続である．実際に
この h を実現するには，偶関数 ρ ∈ C∞(R) で ρ(0) = 1，|u| ≥ 1 で ρ(u) = 0 となるもの
を取り，F (x, y) = x ρ

(
y/(x2 + y2)

)
（ただし F (0, 0) = 0）と置けばよい．F は P 上滑ら

かであり，その方向ごとの一階微分はちょうど h になる．

この記述から，原点における外部接空間や右側接空間も計算できる．
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定理 4.6 ([Tah26c]). 同一視 E0(P ) ∼= Oddσ(S1) のもとで，E0(P ) 上の滑らかな線形汎関
数は評価写像の有限線形結合に限る：

Hom∞
R (E0(P ),R) = span{evv | v ∈ S1}.

したがって自然な同型

T̂0(P ) ∼=
⊕

L∈RP1

L, T̂R
0 (P ) ∼= HomR

(
Oddσ(S

1),R
)

があり，特に T̂0(P ) ! T̂R
0 (P ) が成り立つ．

外部接空間が「方向ごとの微分」の有限和で尽くされるのに対し，右側接空間は Oddσ(S1)

の代数的双対全体であり，はるかに大きい．bouquet では可算個の枝が滑らかさと代数の差
を生んだが，pencil では平面上の非可算個の方向が同じ役割を果たしている．

5 test space による無限個の接空間関手
最後に，多様体上の古典的接空間関手を diffeological space へ拡張する方法が無限個存

在するという著者の結果を説明する [Tah25]．ここで 接空間関手 とは，Dflgloc∗ 上の関手
F : Dflgloc∗ → Vect であって，Mfdloc∗ への制限が古典的接空間関手と同型になるものを指
す．内部接空間，外部接空間，右側接空間，Vincent 型接空間はいずれもその例であり，多
様体上では一致するが，特異な空間上では互いに異なる．では，このような拡張はどのくら
い存在するのだろうか．
出発点は第 2 節で定義した Vincent 型接空間 T̂Vin

x (X) = Im(ηx) である．この構成で
は，R が「X を測る試験空間」として二重に使われている．一つは X から R への関数で
内部接ベクトルを識別する方向，もう一つは R から X への曲線で右側接ベクトルを生成す
る方向である．この R の役割を，一般の基点付き diffeological space (Y, y) に置き換える
のが次の構成である．

定義 5.1 ([Tah25]). 基点付き diffeological space (Y, y) を固定する．

1. (Y, y)-内部型接空間を，T int
x (X) の商

T (Y,y)
x (X) := T int

x (X)
/

∼Y

として定義する．ここで v ∼Y w は，任意の芽 f : (X,x) → (Y, y) に対して

T int(f)(v) = T int(f)(w)

が成り立つことを意味する．
2. (Y, y)-右側型接空間を，T̂R

x (X) の部分空間

T̂ (Y,y)
x (X) :=

〈
T̂R(f)(D)

∣∣∣ f : (Y, y) → (X,x), D ∈ T̂R
y (Y )

〉
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として定義する．

(Y, y) = (R, 0) とすれば，どちらも Vincent 型接空間と一致する．さらに，test space が
非自明な接ベクトルを一つでも持てば，多様体上では通常の接空間が復元される．

命題 5.2 ([Tah25]). M を滑らかな多様体，x ∈ M とする．

1. T int
y (Y ) ̸= 0 ならば T (Y,y)

x (M) ∼= TxM である．
2. T̂R

y (Y ) ̸= 0 ならば T̂ (Y,y)
x (M) ∼= TxM である．

したがって，これらは古典的接空間関手の拡張を与える．

ここで重要なのは，test space (Y, y) の幾何をほとんど仮定していないことである．Y と
して商空間や強い特異性を持つ diffeological space を自由に使えるという自由度が，次の二
つの無限族を生み出す．第一の族は irrational torus を用いる．

定理 5.3 ([Tah25]). α,β ∈ R \Q とし，x ∈ Tα, y ∈ Tβ とする．このとき

T
(Tβ,y)
x (Tα) ∼=

⎧
⎨

⎩
R, α =

a+ bβ

c+ dβ
となる a, b, c, d ∈ Z が存在するとき,

0, それ以外.

したがって (Tβ, y) を動かすと，非同型な接空間関手が非可算個得られる．

背景には，irrational torus の間の滑らかな写像の剛性がある．上の条件はある非定数な
滑らかな写像 Tα → Tβ の存在と同値である．実際，非定数写像 Tα → Tβ は R 上のアファ
イン写像から降りてくるため，その存在条件が一次分数変換の形で書ける．この同値関係は
R \Q 上に非可算個の同値類を持つので，非同型な関手も非可算個得られる．
第二の族は，軌道空間 Hn = Rn/O(n) を用いる右側型の構成である．

定理 5.4 ([Tah25]). m,n ≥ 1 とする．このとき

T̂ (Hm,0)
0 (Hn) ∼=

{
R, m ≤ n,

0, m > n.

したがって {T̂ (Hm,0)}m∈N は互いに同型でない接空間関手を与える．

m ≤ n のときは，標準的な埋め込み Rm ↪→ Rn の誘導する ῑ : Hm → Hn が qn ◦ ῑ = qm

を満たし，右側接ベクトルを非零のまま押し出す．一方 m > n のときは，任意の滑らかな
芽 (Hm, 0) → (Hn, 0) について，右側接ベクトルが検出する二次の項が階数の制約で消え
る．この意味で，(Hm, 0)-右側型接空間は軌道空間の特異性の「鋭さ」を測っている．
以上の二つの族を合わせると，diffeological space 上の接空間関手は，単に複数あるだけ

でなく，非可算個の非同型な例を持つことが分かる．
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おわりに
diffeological space 上の接空間は一意ではなく，その分岐は次の三つの軸で整理できる．

• 曲線か関数か：内部接空間と外部接空間の違いであり，Tα と Hn が対照的な例を与
える．

• 局所か大域か：右 Kan 拡張は大域的な圏では局所性を失い，芽の圏 Dflgloc∗ に移る
ことで右側接空間が得られる．

• 滑らかか代数的か：bouquet や pencil の例が示すように，Leibniz 則だけからは滑
らかさは従わない．

さらに test space の選択により，古典的接空間関手の拡張は非可算個存在する．
この非一意性は，不便さというより，対象に応じて異なる微分的不変量を設計できる柔

軟性と捉えられる．実際，Tα の特異性は内部型で，Hn の特異性は右側型でよく検出され，
pencil の Zariski 余接空間には σ-連続性という位相的な概念が現れた．接空間関手の分類，
特異性に応じた test space の選択，接束や高階の接構造への拡張などが今後の課題である．
講演では，これらの結果をできるだけ具体例に沿って説明する予定である．
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正則半単純Hessenberg多様体の座標環と正則冪零Hessenberg多様体のコホモロジー環
堀口　達也（明石工業高等専門学校）

1. 序文
Hessenberg多様体は，1980年代後半頃に導入された旗多様体の代数的部分多様体であり ([9, 10])，(1) Springer fiber (Weyl群の幾何学的表現と関連 [23, 24])，(2) Pe-

terson多様体 (旗多様体の量子コホモロジーと関連 [18, 19, 20])，(3) weight polytopeに付随するトーリック多様体 ([9])，を特別な場合として含む．
Hessenberg多様体の中で「正則冪零型」と「正則半単純型」と呼ばれる二種類の重要なクラスがある．正則冪零Hessenberg多様体は，Peterson多様体と旗多様体を自然に繋ぐもので，そのコホモロジー環は他分野における超平面配置と関連している ([5])．具体的に述べると，正則冪零Hessenberg多様体のコホモロジー環は，イデアル配置と呼ばれる超平面配置の対数微分加群の言葉を用いて記述することができる．一方，正則半単純Hessenberg多様体は，weight polytopeに付随するトーリック多様体と旗多様体を自然に繋ぐもので，そのコホモロジー環の上にWeyl群の作用がある ([25])．A型の場合，正則半単純Hessenberg多様体のコホモロジー環上の対称群の作用は，他分野におけるグラフ理論の彩色対称関数と関係している ([8, 21])．さらに，正則半単純Hessenberg多様体のコホモロジー環上のWeyl群作用の不変部分環をとると，正則冪零Hessenberg多様体のコホモロジー環と環同型になることも知られている ([2, 5])．本稿では，A型の場合に得られた正則冪零Hessenberg多様体のコホモロジー環と正則半単純Hessenberg多様体の座標環の関係に関する結果 ([15])について紹介する．

A型正則冪零 Hessenberg多様体のコホモロジー環の明示的表示は，[2]によって与えられた．具体的には，各 i ≥ j ≥ 1に対して，多項式 fi,jを導入し，これらの多項式 fi,jを用いて，正則冪零Hessenberg多様体のコホモロジー環の明示的表示が記述される．これらの多項式 fi,j を Fomin–Gelfand–Postnikovの手法 ([11])を用いて量子化すると，fi,j の量子化 Fi,j たちは，正則半単純Hessenberg多様体の単位元周りの開集合における座標環と関連することが分かった．特に，正則半単純Hessenberg多様体の単位元周りの開集合における座標環において，“量子パラメータを忘れる”と，正則冪零Hessenberg多様体のコホモロジー環が得られる．本稿ではまず (A型)Hessenberg多様体の基本的な性質について 2 節で紹介し，[2]で与えられた正則冪零Hessenberg多様体のコホモロジー環の明示的表示を 3 節で説明する．4節では，旗多様体の量子コホモロジー環およびFomin–Gelfand–Postnikovによって導入された量子化写像を説明する．その後，5 節で，[16]で与えられた正則冪零Hessenberg多様体の単位元周りの開集合における座標環の説明を行い，6 節で主結果の説明をする．
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2. A型Hessenberg多様体
本稿を通して，以下の記号を用いる．

[n] := {1, 2, . . . , n}

(A型)旗多様体 Fl(Cn)はCnの線形部分空間の列全体からなる．
Fl(Cn) := {V• = (V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vn = Cn) | dimC Vi = i for all i ∈ [n]}

A型Hessenberg多様体は旗多様体 Fl(Cn)の代数的部分多様体であり，線形写像と
Hessenberg関数の２つのデータから定まる．まずは Hessenberg関数の定義から始める．
定義 2.1. 関数 h : [n] → [n]が次の２条件

(i) h(1) ≤ h(2) ≤ . . . ≤ h(n)
(ii) 各 j ∈ [n]に対して，h(j) ≥ j

を満たすとき，hをHessenberg関数という．Hessenberg関数 hは各値を並べて，
h = (h(1), h(2), . . . , h(n))

と表される．
Hessenberg関数 h : [n] → [n]の双対 h∗ : [n] → [n]を

h∗(i) = |{j ∈ [n] | h(j) ≥ n+ 1− i}| for i ∈ [n](2.1)

で定義する．n × nの格子を用意し，各 j 列目に上から h(j)個の箱を塗ることで，
Hessenberg関数 hはしばしば視覚化される．このとき，その双対 h∗は，hで表される箱の集まりを反対角線に関して折り返すことで視覚化される．
例 2.2. n = 5とする．h = (3, 3, 4, 5, 5)は Hessenberg関数であり，その双対は
h∗ = (2, 3, 5, 5, 5)である．これらのHessenberg関数は図 1のように視覚化される．

!
!

!
!

!
!
反対角線

h = h∗ =

図 1. h = (3, 3, 4, 5, 5)と h∗ = (2, 3, 5, 5, 5)に対応する箱の集まり
定義 2.3. X : Cn → Cnを線形写像，h : [n] → [n]をHessenberg関数とする．このとき，Xと hに付随するHessenberg多様体Hess(X, h)は

Hess(X, h) = {V• ∈ Fl(Cn) | XVi ⊂ Vh(i) for any i ∈ [n]}

で定義される．
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Xが零写像または h = (n, n, . . . , n)のとき，Hessenberg多様体Hess(X, h)は全体の旗多様体 Fl(Cn)と一致することが定義から分かる．X を冪零写像，Hessenberg関数を h = (1, 2, . . . , n)に取った Hessenberg多様体 Hess(X, h)を Springer fiberという．Hessenberg多様体Hess(X, h)は旗多様体 Fl(Cn)の代数的な部分多様体である．そのことを見るために，旗多様体 Fl(Cn)が等質空間GLn(C)/Bと同一視されることを思い出しておく．ここで，Bは一般線形群GLn(C)の中の上三角行列全体からなる部分群を表す．同一視 Fl(Cn) ∼= GLn(C)/Bのもと，Hessenberg多様体
Hess(X, h)は次のように書ける．

Hess(X, h) = {gB ∈ GLn(C)/B | g−1Xg ∈ H}(2.2)

ここで，HはHessenberg関数 hに付随するHessenberg空間1と呼ばれ，次で定義されるGLn(C)のリー環 gln(C)（n次正方行列全体）の部分空間である．
H := {(aij) ∈ gln(C) | aij = 0 if i > h(j)}(2.3)

U をGLn(C)の lower unipotent groupとする．

(2.4) U =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

g =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · 0

x21 1
. . .

...
...

. . .
. . . 0

xn1 · · · xnn−1 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
∈ GLn(C)

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎭

∼= C 1
2n(n−1)

このとき，対応 U → GLn(C)/B; g )→ gBにより，U は単位元 eB ∈ GLn(C)/Bの周りの旗多様体の開集合と自然に思える．Snを n次対称群とし，w ∈ Snを置換行列と思うと，{wU ⊂ GLn(C)/B | w ∈ Sn}は旗多様体GLn(C)/Bの開被覆をなす．
(2.2)と (2.3)より，Hessenberg多様体Hess(X, h)は局所的に定義方程式

(g−1Xg)ij = 0 if i > h(j) for all g ∈ wU(2.5)

で定義される旗多様体の代数的な部分多様体である．
例 2.4. n = 5とし，Hessenberg関数 h = (3, 3, 4, 5, 5)を考える．このとき，hに付随するHessenberg空間Hは次で与えられる．

H =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
∈ gl5(C)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∗ は任意の複素数
⎫
⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎭

例えば，単位元周りの開集合 U 上では，Hessenberg多様体Hess(X, h)は
(g−1Xg)ij = 0 for (i, j) = (5, 1), (4, 1), (5, 2), (4, 2), (5, 3)

で定義される．ここで，g ∈ U は (2.4)の形で与えられる．
1一般に，Hessenberg空間はBのリー環 bを含む b-submoduleとして定義され，Hessenberg空間全体と Hessenberg関数全体は，(2.3)により，1対 1に対応している．
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任意の g ∈ GLn(C)に対して，
Hess(X, h) ∼= Hess(gXg−1, h);V• )→ gV•

であるので，Xをジョルダン標準形と仮定してもよい．以下，線形写像Xを次の２つの行列に取って考える．

N =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1
0 1

. . .
. . .
0 1

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, S =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1
2

. . .
n

⎞

⎟⎟⎟⎠

Hessenberg多様体 Hess(N, h)と Hess(S, h)をそれぞれ正則冪零Hessenberg多様体，正則半単純Hessenberg多様体という．これらの基本的な性質について以下では説明をしていく．
2.1. 正則冪零Hessenberg多様体Hess(N, h).
h = (2, 3, 4, . . . , n, n)のとき，正則冪零Hessenberg多様体Hess(N, h)をPeterson多様体という．Peterson多様体は，5 節で説明するように，旗多様体の量子コホモロジー環と関連している ([18, 19, 20])．また，n ≥ 3のとき，Peterson多様体は特異であることが知られている ([17, 18])．旗多様体 Fl(Cn)は h = (n, n, . . . , n)とするHess(N, h)と思えたので，正則冪零Hessenberg多様体は Peterson多様体と旗多様体を離散的につなぐものと思える．正則冪零Hessenberg多様体Hess(N, h)の幾何学的性質について述べる．

命題 2.5 ([3, 6, 22]). h : [n] → [n]をHessenberg関数とする．このとき，次が成立．
(1) 正則冪零Hessenberg多様体Hess(N, h)の複素次元は∑n

j=1(h(j)− j)で与えられる．
(2) すべての正則冪零Hessenberg多様体Hess(N, h)は既約である．
(3) 任意の j ∈ [n − 1]に対して，h(j) > j と仮定する．このとき，正則冪零

Hessenberg多様体 Hess(N, h)が正規である必要十分条件は，Hessenberg関数 hが次の条件を満たすことである．
h(i− 1) > i or h(i) > i+ 1 for all 1 < i < n− 1

注意 2.6. 命題 2.5 (1)におけるHess(N, h)の複素次元∑n
j=1(h(j)−j)は，Hessenberg関数 hを箱の集まりと思うと，対角線より真に下に位置する箱の総数を表している．例えば，Hessenberg関数が h = (3, 3, 4, 5, 5)の場合，正則冪零 Hessenberg多様体

Hess(N, h)の複素次元は 5である（図 2参照）．

図 2. dimC Hess(N, h = (3, 3, 4, 5, 5))を表す箱の集まり
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2.2. 正則半単純Hessenberg多様体Hess(S, h).
a1, . . . , anを相異なる実数とし，n!個の点 (aw(1), . . . , aw(n)) ∈ Rn (w ∈ Sn)の凸包を permutohedronという．h = (2, 3, 4, . . . , n, n)のとき，正則半単純Hessenberg多様体Hess(S, h)は，permutohedronに付随する滑らかな射影トーリック多様体であることが知られている ([9])．このトーリック多様体は permutohedral多様体と呼ばれている．h = (n, n, . . . , n)とするHess(S, h)も旗多様体Fl(Cn)と思えたので，正則半単純Hessenberg多様体は permutohedral多様体と旗多様体を離散的につなぐものと思える．正則半単純Hessenberg多様体Hess(S, h)の幾何学的性質について纏める．

命題 2.7 ([6, 9]). h : [n] → [n]をHessenberg関数とする．このとき，次が成立．
(1) 正則半単純Hessenberg多様体Hess(S, h)は等次元的であり，その複素次元は∑n

j=1(h(j)− j)で与えられる．
(2) 正則半単純Hessenberg多様体Hess(S, h)が連結である必要十分条件は，Hes-

senberg関数 hが次の条件を満たすことである．
h(j) > j for all j ∈ [n− 1](2.6)

(3) すべての正則半単純Hessenberg多様体Hess(S, h)は滑らかである．
注意 2.8. 命題 2.5 (1)と命題 2.7 (1)より，任意のHessenberg関数 hに対して，

dimC Hess(N, h) = dimC Hess(S, h)

が成立．
3. コホモロジー環

この節では [2]で与えられた正則冪零Hessenberg多様体Hess(N, h)のコホモロジー環の明示的表示について紹介する．よく知られているように，旗多様体Fl(Cn)のコホモロジー環の明示的表示は
(3.1) H∗(Fl(Cn);Z) ∼= Z[x1, . . . , xn]/(e

(n)
1 , . . . , e(n)n )

で与えられる ([7])．ここで，各 xiは次数 2の元で，e(n)k は変数を x1, . . . , xnとする次数 2kの基本対称式を表す．
e(n)k =

∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

xi1xi2 · · · xik

[2]において，多項式 fi,j (i ≥ j ≥ 1)を次の漸化式
fj,j = x1 + · · ·+ xj;

fi,j = fi−1,j−1 + (xj − xi)fi−1,j for i > j
(3.2)

で導入した．ここで，任意の ∗に対して，f∗,0 = 0と約束する．この漸化式は
fi,j =

j∑

k=1

(
i∏

ℓ=j+1

(xk − xℓ)

)
xk(3.3)

と明示的に解くことができる．ここで，i = jのときは∏i
ℓ=j+1(xk − xℓ) = 1と約束する．これらの多項式を用いて，正則冪零Hessenberg多様体Hess(N, h)のコホモロジー環を次のように記述した．
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定理 3.1 ([2]). h : [n] → [n]を任意のHessenberg関数とし，Hess(N, h)をFl(Cn)の中の正則冪零Hessenberg多様体とする．このとき，包含写像Hess(N, h) ⊂ Fl(Cn)が導く制限写像H∗(Fl(Cn);Q) → H∗(Hess(N, h);Q)は全射であり，次の次数付き
Q-代数としての同型が成立．
(3.4) H∗(Hess(N, h);Q) ∼= Q[x1, . . . , xn]/(fh(1),1, fh(2),2, . . . , fh(n),n)

注意 3.2. (3.4)に関する注意を述べておく．
(1) 明示的表示 (3.4)に現れるxiは (3.1)に現れるxiの制限写像H∗(Fl(Cn);Q) →

H∗(Hess(N, h);Q)による像を表している．
(2) h = (n, n, . . . , n) の場合，正則冪零 Hessenberg 多様体 Hess(N, h) は全体の旗多様体 Fl(Cn)と一致した．このとき，(3.4)の右辺に現れるイデアル

(fh(1),1, fh(2),2, . . . , fh(n),n)は (e(n)1 , . . . , e(n)n )と Q[x1, . . . , xn]では一致するが，
Z[x1, . . . , xn]では一致しない．特に，(3.4)は Z-係数では成立しないことが分かる．

(3) Peterson多様体の（有理数係数）コホモロジー環の明示的表示は [12]により与えられており，その表示は (3.4)から復元できる．また，Peterson多様体の整数係数のコホモロジー環は [4]で与えられている．
漸化式 (3.2)を用いると，(3.4)は次のように書き直せる．

(3.5) H∗(Hess(N, h);Q) ∼= Q[x1, . . . , xn]/(fi,j | i ≥ h(j))

この表示は，無駄な生成元を含んでいるが，6 節における主結果の形と比較しやすい形になっている．次に，正則冪零 Hessenberg 多様体 Hess(N, h)と正則半単純 Hessenberg 多様体
Hess(S, h)のコホモロジー環が関連する結果について紹介する．正則半単純Hessen-
berg多様体Hess(S, h)のコホモロジー環の上には対称群 Snの作用がある ([25])．この対称群 Snの作用に関する不変部分環を取ることで，正則冪零Hessenberg多様体のコホモロジー環と同型になるという結果が得られた．
定理 3.3 ([2]). 任意のHessenberg関数 hに対して，次の次数付きQ-代数としての同型が成立．

H∗(Hess(N, h);Q) ∼= H∗(Hess(S, h);Q)Sn

ここで，右辺は Sn作用によるH∗(Hess(S, h);Q)の不変部分環を表す．
4. 量子化写像

旗多様体の量子コホモロジー環は Z-加群として
QH∗(Fl(Cn);Z) = Z[q1, . . . , qn−1]⊗H∗(Fl(Cn);Z)

と定義され，QH∗(Fl(Cn);Z)上の積構造は，H∗(Fl(Cn);Z)上の通常のカップ積を量子パラメータ q1, . . . , qn−1で変形したものである．旗多様体の量子コホモロジー環の明示的表示は，(3.1)の量子アナログとしてGivental–KimとCiocan-Fontanineに
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よって，以下のように与えられている．まず，次の行列を考える．

Mn =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1 q1 0 · · · 0

−1 x2 q2
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . −1 xn−1 qn−1

0 · · · 0 −1 xn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

量子基本対称式E(n)
i を，λを変数とするMnの特性多項式の λn−iの係数に (−1)iをかけたもので定義する．すなわち，Inを n次単位行列とすると，

det(λIn −Mn) = λn − E(n)
1 λn−1 + E(n)

2 λn−2 + · · ·+ (−1)nE(n)
n

である．定義より，q1 = · · · = qn−1 = 0とすると，量子基本対称式E(n)
i は通常の基本対称式 e(n)i に特殊化されることに注意しておく．各量子パラメータ qiの次数を 4とすると，量子基本対称式E(n)

i は次数 2iの斉次多項式となることに注意しておく．
定理 4.1 ([13, 14]). 次の次数付き環としての同型が成立．

QH∗(Fl(Cn);Z) ∼= Z[x1, . . . , xn, q1, . . . , qn−1]/(E
(n)
1 , . . . , E(n)

n )(4.1)

注意 4.2. 明示的表示 (4.1)において，q1 = · · · = qn−1 = 0とすると，(3.1)が得られる．
Fomin–Gelfand–Postnikovは [11]において，多項式環Z[x1, . . . , xn, q1, . . . , qn−1]上に量子化写像

ψ : Z[x1, . . . , xn, q1, . . . , qn−1] → Z[x1, . . . , xn, q1, . . . , qn−1]

を定義し，量子シューベルト多項式を次のように導入した．まず，量子化写像の幾何学的意味から説明する．量子化写像 ψは Z[q1, . . . , qn−1]-加群としての同型写像であり，任意の 1 ≤ i ≤ k ≤ nに対して，
ψ(e(k)i ) = E(k)

i

が成立する．量子化写像 ψは環準同型写像ではないが，イデアル (e(n)1 , . . . , e(n)n )をイデアル (E(n)
1 , . . . , E(n)

n )の上に写す．したがって， ψが誘導する写像は，幾何学的には，Z[q1, . . . , qn−1]-加群としての同型写像
Z[q1, . . . , qn−1]⊗H∗(Fl(Cn);Z)

∼=−→ QH∗(Fl(Cn);Z)
を表している．Fomin–Gelfand–Postnikovは，量子化写像の性質を調べ，量子シューベルト多項式を組合せ的に定義した．まず，i1, . . . , im (0 ≤ ik ≤ k)に対して，

ei1,...,im = e(1)i1 · · · e(m)
im(4.2)

を用意する．これらの多項式は無限変数の多項式環Z[x1, x2, . . .]のZ-基底をなす．特に，自然な射影 Z[x1, . . . , xn] → Z[x1, . . . , xn]/(e
(n)
1 , . . . , e(n)n )による ei1,...,in−1の像たちは，Z[x1, . . . , xn]/(e

(n)
1 , . . . , e(n)n )の Z-基底をなす．同様に，

Ei1,...,im = E(1)
i1 · · ·E(m)

im
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とおくと，Z[x1, . . . , xn, q1, . . . , qn−1] → Z[x1, . . . , xn, q1, . . . , qn−1]/(E
(n)
1 , . . . , E(n)

n )による Ei1,...,in−1 の像たちは，剰余環 Z[x1, . . . , xn, q1, . . . , qn−1]/(E
(n)
1 , . . . , E(n)

n ) の
Z[q1, . . . , qn−1]-加群としての基底をなす．Fomin–Gelfand–Postnikovは，任意の 1 ≤
m ≤ nに対して，

ψ(ei1,...,im) = Ei1,...,im

を示し，この観点から，量子シューベルト多項式を次のように定義した．w ∈ Snに付随するシューベルト多項式Swを
Sw =

∑
ci1,...,in−1ei1,...,in−1 (ci1,...,in−1 ∈ Z)

と一意的に表したとき，量子シューベルト多項式Sq
wを

Sq
w =

∑
ci1,...,in−1Ei1,...,in−1

と定義する．特に，量子シューベルト多項式Sq
wは，量子化写像 ψによるシューベルト多項式Swの像である．この方法を用いて，(3.3)における多項式 fi,jの量子化を 6 節で定義する．

5. 座標環
Hessenberg多様体の話に戻る．h = (2, 3, 4, . . . , n, n)のときの正則冪零Hessenberg多様体Hess(N, h)をPeterson多様体と呼んでいた．ここでは，Peterson多様体をPetnと表すことにする．(2.4)における lower unipotent group U は，旗多様体の単位元周りの開集合と自然に同一視できたことを思い出そう．このとき，Dale Petersonは

Petn ∩Uの座標環C[Petn ∩U ]と旗多様体の量子コホモロジー環の間の驚くべき関係を発見した．
定理 5.1 ([18, 19, 20]). 次のC-代数としての同型が成立．

C[Petn ∩U ] ∼= QH∗(Fl(Cn);C)(5.1)

定理 4.1と定理 5.1より，次のC-代数としての同型が得られる．
C[Petn ∩U ] ∼= C[x1, . . . , xn, q1, . . . , qn−1]/(E

(n)
1 , . . . , E(n)

n )(5.2)

[16]において，この同型を正則冪零Hessenberg多様体の場合に次のように拡張した．
zijを U 上の座標関数とする．

zij(g) = xij for g ∈ U

g ∈ U で表される旗がHess(X, h)に属すための条件は，(2.5)より，
(g−1Xg)ij = 0 for all i > h(j)

であった．各 i ≥ j ≥ 1に対して，
νi,j(g) = (g−1Ng)ij for g ∈ U

とおくと，Hess(N, h) ∩ U の座標環は
C[Hess(N, h) ∩ U ] = C[zij | 1 ≤ j < i ≤ n]/(νi,j | i > h(j))

と定義される．
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注意 5.2. Hess(N, h) ∩ U はスキーム論的交叉を表している．Hessenberg関数 hが条件 (2.6)を満たすとき，Hess(N, h) ∩ U は被約であることが知られている ([1])．
行列

M̃n =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1 q12 q13 · · · q1n
−1 x2 q23 · · · q2n

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . . −1 xn−1 qn−1n

0 · · · 0 −1 xn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

を考え，量子基本対称式のときのように，Ẽ(n)
i を

det(λIn − M̃n) = λn − Ẽ(n)
1 λn−1 + Ẽ(n)

2 λn−2 + · · ·+ (−1)nẼ(n)
n

と定義する．剰余環
Qn = C[x1, . . . , xn, qrs | 1 ≤ r < s ≤ n]/(Ẽ(n)

1 , . . . , Ẽ(n)
n )

とおき，環準同型写像
ϕ : C[zij | 1 ≤ j < i ≤ n] → Qn; zij )→ Ẽ(n−j)

i−j(5.3)

を定義する．
定理 5.3 ([16]). (5.3)で定義された写像 ϕはC-代数としての同型写像であり，任意の 1 ≤ r < s ≤ nに対して，

ϕ−1(qrs) = −νn+1−r, n+1−s

が成立．特に，任意のHessenberg関数 h : [n] → [n]に対して，C-代数としての同型
C[Hess(N, h) ∩ U ] ∼=

C[x1, . . . , xn, qrs | 2 ≤ s ≤ n, n− h(n+ 1− s) < r < s]

(hE(n)
1 , . . . , hE(n)

n )
(5.4)

を得る．ここで，hE(n)
i は
hE(n)

i = Ẽ(n)
i |qrs=0 (2≤s≤n and 1≤r≤n−h(n+1−s))(5.5)

で定義される．
注意 5.4. h = (2, 3, 4, . . . , n, n)のとき，(5.4)は (5.2)を表している．
定義 (5.5)において，どの量子パラメータ qrsが 0になるかは，視覚的には次のように解釈できる．w0を Snの最長元とし，行列w0M̃nw0を考える．HをHessenberg関数 hに付随するHessenberg空間とするとき，w0M̃nw0がH に属す条件が，すべての 2 ≤ s ≤ nと 1 ≤ r ≤ n− h(n+ 1− s)に対して qrs = 0を満たすことである．

例 5.5. h = (3, 3, 4, 5, 5)の場合を考えると，Ẽ(5)
i において q13 = q14 = q15 = q24 =

q25 = 0とおいたものが hE(5)
i である（図 3参照）.
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q15 q14 q13 q12 x1

q25 q24 q23 x2

q35 q34 x3

q45 x4

x5

図 3. h = (3, 3, 4, 5, 5)の場合のw0M̃5w0の中にある変数
6. 主結果

5 節で述べた正則冪零Hessenberg多様体のときのように，正則半単純Hessenberg多様体Hess(S, h)のときも，各 i ≥ j ≥ 1に対して，
ξi,j(g) = (g−1Sg)ij for g ∈ U

とおき，Hess(S, h) ∩ U の座標環を
C[Hess(S, h) ∩ U ] = C[zij | 1 ≤ j < i ≤ n]/(ξi,j | i > h(j))

と定義する．
注意 6.1. 任意のHessenberg関数 hに対して，スキーム論的交叉Hess(S, h) ∩ U は被約であることが知られている ([6])．
さて，主結果について述べよう．(3.3)における多項式 fi,j を，4 節で説明した

Fomin–Gelfand–Postnikovの手法を用いて量子化する．(4.2)における多項式 ei1,...,imたちは Z[x1, x2, . . .]の Z-基底をなすので，
fi,j =

∑
ci1,...,imei1,...,im (ci1,...,im ∈ Z)

と一意的に書ける．このとき，fi,jの量子化 Fi,jを
Fi,j =

∑
ci1,...,imẼi1,...,im

で定義する．ここで，Ẽi1,...,im = Ẽ(1)
i1 · · · Ẽ(m)

im を表す．定義より，すべての量子パラメータ qrsを 0にすると，Fi,jは fi,jに特殊化される．
定理 6.2. (1) 各 i ≥ j ≥ 1に対し，量子化Fi,jはZ[x1, . . . , xi, qrs | 1 ≤ r < s ≤ i]に属す．

(2) 多項式環C[x1, . . . , xn, qrs | 1 ≤ r < s ≤ n]において，イデアル (E(n)
1 , . . . , E(n)

n )はイデアル (Fn,1, . . . , Fn,n)と一致する．特に，次が成立．
Qn = C[x1, . . . , xn, qrs | 1 ≤ r < s ≤ n]/(Fn,1, . . . , Fn,n)

(3) 任意の 1 ≤ j ≤ i ≤ n− 1に対して，
ϕ−1(Fi,j) = (−1)i−jξn+1−j, n−i

が成立．特に，任意のHessenberg 関数 h : [n] → [n]に対して，ϕはC-代数としての同型
C[Hess(S, h) ∩ U ] ∼= C[x1, . . . , xn, qrs | 1 ≤ r < s ≤ n]/(Fi,j | i ≥ h∗(j))(6.1)

を導く．ここで，h∗は (2.1)で定義された hの双対を表す．
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定理 6.2の (6.1)の右辺において，すべての量子パラメータ qrsを 0とすると，(3.5)より，コホモロジー環H∗(Hess(N, h∗);C)になることが分かる．一方，Hess(N, h)と
Hess(N, h∗)は同相であるため，(6.1)において，すべての量子パラメータを忘れると，
H∗(Hess(N, h);C)が得られる．定理 5.3より，量子パラメータ qrsは−νn+1−r, n+1−sに対応していたことを思い出すと，次の結果を得る．
系 6.3. 任意のHessenberg関数 h : [n] → [n]に対して，C-代数としての同型

C[Hess(S, h) ∩ U ]/(νi,j | i > j) ∼= H∗(Hess(N, h);C)
が得られる．
結果を一つの図式に纏めると次のようになる．

Qn
qrs=0

(2≤s≤n, 1≤r≤n−h(n+1−s))

!!♦♦♦
♦♦♦

♦♦♦
♦♦♦

♦

Fi,j=0 (1≤i≤n−1, i≥h∗(j))
qrs=0 (1≤r<s≤n)

""

Fi,j=0

(1≤i≤n−1, i≥h∗(j))

##❖❖
❖❖❖

❖❖❖
❖❖❖

❖❖

C[Hess(N, h) ∩ U ] C[Hess(S, h) ∩ U ]

νi,j=0 (1≤j<i≤n)
$$

H∗(Hess(N, h);C)
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de Lie compacts, Ann. of Math. (2) 57 (1953), 115–207.

[8] P. Brosnan and T. Y. Chow, Unit interval orders and the dot action on the cohomology of
regular semisimple Hessenberg varieties, Adv. Math. 329 (2018), 955–1001.

[9] F. De Mari, C. Procesi, and M. A. Shayman, Hessenberg varieties, Trans. Amer. Math. Soc.
332 (1992), no. 2, 529–534.

[10] F. De Mari and M. A. Shayman, Generalized Eulerian numbers and the topology of the Hes-
senberg variety of a matrix, Acta Appl. Math. 12 (1988), no. 3, 213–235.

[11] S. Fomin, S. Gelfand, and A. Postnikov, Quantum Schubert polynomials, J. Amer. Math. Soc.
10 (1997), no. 3, 565–596.

[12] Y. Fukukawa, M. Harada, and M. Masuda, The equivariant cohomology rings of Peterson
varieties, J. Math. Soc. Japan 67 (2015), no. 3, 1147–1159.

[13] I. Ciocan-Fontanine, Quantum cohomology of flag varieties, Int. Math. Res. Not. IMRN 1995
(1995), no. 6, 263–277.

[14] A. Givental and B. Kim, Quantum cohomology of flag manifolds and Toda lattices, Comm.
Math. Phys. 168 (1995), no. 3, 609–641.

41



[15] T. Horiguchi, Coordinate rings of regular semisimple Hessenberg varieties and cohomology
rings of regular nilpotent Hessenberg varieties, arXiv:2512.11565.

[16] T. Horiguchi and T. Shirato, Coordinate rings of regular nilpotent Hessenberg varieties in the
open opposite Schubert cell, Forum Math. Sigma 13 (2025), Paper No. e44, 42 p.

[17] E. Insko and A. Yong, Patch ideals and Peterson varieties, Transform. Groups 17 (2012), no.
4, 1011–1036.

[18] B. Kostant, Flag manifold quantum cohomology, the Toda lattice, and the representation with
highest weight ρ, Selecta Math. (N.S.) 2 (1996), 43–91.

[19] D. Peterson, Quantum cohomology of G/P , Lecture Course, M.I.T., Spring Term, 1997.
[20] K. Rietsch, Totally positive Toeplitz matrices and quantum cohomology of partial flag varieties,

J. Amer. Math. Soc. 16 (2003), 363–392.
[21] J. Shareshian and M. L. Wachs, Chromatic quasisymmetric functions, Adv. Math. 295 (2016),

497–551.
[22] E. Sommers and J. Tymoczko, Exponents for B-stable ideals, Trans. Amer. Math. Soc. 358

(2006), no. 8, 3493–3509.
[23] T. A. Springer, Trigonometric sums, Green functions of finite groups and representations of

Weyl groups, Invent. Math. 36 (1976), 173–207.
[24] T. A. Springer, A construction of representations of Weyl groups, Invent. Math. 44 (1978)

279–293.
[25] J. Tymoczko, Permutation actions on equivariant cohomology of flag varieties, Toric topology,

Contemp. Math., 460 American Mathematical Society, Providence, RI, (2008), 365–384.

42



ୈ 73ճτϙϩδʔγϯϙδ΢Ϝߨԋ༧ߘ
2026೥ 8݄ 19೔

܈ɺϑϨʔϛϯάͦͯࣸ͠૾ྨࢉ໘ͷϧʔϓԋۂ

Տ੅ ໼ڹ (౦େ਺ཧ)

͸͡Ίʹ

ͷॏཁͳίϗϞϩδʔྨͰ͋Δ৿ా܈Λলུ͠·͕͢ɺࣸ૾ྨࡉճ͸ৄࠓ Mumford ྨ
(Mumford-Morita-Millerྨ, MMMྨ) [48, 43, 41]͓ΑͼͦͷͶ͡Ε܎਺൛ [20]ͷʮૉ (΋
ͱ)ʯͱͯ͠ୈҰ Johnson ४ಉܕ [16] ͱ͍͏΋ͷ͕͋Γ·͢ [46, 31, 32]ɻJohnson ४ಉܕ
ͷഎۂʹܠ໘ͷجຊ܈ͷ Magnus ల։͕͋Δͱͷ๺໺ߊ࿕͞Μͷࢦఠ [35] Λड͚ͯɺࢲ͸
Magnus ల։ΛҰൠԽͨࣗ͠༝܈ͷ expansion Λ࢝͑ߟΊ·ͨ͠ [21]ɻexpansion ʹ͸΋ͬ
ͱॏཁͳҙຯ͕͋Δ͸ͣͩͱ͍͏৴೦͸͋Γ·͕ͨ͠ɺͦΕ͕Կͳͷ͔Θ͔Γ·ͤΜͰ͠
ͨɻྔࢠෆมྔͱࢲͷڀݚ΋౿·͑ͯ G. Massuyeau͞Μ͕ symplectic expansionͷ֓೦Λ
ఏҊ͠·ͨ͠ [38]͕ɺґવͱͯ͠༨ΓΘ͔Γ·ͤΜɻٱ໺༤հ͞Μ͕ symplectic expansion

ʹͱ΋ͳ͏֦େୈҰ Johnson४ಉܕ [45]ͷ DehnπΠετͰͷ஋ʹ͍ͭͯ۩ମతͳެࣜΛ
༩͑ͨ͜ͱ͕େ͖ͳసػʹͳΓ·ͨ͠ɻͦ͜Ͱ͸ (log x)2/2ͱ͍͏വ਺͕ݱΕ·͢ [28]ɻ͜
͔͜Β͕ࠓ೔ͷߨԋͷ಺༰ʹͳΓ·͢ɻ݁࿦͚ͩઌʹड़΂Ε͹ɺLie ཧ࿦Ͱͷദݪ-Vergne

໰୊ [19, 5]͸ɺ࣮͸ɺछ਺ 0 ͷ܈ຊج໘ͷۂ expansion Ͱ͋ͬͯ Goldman-Turaev૒୅਺
ͷੑࣜܗΛ༩͑Δ΋ͷΛٻΊΔ໰୊ͩͬͨͷͰ͢ [2]ɻ͔͜͜Βਖ਼छ਺ͷദݪ-Vergne ໰୊
ͳΔ΋ͷ͕ expansion ͷ໰୊ͱͯ͠ఆࣜԽ͞Ε·͢ [1, 4]ɻҎ্ͷٞ࿦Ͱ͸ۂ໘ͷ framing

ఠࢦ༤͞ΜͷװాݹΕ·͢ɻ͜Ε͸ݱ͕ [47, p.569] ʹ༝དྷ͠·͢ɻຊߨԋͷޙ൒Ͱ͸ɺۂ
໘ͷ framing ʹ͍ͭͯɺۙ࠷ͷࣗ෼ͷࣄ࢓ [24, 26, 33, 34] ΛؚΊͯ؆୯ʹ੔ཧ͠·͢ɻا
ըߨԋͳͷʹࣗ෼ͷࣄ࢓ͷ࿩͹͔Γʹͳͬͯ͠·͍ॖڪͰ͢ɻ

໨ ࣍
1 ͱ܈໘ͷࣸ૾ྨۂ Dehn πΠετ 2

2 Goldman Lie ୅਺ͱͦͷجຊ܈ͷ؀܈΁ͷ࡞༻ 3

3 Turaev ༨ׅੵހͱ Johnson ४ಉܕ 6

4 Goldman-Turaev ݪͱͯ͠ͷദੑࣜܗ Vergne ໰୊ 7

5 ໘ͷۂ K-framingͱ K-ೋ࣍ࣜܗ 10

1
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1 ͱ܈໘ͷࣸ૾ྨۂ Dehn πΠετ

Σ ΛۭͰͳ͍ڥքΛ΋͚͖ͭͮ޲ΒΕͨ࿈݁ίϯύΫτ C∞ ໘ͷ෼ྨఆۂ໘ͱ͢Δɻۂ
ཧʹΑΓɺΣ ͸छ਺ͱڥք੒෼਺ʹΑͬͯ׬શʹ෼ྨ͞ΕΔɻछ਺ g ք੒෼਺ڥ n+ 1 ͷ
ΒΕͨ࿈݁ίϯύΫτ͚͖ͮ޲ C∞ ໘Λۂ Σg,n+1 ͱද͢ɻg, n ≥ 0 Ͱ͋Δɻڥք੒෼ʹ
0 ͔Β n ·Ͱͷ൪߸Λ͚ͭ ∂jΣ, 0 ≤ j ≤ n, ͱ͢Δ ∂Σ =

∐n
j=0 ∂jΣ. ఺Λج ∗ ∈ ∂0Σ ͱͱ

Δɻجຊ܈ π := π1(Σ, ∗) ͸֊਺ 2g + n ͷࣗ༝܈Ͱ͋Δɻ
໘ۂ Σ = Σg,n+1 ͷࣸ૾ྨ܈Λ Γ = Γg,n+1 ͱ͢Δɻͭ·Γɺڥք ∂ΣΛ఺ຖʹݻఆ͢Δ Σ

ͷ C∞ ඍ෼ಉ૬શମͷ܈ Diff+(Σ rel ∂Σ) Λɺ୯ҐݩͱΠιτϐοΫͳ C∞ ඍ෼ಉ૬ͷͳ
͢ਖ਼ن෦෼܈Ͱ঎Λͱͬͨ΋ͷ͕ ΓͰ͋Δɻ܈ Γͷੜ੒ݩͱͯ͠ɺ୯७ดۂઢ C ⊂ Σ\∂Σ
ʹԊ͏ӈख Dehn πΠετ tC ∈ Γ ͕ͱΕΔɻӈख Dehn πΠετ tC ∈ Γ ͸ɺC ͷ؅ঢ়
ۙ๣ N(C) ʹ͓͍ͯ͸ਤ 1 Ͱ༩͑ΒΕɺͦͷ֎ଆͰ͸߃౳ࣸ૾Ͱ͋Δ C∞ ඍ෼ಉ૬ͷಉ
஋ྨͰ͋Δɻۂ໘ͷ͖޲ Σ ʹؔͯ͠ɺC Δͷ͕ӈख͕ۂʹ࿏͕ӈ͍͔ͯͬ͘޲ʹ Dehn

πΠετͰ͋Δɻͦ͜Ͱ Dehn πΠετ tC ͸ C ͷ͖޲ͷͱΓํʹΑΒͳ͍ɻ·ͨɺࠨʹ
खࠨΔ͕ۂ Dehn πΠετ͸ӈख Dehn πΠετͷݩٯͰ͋ΔɻDehn-Lickorish ͷఆཧʹ

α

C

tC(α)

N(C)

ਤ 1: ୯७ดۂઢ C ͷ؅ঢ়ۙ๣ N(C) ʹ͓͚Δӈख Dehn πΠετ tC

ΑΓɺࣸ૾ྨ܈͸ӈख Dehn πΠετͨͪͰੜ੒͞ΕΔɻΑΓৄ͍݁͠Ռʹ͍ͭͯ͸໳ా
௚೭ࢯͷୈ 69ճτϙϩδʔγϯϙδ΢Ϝ༧ߘ [42] Λࢀরɻͨͱ͑͹ɺg ≥ 1 ͷͱ͖ Γg,1

(resp. Γg,n+1) ͸ඇ෼཭త୯७ดۂઢͱڥք੒෼ʹฒߦͳ୯७ดۂઢͷӈख Dehn πΠετ
ͨͪͰੜ੒͞ΕΔ [17] (resp. [36])ɻ͜͜Ͱ୯७ดۂઢ C ͕ඇ෼཭తʢnon-separtingʣͰ
͋Δͱ͸ɺิू߹ Σ \ C ͕࿈݁Ͱ͋Δ͜ͱΛ͍͏ɻ
K Λඪ਺ 0 ͷମͱ͢Δɻӈख Dehn πΠετ tC ͷୈҰϗϞϩδʔ܈ H := H1(Σ;K) ΁
ͷ࡞༻Λද͢ͷ͕ Picard-Lefschetz ͷެࣜ

∀X ∈ H, (tC)∗X = X − (X · [C])[C] ∈ H (1.1)

Ͱ͋Δɻ͜͜Ͱ · ͸ (୅਺త)ަࠥ਺ɺ[C] ∈ H ͸୯७ดۂઢʢʹ͖޲ΛೖΕͨ΋ͷʣͷఆ
ΊΔϗϞϩδʔྨͰ͋Δɻ
զʑ͸ Picard-Lefschetz ͷެࣜ (1.1) ͷ࣍ߴԽΛ͍ͨ͑ߟɻجຊ܈ π = π1(Σ, ∗) ͷ؀܈

Kπ := {
∑

γ∈π aγγ; ༗ݸݶͷ γ Λআ͖ aγ = 0}͓ΑͼఴՃΠσΞϧ Iπ := Ker(aug : Kπ →

2
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K,
∑

γ∈π aγγ )→
∑

γ∈π aγ) Λ͑ߟΔɻ͜ΕΒʹ͸ࣸ૾ྨ܈ Γ ͕ࣗવʹ࡞༻͓ͯ͠ΓɺఴՃ
ࣸ૾ aug ʹΑΔಉܕ Kπ/Iπ ∼= K ͓Αͼ KΓ-Ճ܈ͱͯ͠ͷ࣍ͷಉ͕ܕͳΓͨͭ

H ∼= (Iπ)/(Iπ)2, [γ] )→ (γ − 1) mod (Iπ)2,

ͦ͜Ͱ࣍ͷ໰୊͸ Kπ/(Iπ)3 ʹ͓͚Δӈख Dehn πΠετ tC ͷ࡞༻ͷهड़Ͱ͋Δ͕ɺٱ
໺ [28, ఆཧ 6.5.3] ͸

(tC)∗ = exp
(
”1
2 (logC)2 ”

)
∈ Aut(Kπ/(Iπ)3)

ͱ͍͏هड़Λಘͨɻ͜ΕΛ׬උ؀܈ K̂π := lim←−m→∞ Kπ/(Iπ)m ʹ֦ுͨ͠ͷ͕࣍ͷఆཧͰ
͋Δɻ

ఆཧ 1.1 (Σg,1ʹ͍ͭͯ͸ٱ໺-Տ੅ [28],Ұൠͷڥք͖ͭۂ໘ʹ͍ͭͯ͸Massuyeau-Turaev

[40], ໺-Տ੅ٱ [30]).

(tC)∗ = exp
(
”1
2 (logC)2 ”

)
∈ Aut(K̂π).

ఆཧͷओுʹ͍͍͔ͭͯͭ͘ิ଍͢Δɻ·ͣɺ[28]Ͱ͸ Σg,1ͷجຊ܈ͷ symplectic expan-

sion [38]ʹ͍ͭͯͷఆཧͱͯ͠ड़΂͍ͯΔɻͭ ͗ʹɺҰൠʹ K-݁߹୅਺ Aʹ͍ͭͯಋ෼ Lie

୅਺ Der(A) := {D : A → A; K-ઢ૾ࣸܕ, ∀a1, ∀a2 ∈ A,D(a1a2) = (Da1)a2 + a1(Da2)}
Λ͑ߟΔɻAʹҐ૬͕ೖ͍ͬͯΔͱ͖͸ Der(A)΋࿈ଓͳ΋ͷ͚ͩΛ͑ߟΔɻ͜ͷͱ͖ɺద
౰ͳҐ૬ͷ΋ͱͰɺࢦ਺വ਺ exp : Der(A)→ Aut(A), D )→ exp(D) :=

∑∞
m=0

1
m!D

m, Λߟ
͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ৔߹͕͋ΔɻͦΕ͕ఆཧӈลͷ exp Ͱ͋Δɻͦ͏͢Δͱ ”1

2 (logC)2 ” ͸
Der(K̂π) ͷݩͰ͋Δ͕ɺͦΕΛਖ਼౰Խ͢Δͷ͕ۂ໘ Σ ͷʢ׬උԽ͞Εͨʣ Goldman-Lie

୅਺Ͱ͋Δɻ

2 Goldman Lie ୅਺ͱͦͷجຊ܈ͷ؀܈΁ͷ࡞༻

Ұൠʹ K-୯Ґ݁߹୅਺ A ʹ͍ͭͯɺू߹ {ab− ba; a, b ∈ A} ⊂ A ͷੜ੒͢Δ K-ઢܕ
෦෼ۭؒΛ [A,A] ͱද͠ɺͦΕʹΑΔ঎ϕΫτϧۭؒΛ

|A| := A/[A,A]

ͱද͢ɻަࢠ׵ʹΑͬͯ A Λ Lie ୅਺ͱΈͨͱ͖ͷՄ׵ԽͰ͋ΓɺҰൠʹ͸୯ͳΔK-ϕ
ΫτϧۭؒͰ͋Δɻ୯Ґݩ 1 ∈ A ͷఆΊΔݩΛ 1 ∈ |A| ͱද͢ɻ؀܈ Kπ ʹ͍ͭͯ |Kπ|
͸ π ͷڞ໾ྨશମͷू߹

π̂ := π/conj = [S1,Σ] = {Σ ͷࣗ༝ϧʔϓͷࣗ༝ϗϞτϐʔྨ }

ͷੜ੒͢Δࣗ༝ K-ϕΫτϧۭؒ Kπ̂ Ͱ͋ΔɻͦͷҙຯͰ γ ∈ π ͷࣗ༝ϗϞτϐʔྨ
Λ |γ| ∈ π̂ ⊂ |Kπ| ͱද͢͜ͱʹ͢Δɻࣗ༝ϧʔϓ α ͱ β ∈ π̂ ͷ Goldman bracket

[α, β] ∈ Zπ̂ ⊂ Kπ̂ ͸ɺα ͱ β Λ generic immersions (ಛҟ఺ͱͯ͠ԣஅతೋॏ఺ͷΈΛڐ
͢͸ΊࠐΈ) Ͱ୅දͤͯ͞

[α, β] :=
∑

p∈α∩β

εp(α, β)|αpβp| ∈ Zπ̂ ⊂ Kπ̂ = |Kπ|

3
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ͱ͓͘͜ͱͰఆٛ͞ΕΔɻ͜͜Ͱ୅දݩ α ͱ β ͷަ఺ͷू߹ α ∩ β ͸ԣஅతೋॏ఺ͷΈ
͔ΒͳΔ͔Β༗ूݶ߹Ͱ͋Γɺ֤ަ఺ p ∈ α ∩ β ͷ઀ۭؒ TpΣ ʹ͓͍ͯ α ͱ β ͷఆΊΔ
͕͖޲ Σ ͷ͖޲ʹҰக͢Δ͔Ͳ͏͔Ͱɺہॴަࠥ਺ εp(α, β) ∈ {±1} ͕ఆ·Δɻ·ͨɺαp

ͱ βp ͸ަ఺ p Λج఺ͱͨ͠ π1(Σ, p) ͷݩΛද͠ɺੵ αpβp ∈ π1(Σ, p) ͷఆΊΔࣗ༝ϧʔ
ϓΛ |αpβp| ∈ π̂ ͱද͍ͯ͠Δɻ͜ͷͱ͖ɺGoldman ͸࣍Λ͍ࣔͯ͠Δɻ

ఆཧ (Goldman [13]). (1) bracket [·, ·] : π̂ × π̂ → Zπ̂ ͸ well-defined Ͱ͋Δɻ
(2) ૊ (|Kπ|, [·, ·]) ͸ K-Lie ୅਺Ͱ͋Δɻ

͜ΕʹΑͬͯ [·, ·] ͸ Goldman bracket ͱݺ͹Εɺ૊ (|Kπ|, [·, ·]) ͸ۂ໘ Σ ͷ Goldman

Lie ୅਺ͱݺ͹ΕΔɻ(1) ͷূ໌͸ਤ 2 ͷ 3छྨͷہॴมܗͰෆมͳ͜ͱΛূ໌͢Δɻ(ω1)

͸ monogon (=fishtail) ͷੜ੒ফ໓ɺ(ω2) ͸ bigon ͷੜ੒ফ໓ɺͦͯ͠ (ω3) ͸ೋॏ఺ͷ
৐Γӽ͑Ͱ͋ΔɻGoldman bracket ͸ۂ໘্ͷฏୱଋͷϞδϡϥΠ্ۭؒͷവ਺ͨͪͷ

≃
(ω1)

≃
(ω2)

≃
(ω3)

ਤ 2: 3छྨͷہॴมܗ

Poisson ༝དྷ͢ΔͷͰɺLieʹੵހׅ Ͱͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍͕ɺͱΓ͋͑ͣੵހׅ (2) ͸ఆٛ
͔Β௚઀͢໌ূͯ͠ࢉܭΔɻ
ͳ͓ɺGoldman Lie୅਺ͷத৺ΛٻΊΔ͜ͱ͸ॏཁͳ໰୊Ͱ͋ͬͨɻத৺͕ɺઢۭؒܕͱ
ͯ͠ɺࣗ໌ϧʔϓͳ͍͠ڥքϧʔϓͷႈͰੜ੒͞ΕΔ͜ͱ͕Etingof [12] (ดۂ໘), Kabiraj

[18] (ύϯπۂ໘Ҏ֎) ͓Αͼ࿨ాٱ [55] (ύϯπۂ໘) ʹΑͬͯূ໌͞Ε͍ͯΔɻ
ఆཧ 1.1 ΕΔݱʹ ”1

2 (logC)2 ” ͸ɺఴՃΠσΞϧ Iπ ʹؔ͢Δ Goldman Lie ୅਺ͷ׬උ
Խ |K̂π| = K̂π̂ = lim←−m→∞ |Kπ|/|(Iπ)m| ͷݩͱͯ͠ఆٛ͞ΕΔɻͭ·Γɺ|α| = C ∈ π̂ ΛΈ

ͨ͢ based loop α ∈ π ΛͱΔͱɺ׬උ؀܈ K̂π ͷݩͱͯ͠ logα =
∑∞

m=0
(−1)m−1

m (α− 1)m

͓Αͼ 1
2(logα)

2 ͕ఆٛͰ͖ɺରԠ͢Δݩͱͯ͠ 1
2 (logC)2 := |12(logα)

2| ∈ |K̂π| ͕ఆٛͰ
͖Δɻ͜Ε͸ C ͷࣗ༝ϗϞτϐʔྨ͚ͩͰܾ·Γɺα ͷͱΓํʹΑΒͳ͍ɻ׬උԽ͞Εͨ
Goldman Lie ୅਺ |K̂π| ʹ͸ Goldman bracket [·, ·] : |K̂π| × |K̂π| → |K̂π| ͕ well-defined

ʹ֦ு͢Δɻ
ͯ͞ɺఆཧ 1.1ͷূ໌ͷݤͷҰͭ͸ɺ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͞ΕΔ based Goldman bracket [28]

σ : |Kπ|→ Der(Kπ), α )→ σ(α),

Ͱ͋ͬͨɻα ∈ π̂ ͱ γ ∈ π Λ generic immersions ʹͱΓ

σ(α)(γ) :=
∑

p∈α∩γ
εp(α, γ)γ∗pαpγp∗ ∈ Zπ ⊂ Kπ

ͱఆٛ͢Δɻ͜͜Ͱ γ∗p ͓Αͼ γp∗ ͸ɺͦΕͧΕج఺ ∗ ͔Βަ఺ p ·Ͱɺ͓Αͼަ఺ p ͔
Βج఺ ∗ ·Ͱͷ γ ͷ segments Λද͢ɻαp ͰدΓಓ͢ΔΘ͚Ͱ͋Δɻ

4
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ఆཧ 2.1 ໺-Տ੅ٱ) [28]). (1) σ ͸ well-defined Ͱ͋Δɻ
(2) σ : |Kπ|→ Der(Kπ) ͸ Lie ୅਺४ಉܕͰ͋Δɻ
(3) (2) ͷ σ ͸ (࿈ଓͳ) Lie ୅਺४ಉܕ σ : |K̂π|→ Der(K̂π) Λ༠ಋ͢Δɻ

ূ໌͸ Goldman Lie ୅਺ͷ৔߹ͱશ͘ಉ͡Ͱ͋Δɻ

C

>
α

γ C3

α

ਤ 3: σ(Cn)(γ) ͷࢉܭ

ఆཧ 1.1 ͷূ໌. Seifert-van Kampen ͷఆཧ͔Βɺ୯७ดۂઢ C ͷ؅ঢ়ۙ๣ N(C) ʹ͓
͍ͯূ໌͢Ε͹ॆ෼Ͱ͋Δ [30]ɻͦ͜Ͱਤ 3 ͷঢ়گΛ͑ߟΔͱɺ೚ҙͷ n ∈ Z≥0 ʹ͍ͭͯ
σ(Cn)(α) = nαγn Ͱ͋Δɻ͜Ε͸ɺ೚ҙͷ f(x) ∈ K[[x]] ʹ͍ͭͯ σ(f(C))(α) = αγf ′(γ)

Ͱ͋Δ͜ͱΛҙຯ͢ΔɻҰํɺtC(α)γ = αγ ͔ͩΒର਺Λͱͬͯ (log tC)(α) = α(log γ) ͱ
ͳΔɻ྆ऀΛൺֱ͢Δͱඍ෼ํఔࣜ xf ′(x) = log x ͕ಘΒΕΔɻෆఆੵ෼ͯ͠

f(x) =

∫

1

1

x
log xdx =

1

2
(log x)2

ͱͳΔɻͭ·Γ log tC = σ(12(log x)
2) ∈ Der(K̂π) ͕Θ͔Δɻఆཧ͕ࣔ͞Εͨɻ

͜͜Ͱ͸ [30] Ͱ༩͑ͨূ໌Λ঺հͨ͠1ɻ
ͯ͞ɺLie ୅਺४ಉܕ σ ʹ͍͕ͭͯ࣍ͳΓͨͭɻ

ఆཧ 2.2 ໺-Տ੅ٱ) [30]). Σ = Σg,1 ͷͱ͖ σ ͸࣍ͷಉܕΛ༩͑Δ

σ : |K̂π|/K1
∼=→ Der∂(K̂π) := {D ∈ Der(K̂π); ࿈ଓ, D(∂0Σ) = 0}.

͜͜Ͱ 1 = |1| ∈ |K̂π| ͸த৺ʹଐ͢Δ͔Β঎ |K̂π|/K1 ʹ͸ Lie ୅਺ͷߏ଄͕Ҩ఻͢Δɻ
Ұൠͷ Σ Ͱ΋ɺجຊѥ܈Λͯ͑ߟ Der∂(K̂π) ͷఆٛΛमਖ਼͢Ε͹ಉ༷ͷಉ͕ܕͳΓͨͭɻ
Torelli ܈ I(Σ) := Ker(Γ→ Aut(H)) ͷ্Ͱ͸ର਺ log : I(Σ)→ Der(K̂π) ͕ͱΕΔ͔Βɺ
Lie ୅਺४ಉܕ

σ−1 ◦ log : I(Σ)→ |K̂π|/K1

͕ఆٛͰ͖Δɻ͜Ε͸ Johnson ४ಉܕʹଞͳΒͣɺJohnson ४ಉܕΛزԿతʹߏ࠶੒ͨ͠
͜ͱʹͳΔɻ͢Δͱ Johnson ૾ͷ੍໿৚݅ΛٻΊΔ໰୊͸ϧʔϓԋࢉͷ໰୊ͱͯ͠ଊ͑Δ
͜ͱ΋Ͱ͖Δɻ

1೔ຊޠͷղઆจͱͯ͠ [27] ΋ࢀর͍͚ͯͨͩ͠Δͱ͍޾Ͱ͢ɻ

5
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3 Turaev ༨ׅੵހͱ Johnson ४ಉܕ

Turaev [53] ͷઌۦతͳࣄ࢓ͱͯ͠ 2छྨͷϧʔϓԋࢉ

λ : Zπ × Zπ → Zπ ͓Αͼ µ : Zπ → Zπ/Z1

ͷൃ͕͋ݟΔɻGoldman bracket͓Αͼ based Goldman bracket͸ λ͔Β༠ಋ͞ΕɺTuraev
cobracket ͓Αͼ based Turaev cobracket ͸ µ ͔Β༠ಋ͞ΕΔɻ͜Ε͔Βड़΂ΔΑ͏ʹ
framing ͷ໰୊͕͋ΔͨΊɺTuraev cobracket δ ͷ׬උԽ͸ɺͱΓ͋͑ͣ δ : |K̂π|/K1 →
(|K̂π|/K1)⊗̂2 ͱͯ͠ఆٛ͞ΕΔɻ͕࣍ͳΓͨͭɻ

ఆཧ 3.1 ໺-Տ੅ٱ) [29]).

(σ−1 ◦ log)(I(Σ)) ⊂ Ker
(
|K̂π|/K1

δ→ (|K̂π|/K1)⊗̂2
)

͕ͨͬͯ͠ɺTuraev cobracket Λ͑ߟΔ͜ͱ͸ɺࣸ૾ྨ܈ͷ؍఺͔Β΋ҙຯ͕͋Δɻͦ
͜ͰҎԼ Turaev cobracket ͷఆٛΛ͍ࢥग़͢ɻ
୯Ґ۠ؒ I := [0, 1] ⊂ R ͷ୺఺Λ ∂I := {0, 1} ⊂ I ͱද͠ɺI◦ := I \ ∂I ͱ͓͘ɻڥք
੒෼ ∂0Σ ʹ͸ Σ ͔Βܾ·Δ͕͖޲ೖ͍ͬͯΔ͕ɺج఺ ∗ ∈ ∂0Σ ʹ͓͚Δڥք੒෼ ∂0Σ ʹ
Ԋ͏ෛͷํ޲ͷ઀ϕΫτϧ v∗ ΛҰͭͱΔɻgeneric immersion γ : (I, ∂I) → (Σ, ∗) Ͱ͋ͬ
ͯ

·
γ(0) =

·
γ(1) = v∗ ∈ T∗Σ ΛΈͨ͢΋ͷΛ͑ߟΔ2ɻt′, t′′ ∈ I, t′ < t′′, ʹ͍ͭͯ γ ͷ [t′, t′′]

΁ͷ੍ݶΛ γt′t′′ ͱද͢ɻ·ͨɺγ ͷ I◦ ΁ͷ੍ݶ γ|I◦ ͷࣗࠥަݾ఺શମͷू߹Λ Γγ ͱද
͢ɻγ ͸ generic immersion ͔ͩΒɺ೚ҙͷ p ∈ Γγ ʹ͍ͭͯ 0 < tp1 < tp2 < 1 ͕།Ұͭଘ
ͯ͠ࡏ γ(tp1) = γ(tp2) = p ΛΈͨ͢ɻ

Γ±
γ := {p ∈ Γγ; ε(

·
γ(tp1),

·
γ(tp2)) = ±1}

ͱ͓͘ͱɺΓγ = Γ+
γ ⨿ Γ−

γ ͱͳΔɻbased Turaev cobracket µ(γ) ͸

µ(γ) :=
∑

p∈Γγ

ε(
·
γ(tp1),

·
γ(tp2))|γtp1tp2 |⊗ γ0tp1γt

p
21
∈ |Zπ|⊗ Zπ (3.1)

ʹΑͬͯఆٛ͞ΕΔɻਤ 1ͷ 3छྨͷہॴมܗͷ͏ͪɺ (ω2) ͱ (ω3) Ͱ µ(γ) ͸ෆมͰ
͋Δ͕ɺ(ω1) Ͱ͸ෆมͰ͸ͳ͍ɻਤ 4 ͷΑ͏ʹ͍͍͕͖ͯͭ޲Δ৔߹ɺmonogon ͷ௖
఺ͷد༩͸ −1 ⊗ γ ͱͳΔ͔ΒͰ͋Δɻͦ͜ͰΦϦδφϧͳ based Turaev cobracket ͸
µ mod Z1⊗ Zπ ͱͯ͠ఆٛ͞ΕΔɻ͜ͷ ambiguity Λফͨ͢Ίʹۂ໘ Σ ͷ framingɺͭ
·Γ઀ଋ TΣ ͷ͖޲ΛอͭେҬతࣗ໌Խ ξ : TΣ ∼= Σ× R2 Λ͑ߟΔ3ɻΣ ͸ۭͰͳ͍ڥք
Λ΋͔ͭΒ઀ଋ TΣ ͸ࣗ໌Ͱ͋Δɻ§5 Ͱઆ໌͢ΔΑ͏ʹ framing ξ ͸ immersion γ ͷճ
స਺ rotξ(γ) ΛఆΊΔɻਤ ॴަࠥ਺͸ہลͷࠨ͍ͯͭʹ4 −1 Ͱӈลͷࠨଆͷด࿏ͷճస
਺͸ +1 Ͱ͋Δɻ͜ΕΒΛଧͪফ͢Α͏ʹ

µξ(γ) := µ(γ) + (rotξ(γ) + 1)(1⊗ γ) ∈ |Zπ|⊗ Zπ
2[29, 4] ͳͲͰ͸ γ ͷ࢝ϕΫτϧ͓ΑͼऴϕΫτϧ͸ ∂0Σ ʹʮ௚ަʯ͍ͯ͠ΔɻͦΕ͸ɺ[22] Ͱͷٛ޿

ੵ෼Λऩଋͤ͞ΔͨΊʹɺv∗ ͕ ∂0Σ ͱԣஅతͰͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍͜ͱʹ༝དྷ͢Δɻͦ͜Ͱճస਺ rotξ γ ͷ
ิਖ਼ʹҧ͍͕ग़ͯ͘Δɻ

3framing Λ͑ߟΔ͜ͱʹͳͬͨഎܠʹ͸ɺޙड़͢Δ Earle ྨʹ͍ͭͯͷװాݹ༤͞Μͷࢦఠ [47, p.569]
΋͋Γ·ͨ͠ɻframing ͳ͠ͷఆཧ 3.1 ͰଛͳΘΕΔͷ͸ Earle ྨ͔ͩͬͨΒͰ͢ɻ
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∧

>

µ)→ −
∧

⊗
>

ਤ 4: monogon ͷد༩

ͱิਖ਼͢Δͱɺwell-defined ͳࣸ૾

µξ : Zπ → |Zπ|⊗ Zπ

͕͑ΒΕΔɻ͜Ε͕ framed based Turaev cobracket [4] Ͱ͋Δɻͳ͓ µξ ͷఆٛࣜͰ
(rotξ(γ)+1)ͱ +1͕͍͍ͭͯΔͷ͸ੵެࣜͷͨΊͰ͋Δɻµξ ͷఆ਺߲ͷੵެࣜʹ͍ͭͯ͸
§5 Ͱઆ໌͢ΔɻҰൠͷ K-ϕΫτϧۭؒ V ʹ͍ͭͯަ୅Խ࡞༻ૉΛ alt : V ⊗ V → V ⊗ V ,

v1 ⊗ v2 )→ v1 ∧ v2 := v1 ⊗ v2 − v2 ⊗ v1, ͱ͢Δɻframed Turaev cobracket

δξ : |Zπ|→ |Zπ|⊗ |Zπ|, |γ| )→ alt(1⊗ | · |)(µξ(γ)− 1⊗ γ),

͕ఆٛͰ͖Δɻͨͱ͑͹ rotξ(C) = 0 ΛΈͨ͢୯७ดۂઢ C ͱ೚ҙͷ n ∈ Z ʹ͍ͭͯ
δξ(Cn) = 0 Ͱ͋Δɻճస਺ͷԾఆ͕ͳ͍৔߹͸ δ(Cn) = 0 ∈ (|Zπ|/Z1)⊗2 ͱͳ͍ͬͯΔɻ
ʢਤ 3ͷӈଆΛࢀরɻʣδξ ͸׬උԽʹҠͯ͠ߦ δξ : |K̂π|→ |K̂π|⊗̂2 ͱͳΓɺTorelli ܈ I(Σ)
Λ Chillingworth খ͢Δ͜ͱͰఆཧॖʹ܈ 3.1 ͱಉ͜͡ͱ͕ͳΓͨͭ [4]. expansion Λ௨
ͯ͠ɺ͔͜͜Βӿຊࠤ౻ trace [10]͕ಋ͔ΕΔɻ
Turaev [54] ͸ Turaev cobracket δ Λಋೖ͢Δ͜ͱʹΑΓ Goldman bracket [·, ·] ͱͷࡾ
ͭ૊ (|Zπ|/Z1, [·, ·], δ) ͕ Lie ૒୅਺ʹͳΔ͜ͱΛࣔͨ͠ɻframed version Ͱ΋ಉͭ͘͡ࡾ
૊ (|Zπ|, [·, ·], δξ) ͸ Lie ૒୅਺ʹͳΔɻ

4 Goldman-Turaev ݪͱͯ͠ͷദੑࣜܗ Vergne ໰୊

͜͜·Ͱʹ͞ݟࢄΕͨࣗ༝܈ͷ expansion ʹ͍ͭͯड़΂͓ͯ͘ɻۂ໘ Σ ͸ۭͰͳ͍ڥ
քΛ΋͔ͭΒɺجຊ܈ π = π1(Σ, ∗) ͸ࣗ༝܈Ͱ͋Δɻ͢Ͱʹ͍ͯͬ࢖Δه߸͕ͩɺγ ∈ π

ͷϗϞϩδʔྨΛ [γ] ∈ H = H1(Σ;K) ͱද͢ɻఴՃΠσΞϧ Iπ ⊂ Kπ ͷႈ͕ఆΊΔ؀܈
Kπ ͷ filtration {(Iπ)m}∞m=0 Λ͑ߟΔɻ͜Ε͸ π ͷ߱த৺ྻʹରԠ͢Δ4ɻ͜ͷͱ͖׬උ
࣍਺঎ͷಉܕ

gr(Kπ) :=
∞∏

m=0

(Iπ)m/(Iπ)m+1 ∼=→ T̂ (H) :=
∞∏

m=0

H⊗m

(γ1 − 1) · · · (γm − 1) )→ [γ1] · · · [γm] := [γ1]⊗ · · ·⊗ [γm],

(4.1)

4n ≥ 1 ͷ৔߹ɺجຊ܈ π = π1(Σg,n+1, ∗) ͷ߱த৺ྻͷ୅ΘΓʹɺڥքΛ·ΘΔด࿏ʹॏΈ 2 Λ෇༩͢
Δ weight filtration Λ͑ߟΔ΂͖Ͱɺ؀܈ K ͷ filtration ΋ expansion ͷఆٛ΋मਖ਼͢Δඞཁ͕͋Δɻͨͩ
͠ɺछ਺ 0 ͷ৔߹͸൪߸෇͚͕มΘΔ͚ͩͰ͜͜ͷٞ࿦͸ͦͷ··ͳΓͨͭɻ
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͕ͳΓͨͪɺ׬උ Hopf୅਺ͷߏ଄Λอͭɻ͜ͷಉܕʹΑΓ྆ऀΛಉҰ͢ࢹΔɻ|K̂π|͸ Lie

૒୅਺͔ͩΒɺಉܕ (4.1) Λ௨ͯ͠ K-ϕΫτϧۭؒ |T̂ (H)| ʹ΋ Lie ૒୅਺ͷߏ଄͕ೖΔɻ
͜͜Ͱ༨ੵ ∆ ͸ɺ೚ҙͷ γ ∈ π ʹ͍ͭͯ ∆(γ) = γ ⊗ γ ͓Αͼ೚ҙͷ X ∈ H ʹ͍ͭͯ
∆(X) = X⊗̂1 + 1⊗̂X ΛΈͨ͢୅਺४ಉܕͱͯ͠ఆ·͍ͬͯΔɻ
ࣸ૾ θm : π → H⊗m, m ≥ 0, ͷू·Γɺͳ͍ࣸ͠૾

θ =
∞∑

m=0

θm : K̂π → gr(Kπ) =
∞∏

m=0

H⊗m

͕ (group-like) expansion Ͱ͋Δͱ͸ɺθ උ׬͕ Hopf ୅਺ͷಉܕͰ͋ͬͯɺgr(θ) ౳߃͕
ࣸ૾Ͱ͋Δ͜ͱΛ͍͏ɻऀޙͷ৚݅͸ɺ೚ҙͷ γ ∈ π ʹ͍ͭͯ θ0(γ) = 1 ͔ͭ θ1(γ) = [γ]

ͱ͑׵͍ݴΒΕΔɻͱ͘ʹୈ 2߲ θ2 ʹ͍ͭͯɺࣸ૾ྨ܈ Γ ্ͷࣸ૾ τ θ1 : Γ→ H∗ ⊗H⊗2

Λ೚ҙͷ ϕ ∈ Γ ʹ͍ͭͯ

τ θ1 (ϕ) : γ ∈ π )→ θ2(γ)− ϕ∗θ2(ϕ
−1(γ)),

ʹΑͬͯఆٛ͢Δͱɺ͜Ε͸ 1-ίαΠΫϧͰ͋ͬͯɺͦͷίϗϞϩδʔྨ [τ θ1 ] ∈ H1(Γ;H∗⊗
H⊗2) ͸৿ా [45] ʹΑΔ֦େୈҰ Johnson ४ಉܕͰ͋Δɻ
ͯ͞ɺദݪ Vergne ໰୊ [19, 5] ͸छ਺ 0 ໘Ͱద੾ͳۂ expansion ΛٻΊΔ໰୊Ͱ͋ͬͨ

[2]ɻҎԼɺঢ়͕گ؆୯ͳۂ໘ Σg,1 આ໌͢Δɻ͜ͷ৔߹ɺHͯͬݶʹ = H1(Σg,1;K) ্ͷ୅
਺తަࠥ਺ · : H ⊗H → K ͸ඇୀԽͰ͋Δɻಉܕ (4.1) Λ௨ͯ͠ |T̂ (H)| ʹೖͬͨ Lie ૒
୅਺ͷߏ଄͸࣍Ͱ༩͑ΒΕΔ5

[|X1 · · ·Xm|, |Y1 · · ·Xm|]

=
m∑

i=1

n∑

j=1

(Xi · Yj)|Xi+1 · · ·XmX1 · · ·Xi−1Yj+1 · · ·YnY1 · · ·Yj−1,

δ|X1 · · ·Xm| =
∑

i<j

(Xi ·Xj)|Xi+1 · · ·Xj−1| ∧ |Xj+1 · · ·XmX1 · · ·Xi−1|.

͜͜Ͱ Xi, Yj ∈ H ͱ͍ͯ͠Δɻ͜Ε͸ necklace Lie ૒୅਺ͱݺ͹ΕΔߏ଄Ͱ͋Δɻ
ͯ͞ɺMassuyeau [38] ͸ Σg,1 ͷجຊ܈ͷ group-like expansion ʹ͍ͭͯ৚݅

θ

(
g∏

i=1

αiβiαi
−1βi

−1

)
= exp

(
g∑

i=1

[αi] ∧ [βi]

)

ΛΈͨ͢΋ͷΛ symplectic ͱݺΜͩɻ͜͜Ͱ {αi, βi}gi=1 ⊂ π ͸ symplectic ੜ੒ܥͰ͋Δ
͕ɺ͜ͷ৚݅͸ symplectic ੜ੒ܥͷऔΓํʹΑΒͳ͍ɻࠨลͷத਎͸ ∂0Σg,1 ΛҰप͢Δ
ϧʔϓͰɺӈลͷத਎͸ަ͔ࠥࣜܗΒܾ·Δ͔ΒͰ͋Δɻ·ͣ Σg,1 ʹ͍ͭͯ͸ఆཧ 1.1 ͷ
෭࢈෺ͱͯ࣍͠ͷఆཧ͕Θ͔ͬͨɻ

ఆཧ 4.1 ໺-Տ੅ٱ) [28]). θ ͕ symplectic expansion ͳΒ͹ɺಉܕ |θ| : |K̂π| ∼= |T̂ (H)| ͸
bracket Λอͭɻ

5Σg,1 ͸ͯͬݶʹ framed Turaev cobracket ͷ framing ͷ৘ใ͸࣍਺঎ΛͱΔͱӅΕΔ͕ɺ৚݅ (KV2)
ʹ͸ framing ͷ৘ใؚ͕·Ε͍ͯΔɻ

8

50



Ұൠͷۂ໘ʹ͍ͭͯ΋ Massuyeau-Turaev [40], ໺-Տ੅ٱ [30] ʹΑͬͯ symplectic ex-

pansion ͷ୅ΘΓʹ special expansion6 Λ͑ߟΔͱಉ༷ͷ͜ͱ͕ͳΓͨͭ͜ͱ͕Θ͔ͬͯ
͍Δɻ
ͦΕͰ͸ cobracket ͸Ͳ͏ͳͷ͔ʁ࠷ॳʹಘΒΕͨͷ͸ Massuyeau ͷ࣍ͷ݁ՌͰ͋Δɻ

ఆཧ (Massuyeau [39]). Kontsevich ੵ෼͔Β༠ಋ͞ΕΔछ਺ 0 ໘ۂ Σ0,n+1 ͷ expansion θ

ʹ͍ͭͯ |θ| : |K̂π|→ |T̂ (H)| ͸ɺbracket ͱ cobracket Λอͭɻͭ·Γ Lie ૒୅਺ͷಉܕ
Ͱ͋Δɻ

ͦ͜Ͱദݪ Vergne ໰୊Ͱ͋ΔɻAlekseev-Torossian [5] ʹΑΔࣗ༝ Lie ୅਺ͰͷఆࣜԽ
Ͱ͸ɺദݪ Vergne ໰୊͸̎ͭͷ৚݅ (KV1) ͱ (KV2) ͔ΒͳΔɻexpansion ͷ৚݅ʹಡΈ
௚͢ͱɺ(KV1) ͸छ਺ 0 ໘ۂ Σ0,n+1 ͷ special expansion ͷ৚݅ͦͷ΋ͷͰ͋Δɻͭ·Γɺ
(KV1) ͱ͸ɺGoldman bracket Λอͭ͜ͱʹଞͳΒͳ͍7ɻ(KV2) ͕ Turaev cobracket ʹ
ରԠͯ͠΄͍͠ͷ͕ͩɺ͕࣍Θ͔Δɻ

ఆཧ 4.2 (Alekseev-Kawazumi-Kuno-Naef [2]). छ਺ 0 ໘ۂ Σ0,n+1 ͷ special expansion θ

ͭ·Γ (KV1)ΛΈͨ͢ expansionʹ͍ͭͯɺ৚݅ (KV2)ΛΈͨ͢͜ͱͱɺ |θ|͕ cobracket

Λอͭ͜ͱɺͭ·Γ |θ| ͕ Lie ૒୅਺ಉܕͰ͋Δ͜ͱͱ͸ಉ஋Ͱ͋Δɻ

͜ͷఆཧ͸ɺദݪ Vergne ໰୊Λɺ |θ| ͕ Lie ૒୅਺ಉܕͰ͋Δ expansion θ ΛٻΊΔ໰
୊ɺͭ·ΓGoldman-Turaev Lie ૒୅਺ͷࣜܗԽ໰୊ͱͯ͠ɺਖ਼छ਺ͷۂ໘ʹ֦ு͢Δ͜
ͱΛ͍ࣔࠦͯ͠Δɻ

ఆཧ 4.3 (Alekseev-Kawazumi-Kuno-Naef [1, 4]). (1) ໘ۂ Σg,n+1 ͱͦͷ framing ξ ʹ͍ͭ
ͯദݪ Vergne ໰୊͕ఆࣜԽ͞ΕΔɻ
(2) छ਺ 1 ͷҎԼͷ framing ξ Λআ͖ɺദݪ Vergne ໰୊͸ղΛ΋ͭ: ͢΂ͯͷڥք੒෼

∂jΣ, 0 ≤ j ≤ n, ʹ͍ͭͯ rotξ(∂jΣ) = −1 Ͱ͋ͬͯ rotξ(α1) ͱ rotξ(β1) ͷ͍ͣΕ͔͸ 0 Ͱ
ͳ͍ɻ
(3) ೚ҙͷ (KV1) ͷղ θ ʹ͍ͭͯɺ(KV2) ΛΈͨ͢͜ͱͱɺ |θ| ͕ରԠ͢Δ framing ͭ
໘ͷۂ͖ Goldman-Turaev Lie ૒୅਺ʹ͍ͭͯͷಉܕΛ༩͑Δ͜ͱͱ͸ಉ஋Ͱ͋Δɻ

ղͷߏ੒ʹ͸ɺAlekseev-Torossian [5] ͕ Drinfeld ੒ͨ͠΋ͷͱɺEnriquezߏΒ͔ࢠ߹݁

[11] ͷପԁ݁߹ࢠΛషΓ߹ΘͤΔɻऀޙ͸छ਺ 1 ͷ Drinfeld ͱͳΔɻࢠ߹݁
ͳ͓ɺ͜ͷఆཧͷࠞ߹ Hodge ଄Λ༻͍ͨผূ໌͕ߏ Hain [14] ʹΑΓ༩͑ΒΕ͍ͯΔɻ
͜ͷผূ໌Ͱ͸ɺछ਺ 1 ͷྫ֎ʹ͍ͭͯ୅਺زԿతͳҙຯ෇͚͕໌Β͔ʹͳ͍ͬͯΔɻ
౦༵͸࣍ͷఆཧΛূ໌͍ͯ͠Δɻޱɺ୩ۙ࠷͘͝

ఆཧ (୩ޱ [51, 52]). (1) ೚ҙͷ g ʹ͍ͭͯछ਺ g Gonzalez-Drinfeld Δɻ͢ࡏଘ͕ࢠ߹݁
(2) ೚ҙͷ g ʹ͍ͭͯछ਺ g Gonzalez-Drinfeld ͸ࢠ߹݁ Goldman-Turaev Lie ૒୅਺ͷ
ԽΛ༩͑Δɻࣜܗ

ͨͩ͠ɺछ਺ 1ͷGonzalez-Drinfeld݁߹ࢠʹͱ΋ͳ͏ framing ξ͸ rotξ(α1) = rotξ(β1) =

0 ΛΈͨ͢ɻ
6͜ͷ special ͱ͍͏༻ޠ͸ҏོ߁ݪઌੜͷڀݚʹ༝དྷ͢Δɻ
7ຊ౰͸গ͚ͩͣ͠Ε͕͋ΔɻͦΕʹ͍ͭͯ͸ [3] Ͱ໌Β͔ʹͨ͠ɻ
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5 ໘ͷۂ K-framingͱ K-ೋ࣍ࣜܗ

͜͜·Ͱͷ࿩͸ framing ͔Β expansion ͕Έͨ͢΂͖৚݅ (KV2) Λ༠ಋ͢Δ࿩Ͱ͋ͬ
ͨɻٯʹɺexpansion θ͔Β framingΛճ෮͢Δ͜ͱΛ͑ߟΔɻframing͸֦େୈҰ Johnson

४ಉܕ τ θ1 ͷ͋ͨΓʹॅΜͰ͍ΔͷͰΣg,1 ͳΒ͹ symplectic expansion ͷ࠷ॳͷํͷ߲͔
Βಋ͔ΕΔ͸ͣͰ͋Δɻ10೥΄Ͳલʹ F. Naef Β͜ͷ໰୊Λ࣭໰͞Ε͕ͨɺͦͷͱ͔ࢯ
͖ʹ͸౴͑ΒΕͳ͔ͬͨɻ௨ৗͷࣗ໌ԽͰ͸ͩΊͰɺframing Λ K-܎਺ʹ֦ு͢Δඞཁ͕
͋ͬͨɻࠓճͷߨԋͱ͸ผͷจ຺ͷࣄ࢓ [25] Ͱɺεϐϯߏ଄ʹ͍ͭͯ΋ؾʹͳΔ͜ͱ͕͋
Δɻεϐϯߏ଄ͱ͸ Z/2-framing Ͱ͋Δɻͦ͜Ͱɺ͜ͷ §5 Ͱ͸K ͸୯ҐՄ؀׵ͱ͢Δɻ
ͦ΋ͦ΋ɺଟ༷ମͷεϐϯߏ଄ͱ͸઀࿮ଋͷೋॏඃ෴ͷ͜ͱͰ͋Δɻۂ໘ͷ৔߹ʹɺε
ϐϯߏ଄Λ theta ඪͱ໌֬ʹରԠ͚ͮͨͷ͕ࢦ Johnson [15] Ͱ͋ΔɻͪͳΈʹ Johnson ͸
theta ΜͰ͍ΔɻthetaݺͱࣜܗඪΛೋ࣍ࢦ ඪͱ͸ɺവ਺ࢦ q : H1(Σ;Z/2) → Z/2 Ͱ͋ͬ
ͯɺ೚ҙͷ X1, X2 ∈ H1(Σ;Z/2) ʹ͍ͭͯ q(X1 +X2) = q(X1) + q(X2) +X1 ·X2 ΛΈͨ
͢΋ͷ͔ͩΒͰ͋Δɻspin ଄ߏ ξ ͸ mod2 ճస਺ rotξ ΛఆΊΔ͕ɺJohnson ͸ɺରԠ͢
Δೋ࣍ࣜܗ qξ ͷ஋ͱͯ͠ɺ୯७ดۂઢ C ʹ͍ͭͯ qξ(C) = rotξ(C) + 1 Ͱ͋Δ͜ͱ͔͠
ຊ࣭తʹ͍ͯͬݴͳ͍ɻͦ͜Ͱɺগͳ͘ͱ΋ 3ͭͷٙ໰͕ग़ͯ͘Δɻ
(1) generic immersion Ͱͷ qξ ͷ஋͸Ͳ͏ͳΔ͔ʁ
(2) +1 ͸ͳͥͳͷ͔ʁ
(3) spin Βͣݶʹ଄ߏ framing ΍ r-spin ଄ʹ͸ҰൠԽͰ͖Δ͔ʁߏ
͜ͷ 3ͭͷٙ໰͸ framed Turaev cobracket µξ ͷఆ਺߲ΛͱΔ͜ͱͰճ౴͕͋ͨ͑ΒΕΔɻ
K-framing ξ ΍ͦͷճస਺ rotξ Λఆٛ͢ΔͨΊʹɺҰൠʹ Σ ΛۭͰͳ͍ڥքΛ΋͖ͭ޲

͚ͮΒΕͨ࿈݁ίϯύΫτ C∞ ໘ۂ໘ͱ͢Δɻۂ Σ ͷ઀ଋ TΣ ͔Β 0 ੾அΛআ͍ۭͨؒ
TΣ\(0-section)ͷਖ਼ͷ࣮਺ R>0ͷεΧϥʔഒ࡞༻ʹΑΔ঎Λ UΣ := (TΣ\(0-section))/R>0

ͱ͢Δɻ͜Ε͸୯Ґ઀ଋͰ͋ΓɺΣ ͷ͔͖޲Β༠ಋ͞ΕΔ͖޲Λ΋ͭओ S1 ଋͰ͋Δɻϖ :

UΣ → Σ Λओ S1 ଋͷࣹӨͱ͠ɺι : S1 ↪→ UΣ Λ͖޲ΛอͭϑΝΠόʔͷแؚͱ͢ΔɻΣ

͸ۭͰͳ͍ڥքΛ΋ͭͷͰओ S1 ଋ UΣ ͸ࣗ໌Ͱ͋Γɺ୹׬શྻ

0→ H1(Σ;K)
ϖ∗
→ H1(UΣ;K)

ι∗→ H1(S1;K)→ 0 (5.1)

͕ͳΓͨͭɻ৚݅ ⟨ι∗ξ, [S1]⟩ = 1 ΛΈͨ͢ݩ ξ ∈ H1(UΣ;K) ΛɺΣ ͷ K-framing ͱΑͼɺ
ͦͷશମΛ F (Σ;K) ͱද͢͜ͱʹ͢Δɻ͜͜ʹ͸ࣸ૾ྨ܈ Γ ͕ࣗવͳ΍ΓํͰ࡞༻͍ͯ͠
ΔɻF (Σ;Z) ͸ओ S1 ଋ UΣ ͷࣗ໌ԽͷϗϞτϐʔྨશମͷू߹Ͱ͋ΓɺF (Σ;Z/2) ͸ Σ

ͷ spin ଄શମͷू߹Ͱ͋ΔɻK-framingߏ ξ ∈ F (Σ;K) ͱ͸ΊࠐΈ α : S1 → Σ ʹ͍ͭͯ

rotξ(α) := ⟨ξ,
·
α∗[S

1]⟩ ∈ K

ͱఆΊɺξ ʹؔ͢Δ α ͷ ξ-ճస਺ͱΑͿɻ͜͜Ͱ
·
α : S1 → UΣ ͸଎౓ϕΫτϧͱ͢Δɻ

քڥ ∂Σ =
∐n

j=0 ∂jΣ ʹ͍ͭͯɺPoincaré-Hopf ͷఆཧʹΑΓ

n∑

j=0

rotξ(∂jΣ) = χ(Σ) ∈ K (5.2)

͕ͳΓͨͭ8ɻ
8ެࣜ (5.2) ͸ৗࣝͩͱ͍ࢥ·͕͢ [24, 26] ʹূ໌Λॻ͖·ͨ͠ɻ
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͜͜ͰK = Z/2ͭ·Γ spinߏ଄ʹ͍ͭͯ஫ҙ͓ͯ͘͠ͱɺχ(Σ) < 0ͷͱ͖ Fuchsදݱʹ
͍ͭͯϦϑτ ρ : π1(Σ)→ SL2(R)ΛͱΔ͜ͱ͸ spinߏ଄ ξ Λࢦఆ͢Δ͜ͱʹରԠ͢Δɻ͜
ͷͱ͖ɺtrace(∂jΣ)ͷූ߸͕ rotξ(∂jΣ)ʹଞͳΒͳ͍9ɻͱ͘ʹɺ௒ Riemann໘Ͱͷ Ramon

punctures ͷݸ਺͕ͭͶʹۮ਺Ͱ͋Δ͜ͱ͸ެࣜ (5.2) ʹଞͳΒͳ͍ɻࣸ૾ྨ܈ʹΑΔ঎ू
߹ F (Σ;Z/2)/Γ ʹ͍ͭͯͰ͋Δ͕ɺF (Σg,0;Z/2)/Γg,0 = F (Σg,1;Z/2)/Γg,1 ͕ Arf ෆมྔ
ʹΑͬͯحۮೋͭʹ෼͔ΕΔ͜ͱ͸ݹయతͰ͋Δ10ɻҰൠͷ৔߹΋ F (Σg,n+1;Z/2)/Γg,n+1

͸ Arf ෆมྔͱ rotξ(∂jΣ) ∈ Z/2, 0 ≤ j ≤ n, ʹΑͬͯ෼ྨ͞ΕΔɻ
ͭ͗ʹ K = Z ͭ·Γ Σ ͷຊདྷͷ framing Ͱ͋Δ͕ɺg ̸= 1 ͷͱ͖͸ɺڥքͷ৘ใ

rotξ(∂jΣ) ∈ Z, 0 ≤ j ≤ n, ͱ༠ಋ͢Δ spin ଄ͷߏ Arf ෆมྔʹΑͬͯ෼ྨ͞ΕΔɻ ૬ର
Z-framing΍૬ର spinߏ଄ɺ͞Βʹ૬ର r-spinߏ଄ʹ͍ͭͯ Randal-Williams [49]͸૬ର
ArfෆมྔΛಋೖ͠ɺg ̸= 1 ͷͱ͖ɺͦͷࣸ૾ྨ܈ʹΑΔيಓ͕ڥքͷ৘ใͱ૬ର Arfෆม
ྔͰ෼ྨ͞ΕΔ͜ͱΛ͍ࣔͯ͠Δɻ࢒Δछ਺ 1 ͷ৔߹ɺͭ·Γ঎ू߹ F (Σ1,n+1;Z)/Γ1,n+1

ʹ͍ͭͯ͸ [24]Ͱهड़ͨ͠ɻڥքͷ৘ใ rotξ(∂jΣ) ∈ Z, 0 ≤ j ≤ n, ʹՃ͑ͯɺ੔਺؀ Zʹ
͓͍ͯू߹ {rotξ(C); C ⊂ Σ \ ∂Σ ඇ෼཭త୯७ดۂઢ } ͕ੜ੒͢ΔΠσΞϧ a(ξ) ʹΑͬ
ͯ෼ྨ͞ΕΔͱ͍͏΋ͷͰ͋Δɻ͜Ε͸ఆཧ 4.3 (2) ͱ௰᧒͕͍͋ͬͯΔɻ
ͯ͞ɺҰൠͷ୯ҐՄ؀׵ Σ ͱҰൠͷۭͰͳ͍ڥքΛ΋͚͖ͭͮ޲ΒΕͨ࿈݁ίϯύΫ
τ C∞ ໘ۂ Σ ʹ΋Ͳͬͯ ξ ∈ F (Σ;K) ͱ͢Δɻγ ∈ π = π1(Σ, ∗) ʹ͍ͭͯ based framed

Turaev cobracket µξ(γ) ͷఆ਺߲Λ qξ(γ) := (aug ⊗ aug)µξ(γ) ͱ͢Δɻͭ·Γɺγ Λ
·
γ(0) =

·
γ(1) = v∗ ΛΈͨ͢ generic immersion Ͱ͋ΒΘͨ͠ͱ͖

qξ(γ) = ♯Γ+
γ − ♯Γ−

γ + rotξ(γ) + 1 ∈ K (5.3)

ͱͳΔɻ࣍ͷิ୊͸ µξ ͷੵެࣜ [29, 4] ͔ΒΘ͔Δ͕ɺਤ 5 ͔ΒΘ͔Δެࣜ

♯Γ+
γ1γ2 − ♯Γ−

γ1γ2 = Γ+
γ1 − Γ−

γ1 + Γ+
γ2 − Γ−

γ2 + γ1 · γ2 + 1

͔Β௚ͪʹಘΒΕΔɻਤ 5 ͷج఺ͷ্ͷ͕ࣗࠥަݾ +1 ͱͳ͍ͬͯΔɻ

ิ୊ 5.1. ೚ҙͷ γ1, γ2 ∈ π ʹ͍͕ͭͯ࣍ͳΓͨͭ

qξ(γ1γ2) = qξ(γ1) + qξ(γ2) + γ1 · γ2 ∈ K.

͔͜͜Β͢ࢉٯΔͱੵެ͕ࣜͳΓͨͭΑ͏ʹ qξ Λఆٛ͢ΔͨΊʹ+1 ͕ඞཁʹͳΔɻ͜
Ε͕ઌ΄Ͳͷٙ໰ (2) ͷ౴͑Ͱ͋Δɻ΋ͪΖΜॳظϕΫτϧ v∗ Λਖ਼ͷ͖޲ʹͱΕ͹ +1 ͸
−1 ʹஔ͖׵ΘΔɻੵߏ଄ΛΈͨ͢ͱ͍͏͜ͱ͸ K = Z/2 ͷ৔߹ɺJohnson ͷҙຯͰͷೋ
ͳ͍ͬͯΔɻγʹࣜܗ࣍ ͕୯७ดۂઢͷ৔߹ʹɺಉ͡஋ΛͱΔ͔Βɺ͜Ε͕ Johnson ͷೋ
ͷ΋ͷͰ͋Δɻ(5.3)ͦࣜܗ࣍ ͸ generic immersion Ͱఆٛ͞Ε͍ͯΔ͔Βٙ໰ (1) ͷ౴͑
ʹ΋ͳ͍ͬͯΔɻ͞Βʹ (3) ΋Θ͔ͬͨ͜ͱʹͳΔɻ
ू߹ Q(Σ;K) := {q : π → K; ࣸ૾, ∀γ1, ∀γ2 ∈ π, q(γ1γ2) = q(γ1) + q(γ2) + γ1 · γ2} Λߟ
͑Δɻ͜ͷू߹ͷݩΛۂ໘ Σ ͷ K-ೋ࣍ࣜܗͱΑͿ͜ͱʹ͢Δͱɺqξ ΋ۂ໘ Σ ͷ K-ೋ࣍
Ͱ͋ΔɻҰରҰରԠࣜܗ

F (Σ;K) ∼= Q(Σ;K), ξ )→ qξ, (5.4)

9͜Ε΋ৗࣝͩͱ͍ࢥ·͕͢ [25] ʹূ໌Λॻ͖·ͨ͠ɻ
10௒ପԁతࣸ૾ྨ܈Ͱ͑ߟΔ৔߹͸ [56] ͓ΑͼͦͷจݙΛࢀরɻ
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∨∧

ਤ 5: qξ ͷੵެࣜͷূ໌

͕ͳΓͨͭɻ͜Ε΋ Johnson [15] ͷҰൠԽͰ͋Δɻ
ͯ͞ɺ୹׬શྻ (5.1) ͸ࣸ૾ྨ܈ Γ Ճ܈ͷ֦େͱΈΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ͔Βɺ֦େྨ kK ∈

H1(Γ;H1(Σ;K))Λ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ͜ Ε͕ాݹ [47, p.569]ͷ΍ΓํͰͷ Earleྨ [9]ͷ
੒Λߏ KʹҰൠԽͨ͠΋ͷͰ͋Δ11ɻ ξ ∈ F (Σ;K)ʹ͍ͭͯίαΠΫϧ kξ : Γ→ H1(Σ;K)

Λ ϕ ∈ Γ ʹ͍ͭͯ ϕ · ξ − ξ = ϖ∗(kξ(ϕ)) ΛΈͨ͢΋ͷͱͯ͠ఆٛ͢ΔɻίϗϞϩδʔྨ
kK ͸ɺఆٛʹΑΓɺkξ ͷίϗϞϩδʔྨͰ͋ΔɻίϗϞϩδʔྨ kK ΛίαΠΫϧͷू߹
ͱΈΔͱɺछ਺ g ͕ 1 Ҏ্ͳΒ͹ɺH1(Σ;K)Γ = 0 ͔ͩΒɺࣸ૾

F (Σ;K)→ kK, ξ )→ kξ, (5.5)

͸શ୯ࣹͰ͋Δɻ
͔͜͜ΒKΛඪ਺ 0ͷମͱ͠12ɺۂ໘ Σg,1, g ≥ 1,Λ͑ߟΔɻ೚ҙͷ expansion θͷୈ2߲

θ2 ͸ɺ೚ҙͷ γ1, γ2 ∈ Γʹ͍ͭͯ θ2(γ1γ2) = θ2(γ1)+θ2(γ2)+ [γ1][γ2] ∈ H⊗2 = H1(Σ;K)⊗2

ΛΈͨ͢ɻ྆ลͷ୅਺తަ఺਺ · Λͱͬͯ͑ΒΕΔ · ◦ θ2 : π → K ͸ۂ໘ Σg,1 ͷೋ࣍ࣜܗ
Ͱ͋ΔɻҰରҰରԠ (5.4) ʹΑͬͯରԠ͢Δ K-framing Λ ξθ ∈ F (Σ;K) ͱ͢ΔɻҰํɺθ

͸֦େୈҰ Johnson ४ಉܕ τ θ1 : Γ → H∗ ⊗H⊗2 ΛఆΊΔɻॖ໿ࣸ૾ c : H∗ ⊗H⊗2 → H,

f ⊗ X1X2 )→ f(X1)X2, ʹΑΔ c∗[τ θ1 ] ∈ H1(Γ;H) ͕ Earle ྨͰ͋Δ͜ͱ͸ Johnson [16],

৿ా [45] ʹΑͬͯΘ͔͍ͬͯΔ13ɻίαΠΫϧͷϨϕϧͰ͕࣍ಘΒΕͨɻ

ఆཧ 5.2 (Տ੅ [26]). θ ͕ symplectic expansion Ͱ͋Δͱ͖ɺίαΠΫϧͱͯ͠ͷҰக
c ◦ τ θ1 = −kξθ ͕ͳΓͨͭɻ

͜ΕʹΑͬͯ symplectic expansion θ ͷఆΊΔ K-framing ͕ ξθ Ͱ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Δɻ
ఆཧͷূ໌Ͱ͸ɺJohnson [17] ͷܗͰͷ Dehn-Lickorish ͷఆཧΛͯͬ࢖ɺඇ෼཭త୯७ด
ઢͷӈखۂ Dehn πΠετͷ৔߹ʹؼணͤ͞Δɻۂ໘ Σg,n+1, n ≥ 1, ʹ͍ͭͯ΋ɺجຊ܈
ͷ߱த৺ྻͷ୅ΘΓʹ weight filtration Λ͑ߟɺجຊѥ܈Λ͑ߟΕ͹ಉ༷ʹͰ͖Δɻ

܈ͷએ఻Λ͢Δɻࣸ૾ྨࣄ࢓ɺผͷʹޙ࠷ Γg,1 ͷࣗ໌܎਺҆ఆίϗϞϩδʔ୅਺͸
Madsen-Weiss [37] Ͱܾఆ͞Εͨɻͱ͘ʹ༗ཧࣗ໌܎਺҆ఆίϗϞϩδʔ୅਺͸ MMM

11Torelli Ͱ͸܈ Chillingworth [7, 8] ͷ͕࡯؍ઌ͢ߦΔ͕ɺాݹͷࢦఠ͸ࣸ૾ྨ܈શମʹؔΘΔɻ
12ద੾ʹमਖ਼͢Ε͹ҎԼͷ݁Ռ͸೚ҙͷ୯ҐՄ؀׵ͰͳΓͨͭɻ
13͜ͷ࿩୊ʹ͍ͭͯ͸ Apisa-Salter [6] ͷۙ࠷ͷൃల΋͋Δɻ
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ྨͷଟ߲ࣜ؀Ͱ͋ΔɻҰํɺ༗ཧͶ͡Ε܎਺҆ఆίϗϞϩδʔ܈͸༗ཧࣗ໌܎਺҆ఆίϗ
Ϟϩδʔ୅਺্ͷՃ܈Ͱ͋Δ͕ɺ·ͩΘ͔Βͳ͍͜ͱ͕͍ͯͬ࢒Δɻ҆ఆίϗϞϩδʔΛ
Β͔ݍΈͷͳ͢ࠐ໘ͱͦͷؒͷຒΊۂ਺͸ɺ܎ΔͷͰɺͦͷͶ͡Ε͑ߟ Q-ϕΫτϧۭؒ
΁ͷവखͰ͋Δ΂͖Ͱ͋ΔɻSoulié [50] ʹΑͬͯɺͦͷവख͕ʮଟ߲ࣜతʯ͔ͭ൓มവख
Ͱ͋Δͱ͖ɺͶ͡Ε܎਺҆ఆίϗϞϩδʔ܈͸༗ཧࣗ໌܎਺҆ఆίϗϞϩδʔ୅਺্ࣗ༝
Ͱ͋Δɻ͔͠͠ɺڞมവखͷͱ͖Ͷ͡Ε܎਺҆ఆίϗϞϩδʔ͕܈༗ཧࣗ໌܎਺҆ఆίϗ
Ϟϩδʔ୅਺্ࣗ༝Ͱͳ͍ྫΛ࠷ॳʹΈ͚ͭͨͷ͕ Soulié-Տ੅ [33] Ͱ͋Δɻ౴͑͸؆୯
Ͱ H1(UΣ;Q) ͕ͦΕͰ͋ͬͨɻͲΕ͘Β͍ࣗ༝ (ฏୱ)Ͱͳ͍͔ʁΛଌఆ͢Δͷ͕ Tor ܈
Ͱ͋Δɻ Soulié-Տ੅ [34] Ͱ͸ɺ֎ੵ ΛdH1(UΣ;Q) Λௐ΂ͨɻd = 2 ͷ৔߹͸ࣗ༝͕ͩɺ
d = 1,≥ 3 Ͱ͸ Tor ͸ফ͑ͣɺࣗ༝Ͱ͸ͳ͍ɻd܈ = 3, 4, 5 ʹ͍ͭͯ Tor ܭʹΛ۩ମత܈
ఈͷ༩͑ํ͸ະղܾͰجͳΔɻҰํɺ൓มവखʹ͍ͭͯ΋ࣗ༝ʹࡶɺരൃతʹෳ͕ͨ͠ࢉ
͋Δɻࣸ૾ྨ܈ͷ༗ཧͶ͡Ε܎਺҆ఆίϗϞϩδʔ܈ʹ͍ͭͯɺ΍Δ΂͖͜ͱ/Ͱ͖Δ͜ͱ
͸͍ͯͬ࢒Δɻ
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[33] N. Kawazumi and A. Soulié, Stable twisted cohomology of the mapping class groups

in the unit tangent bundle homology, Bull. Lond. Math, Soc., 56 3358–3381 (2024)
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École Norm. Sup., 24. 635–704 (1991)

[55] A. Wakuda, Separability Criteria for loops via the Goldman bracket, preprint, arXiv:

2511.18503 (2025)

[56] Gefei Wang, The Artin braid group actions on the set of spin structures on a surface,

Hokkaido Math. J., 52 427–462 (2023)

Ҏ্ɻ

16

58



Chromatic structure in the fundamental groups of directed graphs
Yichen Tong

Abstract

Directed graphs are basic combinatorial objects, and discrete homotopy theory studies graphs
and directed graphs using methods from algebraic topology. This extended abstract surveys
a series of ideas in which homotopy and homology theories for directed graphs are linked by
Hurewicz and Seifert–van Kampen-type theorems. The central objects are the r-fundamental
groupoids of Di–Ivanov–Mukoseev–Zhang and the magnitude–path spectral sequence of Asao.
The former form a family of fundamental groupoids that is sensitive to the quasimetric structure
of a directed graph, whereas the latter interpolates between magnitude homology, path homology,
and reachability homology. The main message is that the two filtrations are linked by a
one-dimensional Hurewicz theorem: the (1, 0)-entry of the spectral sequence is the abelian
shadow of the corresponding r-fundamental group. I explain this through concrete examples, a
combinatorial model of the groupoids in terms of paths and Cr-homotopies, a Hurewicz theorem,
and a Seifert–van Kampen theorem with applications to Mayer–Vietoris sequences. I also briefly
describe the higher homotopy groups of directed graphs introduced by Li–Wu–Yau–Zhang, their
Hurewicz theorem with singular cubical homology, and a more general cubical-set framework
that suggests future higher-groupoid and higher Seifert–van Kampen theorems.

This note is based on joint work with Daisuke Kishimoto.

1 Directed graphs, maps, and the box product

In this section, we fix notation and recall the basic definitions. A directed graph G consists of a set
of vertices V (G) and a set of directed edges

E(G) µ V (G) ◊ V (G) \ �,

where (x, y) œ E(G) means an edge from x to y. In this convention there are no loop edges and no
multiple edges with the same direction. Thus an edge from x back to itself and two distinct arrows
from x to y are excluded. The two opposite arrows x æ y and y æ x, however, may coexist, because
they are two di�erent ordered pairs. A subgraph is defined in the evident way. The underlying
undirected graph ‚G is obtained by forgetting directions; if both (x, y) and (y, x) are present, then ‚G
has two edges between x and y.

x

loop edge
not allowed

x y

parallel arrows
not allowed

x y

opposite arrows
allowed

Figure 1: Our convention for directed graphs excludes loop edges and multiple edges with the same
direction, but it allows a pair of opposite directed edges.
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Maps of directed graphs are slightly more flexible than graph homomorphisms. A map f : G æ H

is a function on vertices such that every directed edge (x, y) of G is sent either to a directed edge
(f(x), f(y)) of H or is collapsed to a vertex, that is, f(x) = f(y). Thus maps are allowed to contract
edges. This is important because homotopies of paths and maps in this theory are combinatorial
analogues of deformation, and degeneracies must be allowed.

x y

G

z

H

f
f(x) = f(y) = z

Figure 2: A map of directed graphs may collapse an edge to a vertex. This is why maps are not
required to send every edge to an edge.

0 1
Į1

(0, 0) (1, 0)

(0, 1) (1, 1)

Į1⇤Į1
(0, 0) (1, 0)

(0, 1) (1, 1)

Į1 ⇥ Į1

Figure 3: The directed interval, its box square, and its strong square. The strong product has the
diagonal edge; the box product does not.

The box product G⇤H is the directed graph with

V (G⇤H) = V (G) ◊ V (H),

and an edge ((g0, h0), (g1, h1)) when exactly one coordinate moves along an edge and the other
coordinate remains fixed. Thus either g0 = g1 and (h0, h1) œ E(H), or (g0, g1) œ E(G) and h0 = h1.
The strong product G⇥H is obtained by adding the diagonal edges in which both coordinates move
simultaneously. The strong product is the categorical product in DiGraph, while the box product is
the cubical product used to build grid-shaped homotopies. Figure 3 shows the smallest example.

For a directed graph G, define the directed distance

dG(x, y) = min{n | x = x0 æ x1 æ · · · æ xn = y},

with value Œ if no directed path exists. This is a quasimetric: dG(x, y) need not equal dG(y, x),
but the triangle inequality holds. For a tuple (x0, . . . , xn), set

L(x0, . . . , xn) =
n≠1ÿ

i=0
dG(xi, xi+1).

The length L is the bridge between the homotopical filtration and the homological spectral sequence
below.
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2 From path homology and fundamental groups to MPSS and

filtered nerves

In this section, we introduce several algebraic-topological invariants of directed graphs and explain
how they are related.

2.1 Homological invariants of a directed graph

Path homology, introduced by Grigor’yan–Lin–Muranov–Yau [5], is a homology theory of directed
graphs that remembers the directions of edges. The path homology of a directed graph G is
denoted by PHú(G). Its construction is inspired by the simplicial homology theory: one starts with
allowed paths in G and takes the alternating sum obtained by deleting vertices, but terms that are
not allowed paths must be handled carefully. This produces a genuinely directed invariant. For
instance, in degree one, path homology records directed cycles in a way that di�ers from the ordinary
homology of the underlying one-dimensional simplicial complex. Path homology also has familiar
formal properties, such as a Künneth formula for box products, and Mayer–Vietoris sequences under
appropriate hypotheses.

Magnitude homology, introduced by Hepworth–Willerton [10], is another homological invariant
of directed graphs, originally motivated by the categorification of graph magnitude. The magnitude
homology of a directed graph G is denoted by MHú

ú(G); the extra grading records length. A third
invariant is reachability homology, introduced by Hepworth–Ro� [8]. The reachability homology
of a directed graph G is denoted by RHú(G). It is built from tuples of vertices that are mutually
reachable in the directed sense, and it is the limiting homology to which the magnitude–path spectral
sequence converges. Hepworth–Ro� also studied the bigraded form of path homology and the MPSS
from this viewpoint [9].

Asao [1] showed that magnitude homology and path homology are joined by a spectral sequence,
called the magnitude–path spectral sequence (MPSS). For readers who do not usually use spectral
sequences, the following informal picture is enough. A spectral sequence is a sequence of successive
approximations of bigraded modules

E
1 ∆ E

2 ∆ E
3 ∆ · · · ∆ E

Œ

to the homology of a filtered chain complex. Each page E
r+1 is obtained as the homology of the

preceding page E
r with respect to a di�erential d

r, and the limiting page E
Œ encodes the associated

graded information of the desired homology.
For the MPSS, the filtration comes from directed length. The first pages have the form

E
1
p,q(G) ≥= MHp

p+q
(G), E

2
p,0(G) ≥= PHp(G),

and the spectral sequence converges to reachability homology RHú(G). Thus, the MPSS starts
with magnitude homology, has path homology on the horizontal axis of the second page, and
eventually converges to reachability homology. The term E

r
1,0(G) may be regarded as a group of

one-dimensional cycles after imposing all relations visible up to the r-th stage.

2.2 Homotopical invariants of a directed graph

Grigor’yan–Lin–Muranov–Yau also introduced a fundamental group fi1(G, v) for a pointed directed
graph (G, v) [6]. Its loops are directed-graph paths in the flexible sense explained below, and its
equivalence relation is generated by C-homotopies. This construction is a directed analogue of the
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fundamental group of a space: it records nonabelian information about loops before passing to
homology.

Di–Ivanov–Mukoseev–Zhang later introduced a filtered homotopical model that parallels the
MPSS [4]. Let N(G) be the nerve whose n-simplices are tuples (x0, . . . , xn) of finite directed length

L(x0, . . . , xn) =
n≠1ÿ

i=0
dG(xi, xi+1).

The filtered pieces are

Nr

n(G) = {(x0, . . . , xn) | L(x0, . . . , xn) Æ r}, r = 0, 1, 2, . . . ,

and they form a filtration

N0(G) µ N1(G) µ N2(G) µ · · · µ N(G).

Informally, N(G) remembers the directions but not the length bound, whereas the filtration records
how much directed length is allowed.

For 1 Æ r < Œ, the r-fundamental groupoid is the edge-path groupoid of this filtered nerve:

�r

1(G) = �1(Nr(G)),

and �Œ
1 (G) = �1(N(G)). These groupoids form a natural sequence

�1
1(G) ≠æ �2

1(G) ≠æ �3
1(G) ≠æ · · · ≠æ �Œ

1 (G),

which is the identity on objects and is surjective on hom-sets. At a basepoint v, we write

fi
r

1(G, v) = �r

1(G)(v, v).

Two identifications explain why this is a genuine extension of older directed fundamental groups:

�1
1(G) ≥= the edge-path groupoid of ‚G, fi

2
1(G, v) ≥= fi1(G, v).

Thus �1
1 forgets the directions, while �2

1 recovers the GLMY fundamental group. Higher values of r

retain information about the directed length scale at which loops become filled.

2.3 The Hurewicz connection

The homological and homotopical constructions above are not independent. The same length
filtration produces both the MPSS and the tower of r-fundamental groupoids:

homotopy: �1
1(G) �2

1(G) �3
1(G) · · ·

homology: E
1(G) E

2(G) E
3(G) · · · .

The bridge is a Hurewicz theorem. In the classical GLMY case, the Hurewicz map identifies PH1(G)
with the abelianization of fi1(G, v) under the usual connectedness assumption. The result discussed
here refines this statement page by page: for each r Ø 2, the group E

r
1,0(G) is the abelianization of

fi
r
1(G, v), and the limiting statement identifies RH1(G) with the abelianization of fi

Œ
1 (G, v). The

next section gives the combinatorial model that makes this statement visible.
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3 A combinatorial description of the r-fundamental groupoids

The simplicial definition of �r
1(G) is concise, but a path-based description is more useful in a talk.

Let In be a directed line graph with vertices 0, 1, . . . , n, where each consecutive edge may point in
either direction. A path in G is a map In æ G. Since the orientations in In may alternate, such a
path is a zig-zag in G; a map In æ G is an n-step path. A directed path is the special case in which
the domain is Įn, so all edges of the domain point forward:

0 æ 1 æ · · · æ n.

Thus, a directed path always follows the arrows in G, whereas a general path may move forward
and backward along directed edges by choosing orientations in the domain. Concatenation and
reversal of paths are defined as usual.

v0 v1 x2 x3
a path: a zig-zag

y0 y1 y2 y3
a directed path

Figure 4: A path in G may be a zig-zag, whereas a directed path follows arrows in the forward
direction.

The elementary relation is controlled by a graph �r. For r Ø 2, �r has two directed paths of
length r with the same initial and terminal vertices:

u0 = v0 æ u1 æ · · · æ ur≠1 æ ur = vr,

v0 = u0 æ v1 æ · · · æ vr≠1 æ vr = ur.

A map �r æ G therefore gives two directed paths of length r with the same endpoints. Informally,
a Cr-homotopy permits the insertion or deletion, within a larger path, of a loop that goes once
around such an image of �r.

u0 = v0

u1 u2
· · ·

ur≠1

ur = vr

v1 v2 · · · vr≠1

Figure 5: The graph �r. A map �r æ G witnesses an elementary Cr-homotopy.

We specify the cases when r = 0, 1, 2. A C0-homotopy inserts or deletes a one-step constant
path. Thus, the constant path of length one at x is equivalent to the length-zero constant path at x;
this is the reparameterization relation. A C1-homotopy inserts or deletes a backtrack x æ y Ω x.
Thus it is the weakest equivalence relation under which the concatenation of a path with its inverse
is identified with the constant path.

For the C2-homotopy, one inserts or deletes the clockwise perimeter of the image of a map
�2 æ G. Such a map may be degenerate. Besides the backtrack already permitted at scale one, its
basic nonconstant images are the directed triangle and the directed square shown in Figure 6; these
are the elementary C2 configurations described in [11, Figure 3].
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C0: reparameterization

x x
constant path

of length 1

ƒC0

insert/delete

x
constant path

of length 0

C1: backtrack cancellation

x y x
x æ y Ω x

ƒC1

insert/delete

x
path of length 0

C2: elementary loop insertions and deletions

directed triangle directed square

Figure 6: Elementary Cr-homotopy relations.

Precisely, for 1 Æ r < Œ, one defines a groupoid Â�r
1(G) whose objects are the vertices of G and

whose morphisms are Cr-homotopy classes of paths. Concatenation gives composition, and reversal
gives inverses. The combinatorial theorem is

Â�r

1(G) ≥= �r

1(G).

For r = Œ, two paths are equivalent if they are Cr-homotopic for some finite r.
This model is the one to keep in mind. The parameter r records how long a directed “diamond”

is allowed to be before its two sides are identified. Small r imposes only short local relations; large
r sees larger directed shortcuts.

Example 3.1 (Four directed squares). Consider the following four orientations of a square, each
based at its upper-left vertex vi.

v1
G1

v2
G2

v3
G3

v4
G4

Their r-fundamental groups at the chosen basepoints are

r = 1 r = 2 r = 3 r = 4
G1 Z 0 0 0
G2 Z Z 0 0
G3 Z Z Z 0
G4 Z Z Z Z

This example, from [11, Example 2.7], shows that the whole sequence of r-fundamental groupoids
can distinguish directed graphs that are not distinguished by looking at only one fixed value of r.

Example 3.2 (A loop killed at a prescribed scale). Let �m itself be regarded as a directed graph,
and take the basepoint v = u0 = v0. The loop that follows the upper path from v to um = vm and
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then returns along the lower path is visible at small scales, but it is killed by the Cm-relation. More
precisely,

fi
r

1(�m, v) ≥=
I
Z, r < m,

0, r Ø m.

This is the basic reason the sequence

fi
1
1(G, v) æ fi

2
1(G, v) æ · · ·

can contain more information than a single fundamental group: it records the directed length scale
at which a loop becomes filled.

Example 3.3 (Products). For r Ø 2, the r-fundamental groupoid behaves well with products:

�r

1(G⇤H) ≥= �r

1(G) ◊ �r

1(H) ≥= �r

1(G ⇥ H).

In the box square of Figure 3, the two directed paths from (0, 0) to (1, 1) di�er by the standard
directed square. The product theorem says that, from the viewpoint of r Ø 2 fundamental groupoids,
the cubical and strong products have the same one-dimensional homotopy theory.

The Hurewicz theorem: statement and idea

The Hurewicz theorem compares this sequence of r-fundamental groups with the (1, 0)-line of the
MPSS.

Theorem 3.4 (Hurewicz theorem for fi
r
1 and MPSS). Let (G, v) be a connected pointed directed

graph. There is a commutative ladder

fi
2
1(G, v) fi

3
1(G, v) fi

4
1(G, v) · · ·

E
2
1,0(G) E

3
1,0(G) E

4
1,0(G) · · · ,

h
2

h
3

h
4

such that each h
r is the abelianization map. Moreover, there is a limiting Hurewicz map

h
Œ : fi

Œ
1 (G, v) ≠æ RH1(G)

which is likewise the abelianization map.

The idea of proof is conceptually simple. First, �r
1(G) is the fundamental groupoid of the

filtered nerve Nr(G). Thus, the classical Hurewicz map for |Nr(G)| gives a map from fi
r
1(G, v) to

the first homology of the r-th filtered piece. Second, the MPSS is built from the same filtration.
Its di�erentials impose homological versions of the Cr-relations. Therefore, after abelianization,
the path-level relation measured by �r

1(G) matches the homological relation measured by E
r
1,0(G).

At r = 2, the theorem recovers the GLMY Hurewicz theorem because fi
2
1(G, v) ≥= fi1(G, v) and

E
2
1,0(G) ≥= PH1(G).

One should not think of the theorem merely as an analogy. It says that MPSS has a genuine
one-dimensional homotopy interpretation: its (1, 0)-line is the abelianization of the corresponding
stage of the fundamental group tower.
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4 Seifert–van Kampen theorem and Mayer–Vietoris sequences

For ordinary spaces, the Seifert–van Kampen theorem computes the fundamental group of a union
from the fundamental groups of the pieces. In the directed graph setting this is more delicate.
Directed homotopies can use a filling whose edges lie partly in G and partly in H, even if neither
piece contains the filling. The following example is the warning sign.

Example 4.1 (Failure of naive Seifert–van Kampen theorem). Fix r Ø 2 and consider the following
pair of directed graphs. Each piece contains a loop based at v0, but the directed filling that compares
the two loops appears only after the pieces are united.

v0 v1 · · · vr vr+1

a

G

v0 v1 · · · vr vr+1

b

H

In this example, fi
r
1(G, v0) and fi

r
1(H, v0) are generated by loops –G and –H , while G fl H is 1-

homotopy equivalent to a point. If the usual pushout theorem held without hypotheses, the two
generators would remain unrelated in the union. However, in G fi H one can form a C2-homotopy
using the vertex a from G and the vertex b from H, giving the relation –G–

≠1
H

= 1. Thus, the naive
pushout is too large.

The solution of this is a separability condition. A degenerate �r in G fi H is the image of a map
�r æ G fi H, allowing collapses and identifications. A pair (G, H) is r-separable if every degenerate
�r in the union can be subdivided into degenerate �r’s each lying entirely in G or entirely in H.
In other words, every elementary directed filling in the union can be decomposed into elementary
fillings in the pieces. This is exactly the condition needed to prevent new mixed Cr-relations.

Theorem 4.2 (Seifert–van Kampen theorem for r-fundamental groupoids). Let (G, H) be an
r-separable pair of directed graphs, with 1 Æ r Æ Œ. Then the square

�r
1(G fl H) �r

1(G)

�r
1(H) �r

1(G fi H)

is a pushout of groupoids.

The proof uses the combinatorial description above. One constructs the algebraic pushout
groupoid and the natural functor to �r

1(G fi H). Surjectivity comes from the fact that every path in
the union is a concatenation of edges from the two pieces. Injectivity is where r-separability enters:
every relation generated by a Cr-homotopy in the union can be subdivided into relations already
present in one piece or the other. Thus no mixed relation is missing from the pushout.

Passing to based groups gives the corresponding group-level statement when the intersection
is connected. Combining this result with the Hurewicz theorem gives a Mayer–Vietoris sequence
for the (1, 0)-line of the MPSS. If (G, H) is r-separable, 2 Æ r < Œ, and G, H, and G fl H are
connected, then

E
r

1,0(G fl H) ((iG)ú,(iH)ú)≠≠≠≠≠≠≠≠æ E
r

1,0(G) ü E
r

1,0(H) (jG)ú≠(jH)ú≠≠≠≠≠≠≠≠æ E
r

1,0(G fi H) æ 0

8
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is exact. This is one of the main applications: the homotopical pushout theorem yields a homological
exact sequence for MPSS terms.

There is also a pushout version. Given a pushout of directed graphs

A G

H G fiA H,

i

one defines an r-cofibration i : A æ G, interpolating between the cofibrations used in path homology
and the long cofibrations used in reachability homology. If i is an r-cofibration, then for all s Ø r the
corresponding square of �s

1 is a pushout. Consequently, for finite s Ø r, one obtains exact Mayer–
Vietoris sequences for E

s
1,0. This gives a partial answer to the question of whether cofibration-type

hypotheses imply Mayer–Vietoris sequences beyond the E
1 and E

2 pages.

5 Higher homotopy groups and singular cubical homology

The story above is one-dimensional: it concerns fundamental groupoids and the (1, 0)-line of a
spectral sequence. A natural next question is what higher homotopy theory of directed graphs
should look like.

Li-Wu-Yau-Zhang introduced higher homotopy groups fīn(G, v) of a pointed directed graph [12].
Their representatives are spherical n-dimensional grids. A grid is a map

I1⇤I2⇤ · · ·⇤In ≠æ G,

where each Ik is a directed line graph. Spherical means that the boundary of the box is sent to the
basepoint v. Homotopies are generated by subdivisions and elementary grid homotopies. For n = 1,
this recovers the GLMY fundamental group:

fī1(G, v) ≥= fi1(G, v).

I : 0 æ 1 Ω 2 æ 3

J : 0 æ 1 Ω 2

I⇤J

Figure 7: A two-dimensional grid directed graph built as the box product of two zig-zag directed
line graphs.

The natural homology target for these higher groups is not path homology in all degrees, but
singular cubical homology [7]. Let Qn(G) be the free abelian group generated by maps

(Į)⇤n ≠æ G,

9
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modulo degenerate grids, with the usual cubical boundary. The resulting homology is denoted
QHú(G). There is a discrete Hurewicz map [13]

hú : fīn(G, v) ≠æ QHn(G),

which sends a spherical grid to the signed sum of its elementary directed n-cubes.

Theorem 5.1 (Higher Hurewicz theorem for directed graphs). Let (G, v) be a pointed directed
graph. If G is (n ≠ 1)-connected in the cubical-nerve sense, then

hú : fīn(G, v) ≠æ QHn(G)

is the abelianization for n = 1 and an isomorphism for n Ø 2.

This theorem extends the one-dimensional GLMY Hurewicz theorem, since the first singular
cubical homology agrees with the first path homology. It also generalizes the Hurewicz theorem for
undirected graphs proved in [2]. Finally, it explains why singular cubical homology is the correct
higher-dimensional target: it is built from exactly the same cubical grids that represent higher
directed homotopy.

The proof comes from a more general result for cubical sets. One defines discrete homotopy
groups fi

”
n(K, v) for pointed cubical sets. For quasisymmetric cubical sets, these groups are naturally

isomorphic to the ordinary homotopy groups of their geometric realizations:

fi
”

ú(K, v) ≥= fiú(|K|, v).

There is a Hurewicz theorem for these discrete homotopy groups: if K is (n ≠ 1)-connected, then

fi
”

n(K, v) ≠æ Hn(K)

is abelianization for n = 1 and an isomorphism for n Ø 2. The directed-graph theorem follows by
applying this cubical theorem to the cubical nerve N1G and identifying

fi
”

n(N1G, v) ≥= fīn(G, v), Hn(N1G) ≥= QHn(G).

6 Future directions

The results above suggest that directed graphs should have a richer nonabelian homotopy theory
than a sequence of fundamental groupoids alone. I conclude by emphasizing three directions.

Higher groupoid models. The r-fundamental groupoid models one-dimensional directed ho-
motopy at a fixed length scale. The LWYZ higher homotopy groups show that higher directed
spheres exist and admit a Hurewicz theorem. A natural next step is to construct higher-groupoid or
higher-categorical models of a directed graph whose one-dimensional truncations recover �r

1(G) and
whose higher homotopy groups recover the grid-based groups. Such a model should remember not
only groups but also compositions of higher directed homotopies.

Higher Seifert–van Kampen theorem. The current Seifert–van Kampen theorem is a pushout
theorem for �r

1. A higher version should describe the homotopy type of a union by a higher pushout,
under a suitable higher-separability condition requiring every elementary directed n-dimensional
filling in the union to decompose into fillings in the pieces. This would be the directed-graph
analogue of the principle that homotopy colimits, rather than ordinary colimits, control gluing.
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Applications to Mayer–Vietoris sequences. The one-dimensional Seifert–van Kampen the-
orem gives exact Mayer–Vietoris sequences for E

r
1,0 of the MPSS. A higher-groupoid theorem

should produce higher Mayer–Vietoris sequences or exact couples for other MPSS entries, possibly
explaining more of the di�erentials in the spectral sequence through explicit directed homotopies. In
this sense, the long-term goal is not merely to compute invariants, but to understand the geometric
meaning of the MPSS page by page.
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マトロイドにおける多項式の圏化について
山形　颯（福岡大学）∗

概 要
Khovanov は，Jones 多項式を次数付き Euler 標数として復元するホモロジー
理論を構成した．これを契機として，同様の構成によるグラフや超平面配置な
ど様々な組合せ論的対象に対する多項式の圏化が研究されている．本稿では，
マトロイドの特性多項式および符号つき Tutte多項式の圏化について概説する．

1 マトロイドと特性多項式
この節ではマトロイドに関する基本的な定義と例，および特性多項式について述べる．主な参考
文献としては [2, 7, 8, 11]を参照されたい *1．
1.1 マトロイドの定義と例
マトロイドを定義する前に，例を述べる．
例 1.1. R上の行列

1 2 3 4 5 6 7
( )1 0 0 1 0 0 0

A = 0 1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 1 0

を考える．E = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} を列番号の集合とする．I を E の部分集合 I の族であって，I

に添字付けられた列ベクトルが R上で線形独立なもの全体とする．この時，I は，E \ {7}の 3元
以下の部分集合のうち，{1, 2, 4}，{2, 3, 5}，{2, 3, 6}，および {5, 6}を含むものを除いたもの全体
からなる．
このような例を念頭に，より一般の集合に対し線型独立性が定義できるよう抽象化された概念が
マトロイドで，1935年に Nakasawa[6, 10], Whitney [12]らによって独立に導入された．
定義 1.2. マトロイド M とは集合 E と以下の条件 (I1)-(I3) を満たす E の部分集合族 I の組
(E, I)のことをいう．
(I1) ∅ ∈ I;
(I2) I ∈ I, I ′ ⊆ I =⇒ I ′ ∈ I;
(I3) I1, I2 ∈ I, |I1| < |I2| =⇒ ある e ∈ I2 \ I1 が存在して I1 ∪ {e} ∈ I.

E はマトロイドM の台集合，I の元はマトロイドM の独立集合と呼ばれ，I /∈ I ならば I は従
属集合と呼ばれる．
マトロイドには多くの特徴づけが知られており，それらを定義として採用されることもしばしば
ある．次のものはそのうちの一つであり，ランク関数を用いた特徴づけである．

∗ e-mail: so.yamagata@fukuoka-u.ac.jp
キーワード：マトロイド，グラフ，超平面配置，彩色多項式，特性多項式，圏化
*1本稿では扱わないが，有向マトロイド [1]というものがあり，こちらは超平面配置における Salvetti complex
など，よりトポロジーに関連した対象として知られる．
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命題 1.3. E を集合とする．また関数 rankM : 2E → Z≥0 が次の条件を満たすとする．
1. X ⊂ E に対し，0 ≤ rankM (X) ≤ |X|;
2. X1 ⊂ X2 ⊂ E ⇒ rankM (X1) ≤ rankM (X2);

3. X1, X2 ⊂ E ⇒ rankM (X1) + rankM (X2) ≥ rankM (X1 ∩X2) + rankM (X1 ∪X2).ここで I = {X ⊂ E | rankM (X) = |X|} は独立集合全体の集合であり，特にマトロイド
M = (E, I)が得られる．rankM をマトロイドM のランク関数という．
ここでマトロイドの例をいくつか挙げる．
例 1.4 (一様マトロイド). 台集合として E = {1, . . . , n} とし，S ⊂ E に対し，ランク関数を
rankUk,n

(S) = min{k, |S|}と定義する．この時ランク関数はマトロイドのランク関数の公理を満
たすことが確かめられる．ここで得られるマトロイド Uk,n = (E, rankUk,n

)をランク kの一様マト
ロイドという．
例 1.5 (線形マトロイド). A = (v1, . . . , vn) を体 F 上の m × n 行列とする．ここで vi は
A の第 i 列ベクトルである．台集合を E = {1, . . . , n} とし，S ⊂ E に対し，ランク関数を
rankM(A)(S) = rank(AS) と定義する．ただし AS は S に属する列ベクトルからなる部分行列を
表す．この時ランク関数はマトロイドのランク関数の条件を満たすことが確かめられる．ここで得
られるマトロイドM(A) = (E, rankM(A))を線形マトロイドという．
例 1.6 (グラフィックマトロイド). Gを頂点集合 V (G)と辺集合 E(G)（ループや多重辺を許す）
をもつグラフとする．台集合を E = E(G) とし，S ⊂ E に対し，ランク関数を rankM(G)(S) =

|V (G)|−k([G;S])と定義する．ここで，[G;S]は頂点集合として V (G)，辺集合として S ⊂ E(G)

をもつグラフ（スパニンググラフと呼ばれる）であり，k([G;S])は [G;S]の連結成分の数を表す．
この時ランク関数はマトロイドのランク関数の公理を満たすことが確かめられる．ここで得られる
マトロイドM(G) = (E(G), rankM(G))をグラフィックマトロイドという．
マトロイドM が体 F 上の線形マトロイドで表される時，M を F-表現可能マトロイドという．
例えばグラフィックマトロイドは任意の体 F上で表現可能であることが知られている．
定義 1.7. M = (E, rankM ) をマトロイドとする．M の双対マトロイドM∗ を，台集合を E と
し，ランク関数を rankM∗(X) = |X|+ rankM (E \X)− rankM (E)と定義することで得られるマ
トロイドとする．
定義 1.8. • S ⊆ E がサーキットであるとは，S が最小の従属集合であることをいう．

• S ⊆ E がコサイクルであるとは，S がM∗ のサーキットであることをいう．
1.2 マトロイドに付随する（特性）多項式
定義 1.9. M = (E, rankM ) をマトロイドとし，e, e1, e2 ∈ E とする．

• eがループであるとは，rankM (e) = 0であることをいう．
• eがコループであるとは，rankM (E)− rankM (E \ e) = 1であることをいう．
• e1 と e2 が平行であるとは，rankM ({e1, e2}) = 1であることをいう．

注意 1.10. グラフィックマトロイドにおけるループは辺としてのループ，コループはブリッジ（そ
の辺を除くとグラフの連結成分が 1つ増えるような辺），平行元は多重辺にそれぞれ対応する．
定義 1.11. M = (E, rankM ) をマトロイドとし，e ∈ E とする．

• M の eによる削除M \ eを，台集合 E \ e 上のマトロイドで，rankM\e(S) = rankM (S)
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により定義する．
• M の eによる縮約M/eを，台集合 E \ e 上のマトロイドで，rankM/e(S) = rankM (S ∪

e)− rankM (e)により定義する．
注意 1.12. • A を行列，M(A), A(A) をそれぞれ A から定まる線形マトロイド，中心的超

平面配置とする．この時，χM(A)(λ) = χA(A)(λ)が成り立つ．
• グラフ Gの彩色多項式を PG(λ)，グラフ Gから定まるグラフィックマトロイドM(G)の
特性多項式を χ(M(G);λ)とする．この時，PG(λ) = λk(G)χ(M(G);λ)が成り立つ．ここ
で k(G)はグラフ Gの連結成分の数を表す．

定義 1.13. M = (E, rankM ) をマトロイドとする．M の特性多項式 χ(M ;λ)は次のように定義
される：

χ(M ;λ) =
∑

S∈2E

(−1)|S|λrankM (E)−rankM (S).

命題 1.14. M = (E, rankM )をマトロイドとし，e ∈ E とする．この時，次が成り立つ：

χ(M ;λ) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

0 M がループを持つ時,

(λ− 1)χ(M \ e;λ) eがコループの時,

χ(M \ e;λ)− χ(M/e;λ) eがループでもコループでもない時．
2 マトロイドの特性ホモロジー
この節ではマトロイドに対し，次数付きオイラー標数として特性多項式を持つようなホモロジー
を定義する．そのために，マトロイドに対し，特定の代数系を対応させることで構成を行う．はじ
めにマトロイドの（擬）表現を導入し，これを用いてチェイン複体を構成することでホモロジーを
定義する．さらにいくつかの基本的な性質と，Dancso–Licataによって導入された超平面配置の特
性ホモロジーとの関係を述べる．
2.1 マトロイドの擬表現
マトロイドの表現可能性については，Nelson [5]により次のような結果が示されている．
定理 2.1（[5]） n元集合上の表現可能マトロイドの個数を r(n)とすると，

r(n) ≤ 2n
3/4

が成り立つ．
一方，Knuth [4]は n元集合上のマトロイド全体の個数m(n)について

log logm(n) ≥ n− 3

2
log n−O(1)

を示した．したがって，
r(n)

m(n)
−→ 0

が成り立ち，ほとんどすべてのマトロイドは表現可能ではないことが分かる．このことから，表現
可能マトロイドのみを対象とする構成では，一般のマトロイドを扱う理論として適用範囲が大きく
制限されてしまう．そこで，[9]において，表現可能性を緩めた概念として擬表現を導入した．
定義 2.2. R を PID，N を有限生成 R-加群，S(N)を N の部分加群全体のなす集合とする．R-

擬表現，あるいは単に擬表現とは，写像 ρ : 2E → S(N)であって，次の条件を満たすものである：
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• rankRρ(S) = rankM (S), ρ(∅) = 0, ρ(E) = N ;

• S1 ⊂ S2 ⊂ E ならば ρ(S1) ⊂ ρ(S2);

• rankM (S1) = rankM (S2)かつ S1 ⊂ S2 ならば ρ(S1) = ρ(S2)．
ここで注意として，任意のマトロイドM に対し，擬表現 ρ は存在する．R として体 F を取る
と，擬表現はベクトル空間 N の部分空間の族とみなすことができる．特に，マトロイドが線形表
現を持つ場合には，その表現ベクトルを法ベクトルとする中心的超平面配置を対応させることがで
きる．以後，擬表現 ρ を持つマトロイドをMρ := (E, rankM , ρ) と書くことにし，この節に限り
擬表現つきのマトロイドを扱う．擬表現つきのマトロイドに対し，削除・縮約を以下のように定義
する：
定義 2.3. M = (E, rankM , ρ)を擬表現を持つマトロイドとする．

• M の e による削除 (M \ e, ρ\e) を，台集合 E \ e 上のマトロイドで，rankM\e(S) =

rankM (S)，ρ\e(S) = ρ(S)により定義する．
• M の e による縮約 (M/e, ρ/e) を，台集合 E \ e 上のマトロイドで，rankM/e(S) =

rankM (S ∪ e)− rankM (e)，ρ/e(S) = ρ(S ∪ e)/ρ(e)により定義する．
2.2 マトロイドの特性ホモロジーと基本的な性質
ここでマトロイドの特性ホモロジーを定義する．E の部分集合 S に対し擬表現 (M, ρ)をもつマ
トロイド対し

CS,j(M, ρ) =
j∧
N/ρ(S)

と定める．この時 (i, j)-次のチェイン群を Ci,j(M, ρ) =
⊕

S∈(Ei )
CS,j(M, ρ) と定義する．ここ

で (E
i

)
= {S ⊂ E | |S| = i} である．j について和をとることで i 次のチェイン群 Ci(M, ρ) =

⊕
j≥0C

i,j(M, ρ) が定義される．
次に境界作用素を定義する．S ⊂ E かつ e /∈ S のとき，加群準同型 N/ρ(S) → N/ρ(S ∪ e)

によって誘導される準同型 dS,e(M,ρ) :
∧j N/ρ(S) →

∧j N/ρ(S ∪ e) を考える．(i, j)次の境界作用
素を

di,j(M,ρ) =
⊕

S∈(Ei )
e/∈S

ϵS,edS,e(M,ρ)

と定義する．ここで ϵS,e を
ϵS,e =

{
−1 |{e′ ∈ S | e′ < e}| が奇数の時
1 他の場合

と定める．j について和をとることで i 次の境界作用素 di(M,ρ) =
⊕

j≥0 d
i,j
(M,ρ) が得られる．特に

di+1
(M,ρ) ◦ d

i
(M,ρ) = 0が成り立ち，チェイン複体 C(M, ρ) = (C•(M, ρ), d•(M,ρ)) が得られる．

定義 2.4. C(M, ρ) のコホモロジーをマトロイド (M, ρ) の特性コホモロジーと呼び H•(M, ρ) と
表す．
定理 2.5（[9]） 次数つきオイラー標数を取ると χq(C(M, ρ)) =

∑
i,j(−1)iqjrankRH i,j(M, ρ) =

χ(M ; 1 + q)が成り立つ．
基本的な性質をいくつか述べる．削除・縮約性に関する等式は長完全系列として得られる．
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定理 2.6（[9]） 擬表現つきのマトロイド (M, ρ) = (E, rankM , ρ)およびコループではない e ∈ E

を考える．この時，次の長完全列がある：
0 → H0(M, ρ)

β∗

−→ H0(M \ e, ρ\e)
γ∗

−→ H0(M/e, ρ/e)
α∗

−→ H1(M, ρ)

β∗

−→ H1(M \ e, ρ\e)
γ∗

−→ H1(M/e, ρ/e)
α∗

−→ · · ·
β∗

−→ H i(M \ e, ρ\e)
γ∗

−→ H i(M/e, ρ/e)
α∗

−→ H i+1(M, ρ)

→ · · · .

命題 2.7 ([9]). 擬表現つきのマトロイド (M, ρ) = (E, rankM , ρ)がループを持つ時，全ての iに
対し H i(M, ρ) = 0が成り立つ．
命題 2.8 ([9]). 擬表現つきのマトロイド (M, ρ) = (E, rankM , ρ)に対し，eが平行元である時，全
ての iに対し H i(M, ρ) ≃ H i(M \ e, ρ\e)が成り立つ．
2.3 超平面配置の特性ホモロジーとの関係
Dancso–Licata [3]は超平面配置に対する特性ホモロジーを構成した．ここではマトロイドの特
性ホモロジーが，その自然な一般化となることを説明する．A = {H1, . . . , Hn}を複素ベクトル空間 V 内の中心的超平面配置とする．各超平面を Hi = ν⊥i と表す．ここで νi ∈ V ∗ は Hi の法ベクトルである．
各部分集合 S ⊂ [n] に対し，HS =

⋂
i∈S Hi とおく．Dancso–Licata の特性ホモロジーでは，

(i, j)-次のチェイン群は
Ci,j
arr(A) =

⊕

|S|=i

j∧
HS

で与えられる．微分は，e /∈ S に対する自然な射 HS −→ HS∪e から誘導される写像の交代和として定義される．この複体の次数つき Euler標数は，超平面配置Aの特性多項式を与える．一方，法
ベクトル ν1, . . . , νn から線形マトロイドM(A)が定まる．すなわち，台集合を [n]とし，

rankM(A)(S) = dim⟨νi | i ∈ S⟩

このとき ρ(S) = ⟨νi | i ∈ S⟩ とおけば，M(A) の擬表現が得られる．したがって，前節の構
成からマトロイドの特性ホモロジー複体 Ci,j(M(A), ρ) =

⊕
|S|=i

∧j V ∗/ρ(S) が得られる．こ
こで，HS は ρ(S) の直交補空間であるから，内積を用いて自然に HS

∼= V ∗/ρ(S) と同一視
できる．この同一視の下で，Dancso–Licata 側の射 HS −→ HS∪e は，マトロイド側の商写像
V ∗/ρ(S) −→ V ∗/ρ(S ∪ e)に対応する．従って，各 S および j について∧j HS

∼=
∧j V ∗/ρ(S)が

成り立ち，これらを |S| = iについて直和することで Ci,j
arr(A) ∼= Ci,j(M(A), ρ)を得る．さらに，

この同型は微分と可換であるため，チェイン複体の同型を与える．
以上より，次が従う．
定理 2.9（[9]） 超平面配置 Aに対し，

H•
arr(A, k) ∼= H•(M(A), ρ)⊗ k

が成り立つ．
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3 符号つきマトロイドと符号つき Tutte多項式への拡張
3.1 符号つきマトロイドにおける Reidemeister変形
ここで一旦，グラフを用いた結び目の記述について復習を行う．結び目が与えられた時，そのダ
イアグラムを考えることができる．さらに結び目図式から面グラフ（face graph）が定義できる．
これは結び目図式を 2-彩色し，領域ごとに頂点を置き，交点で向かい合う領域同士の間に辺を引い
て構成される．結び目の各交点でクロスの仕方に応じて，それぞれ対応する辺に +/−の符号を付
けると符号つきグラフが得られる（図 1参照）．

v1 v2 v3

v4 v5 v6

e1 : +

e2 : +

e3 : +

e4 : −

e5 : −

e6 : + e7 : +

e8 : −

図 1 左：結び目図式，右：対応する符号つきグラフ
対応するグラフィックマトロイドの表現行列は次のようになる．

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0 0 0 0 0 0
−1 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 −1 1 1 0
0 −1 1 0 0 0 0 0
0 0 −1 −1 0 −1 0 1
0 0 0 0 0 0 −1 −1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

ここで列は辺 e1, . . . , e8 の順に，行は頂点 v1, . . . , v6 の順に対応している．さて結び目図式の Reidemeister変形は，符号つきグラフの局所変形として記述できた．Reide-

meister move Iは符号が正のループを追加・削除する操作に，Reidemeister move IIは符号が互
いに逆の多重辺ペアを追加・削除する操作に，Reidemeister move IIIは Y∆交換（図 2参照）に
それぞれ対応する．

e
+

f −

g
+

ê −

f̂

+

ĝ−

図 2 Y∆交換：Y 字形のグラフを三角形グラフに置き換える
この概念をマトロイドに一般化しよう．
定義 3.1. 符号つきマトロイド (M, sgn)とは，マトロイドM に対し，符号関数 sgn : E → {+,−}
を付加したものである．sgnは E の各元に +または −の符号を割り当てる．

75



このとき，符号つきマトロイドに対する（weak）Reidemeister moveを次のように定義する．
(wRI) 符号が反対の 2つのループを追加または削除する．
(RII) 符号が反対の 2つの平行元を追加または削除する．
(RIII) ∆Y 交換 *2を行う．このとき，交換に関わる 3元集合 T 上の符号を反転する．
図 3はダイアグラム，および対応するグラフィックマトロイドにおける Reidemeister moveの例
を示している．

e1 : +

e2 : +

e3 : +

e4 : −

e5 : −

e6 : + e7 : +

e8 : −

(R3)
f1 : −e2 : +

e3 : +

f4 : +

f5 : + e6 : +
e7 : +

e8 : −

(R2)
e2 : +

e3 : +

f4 : +

f5 : + e7 : +

e8 : −

(R2)
e2 : +

e3 : +

f4 : +

f5 : +

図 3 符号つきグラフ上の Reidemeister変形
e1 e2 e3 e6 e7 e8 e4 e5⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠

1 0 0 0 0 0 1 −1

0 1 0 0 0 0 1 −1

0 0 1 0 0 0 1 −1

0 0 0 1 0 1 0 −1

0 0 0 0 1 1 0 0

(R3)

e2 e3 e6 e7 e8 e4 e5 e1⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠

1 0 0 0 0 1 −1 0

0 1 0 0 0 1 −1 0

0 1 0 0 0 0 1 −1

0 0 1 0 1 1 0 −1

0 0 0 1 1 0 0 0

(R2) &行基本変形
e2 e3 e7 e8 f4 f5⎛

⎜⎜⎜⎝

⎞

⎟⎟⎟⎠

1 0 0 0 1 −1

0 1 0 0 1 −1

0 0 0 1 0 −1

0 0 1 0 0 0

(R2)
e2 e3 f4 f5( )
1 0 1 −1

0 1 1 −1

3.2 符号つきランク母関数と Reidemeister不変性
定義 3.2. (M, sgn)を台集合 E 上の符号つきマトロイドとする．M の符号つきランク母関数を

R(M, sgn;α,β, x, y) =
∑

S⊂E

α|S|−+|E\S|+β|E\S|−+|S|+xcorankM (S)ynull(S)

により定義する．ここで S ⊂ E に対し，null(S) = |S|− rankM (S), S+ = {e ∈ S | sgn(e) = +}，
S− = {e ∈ S | sgn(e) = −}とする．

*2マトロイドにおける ∆Y 交換については誌面の都合上割愛するが，マトロイドの表現行列の局所的な置き換
えで与えられるものである．
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符号つきランク母関数は，結び目理論における Jones多項式を包含する．実際，符号つきマトロ
イド (M, sgn)に対し，

JM (q) = R(M, sgn; (−q)−1/2, (−q)1/2, q + q−1, q + q−1)

と定めると，結び目図式から得られる符号つきグラフィックマトロイドの場合には，これは通常の
framed Jones 多項式と一致する．次の性質は符号つきグラフ上で成り立つ事実をマトロイドに一
般化したものである．
補題 3.3 (Saito–Y.). 符号つきマトロイド (M, sgn)の符号つきランク母関数R(M, sgn,α,β, x, y)

は，適切な代入のもとで Reidemeister move (wRI)，(RII)，(RIII)に関して不変である．すなわ
ち，次が成り立つ．
(wRI) e, f を符号が反対のコループとする．αβ = 1かつ x = −(α2 + β2)ならば，

R(M, sgn;α,β, x, y) = R(M \ {e, f}, sgn;α,β, x, y).

(RII) e, f を符号が反対の平行元とする．αβ = 1かつ α2 + β2 + αβy = 0ならば，
R(M, sgn;α,β, x, y) = R(M \ {e, f}, sgn;α,β, x, y).

(RIII) T ⊂ E を三角形とする．すなわち，|T | = 3 であり，任意の t ∈ T に対して rankM (T \
{t}) = rankM (T ) = 2が成り立つとする．さらに，T は二つの正符号の元と一つの負符号
の元からなるとする．このとき，

R(M, sgn;α,β, x, y) = R(∆T (M), sgnT ;α,β, x, y)

ここで ∆T (M)は T に関する Y∆交換を表す．
定義 3.4. 符号つきマトロイド (M, sgn) の（正規化された）符号つき Tutte 多項式
T̄ (M, sgn;α, x, y)を

T̄ (M, sgn;α, x, y) = R(M, sgn;α+ 1, 1, x− 1, y − 1)

で定義する．
3.3 符号つきマトロイドの Tutteホモロジー
ここでは正規化された符号つき Tutte 多項式を圏化するホモロジーを概説する．本節の構成で
は，表現行列から核と余核を用いてチェイン複体を構成する．この構成は体上の表現可能マトロイ
ドに対して定義できるが，体ごとに別々に扱うよりも，それらを統一的に記述できる枠組みとして
partial field を用いる方が自然である．partial field はグラフィックマトロイド，正則マトロイド
など，多くの重要なクラスを統一的に扱うことができ，さらに今後関手性を考える際の自然な舞台
となる．
定義 3.5. P = (R,G) が partial field であるとは，R が可換環，G ⊂ R× が部分群であり，
−1 ∈ Gかつ Gが環として Rを生成することをいう．また，

P× = G, P = G ∪ {0}

と書く．
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M を partial field P = (R,G)上のランク r のマトロイドとし，AをM を表す P-行列とする．
行基本変形，列の入れ替え，各列への P× 倍を施すことで，Aは

A = (Ir D)

の形に取ることができる．ここで Ir は r 次単位行列である．この行列は準同型 A : RE −→ Rr を
定める．各部分集合 S ⊂ E に対して，AS を S に属する列からなる部分行列とし，短完全系列

0 −→ kerAS −→ RS AS−−→ Rr −→ cokerAS −→ 0

を考える．符号つきマトロイドの Tutteホモロジーのチェイン群は，kerAS と cokerAS の両方を用いて定義される．S ⊂ E に対し，S̃ := (E \ S)− ⊔ S+ とおく．この時，チェイン群を
CS,k,j1,j2
sT (M, sgn) =

k∧
RS ⊗

j1∧
cokerAS̃ ⊗

j2∧
kerAS̃

とおき，
Ci,k,j1,j2
sT (M, sgn) =

⊕

S∈(Ei )

CS,k,j1,j2
sT (M, sgn)

と定義する．
次に微分を定義する．S ⊂ E, l /∈ S に対し，自然な写像 ι : RS −→ RS∪l がある．また S ⊂ E,

e /∈ S に対して，S から S ∪ e へ移るとき，AS と AS∪e の間には自然な写像があり，これらにより誘導される写像から微分 δS,lsT : CS,k,j1,j2
sT (M, sgn) −→ CS∪l,k,j1,j2

sT (M, sgn) が定まり，従って
δi : Ci,k,j1,j2

sT (M, sgn) −→ Ci+1,k,j1,j2
sT (M, sgn)が定まる．

この写像は特に δi+1◦δi = 0が成り立ち，従ってチェイン複体 CsT (M, sgn) = (C•
sT (M, sgn), δ•)

が得られる．そのホモロジーをM の符号つき Tutteホモロジーと呼び，H•
sT (M, sgn)と書く．

この構成は，前節で定義した正規化された符号つき Tutte多項式
T̄ (M, sgn;α, x, y) = R(M, sgn;α+ 1, 1, x− 1, y − 1)

と対応している．
実際，

T̄ (M, sgn;α, x, y) =
∑

S⊂E

(α+ 1)|S|(x− 1)corankM (S̃)(y − 1)nullM (S̃)

と書ける．
ここで，∧•RS の次数付き階数は (α+ 1)|S| を与え，cokerAS̃ および kerAS̃ の次数付き階数はそれぞれ corankM (S̃)，nullM (S̃)を与える．
したがって，これらの外積代数の次数付き階数を取ることで，T̄ (M, sgn;α, x, y)の各項が復元さ
れ，次が成り立つ．
定理 3.6（Saito–Y.） 符号つき TutteホモロジーH•

sT (M, sgn)の次数つき Euler標数は，M の
正規化された符号つき Tutte多項式を復元する．すなわち，

χq(CsT (M, sgn)) = (−1)rank(E)+|E−|T̄ (M, sgn;α,−x,−y)

が成り立つ．
なお，双対マトロイドを表す行列 A⊥ を用いることで，cokerAS と kerAS は双対的に記述できる．この双対性は，符号つき Tutte多項式の対称性

T̄ (M∗, sgn;α, x, y) = T̄ (M, sgn;α, y, x)
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のホモロジー的な反映とみなすことができる．
今回得られた構成は，グラフや超平面配置に対する既存の圏化を（符号つき）マトロイドの枠組
みへ拡張するものであり，今後はその関手性や Reidemeister不変性との関係を明らかにすること
が課題である．
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カンドルの幾何学的不変量について
甲斐 涼哉*1 (奈良教育大学)

1 はじめに
カンドルは群の共役演算の一般化とみなされる代数系である．その公理は，結び目図

式の基本変形 (詳しくは [Kam17]を参照)，もしくは対称空間の点対称が満たす性質 (詳
しくは [Loo69]を参照)に対応する．本稿では，2種類のカンドルの幾何学的不変量と
して，対称空間論の観点から導入した Euler標数，粗幾何学の観点から導入した距離を
紹介する．それぞれ，大阪公立大学の田丸博士氏との共同研究 [KT25]，及び立命館大
学の岩本光平氏，鹿児島大学の児玉悠弥氏との共同研究 [IKK26]に基づく．
2 カンドル
この節では，カンドルの基本事項について概観する．

定義 2.1 ([Joy82]). 空でない集合X 上の二項演算 ▹が以下の条件を満たすとき，(X, ▹)

をカンドルという：
1. 任意の x ∈ X に対して，x ▹ x = x,

2. 任意の y ∈ X に対して，右からの演算 sy : X → X, sy(x) := x ▹ y は全単射.

3. 任意の x, y, z ∈ X に対して，(x ▹ y) ▹ z = (x ▹ z) ▹ (y ▹ z).

右からの演算 sy : X → X を yでの点対称という. また，n ∈ Zに対して，x▹ny := sny (x)とかく．文脈から明らかな場合は，(X, ▹)を単に X とかく．
X, Y をカンドルとする. 写像 f : X → Y がカンドル演算を保つときカンドル準同

型であるという．また，全単射なカンドル準同型をカンドル同型といい，カンドル同型
が存在するとき，二つのカンドルは同型であるという．部分集合 A ⊂ X が，任意の
a ∈ Aに対して s±1

a (A) ⊂ Aを満たすとき，Aを部分カンドルという．
例 2.2 ([Loo69]). (M, s)を対称空間とする．つまり，M は多様体で，s : M → Diff(M)

は各点 x ∈ M に対して点対称写像 sx を定める写像である．このとき，M 上の二項演
算 ▹を x ▹ y := sy(x)と定めると，(M, ▹)はカンドルとなる．

*1 kai.ryoya.d8@cc.nara-edu.ac.jp
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したがって，カンドルは対称空間の位相構造や微分構造を忘れて，(一般化した)点対
称の代数構造に着目したものとみなせる．この意味で，カンドルは ‘対称空間の離散化’

とみなすことができる．典型的な対称空間として，実数直線 Rと球面 Sn の具体的な構
造を与える．
例 2.3. 実数 x, y ∈ Rに対して，x ▹ y := 2y − xで定めると，R上のカンドル演算と
なる．これは，Rの自然な対称空間としての構造と一致する． Rの離散部分カンドル
R∞ := Zを無限二面体カンドルと呼ぶ．
例 2.4. 円周 S1 = R/Z には，R のカンドル構造から自然にカンドル構造が誘導され
る．つまり，[x], [y] ∈ R/Zに対して，[x] ▹ [y] := [2y − x]で定めると，R/Z上のカン
ドル構造となる．このとき，n点集合 Rn := {[0], [1/n], . . . , [(n − 1)/n]} ⊂ R/Zは有
限部分カンドルになり，二面体カンドルと呼ばれる．
例 2.5. n次元球面 Sn = {x ∈ Rn+1 | |x| = 1}を対称空間とみなし，カンドル構造を定
める．つまり，x, y ∈ Sn に対し，x ▹ y := 2⟨x, y⟩y − xと定めると，Sn 上のカンドル
演算となる．ここで，⟨·, ·⟩は Rn+1 の標準内積である．特に，n = 1のとき，例 2.4の
S1 のカンドルと同型である．Sn の有限部分カンドル DSn := {±ei | i = 1, . . . , n + 1}
を離散球面と呼ぶ．ただし，{ei}は Rn+1 の標準基底である．
カンドル X の自己カンドル同型全体の集合を Aut(X)と書き，Aut(X)の群構造を

fg := g ◦ f で定める．このとき，Aut(X)を X の自己同型群といい，X に右から作用
する．Aut(X)の右作用が推移的であるとき，X を等質であるという．カンドルの二番
目と三番目の公理から点対称 sy はカンドル同型となる．
定義 2.6. カンドル X に対して，点対称のなす集合 {sy | y ∈ X}が生成する Aut(X)

の部分群を内部自己同型群といい，Inn(X)とあらわす. Inn(X)の X への右作用の軌
道を，X の連結成分という．特に連結成分が一つ (つまり，Inn(X)の作用が推移的)の
とき，X は連結であるという．
次の群は Joyce [Joy82]によって transvection groupとして導入された．

定義 2.7. カンドルX に対して，{sxs−1
y | x, y ∈ X}で生成される Aut(X)の部分群を

displacement群といい，Dis(X)であらわす.

一般に，Inn(X)の軌道と Dis(X)の軌道が等しいことが知られている [HSV16]．し
たがって，カンドルX の連結成分は，Dis(X)の作用の軌道と一致する．この節の最後
に，カンドルの一般的なクラスを紹介する．
例 2.8. 群 Gとその元 z に対して，g の共役類を zG = {g−1zg | g ∈ G}と表す．この
とき，x, y ∈ zG に対して，x ▹ y := y−1xy で定めると，zG 上のカンドル演算となる．
このとき，Conj(zG) := (zG, ▹)を zG 上の共役カンドルという．より一般に，共役演算
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で閉じた部分集合 X ⊂ Gは共役カンドルの構造を持つ．
例 2.9. G を群，σ : G → G を群の自己同型写像とする．このとき，g, h ∈ G に
対して，g ▹ h := σ(gh−1)h で定めると，G 上のカンドル演算となる．このとき，
GAlex(G,σ) := (G, ▹)を G上の一般化Alexanderカンドルという．また，Gがアー
ベル群のとき，Alexanderカンドルという．
例 2.10. G を群，H を G の部分群，σ : G → G を群の自己同型写像とする．H が
Gσ := {g ∈ G | σ(g) = g} の部分群であるとき，三つ組 (G,H, σ) をカンドルの三つ
組という．(G,H, σ)がカンドルの三つ組のとき，右剰余類 Hg,Hh ∈ H\Gに対して，
Hg ▹ Hh := Hσ(gh−1)h で定めると，H\G 上のカンドル演算となる．このカンドル
を，Q(G,H, σ) := (H\G, ▹)とかく．任意の等質カンドルは Q(G,H, σ)の形で書ける
ことが知られている [Joy82]．

3 Euler標数：対称空間からの不変量
連結コンパクト Lie 群の等質空間の Euler 標数は，極大トーラスの作用の固定点の

数と一致することが知られている [HS41]．特に，連結コンパクト対称空間の場合には，
その点対称から自然に導かれる displacement 群の作用を用いて，Euler標数が計算で
きる．これを踏まえて，この節ではカンドルに Euler標数を定義する．また，いくつか
のカンドルに対する Euler 標数の計算結果も与え，さらに，位相空間の Euler 標数と
類似したいくつかの性質を見る．この節の内容は田丸博士氏との共同研究 [KT25]に基
づく．
3.1 カンドルの Euler標数の定義
カンドルの Euler標数を，Dis(X)の作用を用いて，以下のように定義する．

定義 3.1. カンドル X の Euler標数 χQdle(X)を次で定義する：
χQdle(X) := inf{#Fix(g,X) | g ∈ Dis(X)}.

ここで，#Aは集合 Aの濃度，Fix(g,X)は g の作用のX における固定点集合を表す．
まず典型的な具体例として n次元球面を考える．

例 3.2. 例 2.5で見たように，球面 Sn は対称空間としての構造から，カンドルとなる．
このとき，内部自己同型群 Inn(Sn)と displacement群 Dis(X)は以下の通りである：

Inn(Sn) =

{
SO(n+ 1) n: 偶数
O(n+ 1) n: 奇数 , Dis(Sn) = SO(n+ 1).
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ここで，Dis(Sn)の元 g は，次元に応じて以下の形の元に Dis(X)内で共役である：

g ∼共役

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

1

Rθ1
. . .

Rθn
2

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
if n: 偶数,

⎛

⎜⎜⎝

Rθ1
. . .

Rθn+1
2

⎞

⎟⎟⎠ if n: 奇数,

(Rθ ∈ SO(2)).

一般的な θi をとると，Sn 上の固定点の数は，nが偶数のときは 2個，nが奇数のとき
は固定点が 0個となることがわかる．固定点の数は共役で不変なので，g の固定点の数
も同じである．よって，球面のカンドルとしての Euler標数 χQdle(Sn)は位相空間とし
ての Euler標数 χTop(Sn)と等しく，以下が得られる：

χQdle(Sn) = χTop(Sn) =

{
2 if n: 偶数,

0 if n: 奇数.

この例を一般化することで，コンパクト Riemann対称空間のカンドル Euler標数は，
位相空間としての Euler標数に一致することがわかる．その鍵となるのは次の Hopfと
Samelsonの結果 [HS41]である．
命題 3.3 ([HS41], [Püt02]). M を連結コンパクト Lie群 Gの等質空間とする．また，
T を Gの極大トーラスとして，その生成元 t0 を取る．このとき，次が成り立つ：

χTop(M) = #Fix(T,M) = #Fix(t0,M).

χQdle を Euler標数と呼ぶ理由は次の定理が成り立つからである．
定理 3.4. 連結コンパクト Riemann対称空間 X に対して，

χQdle(X) = χTop(X).

証明の概略は以下の通りである．
• 連結コンパクト Riemann対称空間 X の Dis(X)は連結コンパクト Lie群である
ことを示す．

• 連結 Riemann対称空間X は Dis(X)の等質空間，つまりX はカンドルとして連
結であることを示す．

• 命題 3.3を適用する．
注意 3.5. 定理 3.4では対称空間のコンパクト性は重要な仮定である．実際，非コンパ
クト対称空間である Rn では，位相空間としての Euler標数は 1であるが，カンドルと
しての Euler標数は 0となり，それぞれの Euler標数は一致しない．
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3.2 カンドル Euler標数の例
ここでは，いくつかの (有限)カンドルの Euler標数を紹介する．

例 3.6. X を空でない集合とする．x, y ∈ X に対して，x ▹ y = xで定義する．このと
き，(X, ▹)を自明カンドルといい，カンドル Euler標数は X の濃度 #X と一致する．
例 3.7. 自然数 n > 2に対して，例 2.4で導入した二面体カンドル Rn の Euler標数は
0となる．これは円周の位相空間としての Euler標数と等しい．
例 3.8. 群 G上の点対称を sx(y) := xy−1xで定義し，Core(G) := (G, s) を G上のコ
アカンドルという．一般に，コアカンドルとしての点対称によって，Lie群は対称空間
とみなされる．Core(G)が非自明カンドルのとき，つまり，Gが Z/2Zのいくつかの直
積と同型でないとき，カンドル Euler標数は 0になる．これは，非自明な連結コンパク
ト Lie群の Euler標数と等しい．
例 3.9. 群 Gと非自明な自己同型写像 σ : G → Gに対して，例 2.9で導入した一般化
Alexander カンドル GAlex(G,σ) のカンドル Euler 標数は 0 となる．これも，非自明
な連結コンパクト Lie群の Euler標数と等しい．
カンドル Euler標数が 0ではない非自明カンドルも存在する．

例 3.10. 例 2.5で導入した離散球面 DSn のカンドル Euler標数は
χQdle(DSn) =

{
2 if n: 偶数,

0 if n: 奇数.

となる．これは球面 Sn の Euler標数と等しい．
2以上の整数 nに対して，カンドル Euler標数が nとなるカンドルが存在する．一方

で，有限連結カンドルに対しては，Burnsideの補題から次の命題が直ちに従う．
命題 3.11. 濃度が 2以上の有限連結カンドルのカンドル Euler標数は 0である．
命題 3.11において，有限性の仮定は重要である．実際，対称空間としての 2次元球

面は連結カンドルであるが，定理 3.4からカンドル Euler標数は 2となり，0ではない．
3.3 カンドル Euler標数の性質
この節では，カンドル Euler標数の一般的な性質として，位相空間の Euler標数に似

た性質を紹介する．
X1 = (X1, s1), X2 = (X2, s2)をカンドルとする．このとき，直積集合 X1 ×X2 上に

s(x1,x2)(y1, y2) := (s1x1
(y1), s

2
x2
(y2))
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によってカンドル構造が定まり，X1 × X2 = (X1 × X2, s) を X1 と X2 の直積カンドルという．キネットの公式から，CW 複体の直積の Euler標数は，それぞれの Euler標
数の積となることが知られている．カンドルの Euler標数についても同様に次が成り立
つ．
定理 3.12. カンドル X1, X2 に対して次が成り立つ：

χQdle(X1 ×X2) = χQdle(X1)× χQdle(X2).

また，直和集合 X1 ⊔X2 上に
sx(y) :=

{
y if {x, y} ̸⊂ Xi,

six(y) if {x, y} ⊂ Xi.

によってカンドル構造が定まり，X1⊔freeX2 = (X1⊔X2, s)をX1とX2の interaction-

free unionという．位相空間の直和の Euler標数は，それぞれの Euler標数の和にな
ることが知られている．interaction-free unionのカンドル Euler標数は，Euler標数の
和によって上から評価できる．
定理 3.13. カンドル X1, X2 に対して次が成り立つ：

χQdle(X1 ⊔free X2) ≤ χQdle(X1) + χQdle(X2).

定理 3.13の不等式で，等号が成り立たない例を Inn(X)がアーベル群であるような
等質カンドルで構成することができる．
4 カンドルの距離：粗幾何学からの不変量
注意 3.5で述べた通り，前節の Euler標数はコンパクト対称空間を想定した不変量で

ある．したがって，コンパクト対称空間の離散化と期待できる有限カンドルに対して適
した不変量であるいえる．一方で，非自明な結び目の基本カンドルや，非コンパクト対
称空間の離散部分カンドルなど，興味深い可算無限カンドルも多くある．
無限離散群の研究手法の一つである幾何学的群論の手法に基づいて，この節では，カ

ンドル構造から自然に定まる内部自己同型群 Inn(X)と displacement 群 Dis(X)の作
用を用いて，カンドルの各連結成分に距離を導入する．その距離の擬等長類は，作用す
る群の有限生成集合の取り方に依らずに定まる．さらに，典型的な距離空間と擬等長同
型な連結成分を持つカンドルの例を与える．この節の内容は岩本光平氏と児玉悠弥氏と
の共同研究 [IKK26]に基づく．
4.1 準備: Schreierグラフ
ここでは，距離の導入に用いる Schreierグラフについて紹介する．
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定義 4.1. 群 Gが空でない集合X に右作用しているとする．また，Gの生成集合 S を
とる．このとき，S に関する G の X への右作用の Schreier グラフ Sch(X;G,S) と
は，頂点集合を X，辺集合を {(x, x · s) | x ∈ X, s ∈ S}とする (無向)グラフである．
注意 4.2. X = Gとして，右作用を x · g := xg で定めると，対応する Schreierグラフ
は，群の Cayleyグラフと一致する．
Sch(X;G,S)の連結成分は，右作用の軌道と 1:1に対応することが簡単に確かめられ

る．Sch(X;G,S)の各連結成分は，グラフ構造から定まる弧長距離 dSchS によって距離
空間となる．したがって，この距離の制限によって，右作用の各軌道は距離空間とな
る．この距離は生成集合 S の取り方に依存するが，擬等長類は有限生成集合の取り方
に依らずに定まる．
命題 4.3. 群 Gが空でない集合 X へ右作用しているとする．このとき，有限生成集合
S, T ⊂ Gと X の G-軌道 O に対して，恒等写像 id : (O, dSchS ) → (O, dSchT )は擬等長同
型写像である.

4.2 カンドルの距離
この節では, カンドル構造から定まる自然な群作用の Schreierグラフを用いて，カン

ドルの連結成分にグラフ構造と距離を導入する．
定義 4.4. X をカンドルとする．

1. 生成集合 A ⊂ Inn(X) に関する Inn(X) の X への右作用の Schreier グラフを
ΓInn
A (X).

2. 生成集合 U ⊂ Dis(X) に関する Dis(X) の X への右作用の Schreier グラフを
ΓDis
U (X).

ΓInn
A (X) は Winker [Win84] によって導入されたカンドルの diagram の一般化に

なっている．Inn(X)と Dis(X)の作用に着目する理由は以下の命題が成立するからで
ある．
命題 4.5. X をカンドルとする．このとき，X の連結成分全体の集合，ΓInn

A (X)の連結
成分全体の集合，ΓDis

U (X)の連結成分全体の集合は，それぞれ 1:1に対応する．
よって，グラフ構造から定まる弧長距離の制限として，カンドルの各連結成分に距離

が定まる．
定義 4.6. O をカンドル X の連結成分とする．ΓInn

A (X) から定まる O 上の距離を，
A ⊂ Inn(X)に関する inner距離といい，dInnA で表す．ΓDis

U (X)から定まる O 上の距
離を，U ⊂ Dis(X)に関する displacement距離といい，dDis

U で表す．
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群の語距離の場合と同様に，これらの距離の擬等長類は有限生成集合に依らずに定ま
る．
定理 4.7. Oをカンドル X の連結成分とする．

1. 有限生成集合 A,B ⊂ Inn(X)に対して, 二つの距離空間 (O, dInnA )，(O, dInnB )は擬
等長同型である.

2. 有限生成集合 U, V ⊂ Dis(X)に対して，二つの距離空間 (O, dDis
U )，(O, dDis

V )は擬
等長同型である.

有限生成カンドルの内部自己同型群は有限生成である．一方で，有限生成カンドル
であっても displacement群が有限生成であるとは限らない．実際，自由カンドルや非
ファーバー結び目の結び目カンドルは，有限生成カンドルであるが，displacement群は
有限生成ではない．
定理 4.7より，Inn(X)と Dis(X)がどちらも有限生成であるとき，それぞれの作用

に関する Schreierグラフから，カンドル X の各連結成分には二種類の距離の擬等長類
が定まる．一般にこれらの擬等長類は異なるものである．
命題 4.8. 以下の条件を満たすカンドル X とその連結成分 Oが存在する：

1. Inn(X)と Dis(X)は有限生成.

2. 任意の有限生成集合 A ⊂ Inn(X) と U ⊂ Dis(X) に対して，二つの距離空間
(O, dInnA )と (O, dDis

U )は擬等長同型ではない.

実際，無限二面体カンドル R∞ は命題 4.8 の条件を満たす例となる．この節の最後
に，特別な場合についてこれらの距離の性質を述べる．
命題 4.9. Oと O′ を等質カンドル X の連結成分とする．

1. 有限生成集合 A ⊂ Inn(X)に対して，距離空間 (O, dInnA )，(O′, dInnA ) は擬等長同型
である.

2. 有限生成集合 U ⊂ Dis(X)に対して, 距離空間 (O, dDis
U )，(O′, dDis

U )は擬等長同型
である.

命題 4.10. カンドル X のある連結成分 O に，Dis(X)は自由に作用しているとする．
このとき，Dis(X)の有限生成集合に関する displacement距離を持つ O と，有限生成
集合に関する語距離を持つ Dis(X)は擬等長同型である．
カンドルの一番目の公理から，Inn(X)では命題 4.10のような状況，つまり，Inn(X)

の作用が自由になることはない．また，Eisermann [Eis14]によって導入されたカンド
ルの被覆理論によると，単連結カンドルは命題 4.10の仮定を満たす．したがって，命
題 4.10は，単連結カンドルが自身に作用するある有限生成群と擬等長同型であること
も示している．
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4.3 例
最後に，典型的な距離空間と擬等長同型となるような連結成分を持つカンドルの例を

与える．初めに，自由カンドルを考える．自由カンドルの詳細は [Kam17]などを参照
せよ．有限階数の自由群は木と擬等長同型であったが，自由カンドルも同様の性質を持
つ．
命題 4.11. A を濃度が 2 以上の有限集合とする．このとき，A 上で生成される自由
カンドル FQ[A]は有限生成 (したがって，Inn(FQ[A])は有限生成)で，各連結成分は
inner距離に関して木と擬等長同型である．
注意 4.12. 濃度が 2以上の有限集合上で生成される自由カンドルの displacement群は
有限生成ではない．したがって，定理 4.7を適用することができない．
以下，特別なクラスとして，一般化 Alexanderカンドル (cf 例 2.9)の displacement

距離を考える．一般化 Alexander カンドル GAlex(G,σ) は等質で，各連結成分に
displacement群が自由に作用する．したがって，前節で述べた結果から次が従う．
定理 4.13. 群 Gとその群自己同型 σ ∈ Aut(G)から定まる一般化 Alexanderカンドル
を X := GAlex(G,σ)とする．このとき，Dis(X)が有限生成ならば，任意の X の連結
成分は displacement 距離に関して，有限生成集合に関する語距離を持つ Dis(X)と擬
等長同型である．
一般化 Alexanderカンドルの displacement群は以下のように与えられる．

補題 4.14. X := GAlex(G,σ)とし，単位元 1 ∈ Gを含む X の連結成分を P とおく．
1. P は Gの部分群で，Dis(X)と同型である.

2. σ が g ∈ Gの内部自己同型，つまり，σ(x) := g−1xg で与えられているとき，群
P は部分群 [G, ⟨⟨g⟩⟩G]に同型である．ただし，⟨⟨g⟩⟩G は {g}の Gでの正規閉包
である.

定理 4.13，補題 4.14を用いることで，Euclid空間や双曲平面と擬等長な連結成分を
持つカンドルの例を構成できる．
命題 4.15. t ∈ Aut(Zn)とする．このとき，displacement距離に関して GAlex(Zn, t)

の各連結成分は k 次元 Euclid空間と擬等長同型である．ただし，k := rank(1− t−1).

命題 4.16. 正整数 p, q, rに対して，∆+(p, q, r)を以下の表示で定義される群とする：
∆+(p, q, r) = ⟨a, b, c | ap = bq = cr = abc = 1⟩Grp.

また，群自己同型 σ : ∆+(p, q, r) → ∆+(p, q, r) を生成元 a での内部自己同型とする．
このとき，1

p +
1
q +

1
r < 1ならば，displacement距離に関して GAlex(∆+(p, q, r),σ)の
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連結成分は双曲平面と擬等長同型である.

注意 4.17. θ ∈ Rに対して，双曲平面の各点にその点を中心とする θ-回転によって点対
称を定めるとカンドルになる．1

p +
1
q +

1
r < 1とする．このとき，Y := Conj(a∆

+(p,q,r))

は 2π
p -回転によるカンドル構造を持つ双曲平面の離散部分カンドルになる．
また，3 次元球面内の結び目を特異点とする軌道体の基本群を用いて，3 次元の単

連結等質 Riemann 多様体と擬等長な連結成分を持つカンドルも構成できる [IKK26,

Proposition 5.6]．
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1. Introduction

This report provides a comprehensive overview of the author’s recent research [35, 36, 30, 37]
on the geometry of spaces of metrics on topological spaces, which will be compared with some
well-known results on the one of spaces of continuous functions. Given a topological space X, we
denote by C(X) the space of real-valued bounded continuous functions on X equipped with the
topology of uniform convergence. The space C(X) is a Banach space with the sup-norm k · k: for
any f 2 C(X),

kfk = sup{|f(x)| | x 2 X},
and it admits the sup-metric. Let PM(X) and AM(X) be the spaces consisting of bounded
continuous pseudometrics and bounded admissible metrics on X, that is, metrics inducing its
topology, respectively, both of which are subspaces of C(X2). As is easily observed, PM(X) and
AM(X) are cones in the Banach space C(X2). In this report, we shall investigate the topological
and metric structures of these function spaces.

2020 Mathematics Subject Classification. 46B04, 46E15, 52A07, 54C25, 54C35, 54E35, 54E40, 54E45, 54H05,
57N20.

Key words and phrases. space of metrics, pseudometric, admissible metric, the topology of uniform convergence,
sup-norm, sup-metric, convex set, Hilbert space, absolute Borel class, completely metrizable, the Hausdor↵ metric
extension theorem, isometric universality, isometry, the Banach-Mazur theorem, the Kratowski embedding theorem,
the Banach-Stone theorem.
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2. Recognizing topologies on spaces of metrics

Infinite-dimensional topology has developed together with the study of function spaces. Rec-
ognizing topologies on function spaces is one of the most important issues in that area. It is
known that every infinite-dimensional Banach space is homeomorphic to a Hilbert space of the
same density (cf. [1, 31, 52, 53]). In particular, we have the following:

Theorem 2.1. For an infinite space X, the Banach space C(X) is homeomorphic to a Hilbert

space of the same density.

Research in this direction has advanced, and the topologies on many function spaces have been
identified. In this section, we will decide the topological types of spaces consisting of metrics.

2.1. The Borel complexity and the complete metrizability of spaces of metrics. In the
recognition of infinite-dimensional manifolds among function spaces, finding their Borel complexity
plays a significant role. In this subsection, we shall study the Borel complexity and the complete
metrizability of spaces of metrics, which summarizes the paper [36]. Recall that for a topological
space X, the sup-metric is complete on C(X2). The subspace PM(X) is closed in C(X2), refer to
the proof of [29, Lemma 5.1], so it is also complete. Y. Ishiki [27] showed that the space consisting
of admissible metrics (not only bounded admissible metrics) on X with the topology of uniform
convergence, that is, an extended space of AM(X), is a Baire space, and hence its open subspace
AM(X) is also Baire. It is well-known that completely metrizable spaces are Baire (the Baire
Category Theorem, cf. [44, Theorem 2.5.1]), however the inverse does not hold. For example, the
space R⇥ (0,1)[Q⇥ {0}, where R is the real line and Q is the set of rationals, is Baire but not
completely metrizable. Whether is AM(X) always completely metrizable or not?
Given a metrizable space Y , let A0(Y ) be the family of open sets in Y , and let M0(Y ) be the

one of closed sets in Y . For a natural number n, define inductively the collections

An(Y ) =

(
[

k<@0

Ak

����� Ak 2
[

m<n

Mm(Y )

)
and Mn(Y ) =

(
\

k<@0

Ak

����� Ak 2
[

m<n

Am(Y )

)
.

Denote by An (respectively, Mn) a class of spaces X such that X is belonging to An(Y ) (respec-
tively, Mn(Y )) for every metrizable space Y which contains X as a subspace. We call An and Mn

to be the absolute Borel classes. Recall the following:

• A0 = {;} and M0 is the class of compact metrizable spaces.
• M1 is consisting of completely metrizable spaces (cf. [44, Theorem 2.5.2]).
• A1 is consisting of �-locally compact metrizable spaces (�-compact metrizable spaces in
the separable case) (cf. [48]).

The Borel complexity of spaces of metrics are restricted by the one of their underlying spaces as
follows:

Theorem 2.2. Let X be a metrizable space and n � 1. If AM(X) is in An (respectively, Mn),

then X is in Mn (respectively, An).

By M(X), denote the space of bounded continuous metrics on a space X. Note that M(X)
coincides with AM(X) when X is compact, however that they are not coincident in general. For
an example, define d 2 M([0, 1)) by

d(x, y) = min{|x� y|, 1� |x� y|},
so d /2 AM([0, 1)). It follows from the similar argument as the proof of [29, Lemma 5.1] that M(X)
is a G� set in C(X2) if X is a �-compact metrizable space, and that AM(X) is a G� set in C(X2)
if X is a separable locally compact metrizable space. Moreover, we have the following:
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Proposition 2.3. If X is a �-compact metrizable space, then AM(X) is G� in C(X2).

Proof. Since X is �-compact, we can write X =
S

m<@0
Xm, where Xm is a compact subset. Fix

any admissible metric dX 2 AM(X). For m,n < @0, set

U(m,n) = {d 2 M(X) | d fulfills the property (?)}.
(?) There is � > 0 such that for all x 2 Xm and y 2 X with d(x, y) < �, dX(x, y) + � < 2�n.

Then we get that

AM(X) =
\

m<@0

\

n<@0

U(m,n),

and that each U(m,n) is open in M(X). ⇤
As a corollary of Theorem 2.2 and Proposition 2.3, we can give an equivalent condition on the
complete metrizability of AM(X) as follows:

Corollary 2.4. Assume that X is a separable metrizable space. Then X is �-compact if and only

if AM(X) is completely metrizable.

The following example contains a good technique to prove Theorem 2.2.

Example 2.5. Let Q = [0, 1]\Q and P = [0, 1]\ (R \Q). Suppose that X is the topological sum
P � (0, 1], so AM(X) is not completely metrizable. Indeed, for each q 2 Q, define dq 2 AM(X) by

dq(x, y) =

8
<

:

|x� y| if (x, y) 2 P 2 or (0, 1]2,
|x� q|+ y if x 2 P and y 2 (0, 1],
x+ |y � q| if x 2 (0, 1] and y 2 P.

Then the set
{dq 2 AM(X) | p 2 Q}

is a closed subset isometric to Q, which is not completely metrizable.

F. Hausdor↵ [18] showed the metric extension theorem, which states that for every metrizable
space X and its closed set A, any d 2 AM(A) can be extended over X. We can get its pseudometric
version, where their sup-norms are preserved.

Theorem 2.6. Suppose that X is a metrizable space and A ⇢ X is a closed subset. For each

d 2 PM(A), there exists d̄ 2 PM(X) such that d̄|A2 = d and kd̄k = kdk. Moreover, when

d 2 AM(A), we can choose its extension d̄ 2 AM(X).

This extension theorem has been developed due to the e↵orts by C. Bessaga [11, 7], T. Banakh
[5, 7], O. Pikhurko [43] and M. Zarichnyi [62] (see also [9] for the variable domains case and [26]
for the unbounded case), and we can obtain the following extensor on spaces of metrics.

Theorem 2.7. Let X be a metrizable space and A ⇢ X be a closed set. Then there exists an

isometric embedding E : PM(A) ! PM(Y ) such that E(d)|A2 = d for all pseudometrics d 2 PM(A)
and E(AM(A)) ⇢ AM(X).

These results will play key roles in constructing “nice” metrics instead of Urysohn’s lemma through-
out the report.
Observe the following basic properties on absolute Borel classes.

Remark 2.8. The following hold.

(i) All closed subspaces of certain metrizable space in an absolute Borel class also belong to
it.
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(ii) If a metrizable space is a union of a locally finite family consisting of subspaces belonging
to an absolute Borel class, then it is also belonging to the same one (cf. [16, 4.5.8 (a)]).

(iii) For a metrizable space X, X 2 An, n � 2, (respectively, X 2 Mn, n � 1,) if and only
if X 2 An(Y ) (respectively, Mn(Y )) for some completely metrizable space Y (cf. [45,
Theorem 5.11.2]). If X /2 A1, then there is a completely metrizable space Y such that
X /2 A1(Y ).

For spaces A ⇢ X, denote the interior and closure of A in X by intX A and clX A, respectively.
Now we will provide a proof of Theorem 2.2.

Proof of Theorem 2.2. We only show the case that AM(X) 2 Mn. Suppose thatX is not belonging
to An, and take a bounded complete metric space Y = (Y, ⇢) so that X /2 An(Y ) by (iii) of
Remark 2.8. Put B = X \ intY X and Z = clY B \X, so B /2 An(Y ), Z /2 Mn and clY B = B [Z.
According to (ii) of Remark 2.8, we can find a locally finite open cover U of clY B such that
Z \ clY U /2 Mn, Z \ U 0 6= ; and clY U \ clY U 0 = ; for some U,U 0 2 U . Fix any point a 2 Z \ U 0

and choose a sequence {an} ⇢ X\U 0 converging to the point a. Then A = {an} and B0 = B\clY U
are closed in X, and Z 0 = Z \ clY U /2 Mn. Define i : Z 0 ! AM(A� B0) by

i(z)(x, y) =

8
<

:

⇢(x, y) if (x, y) 2 A2 or B02,
⇢(x, a) + ⇢(y, z) if x 2 A and y 2 B0,
⇢(x, z) + ⇢(y, a) if x 2 B0 and y 2 A.

Taking an extending map E : AM(A�B0) ! AM(X) according to Theorem 2.7, we have that the
composition E � i is a closed embedding, which contradicts to (i) of Remark 2.8. ⇤
2.2. The topological types of spaces of metrics. This subsection is devoted to determining the
topological types of spaces of metrics, which provides a summary of the paper [35]. A topological
space X is said to be generalized compact if every open cover of X has a subcover whose cardinality
is less than the density of X. When X is a separable metrizable space, the compactness coincides
with the generalized compactness. For an infinite cardinal , let `2() be the Hilbert space of
density  (see [44, p. 16]):

`2() =

(
x 2 R

�����
X

�<

x(�)2 < 1
)
,

and denote `2(@0) by `2 for simplicity. The symbol `1 stands for the space of bounded sequences
with the sup-norm, which is homeomorphic to `2(2@0). We can classify the topologies of PM(X),
M(X) and AM(X) as follows:

Theorem 2.9. Let X be a metrizable space of density . Then PM(X) is homeomorphic to

(i) [0, 1)(�1)/2
if X is finite;

(ii) `2(2<) if X is infinite and generalized compact;

(iii) `2(2) if X is not generalized compact.

Theorem 2.10. Suppose that X is an infinite �-compact metrizable space. Then the spaces M(X)
and AM(X) are homeomorphic to

(i) `2 if X is compact;

(ii) `1 if X is not compact.

Using the following criterion due to T. Dobrowolski and H. Toruńczyk [15, Theorem 2], and
T. Banakh and R. Cauty [8, Theorem 2], we will prove Theorems 2.9 and 2.10, where a su�cient
condition is given for G� convex sets in Fréchet spaces to be homeomorphic to Hilbert spaces.
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Theorem 2.11. Let C be a G� convex set in a Fréchet space. If the closure of C is not locally

compact, then C is homeomorphic to a Hilbert space. Especially, if C is not separable, then C is

homeomorphic to a non-separable Hilbert space.

It is shown that PM(X) is the closure of M(X) and AM(X) in C(X2).

Proposition 2.12. For every metrizable space X, AM(X) is dense in PM(X).

Proof. For each d 2 PM(X) and each ✏ > 0, we will find ⇢ 2 AM(X) with kd � ⇢k  ✏. Fix any
admissible metric dX 2 AM(X) of norm  ✏, and define ⇢ 2 AM(X) by

⇢(x, y) = max{d(x, y), dX(x, y)}
for every (x, y) 2 X2, which is the desired. ⇤
We will estimate the densities of PM(X), M(X) and AM(X).

Lemma 2.13. If a metrizable space X contains a closed discrete subset of cardinality , then the

density of PM(X) is greater than or equal to 2.

Proof. Take a closed discrete subset D = {x� 2 X | � < } and fix a point x0 2 D. We can define
a pseudometric da 2 PM(D) for each sequence a = (a�)�< 2 {0, 1} by

(1) da(x0, x0) = 0 and da(x�, x0) = da(x0, x�) = a� for any 0 < � < ,
(2) da(x�, x�) = |da(x�, x0)� da(x�, x0)| for any 0 < �  � < .

Note that the subset
{da 2 PM(D) | a 2 {0, 1}}

is closed and discrete in PM(D), and hence the density of PM(D) is greater than or equal to 2.
By virtue of the metric extension theorem 2.6, the restriction

PM(X) 3 d 7! d|D2 2 PM(D)

is surjective, which implies that the density of PM(X) is also greater than or equal to 2. ⇤
In the papers [10, 14], cardinal functions of topological spaces and their function spaces are

estimated by the generalized compactness of them. Combining the above lemma with several
results of those papers, we have the following:

Proposition 2.14. Suppose that X is a metrizable space of density . The density of PM(X) is
equal to 2<

if X is infinite and generalized compact, and is equal to 2 if X is not generalized

compact.

Now Theorems 2.9 and 2.10 are shown.

Proof of Theorem 2.9. We will prove only the infinite cases. Combining the latter part of Theo-
rem 2.11 with Proposition 2.14, we can establish (iii) immediately.
Similarly, to show (ii), it remains to verify that PM(X) is not locally compact. Fix any pseu-

dometric d 2 PM(X) and any neighborhood U of d. Take ✏ > 0 such that if kd � d0k  ✏, then
d0 2 U . Since X is infinite and generalized compact, we can choose a point x 2 X all of whose
neighborhoods are of density �  according to [10, Lemma 11]. Hence for any neighborhood V
of (x, x) in X2, there is y 2 X such that x 6= y and (x, y) 2 V . Applying Theorem 2.6, we can
obtain a pseudometric e 2 PM(X) so that e(x, y) = ✏ and kek = ✏. Let ⇢ 2 PM(X) be defined by
⇢ = d+ e. Then kd� ⇢k  ✏ and ⇢(x, y) � ⇢(x, x)+ ✏. By virtue of Arzerà-Ascoli’s Theorem (refer
to [41, Lemma 45.2]), the space PM(X) is not locally compact. ⇤
Proof of Theorem 2.10. Recall that PM(X) is the closure of M(X) and AM(X) by Proposition 2.12.
As is seem in the above proof, PM(X) is not locally compact. Applying Theorem 2.11, we can
prove Theorem 2.10. ⇤
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2.3. Problems. The complete topological classification of PM(X) is obtained. In fact, they are
homeomorphic to a Hilbert space. In infinite-dimensional topology, it is known that for each
absolute Borel class, there is its universal space, which is a dense subset of a Hilbert space. Their
topological properties and characterizations have been studied, refer to [13, 60, 12, 47, 40, 33, 34]
and [45, Section 5]. Moreover, there are a lot of research on function spaces that are homeomorphic
to such spaces. In [23], the denseness and Borel hierarchy of function spaces consisting of several
kinds of metrics are investigated.

Problem 2.15. For a metrizable space X, which subspaces in PM(X) are homeomorphic to uni-

versal spaces for absolute Borel classes?

3. Isometric universality of spaces of metrics

In this section, we shall study the metric structures of spaces of metrics, which is based on a joint
work with Y. Ishiki [30]. Given a class C of metric spaces, we say that a metric space Z = (Z, d)
is universal for C if every X = (X, ⇢) 2 C can be isometrically embedded into Z. For an infinite
cardinal , let S be the class of bounded metric spaces of density  , and let S = S@0 be the
one of bounded separable metric spaces. Denote by T the class of totally bounded metric spaces.
Note that T ⇢ S. There are many results on the universality of function spaces. S. Banach and
S. Mazur proved the following (see [4, Theorem 10 in Chapter XI]):

Theorem 3.1 (the Banach-Mazur theorem). The space C([0, 1]) is universal for S.
This section is devoted to giving variants of this famous theorem. Especially, we have the following:

Theorem 3.2. The space AM([0, 1]) is universal for T .

3.1. Banach-Mazur type theorems. The following is a key lemma, which can be proven by the
method based on Example 2.5.

Lemma 3.3. Let X = (X, d) be a bounded metric space. Then there exists an isometric embedding

from X into the space AM(X � {⇤}).
Proof. We shall define I : X ! AM(X � {⇤}) as follows: for each z 2 X,

I(z)(x, y) =

8
>><

>>:

d(x, y) if x, y 2 X;
d(x, z) + 1 if x 2 X and y = ⇤,
d(y, z) + 1 if x = ⇤ and y 2 X,
0 if x = y = ⇤.

Then the map I is an isometric embedding. ⇤
We will investigate the universality of spaces of metrics on topological universal spaces.

Theorem 3.4. Let C be a class of bounded metric spaces and Z be a metrizable space. Assume

that the following condition is satisfied:

(†) For each X = (X, d) 2 C, there is a bounded metric space Y = (Y, ⇢) containing X as a

subspace such that ⇢|X2 = d, and there exists a closed topological embedding from Y � {⇤}
to Z.

Then the space AM(Z) is universal for C.
Proof. Take an extension Y = (Y, ⇢) of X = (X, d) 2 C as in (†), and let i : X ! Y be the inclusion
map. It follows from Lemma 3.3 that there exists an isometric embedding I : Y ! AM(Y � {⇤}).
By virtue of Theorem 2.7, we can obtain an isometric extensor E : AM(Y � {⇤}) ! AM(Z).
Consequently, the composition J = E � I � i is an isometric embedding from X to AM(Z). ⇤
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Let  be an infinite cardinal. For every completely metrizable space Z of density  , there
exists a topological embedding f : Z ! `2() such that the image f(Z) is closed in `2(), see [44,
Theorem 6.2.4]. We denote by Q = [0, 1]@0 the Hilbert cube. According to the method of the proof
of the Urysohn metrization theorem (see [41, Theorem 34.1]), Q admits a topological embedding
from any compact metrizable space.

Theorem 3.5. The following statements are true.

(1) For every infinite cardinal , the space AM(`2()) is universal for S.

(2) The space AM(Q) is universal for T .

Proof. For every bounded metric space X = (X, d), take the completion X = (X, d̄) of X. Then
the extended space X � {⇤} is a completely metrizable space of density   if X 2 S, and is a
compact metrizable space if X 2 T . Therfore the condition (†) in Theorem 3.4 is fulfilled. ⇤
As is easily observed, we have the following.

Lemma 3.6. Let X be a metrizable space. For every d 2 PM(X) and every ⇢ 2 AM(X), their
sum d+ ⇢ 2 AM(X).

Applying the above lemma, we can prove the following:

Lemma 3.7. Let C be a class of metric spaces, and let X be a metrizable space. If PM(X) is

universal for C, then so is AM(X).

Proof. Fixing any admissible metric d 2 AM(X), we can construct an isometric embedding Id :
PM(X) ! AM(X) defined by Id(⇢) = ⇢+ d due to Lemma 3.6. ⇤
Let X and Y be metrizable spaces, and f : X ! Y be a continuous map. Then we can define

an operator Jf : PM(Y ) ! PM(X) by Jf (d)(x, y) = d(f(x), f(y)).

Lemma 3.8. Let X and Y be metrizable spaces, and let f : X ! Y be a continuous surjection.

If AM(Y ) is universal for a class C of metric spaces, then so is AM(X).

Proof. As is easily observed, the map Jf : PM(Y ) ! PM(X) is an isometric embedding. Let
Id : PM(X) ! AM(X) be an isometric embedding as in Lemma 3.7 for any fixed d 2 AM(X), so
we can construct the desired isometric embedding Id � Jf |AM(Y ). ⇤
Combining Theorem 3.5(2) with the above lemma, we have the following:

Theorem 3.9. Let X be a metrizable space such that there exists a continuous surjection from X
to the Hilbert cube Q. Then AM(X) is universal for T .

We are now in a position to prove Theorem 3.2.

Proof of Theorem 3.2. There exists a continuous surjection from [0, 1] toQ (the Hahn–Mazurkiewicz
theorem, see [61, Theorem 31.5]). Thus the closed unit interval [0, 1] satisfies the assumption of
Theorem 3.9. ⇤
It is said that a metrizable space X is an absolute retract, briefly AR, provided that there is a

retraction r : Y ! X of an arbitrarily metrizable space Y that contains X as a closed subspace.
Recall that X is an AR if and only if every map f : A ! X from a closed set A in a metrizable
space Y extends over Y (cf. [44, Theorem 6.2.5]). We can establish the following as a corollary of
Theorem 3.9.

Corollary 3.10. For every uncountable Polish space X, the space AM(X) is universal for T .
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Proof. An arbitrary uncountable Polish space X contains a topological copy C of the Cantor set
(the Cantor–Bendixson theorem, refer to [32, Corollary 6.5]). Then there is a continuous surjection
f : C ! Q (cf. [61, Theorem 30.7]). Since Q is an AR (cf. [45, Theorem 3.8.7]), we can obtain an
extension of f over X. Theorem 3.9 implies that AM(X) is universal for T . ⇤

3.2. Kuratowski type theorems. Due to the same argument as Theorem 3.4, we can construct
some isometric embeddings from a given bounded metric space X = (X, d) into AM(X), that is
an analogue of the Kuratowski embedding theorem (cf. [19, p. 100]).

Theorem 3.11. Let X = (X, d) be a metric space satisfying either of the following:

(1) X contains a subset A such that A is uniformly homeomorphic to X and its closure clX A
is a proper subset of X;

(2) X contains a closed proper subset B homeomorphic to X.

Then there exits an isometric embedding from X into AM(X).

Proof. For a uniform homeomorphism f : (X, d) ! (A, d|A2) in the case (1), there exists an
extended space Y = (Y, d̄) of X and a homeomorphism f̄ : Y ! clX A such that d̄|X2 = d and
f̄ |X = f . By the assumptions (1) and (2), we can choose points p 2 X \ clX A and q 2 X \B, and
regard the extended spaces Y � {⇤} and X � {⇤} homeomorphic to the closed subsets clX A[ {p}
and B [ {q} of X, respectively. It follows form the same argument as the proof of Theorem 3.4
that there exists an isometric embedding from X to AM(X). ⇤

3.3. Problems. We obtain that the space AM([0, 1]) is universal for T . Compared with the
Banach-Mazur theorem 3.1, it is natural to ask the following:

Problem 3.12. Is AM([0, 1]) universal for S?

P. Urysohn constructed a separable metric space universal for S, which space is called the
Urysohn universal metric space (see [54, 55]). It is known that this space is homeomorphic to `2
(cf. [56]) and has not only that universality but also a kind of homogeneity for finite subsets. In
the category of ultrametric spaces, Y. Ishiki detected an analogue of the Urysohn universal metric
space among function spaces consisting of ultrametrics (cf. [24, 25, 28]).

Problem 3.13. Do the spaces PM(X) and AM(X) of a metrizable space X admit “nice” properties

like the Urysohn universal space?

4. Isometries between spaces of metrics

This section provides a concise overview of the paper [37]. Throughout this section, an isometry
means a surjective isometry. Isometries between function spaces have been studied in functional
analysis. The Banach-Stone theorem [3, 49], which asserts that the metric structures of function
spaces decide the topological ones of their underlying spaces, is one of the most important results
in that field.

Theorem 4.1 (the Banach-Stone theorem). Suppose that X and Y are compact Hausdor↵ spaces.

Then X and Y are homeomorphic if and only if C(X) and C(Y ) are isometric. In this case,

for every isometry T : C(X) ! C(Y ), there is a homeomorphism � : Y ! X such that for all

functions f 2 C(X) and for all points y 2 Y ,

T (f)(y) = g(y)f(�(y)), (⇤)

where |g(y)| = 1.
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Various Banach-Stone type theorems have been researched (see [17] as a historical note), but there
seem to be very few studies addressing this issue on multivariate function spaces. In this section,
we shall establish a Banach-Stone type theorem on spaces of metrics. As will be easily observed
in the proof of Theorem 4.3, PM(X) and PM(Y ) (respectively, AM(X) and AM(Y )) are isometric
if metrizable spaces X and Y are homeomorphic. However, Theorems 2.9 and 2.10 mean that X
and Y are not necessarily homeomorphic even if PM(X) and PM(Y ) (respectively, AM(X) and
AM(Y )) are homeomorphic. In the case where X and Y are compact, M.E. Shanks [46] proved
the converse of it as follows:

Theorem 4.2. Suppose that X and Y are compact metrizable spaces. The following are equivalent:

(1) X and Y are homeomorphic;

(2) PM(X) and PM(Y ) are isometric;

(3) AM(X) and AM(Y ) are isometric.

As is seen in the Banach-Stone theorem, isometries between function spaces can be described
as weighted composition operators by homeomorphisms of their underlying spaces such as (⇤).
Furthermore, D. Hirota, I. Matsuzaki and T. Miura [21] (cf. [50]) showed a Banach-Stone type
theorem on non-negative cones of continuous function spaces, where the isometries are composition
operators of weight = 1. On the other hand, Shanks did not give such a canonical formula. For a
metrizable space Z, set

Pc(Z) = {d 2 AM(Z) | there are {z, w} ⇢ Z and a compact set K ⇢ Z

such that d(z, w) = kdk and if d(x, y) = kdk, then x, y 2 K},

Pp(Z) = {d 2 AM(Z) | there uniquely exists {z, w} ⇢ Z such that d(z, w) = kdk}.
Remark that Pp(Z) ⇢ Pc(Z), and that AM(Z) = Pc(Z) when Z is compact. Let P(Z) be either
Pc(Z) or Pp(Z). We shall generalize Theorem 4.2 and describe isometries as composition operators
as follows:

Theorem 4.3. Let X and Y be metrizable spaces. The following are equivalent:

(1) X and Y are homeomorphic;

(2) there is an isometry T : PM(X) ! PM(Y ) with T (P(X)) = P(Y );
(3) there is an isometry T : AM(X) ! AM(Y ) with T (P(X)) = P(Y );
(4) there is an isometry T : P(X) ! P(Y ).

In this case, for each isometry T : PM(X) ! PM(Y ) with T (P(X)) = P(Y ), there exists a

homeomorphism � : Y ! X such that for any d 2 PM(X) and for any x, y 2 Y ,

T (d)(x, y) = d(�(x),�(y)). (⇤)

Except for the case that the cardinality of X or Y is equal to 2, the homeomorphism � can be

chosen uniquely.

4.1. The peaking function argument. We will prove Theorem 4.3 by using the peaking function
argument, which traces its history back to Stone’s method, and is di↵erent from Shanks’ one. From
now on, suppose that X and Y are non-degenerate metrizable spaces and T : PM(X) ! PM(Y )
is an isometry. Then T is norm-preserving.

Proposition 4.4. For any d 2 PM(X), kT (d)k = kdk, and for any ⇢ 2 PM(Y ), kT�1(⇢)k = k⇢k.

Proof. This proposition follows from the equality T (0X2) = 0Y 2 immediately, where 0X2 2 PM(X)
and 0Y 2 2 PM(Y ) are the zero functions on X2 and Y 2 respectively. Assume that T (0X2) 6= 0Y 2 ,
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so there exist points x, y 2 Y such that T (0X2)(x, y) > 0. Then

max{kT (0X2)k, kT�1(0Y 2)k} <

����
2kT (0X2)k+ kT�1(0Y 2)k

kT (0X2)k T (0X2)

����.

Since T is isometric, by the similar argument as in Lemmas 2.3 and 2.4 of [21],

2kT (0X2)k+ kT�1(0Y 2)k >

����
2kT (0X2)k+ kT�1(0Y 2)k

kT (0X2)k T (0X2)� T (0X2)

����

=

����T
�1

✓
2kT (0X2)k+ kT�1(0Y 2)k

kT (0X2)k T (0X2)

◆����

=

����
2kT (0X2)k+ kT�1(0Y 2)k

kT (0X2)k T (0X2)

����

= 2kT (0X2)k+ kT�1(0Y 2)k.

This is a contradiction. ⇤

Given a metrizable space Z, let Fin2(Z) be the hyperspace consisting of non-empty finite sets in
Z of cardinality  2, which is endowed with the Vietoris topology. Denote by D(Z) the subspace
of doubletons of Z. For each {x, y} 2 Fin2(Z) and each d 2 PM(Z), set

P(Z, {x, y}) = {⇢ 2 PM(Z) | ⇢(x, y) = k⇢k},

F(Z, d) = {{z, w} 2 Fin2(Z) | d(z, w) = kdk}.
We can prove the following, which is a key lemma in this section.

Lemma 4.5. Let Z be a non-degenerate metrizable space. For each d 2 PM(Z) and each {x, y} 2
D(Z), there exists ⇢ 2 P(Z, {x, y}) such that

d+ ⇢ 2 P(Z, {x, y}) \ Pp(Z).

Proof. Adding an admissible metric e 2 P(Z, {x, y}) with kek = 1, we get that d0 = d+e 2 AM(Z)
according to Lemma 3.6. Let a = d0(x, y) > 0 and

b = min
n
sup
z2Z

d0(x, z), sup
z2Z

d0(y, z)
o
.

Using Theorem 2.6, we can obtain ⇢n 2 PM(Z) for each natural number n such that

(i) ⇢n(z, w) = 4b if z 2 Bd0(x, a/2n+1) and w 2 Bd0(y, a/2n+1);
(ii) ⇢n(z, w) = 2b if z 2 Z \ (Bd0(x, a/2n) [ Bd0(y, a/2n))

and w 2 Bd0(x, a/2n+1) [Bd0(y, a/2n+1);
(iii) ⇢n(z, w) = 0 if z, w 2 Z \ (Bd0(x, a/2n) [Bd0(y, a/2n)),

if z, w 2 Bd0(x, a/2n+1), or if z, w 2 Bd0(y, a/2n+1);
(iv) ⇢n(z, w)  4b if otherwise.

Here for every z 2 Z and every r > 0, we write

Bd0(z, r) = {w 2 Z | d0(z, w) < r}, Bd0(z, r) = {w 2 Z | d0(z, w)  r}.

Then ⇢ = e+
P1

n=1 ⇢n/2
n is the desired admissible metric. ⇤

Using the finite intersection property in compact spaces (refer to [16, Theorem 3.1.1]), we can
get the following:
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Lemma 4.6. Suppose that T (P(X)) ⇢ P(Y ). For every doubleton {x, y} 2 D(X),
\

d2P(X,{x,y})\P(X)

F(Y, T (d)) 6= ;.

Proof. Remark that P(X, {x, y})\P(X) 6= ; by virtue of Lemma 4.5. According to the assumption,
fix any d0 2 P(X, {x, y})\P(X), so T (d0) 2 P(Y ) and there exists a non-empty compact setK ⇢ Y
such that for all z, w 2 Y with T (d0)(z, w) = kT (d0)k, z, w 2 K. Since K is compact, the natural
surjective image Fin2(K) of K2 is also compact (cf. [58, Lemma 5.3.4]). Observe that F(Y, T (d))
is closed in Fin2(Y ) for every d 2 P(X, {x, y}). Then the family

{F(Y, T (d)) \ F(Y, T (d0)) | d 2 P(X, {x, y})}

has the finite intersection property.
In fact, for all di 2 P(X, {x, y}) \ P(X), 1  i  n, observe that

d =
nX

i=1

di 2 P(X, {x, y}).

By the assumption, we can find {z, w} 2 Fin2(Y ) such that T (d)(z, w) = d(x, y). For each
i 2 {1, . . . , n}, since T is isometric,

T (d)(z, w)� T (di)(z, w)  kT (d)� T (di)k = kd� dik = d(x, y)� di(x, y),

and hence according to Proposition 4.4,

kT (di)k = kdik = di(x, y)  T (di)(z, w)  kT (di)k.

This means that {z, w} 2 F(Y, T (di)). ⇤

We can construct the following corresponding between D(X) and D(Y ).

Proposition 4.7. Assume that T (P(X)) = P(Y ). There is a bijection � : D(Y ) ! D(X) such

that for every {x, y} 2 D(X) and every {z, w} 2 D(Y ),

T (P(X, {x, y}) \ P(X)) = P(Y,��1({x, y})) \ P(Y ),

T�1(P(Y, {z, w}) \ P(Y )) = P(X,�({z, w})) \ P(X).

Proof. We can define � by

{�({z, w})} =
\

⇢2P(Y,{z,w})\P(Y )

F(X, T�1(⇢))

for each {z, w} 2 D(Y ), since the intersection is not empty by Lemma 4.6, and it is a singleton by
virtue of Lemma 4.5. ⇤

4.2. Composition operators. Show that the isometry T is a composition operator by some
homeomorphism � : Y ! X. From now on, assume that T (P(X)) = P(Y ), and let � : D(Y ) !
D(X) be a bijection as in Proposition 4.7.

Proposition 4.8. The equality T (d)(x, y) = d(�({x, y})) holds for every d 2 PM(X) and every

{x, y} 2 D(Y ), where define d(�{x, y}) = d(z, w) with �({x, y}) = {z, w} 2 D(X).

100



12 KATSUHISA KOSHINO

Proof. We only prove that T (d)(x, y)  d(�({x, y})). Using Lemma 4.5, we can take ⇢ 2
P(Y, {x, y}) so that T (d) + ⇢ 2 P(Y, {x, y}) \ P(Y ). By Propositions 4.7 and 4.4, since T is
an isometry,

T (d)(x, y) + ⇢(x, y)� d(�({x, y})) = T�1(T (d) + ⇢)(�({x, y}))� d(�({x, y}))
 kT�1(T (d) + ⇢)� dk = k⇢k = ⇢(x, y),

which implies that T (d)(x, y)  d(�({x, y})). ⇤

We shall construct a homeomorphism from Y to X which is compatible with the bijection �.

Proposition 4.9. Suppose that the cardinality of X or Y is greater than 2. There exists a home-

omorphism � : Y ! X such that for any {x, y} 2 D(Y ) and any {z, w} 2 D(X),

�({x, y}) = {�(x),�(y)}, ��1({z, w}) = {��1(z),��1(w)}.

Proof. We can define a bijection � : Y ! X by

{�(y)} =
\

z2Y \{y}

�({y, z})

for every y 2 Y . To verify that � is continuous, fix any point y 2 Y and any open neighborhood U
of �(y) inX. According to Theorem 2.6, we can find d 2 PM(X) so that d(�(y), x) = 2 if x 2 X\U ,
and d(x, x0) = 0 if x, x0 2 X \ U . Then by Proposition 4.8, for every z 2 BT (d)(y, 1) \ {y},

d(�(y),�(z)) = d(�({y, z})) = T (d)(y, z) < 1,

which implies that �(z) 2 U . ⇤

The subspace AM(Z) is dense in PM(Z), see Proposition 2.12. Furthermore, we can obtain the
denseness of P(Z) ⇢ PM(Z) by the similar argument as Lemma 4.5.

Proposition 4.10. For every metrizable space Z, the subset P(Z) is dense in PM(Z).

Now we shall prove Theorem 4.3.

Proof of Theorem 4.3. The implications (1)) (2), (1)) (3) and (1)) (4) follow from Lemma 3.8.
Indeed, take any homeomorphism  : Y ! X and define the isometry S : PM(X) ! PM(Y ) by
S(d)(x, y) = d( (x), (y)) for any d 2 PM(X) and for any x, y 2 Y , namely S is the composition
operator by  . Observe that S(AM(X)) = AM(Y ) and S(P(X)) = P(Y ). By Propositions 2.12
and 4.10, AM(X) and P(X) are dense in PM(X), and hence each isometry in (3) and (4) can be
extended to the one in (2), which means that (3) ) (2) and (4) ) (2) hold.
The implication (2) ) (1) and the canonical formula (⇤) hold from Propositions 4.8 and 4.9.

To show the uniqueness of �, let  : Y ! X be a homeomorphism such that for all d 2 PM(X)
and for all x, y 2 Y , T (d)(x, y) = d( (x), (y)), and suppose that �(x) 6=  (x) for some point
x 2 Y . Fixing any y 2 Y \ {x,��1( (x))}, we can choose ⇢ 2 PM(X) so that ⇢(�(x),�(y)) = 0
and ⇢( (x), (y)) = 1 by Theorem 2.6. Then

0 = ⇢(�(x),�(y)) = T (⇢)(x, y) = ⇢( (x), (y)) = 1,

which is a contradiction. ⇤
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4.3. Problems. There are many variants of the Banach-Stone theorem for subspaces of C(Z) on
topological spaces Z, so it is interesting to consider this issue for subspaces of PM(Z). The author
[38] showed a Banach-Stone type theorem on the subspaces consisting of uniformly continuous
metrics on uniform spaces, which is an analogue of [2, 20]. Furthermore, given a metric space
Z = (Z, dZ), let

LPM(Z, dZ) = {d 2 PM(Z) | lip(d) < 1},
where for any d 2 PM(Z), put

lip(d) = sup
x,y2Z with x 6=y

d(x, y)

dZ(x, y)
.

The author also established Banach-Stone type theorems for LPM(Z) and its subspaces. A variant
of the Banach-Stone theorem for spaces of Lipschitz continuous functions with the Lipschitz norm
was shown by N. Weaver [59].

Problem 4.11. Solve a Banach-Stone type theorem for LPM(Z) equipped with the other norm:

kdklip = max{kdk, lip(d)}.

Tingley’s problem [51] is one of the most significant questions in functional analysis, that asks
whether an isometry between the unit spheres of two Banach spaces can be extended to a real-
linear isometry over the whole spaces (cf. [42] and [22, Introduction] for the recent developments).
T. Banakh [6] solved the problem for 2-dimensional Banach spaces a�rmatively. Although this
question remains open in general case, it has been solved for specific function spaces since the
study due to R. Wang [57]. The author [39] solved a variant of Tingley’s problem on function
spaces consisting of metrics on compact metrizable spaces.

Problem 4.12. Solve Tingley type problem of function spaces consisting of metrics in the non-

compact case.

Acknowledgments. The author would like to express his deepest gratitude to Yoshito Ishiki,
who initiated the study of spaces of metrics as moduli spaces of geometries of their underlying
spaces, for providing intellectual inspiration and valuable advice.
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[4] S. Banach, Theory of linear operations, Translated from the French by F. Jellett, with comments by
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[53] H. Toruńczyk, A correction of two papers concerning Hilbert manifolds, Fund. Math. 125 (1985), 89–93.
[54] P. Urysohn, Sur un espace métrique universel, C. R. Acad. Sci. Paris 180 (1925), 803–906.
[55] P. Urysohn, Sur un espace métrique universel, Bull. Sci. Math. 51 (1927), 43–64 and 74–90.
[56] V. Uspenskij, The Urysohn universal metric space is homeomorphic to a Hilbert space, Topology Appl. 139

(2004), 145–149.
[57] R. Wang, Isometries between the unit spheres of C0(⌦) type spaces, Acta Math. Sci. 14 (1994), no. 1, 82–89.
[58] J. van Mill, Infinite-Dimensional Topology, Prerequisites and Introduction, North-Holland Math. Library 43,

Elsevier Sci. Publ., Amsterdam, 1989.
[59] N. Weaver, Isometries of noncompact Lipschitz spaces, Canad. Math. Bull. 38 (1995), no. 2, 242–249.
[60] J.E. West, The ambient homeomorphy of incomplete subspaces of infinite-dimensional Hilbert spaces, Pacific J.

Math. 34 (1970), 257–267.
[61] S. Willard, General topology, Reprint of the 1970 original [Addison-Wesley, Reading], Dover Publications, Inc.,

Mineola, NY, 2004.
[62] M. Zarichnyi, Regular linear operators extending metrics: a short proof, (English summary) Bull. Polish Acad.

Sci. Math. 44 (1996), no. 3, 267–269.

(Katsuhisa Koshino) Faculty of Engineering, Kanagawa University, 3-27-1 Rokkakubashi, Kanagawa-
ku, Yokohama-shi, 221-8686, Japan

Email address: ft160229no@kanagawa-u.ac.jp

104



分子がつくる構造のトポロジー
下川航也 ∗（お茶の水女子大学）

概要
本稿では，分子がつくる構造を，結び目理論と 3次元多様体論の観点から考察する．一つは，
ブロック共重合体のミクロ相分離等に現れる bicontinuous / tricontinuous / polycontinuous

pattern であり，これは 3 次元トーラス T 3 = R3/Z3 のハンドル体分解として定式化される
[7, 15]．もう一つは，金属ペプチド環の自己集合体に現れるカテナン構造であり，これは多面
体絡み目の構成と分類の問題として定式化される [17, 24]．

1 序
環状分子のトポロジー構造は絡み目として記述される．多環状高分子の構造 [20]，DNA 絡み
目のトポロジーを用いた DNA 組み換え酵素の働き [19, 21]，自己集合体で得られる絡まり構造
[17, 18, 6]等が議論されてきた．また，相分離構造が 3重周期的に空間を満たすとき，その構造は
周期ネットワーク，あるいは T 3 の分解として記述される [15]．本稿では，自己集合体で得られる
構造を多面体絡み目へ，相分離構造を T 3 のハンドル体分解へ翻訳し，考察を行う．
第 2章では，polycontinuous patternをハンドル体分解として定式化し，一意性および安定同値
定理を述べる [7, 15]．第 3章では，多面体絡み目の構成と，交代絡み目の分類理論に基づくその
分類 [24] を述べ，多面体絡み目の多重被覆への一般化 [9] を述べる．

2 polycontinuous patternと T 3 のハンドル体分解
周期的な相分離構造を，3次元トーラス T 3 の分解と見ることにより考察する．

2.1 3次元ネットと polycontinuous pattern

定義 2.1. R3 に埋め込まれたグラフ G が，格子 Λ ∼= Z3 の平行移動作用で不変であるとき，G

を 3次元ネットという．商空間 T 3 = R3/Λにおいて，Gは T 3 内の空間グラフを定める．3次元
ネット Gの正則近傍をラビリンスと呼ぶ．
定義 2.2. 3 重周期曲面が R3 を二つの 3 重周期的ラビリンスに分割するとき，その分割を

∗ 〒112-8610 東京都文京区大塚 2-1-1 お茶の水女子大学基幹研究院自然科学系
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bicontinuous pattern という．同様に，3 重周期分岐曲面が三つのラビリンスに分割すると
き tricontinuous pattern，3 重周期的な 2 次元多面体が n 個のラビリンスに分割するとき
polycontinuous patternという（図 1）．

図 1 tricontinuous patternと対応する 3成分ネット（[15]より）．

二成分ネットと bicontinuous pattern は，ネットの骨格化に由来する IX–XI moveを法として
互いを一意に定める [7]．三成分の場合は次が成り立つ．
定理 2.3 (Ishihara–Koda–Ozawa–Shimokawa [7]). 三成分からなる 3 次元ネットは，IH–HI 変
形と同位変形を除いて tricontinuous pattern を一意に定める．逆に，tricontinuous pattern は，
IX–XI変形と同位変形を除いて三成分 3次元ネットを一意に定める．
この対応により，今回扱う相分離構造の分類は T 3 内の空間グラフおよび分解の分類に帰着する．

2.2 Heegaard分解とハンドル体分解
定義 2.4. M を閉向き付け可能 3次元多様体とする．ハンドル体 H1,H2 と閉曲面 S が

M = H1 ∪S H2, H1 ∩H2 = ∂H1 ∩ ∂H2 = S

を満たすとき，M = H1 ∪S H2 をHeegaard分解という．
定理 2.5 (Frohman–Hass [2], Boileau–Otal [1]). 各 g ≥ 3 に対して，T 3 の種数 g の Heegaard

分解は同相を除いて一意的である．
系 2.6. 単純 3重周期的 bicontinuous patternは，[15]の意味の同値を除き一意的である．
bicontinuous patternは，トポロジーの範疇では区別されず，幾何的量などの考察が有効になる．
三つ以上の領域の定式化のため，Heegaard分解を一般化したハンドル体分解を導入する [15]．
定義 2.7. 2次元多面体 P の各点の近傍が図 2のいずれかのモデル（円板，三重点，頂点）に同相

2
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であるとき，P を単純多面体という．

図 2 単純多面体の局所モデル（[15] より）．(a) 非特異点，(b) 三重点，(c) 頂点．

定義 2.8 ([15]). M を閉連結向き付け可能 3次元多様体，P ⊂ M を連結コンパクトな 2次元多面
体とし，

M \ P =
n⊔

i=1

int(Hi)

かつ各 Hi が種数 gi のハンドル体であるとき，(H1, . . . , Hn;P )を型 (g1, . . . , gn)のハンドル体分
解といい，P をその partitionと呼ぶ．P の特異グラフを B とするとき，M \B 内の単純閉曲線
で P のセクターと横断的に 1点で交わるものが存在しないとき proper，P が単純多面体である
とき simpleという．
n = 2のとき単純 properハンドル体分解は Heegaard分解に他ならない．n = 3で各 Hi ∩Hj

が連結なものは Koenig [10]の意味での trisectionである．相分離構造では非連結な交わりが自然
に現れるため，この広い意味の分解が必要となる．
T 3 のハンドル体分解については次が成り立つ．
定理 2.9 ([15]). T 3 の単純 properな型 (1, 1, 1)ハンドル体分解は，T 3 の自己同相を除いて六角
ハニカム分解（図 3）に限る．したがって，型 (1, 1, 1)の tricontinuous patternは同位を除いて一
意的である．

図 3 (a) T 3 の型 (0, 0, 3)ハンドル体分解．(b) 型 (0, 2, 2)ハンドル体分解．(c) T 2 の三つの
六角形への分割．(d) T 3 の六角ハニカム分解（[15] より）．

例 2.10 ([15]). 型 (2, 2, 2) では一意性は成り立たない．六角ハニカム分解に三回の type-1 安定
化を施すことにより，図 4の二つの型 (2, 2, 2)ハンドル体分解が得られる．図 4(b)の分解では各

3
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Fij = Hi ∩Hj は 2 穴トーラスと円板の非交和であり，(d) の分解では F23 は 1 穴トーラスとア
ニュラスの非交和，各 F1j は 3穴球面である．よって両者は異なる分解である．

図 4 T 3 の互いに異なる型 (2, 2, 2)ハンドル体分解（(b)と (d)）（[15]より）．

2.3 安定同値
ハンドル体分解に対し，図 5の type-0, type-1, type-2安定化が定義される．また，partitionの
頂点数を変える局所変形として 0-2, 2-0, 2-3, 3-2 move が定義される [15]．

図 5 安定化と非安定化．(a) type-0，(b) type-1，(c) type-2（[15] より）．

次はReidemeister–Singerの定理のハンドル体分解への拡張である．trisectionの場合はKoenig

[10]による．
定理 2.11 (Sakata–Mishina–Ogawa–Ishihara–Koda–Ozawa–Shimokawa [15]). 閉向き付け可能
3次元多様体M の任意の二つの simple properハンドル体分解は，0-2, 2-0, 2-3 moveと type-0,

type-1安定化を有限回施すと同値となる．
系 2.12 ([15]). 二つの単純な彩色付き net-like patternは，0-2, 2-0, 2-3 moveと type-0, type-1

安定化の有限列で移り合う．
この定理により，異なる polycontinuous patternが安定化を通じて比較可能になる．例えば，3

4
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成分の srsネット（gyroid型ネット）から定まる 3srsパターンについて次が成り立つ．
定理 2.13 ([15]). 3srsパターン（図 6）や 3etc（図 7）は六角ハニカムパターンから有限回の安定
化によって得られる．

図 6 (a) 3srs ネットに対応する tricontinuous pattern．(b)–(d) ちょうど二つのラビリンス
に接する境界付き曲面（[15]より）．

図 7 3etc．3srsとは格子が異なる．

3 多面体絡み目
3.1 金属ペプチド環の自己集合体
金属イオンとペプチド配位子の自己集合により，複雑なトポロジーをもつカテナン構造が合成さ
れている [17, 18, 6]．文献 [17] では，ピリジン置換トリペプチドと銀イオン Ag+ から 4成分 12

交点のペプチドカテナンが得られた．ペプチド配列を変えることにより二つの異なるトポロジー
が実現される．PGP配列（P: L-プロリン，G: グリシン）は type-A四面体絡み目を，TPP配列
（T: L-スレオニン）は type-B四面体絡み目を与える．両者は成分数と交点数が等しいが異なるト
ポロジーをもつ．また，文献 [18] では 6成分 24交点の type-A立方体絡み目型カプセルが，文献
[6] では 60交点の織り込みネットワークをもつM60L60 キャプシドが報告されている．
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3.2 多面体絡み目の構成
多面体絡み目は，多面体の辺と頂点を一定の局所規則で絡み目図式に置き換えて得られる絡み目
である [14, 5, 11]．本稿では S2 と同相な多面体のみを扱う．
定義 3.1 ([24, 14, 5, 11]). 多面体 P に対し，図 8 のように得られる交代絡み目を，それぞれ
type-A（branched curve and n-twisted double line），type-B（cross curve and double line），
type-C（single line，各頂点の次数は 4）多面体絡み目という．この構成が定める交代図式を標準
交代図式と呼ぶ．

図 8 多面体からの多面体絡み目の構成（[24]より）．黒が多面体の一部，色付きが得られる絡
み目の一部を表す．

ここで交点数の最小性は次の定理から従う．
定理 3.2 (Kauffman [8], Murasugi [13], Thistlethwaite [22]). 既約交代図式は最小交点図式で
ある．
系 3.3. 交代多面体絡み目の標準交代図式は最小交点図式である．
正多面体から得られる多面体絡み目の成分数と交点数を表 1に示す．同じ数値データをもつ組が
複数現れることが分かる．実際，次の組は互いに同値であることが知られている．
命題 3.4 (Lu–Hu–Qiu–Qiu [11]). 次の各組の多面体絡み目は互いに同値である：(1) type-B四面
体絡み目と type-C立方八面体絡み目；(2) type-B立方体絡み目，type-B八面体絡み目，type-C

斜方立方八面体絡み目；(3) type-B十二面体絡み目，type-B二十面体絡み目，type-C斜方二十・
十二面体絡み目．
[6]で得られた構造は空間グラフであるが，成分絡み目として type-A 正十二面体絡み目を含み，
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図 9 切頂八面体から得られる type-A（左）と type-B（右）の多面体絡み目の交代図式．いず
れも 14成分 72交点をもつ（[24]より）．

表 1 正多面体から得られる多面体絡み目の（成分数, 交点数） [24]．
多面体 d v e f type A type B type C

正四面体 3 4 6 4 (4, 12) (4, 12) –

立方体 3 8 12 6 (6, 24) (6, 24) –

正八面体 4 6 12 8 (8, 24) (6, 24) (3, 6)

正十二面体 3 20 30 12 (12, 60) (12, 60) –

正二十面体 5 12 30 20 (20, 60) (12, 60) –

交点数が 60であることがわかる．
3.3 フライプ剛性による分類
成分数と交点数が一致する多面体絡み目の区別には，交代絡み目の分類定理を用いる．フライ
プとは，図式の一部のタングルを水平軸のまわりに 180度回転させる図式の変形である．得られる
図式が元と異なるとき，フライプは非自明であるという．
定理 3.5 (Menasco–Thistlethwaite [12]). 同じ素な交代絡み目を表す二つの既約交代図式は，S2

の同位と有限回のフライプによって移り合う．
非自明なフライプを許さない交代図式は rigidであるという．rigidな図式をもつ交代絡み目ど
うしは，図式を比較するだけで区別できる．非自明なフライプが存在するならば，図式の双対グラ
フには nested 4-cycle が存在する [4]．したがって，双対グラフが nested 4-cycle を含まなけれ
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ば，その交代図式は rigid である．P を多面体とするとき，type-A多面体絡み目の標準交代図式
の双対グラフは，P の重心細分から P の 1-skeleton上の辺を削除して得られる．type-B多面体絡
み目の標準交代図式の双対グラフは，P の重心細分から，P の頂点と面の中心を結ぶ辺を削除して
得られる．このことから次の命題を得る．
命題 3.6 ([24]). type-Aおよび type-B多面体絡み目の標準交代図式は rigidである．
定理 3.7 (Wakayama–Shimokawa [24]). P を多面体とする．P の type-Aと type-Bの交代多面
体絡み目は，同じ交点数をもつが異なる絡み目である．さらに P の頂点が全て 3価なら，両者は
同じ成分数と交点数をもつが異なる絡み目である．
これは，PGP配列と TPP配列から得られる二つのペプチドカテナン [17]のトポロジーが異な
ることを示している．
定理 3.8 ([24]). 次の各組の多面体絡み目は，同じ成分数と交点数をもつが互いに異なる：(1)

type-A立方体絡み目と type-B八面体絡み目；(2) type-A十二面体絡み目と type-B二十面体絡み
目；(3) type-A 切頂八面体絡み目と type-A 切頂立方体絡み目；(4) type-A 切頂八面体絡み目と
type-B切頂立方体絡み目；(5) type-A切頂立方体絡み目と type-B切頂八面体絡み目；(6) type-A

切頂二十面体絡み目と type-B切頂十二面体絡み目；(7) type-A切頂十二面体絡み目と type-B切
頂二十面体絡み目．

3.4 多重被覆多面体絡み目
100を超える交点数をもつ自己集合体の合成は、現在重要な課題の一つとなっている．その候補
となる絡み目の系統的な構成として，菊屋 [9] は多面体絡み目を辺の被覆度により整理し，3重被
覆多面体絡み目を考察した．この議論は，[16, 23]による多面体の多重被覆の議論に基づくもので
ある．本節ではその結果を述べる．
定義 3.9 ([16, 23, 9]). P = (V,E)を多面体グラフ，N(P )をその正則近傍，p ∈ Nとする．絡み
目 Lが P の p重被覆であるとは，埋め込み f : L ↪→ N(P ) であって，N(P )の P への変位レト
ラクト r に対し r ◦ f(L) = P となり，かつ各辺 eの内点 xに対し |(r ◦ f)−1(x)| = pとなるもの
が存在することをいう．
p = p1 + p2 (p1 ≥ p2 > 0)と分割し，辺の片側を p1 本，他方を p2 本の紐が通り，辺に沿って
ひねりを加える構成を type-Aの p重被覆という．第 3章の type-A 多面体絡み目は，2重被覆 A2

に対応する（添字は辺上の半ひねりの回数を表す）．
命題 3.10. P を各頂点の次数が dの多面体とする．dが偶数なら，任意の p1, p2 に対して P の p

重被覆絡み目が存在する．dが奇数なら，P の p重被覆絡み目が存在するのは p1 = p2 のときに限
る．とくに p = 3のとき，3重被覆絡み目が存在するのは dが偶数のときに限る．
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3.5 3重被覆多面体絡み目
p = 3，(p1, p2) = (2, 1)の場合を考える．辺の片側に 2本の紐X1, X2，他方に 1本の紐 Y1 を配
置し，辺上に m回の半ひねりを加えることにより，3重被覆 Am 多面体絡み目が定義される（図
10）．以下m = 2とする．

図 10 3重被覆 Am 多面体絡み目の構成（[9]より）．

系 3.11 ([9]). 正多面体のうち 3重被覆絡み目を許すのは正八面体のみである．半正多面体のうち
3重被覆絡み目を許すのは，立方八面体，斜方立方八面体，二十・十二面体，斜方二十・十二面体
の四つである．
定理 3.12 ([9]). 3重被覆 A2 正八面体絡み目 Lの成分数は 12，交点数は 72である（図 11）．L

の対称性は向きを保つ四面体群 T となる．
最近，東京科学大学澤田研究室で得られた構造は，正八面体の 3重被覆絡み目と考えることがで
き，その交点数は 72となる．

図 11 3重被覆 A2 正八面体絡み目 L（左）と，その部分絡み目 L1 ∪L2（中央），L2 ∪L3（右）（[9]より）．

交点数の下からの評価は，X1 ∪X2 がなすトーラス絡み目 T (2, 6)と，2重被覆 A2 絡み目とし
て現れる部分絡み目 Li ∪ L3 の交点数の和により得られ，標準図式の交点数と一致する．同様の方
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法により，3重被覆を許す半正多面体，反角柱，および 4価 Goldberg多面体 [3] に対して次が示
される．
定理 3.13 (菊屋 [9]). 3重被覆 A2 多面体絡み目の成分数と交点数は表 2の通りである．立方八面
体，斜方立方八面体，二十・十二面体，斜方二十・十二面体については，面の被覆の仕方に応じて
2種類の絡み目が存在する．また，4価 Goldberg多面体 tet-GP (h, k)（Q = h2 + k2）について
は，Qが偶数のとき 2種類，奇数のとき 1種類の絡み目が存在する．

表 2 3重被覆 A2 多面体絡み目の交点数 c(L)と成分数 µ(L) [9]．
多面体 頂点形状 v c(L) µ(L)

正八面体 [3, 3, 3, 3] 6 72 12

立方八面体 [3, 4, 3, 4] 12 144 20または 22

斜方立方八面体 [3, 4, 4, 4] 24 288 38または 40

二十・十二面体 [3, 5, 3, 5] 30 360 44または 52

斜方二十・十二面体 [3, 4, 5, 4] 60 720 92または 94

n角反角柱（n ≥ 4） [n, 3, 3, 3] 2n 24n 3n+ 3

tet-GP (h, k)（Q：偶数） – 6Q 72Q 9Q+ 2または 9Q+ 4

tet-GP (h, k)（Q：奇数） – 6Q 72Q 9Q+ 3

M60L60 キャプシド [6] に含まれる十二面体絡み目の交点数は 60である．表 2の絡み目は，こ
れを大きく超える交点数をもつ自己集合体のトポロジーの候補を与える．
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Large-scale geometry of electric Teichmüller spaces
and k-multicurve graphs

坂井 健人 (東京大学大学院数理科学研究科)∗

1 導入
Teichmüller空間 T (Σ)とは，位相曲面 Σ上の複素構造を，アイソトピーで同一視して
得られる空間である．Σのオイラー標数が負の場合，一意化定理により，複素構造の代わ
りに双曲構造を用いて定義することもできる．Teichmüller空間には，二つの複素構造を
結ぶ擬等角写像の歪曲度を用いて定義される Teichmüller 距離が入る．このほかにも興
味深い距離がいくつか知られているが，本稿では Teichmüller距離に焦点を当て，それが
定める距離幾何学について考える．
曲面 Σ が（1 点穴あき）トーラスの場合，T (Σ) は自然に上半平面と同一視され，

Teichmüller距離まで込めれば，双曲平面と等長になる．したがって，この場合の距離構
造はよく理解されているといってよい．一方，一般の曲面に対しては，これほど単純な記
述は存在しない．それでも，双曲平面に見られる性質がどの程度まで Teichmüller空間に
残っているかを問うのは自然である．とりわけ，Teichmüller空間のさまざまな意味での
“双曲性”は，古くから研究されてきた．ここでは，その研究の一端を紹介する．
Royden [Roy71] は，Teichmüller 空間の自然な複素構造から定まる小林距離が Te-

ichmüller 距離と一致することを示した．したがって，Teichmüller 空間は複素解析的な
意味で小林双曲的である．しかし，距離幾何学的な意味での非正曲率性や双曲性について
は，状況が異なる．Masur [Mas75]は，Teichmüller空間が Busemann凸性を満たさず，
したがって CAT(0)空間ではないことを示した *1．また，Teichmüller空間はGromovの
意味でも双曲的でないことが知られている [MW95]．
この Gromov 双曲性の破れを幾何学的に説明する結果として，Minsky の積領域定理

（product region theorem）がある [Min96]．互いに素な単純閉曲線の族 α = {α1, . . . ,αk}
を固定し，α の各成分の長さが十分に短いリーマン面からなる領域を，α に付随する
thin part と呼ぶ．積領域定理は，この thin part が，擬等長の意味で，より低次元の
Teichmüller空間や双曲平面のいくつかの直積として記述されることを主張する．このよ
うな非有界な直積領域により，Teichmüller空間が Gromov双曲的でなくなっている．
一方，Masur–Minsky [MM99]は，各単純閉曲線 γ に対し，γ の長さが十分に短くなる

∗〒153-8914東京都目黒区駒場 3-8-1
e-mail: kento@ms.u-tokyo.ac.jp

本研究は科研費 (課題番号:25KJ0069)の助成を受けたものである．
久野恵理香氏（芝浦工業大），倉持凜氏（東京大）との共同研究を含む．
*1一方，Weil–Petersson計量に関しては，Teichmüller空間の完備化が CAT(0)空間となる [Yam04]．
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thin partをそれぞれ “潰す”ことにより，Gromov双曲的な距離空間が得られることを示
した．ここで，部分空間を “潰す”とは，正確には electrificationと呼ばれる操作を施す
ことである（§ 2.2を参照）．
この現象をもう少し詳しく考えてみよう．単純閉曲線の族 α に別の曲線を加えると，
そのすべての成分を短くするという条件はより強くなるため，対応する thin partは小さ
くなる．したがって，Masur–Minskyが扱った，1本の単純閉曲線に付随する thin part

は，この種の thin partの中で極大なものとみなせる．そこで，互いに素な単純閉曲線の
本数を増やし，より小さな thin partのみを electrifyした場合にも，得られる距離空間は
Gromov双曲的であるか，という問いが自然に生じる．さらに，ある段階で双曲性が失わ
れるならば，その境目となる曲線の本数はいくつであろうか．本稿では，これらの問いに
対して得られた結果を，[KKS26, Sak26]に基づいて報告する．
2 距離空間
2.1 擬等長，Gromov双曲性
X,Y を距離空間とし，K ≥ 1, L ≥ 0とする．写像 f : X → Y が (K,L)-擬等長埋め込
み (quasi-isometric embedding) であるとは，任意の x1, x2 ∈ X に対して

K−1dX(x1, x2)− L ≤ dY (f(x1), f(x2)) ≤ KdX(x1, x2) + L

を満たすときにいう．C > 0として，写像 f : X → Y が C-擬稠密 (C-quasi-dense)で
あるとは，f(X)の C-近傍が Y と一致するときにいう．擬稠密な擬等長埋め込みを擬等
長写像 (quasi-isometry)といい，距離空間 X と Y の間に擬等長写像が存在するとき，
それらは擬等長 (quasi-isometric)であるという．また，I を区間として，γ : I → X が
K-擬測地線 (K-quasi-geodesic)であるとは，γ が (K,K)-擬等長埋め込みであるとき
にいう．
距離空間 X に対して，擬等長埋め込みが可能なユークリッド空間の最大次元を X の

quasi-flat rankという．距離空間 X の弱い quasi-flat rank *2とは，
max{n ∈ Z≥0 | ∀R > 0, ∃擬等長埋め込み Bn

R → X} (1)

のことである．ここで，Bn
R は Rn の半径 Rの閉球を表す．

定義 2.1. δ ≥ 0とする．測地距離空間 X が δ-双曲的 (δ-hyperbolic)であるとは，X

内の任意の測地三角形において，その任意の 1辺が，残りの 2辺の合併の δ-近傍に含ま
れることである．ある δ > 0が存在して，X が δ-双曲的になるとき，X は (Gromov)

双曲的であるという．
測地距離空間 X の Gromov双曲性は擬等長写像により保たれる性質である．

*2一般的な用語ではなく，ここだけのものである．
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2.2 Electrification，相対双曲性
X を測地的距離空間とし，H = {Hα}α∈A を X の閉部分集合の族とする．次のように
して得られる距離空間を X の族 H に沿った electrification (および coning off) とい
い，X̂H とかく [Far98] (図 1)：各添え字 α ∈ Aに対して，外部の頂点 vα を用意し，Hα

の各元と vα を長さ 1/2の辺で結ぶ．得られた空間にはパス距離を備えることにする．つ
まり，この操作は各集合 Hα が直径 1に潰していることになる．

Hα

Hβ

図 1 Electrification，測地線が稲妻のように見える．

次に Farb [Far98] により導入された相対双曲性の定義を紹介する．測地的距離空間 X

とその閉部分集合の族H = {Hα}の組 (X,H)が与えられているとする．パス w ⊂ X に
対して，Hα に属する部分を vα へ至る辺に置き換えて得られるパスを ŵ ⊂ X̂H とかく．
パス w ⊂ X が相対K-擬測地線 (relative k-quasi-geodesic)であるとは，ŵが X̂Hに
おけるK-擬測地線になるときにいう．また，w（もしくは ŵ）がHαを通過するとき，w
（もしくは ŵ）はHαに入り込む (penetrate)という．さらに，パス wが backtracking

しないとは，wが入り込むHα に対して，wが一度Hα を離れたら二度とHα に戻らない
ときにいう．
定義 2.2. 測地的距離空間X とその閉部分集合の族H = {Hα}の組 (X,H)が bounded

region penetration propertyをもつとは，任意の K > 0に対して，次の条件を満た
す定数 c = c(K) > 0が存在するときにいう：backtrackingしない相対 K-測地線 u, v が
あり，これらの始点同士の距離と終点同士の距離が 1以下であるとする．このとき，
(1) uがHαに入り込むが，wが入り込まないとき uはHαの中を高々 cしか移動しない．
(2) uと wがともにHαに入り込むとき，uと wのHαに入った最初の点の距離とHαか
ら出る最後の点の距離がそれぞれ高々 cである．

定義 2.3. 測地距離空間 X が閉部分集合の族 H = {Hα} について (強) 相対双曲的
((strongly) relatively hyperbolic)であるとは，次の 2つを満たすときにいう：
(1) X̂H が双曲的である．
(2) (X,H)が bounded region penetration propertyを満たす．
なお，(1)のみ満たす場合，弱相対双曲的 (weakly relatively hyperbolic) であると
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いう．また，単に測地距離空間 X が相対双曲的であるとは，ある X の閉部分集合の族
Hが存在して，X がHについて相対双曲的になるときにいう．
双曲性と同じく，相対双曲性は擬等長写像で保たれる性質である．

3 多重曲線グラフ
以降，曲面 Σ上の曲線といえば，本質的（つまり，一点や境界に homotopic でない）
単純閉曲線の isotopy類を指すことにする．
定義 3.1. Σの曲線グラフ (curve graph) とは次で定義されるグラフのことである *3．

• 頂点集合：Σ上の曲線全体からなる集合 C(Σ)
• 辺：α, β ∈ C(Σ) (α ̸= β)は， αと β の幾何的交点数 i(α, β)について

i(α, β) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

2 ((g, b) = (0, 4))

1 ((g, b) = (1, 1))

0 (その他)

が成り立つとき，辺で結ばれる *4．
C(Σ)には，各辺の長さを 1とすることで距離が定まる．また，以降現れるグラフにつ
いては，全てこのグラフ距離を入れることで距離空間とみなすことにする．
Σ上の多重曲線 (multicurve)とは，互いに交わらないような Σ上の曲線からなる有
限集合のことである．とくに，その濃度が k であるとき k-多重曲線 (k-multicurve)と
いう．3g− 3 + b ≥ 0のとき，曲面のオイラー標数を考えることで 0 ≤ k ≤ 3g− 3 + bで
あることがわかる．k = 3g − 3 + bのとき，k-多重曲線は曲面のパンツ分解を与えるた
め，パンツ分解 (pants decomposition)と呼ばれる．
定義 3.2. 1 ≤ k ≤ 3g−3+ bとする．Σ上の k-多重曲線グラフ (k-multicurve graph)

とは次で定義されるグラフのことである（図 2）．
• 頂点集合：Σ上の k-多重曲線全体からなる集合 C[k](Σ)

• 辺：α = {α1, . . . ,αk}, β = {β1, . . . , βk} ∈ C [k](Σ) (α ̸= β) は次の条件を満たすと
き辺で結ばれる：ν := α ∩ β ∈ C [k−1](Σ)かつ dC(Σ\ν)(α \ ν, β \ ν) = 1．

定義から，k = 1 のとき 1-多重曲線グラフは曲線グラフ C(Σ) に他ならない．また，
k = 3g − 3 + bのとき対応する k-多重曲線グラフは，Hatcherと Thurstonにより導入さ
れたパンツグラフ (pants graph)に一致する．これは，しばしば P(Σ)とかかれる．
*3便宜的に，ここでのみ Σは連結成分が有限個ある状況を許容する．
*4より正確に言えば，条件分岐は，Σ がパンツ曲面の連結成分を無視して Σ0,4,Σ1,1 それぞれと等しいとき，である．
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図 2 3-多重曲線グラフの一部

4 Twsit-freeグラフ
（多重）曲線を頂点とするようなグラフは上述したもの以外にも色々と知られている．
以降 Σは χ(Σ) < 0であることを仮定する．
定義 4.1. G(Σ)を（多重）曲線を頂点とするようなグラフとする．連結な本質的部分曲
面 S ⊂ Σが G(Σ)の witnessであるとは，G(Σ)の全ての頂点が S と本質的に交わると
きにいう．G(Σ)の witness全体からなる集合をS(G(Σ))とかく．
Vokes は （多重）曲線を頂点とするようなグラフ G(Σ) に対して，twsist-freeという
条件を設定した [Vok22]．
定義 4.2. （多重）曲線を頂点とするようなグラフ G(Σ)が twist-freeであるとは，次の
条件をみたすときにいう：

1. グラフ G(Σ) は連結である．
2. 写像類群が G(Σ)の頂点に等長に作用する．
3. 2つの頂点 α, β ∈ G(Σ)が辺で結ばれるとき，それらの幾何的交点数 i(α, β)は一
様に有界である．

4. アニュラスは G(Σ)の witnessにならない．
定理 4.3 ([Vok22]). （多重）曲線を頂点とするようなグラフ G(Σ)が twsit-freeであるす
る．このとき，G(Σ)は witnessの曲線グラフへの subsurface projectionについて階層的
双曲空間である．
階層的双曲空間とは Behrstock–Hagen–Sisto [BHS17, BHS19] によって導入された距
離空間のクラスであり，双曲空間の一般化である．彼らの理論により，twist-freeなグラ
フ G(Σ)の大尺度幾何的性質に関する様々なことが系としてわかる．Twist-freeなグラフ
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G(Σ)に対して，
ν(G(Σ)) := max{n ∈ Z≥0 | S1, . . . , Sn ∈ S(G(Σ))は互いに素 }

と定める．
系 4.4 ([Vok22]). Twist-freeなグラフ G(Σ)の弱い quasi-flat rankは ν(G(Σ))である．
系 4.5 ([Vok22]). Twist-freeなグラフ G(Σ)が Gromovの意味で双曲的であることの必
要十分条件は ν(G(Σ)) = 1である．
また，[RV22]では相対双曲性や thick 性についても witness から判定できることが示
されている．以上のことから，G(Σ)の大尺度幾何的性質は，witnessを考察することに
帰着できる．
定義から k-多重曲線グラフ C[k](Σ) も twist-free である．一方で，複雑度 ξ-グラフ

P [ξ](Σ)は一般に twist-freeでないことに注意する．k-多重曲線グラフ C[k](Σ)の witness

は複雑度の観点で完全に決定できる．
命題 4.6 ([KKS26]). 連結な本質的部分曲面 S ⊂ Σが C[k](Σ)の witnessであるための必
要十分条件は ξ(S) ≥ 3g − 2 + b− k を満たすことである．
したがって，ν(C[k](Σ))を求めることは，複雑度が ξ 以上の部分曲面が互いに素に最大
幾つ取れるかを決定することと等価である．これを実行して，我々は次を得る．
定理 4.7 ([KKS26]). ξ(Σg,b) = 3g − 3 + bとおき，1 ≤ k ≤ ξ0 とする．k-多重曲線グラ
フ C[k](Σg,b)および複雑度-(ξ(Σg,b)− k)グラフ P [ξ(Σg,b)−k](Σg,b)の quasi-flat rankは

m(g, b, k) :=

{
min

{⌊
−χ(Σg,b)

a(ξ(Σg,b)−(k−1))

⌋
,
⌊

ξ(Σg,b)+1
ξ(Σg,b)−(k−2)

⌋}
(b, k) ̸= (0, 1)

1 (b, k) = (0, 1)

である．ここで，a(x) = ⌈(2x + 1)/3⌉ である．さらに，グラフ C[k](Σg,b) と
P [ξ(Σg,b)−k](Σg,b)について，これらが双曲的になるための必要十分条件は m(g, b, k) = 1

である．
また，[RV22]の結果を C[k](Σ)に適用して考察することで，相対双曲的な場合も特徴づ
けることができる．
定理 4.8 ([KKS26]). k-多重曲線グラフ C[k](Σg,b)が相対双曲的になるのは，以下のいず
れかの場合である．

• g が偶数かつ bが 2以上の偶数で k = (3g + b)/2，
• g が偶数かつ b = 0で k ∈ {3g/2, (3g + 2)/2}，
• g が奇数かつ b ∈ {0, 2}で k = (3g + 3)/2，
• g が奇数かつ bが 3以上の奇数で k = (3g + b)/2．
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5 Electric Teichmüller空間
この節では，種数 g の閉曲面から n点を取り除いて得られる曲面 Σg,n を取り扱う．便
宜的なもので，前節までの境界を針孔に置き換えただけと考えて差し支えない．Σg,n の
Teichmüller空間 (Teichmüller space) Tg,n は

Tg,n = T (Σ) = {針孔付き Riemann面 ≈ Σg,n}/isotopy

で定義される．Teichmüller空間 Tg,nには，Teichmüller距離 (Teichmüller distance)

dT という擬等角写像の観点で複素構造の差を測る自然な距離が入る．
1 ≤ k ≤ 3g − 3 + n とし，十分小さい正の数 ϵ0 を固定しておく．k-多重曲線 α =

{α1, . . . ,αk} ∈ C [k](Σg,n)の thin partとは
Thinα := {X ∈ Tg,n | 各 αi ∈ αに対してExtX(αi) ≤ ϵ0}

により定義される Teichmüller 空間の部分集合である．ここで，単純閉曲線 γ に対して
ExtX(γ)は X に関する γ の極値的長さ (extremal length)を表す．つまり，αに属す
る各曲線の長さが十分に小さい Riemann面からなる部分集合が Thinα である．
この thin part により定まる Teichmüller 空間の部分集合の族 Hk := {Thinα}α∈C[k](Σ)

に沿って Teichmüller空間に electrificationを施した空間を k-electric Teichmüller空
間とよび，

T̂ k(Σ) = T̂ k
g,n := T̂ Hk

g,n

とかく．このとき，次が成り立つ．
定理 5.1 ([MM99, Sak26]). k-electric Teichmüller空間 T̂ k

g,nは k-多重曲線グラフ C[k](Σ)

と擬等長である．
なお k = 1 の場合が [MM99] で示されている．つまり，k-多重曲線グラフは Te-

ichmüller空間の thin part同士の距離関係を荒い意味でエンコードしているということ
である．したがって，前節で述べた k-多重曲線グラフの大尺度幾何的（すなわち，擬等
長で不変）な性質は k-electric Teichmüller 空間に引き継がれる．導入で述べたように，
Teichmüller 空間の thin part はその双曲性の邪魔をしている部分であるため [Min96]，
thin partを electrification により適切に潰すことで双曲性をもち，潰す量を減らすこと
で双曲性を失うと考えられる．
定理 5.1の証明は，Masur–Minsky [MM99]の類似であるが，鍵となるのは曲線グラフ
の距離と幾何的交点数の間の不等式である．曲線グラフ（つまり k = 1）の場合は，これ
は Hempelの不等式とよばれ，曲線の手術を用いた比較的簡単な議論で示すことができ
る．しかし，k-多重曲線の場合，曲線の手術による議論は通らないため，別の方法を模索
する必要が出てくる．比較的最近，Lackenby と Yazdi [LY26] によりパンツグラフに対
する Hempelの不等式のアナロジーが得られたため，これを用いて k-多重曲線グラフに
おける Hempelの不等式のアナロジーも得ることができた．
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このような Teichmüller 空間や写像類群の大尺度幾何的な組み合わせモデルは様々に
得られている：

• Durham により構成された augmented マーキンググラフ AM(Σ)は Teichmüller

空間と擬等長である [Dur16]．
• MasurとMinskyにより構成されたマーキンググラフM(Σ)は写像類群の Cayley

グラフと擬等長である [MM00]．
• パンツグラフ P(Σ)とWeil-Petersson距離を備えた Teichmüller空間 T WP(Σ)は
擬等長である [Bro03]．

• 写像類群において，複雑度 ξ 以下の部分曲面に対応する部分群の左コセットによ
る electrificationを施した距離空間 Γ(Σ, ξ)は複雑度-ξ グラフ P [ξ](Σ)と擬等長で
ある [Mj09]．

これらをまとめると，以下の表のようになる：
組み合わせモデル 写像類群 Teichmüller空間

AM(Σ) T (Σ)

M(Σ) Mod(Σ)

C[ξ0](Σ) = P(Σ) Γ(Σ,−1), Γ(Σ, 0) T WP(Σ), T̂ ξ0(Σ)
...

...
...

C[k](Σ), P [ξ0−k](Σ) Γ(Σ, ξ0 − k) T̂ k(Σ)
...

...
...

C(Σ), P [ξ0−1](Σ) Γ(Σ, ξ0 − 1) T̂ 1(Σ)

表 1 各行における距離空間は互いに擬等長である．
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最適化に現れる制約関数芽のK[G]-分類・認識と制約想定
早野　健太（慶應義塾大学）

本稿で述べる一連の研究は，濱田直希氏（株式会社サイバーエージェント）および寺本央氏（関西大
学）との共同研究 [15, 16, 17, 18]に基づく．

本稿では，最適化問題に現れる制約を，可微分写像の特異点論の観点から調べる一連の研
究 [15, 16, 17, 18]を概説する．まず，「一般的な」最適化問題の諸性質を理解するという動機
のもとで，Mather [23]により定義された群 Kの部分群 K[G]を用いて，一般的な助変数族
に現れる制約関数芽を分類する（[15]）．次にこの分類をもとに，一般的な制約関数芽に対す
る，最適化の基本的な一次必要条件（KKT条件）が解において常に成立することを保証す
る制約想定（constraint qualification）の成否を決定する（[16, 17]）．紙面の都合上，結
果の理解に必要な用語の定義と結果の主張に重点を置き，証明には立ち入らない．また，認
識問題に関する結果 [18]については，軽く触れるに留める．
1. はじめに
制約付き多目的最適化問題とは，制約関数値に関する（不）等式で定まる領域（実行可能

領域）の中で，複数の目的関数の値を最小化する，より厳密にはPareto解と呼ばれる解を
求める問題である．（Pareto解の定義は後述する．）これは計画，設計，運用など，理論と応
用の双方で広く現れる基本的な問題である [2]．線型計画問題 [5, 6]や凸計画問題 [3, 24]など
限られた状況に対しては強力な理論があるが，一般の場合に Pareto解を求める保証がある
解法は知られていない．そのため，一般の問題に対する解法（Bayes最適化 [26]，進化計算
[8]など）は，ベンチマーク問題，すなわち，アルゴリズムの性能を比較するための共通の試
験問題としてあらかじめ整備された最適化問題に対して，どれだけ優れた解を発見できるか
によって評価されてきた．制約付き多目的最適化では，C-DTLZ [21]と呼ばれるベンチマー
クが広く用いられている．これは，無制約多目的最適化のためのベンチマークDTLZ [7]に
人工的な制約を付加したものである．しかし，このように人工的に設計されたベンチマーク
問題が，実応用で生じる問題の性質をどこまで反映しているのかについては，疑問も提起さ
れている（たとえば [19]を参照）．このことは，C-DTLZのようなベンチマーク上で得られ
た性能比較が，実際の応用におけるアルゴリズムの相対的な性能をどの程度まで信頼できる
形で反映しているのか，という問題にもつながる．よいベンチマークを設計し，また既存の
ベンチマークを適切に評価するためには，まず実応用で典型的に生じる問題の構造を理解す
る必要がある．
本研究では，実応用に典型的に現れる最適化問題の構造を理解するための第一歩として，

実行可能領域を規定する制約関数に着目する．実問題の制約は，観測やモデル化の過程で生
じる誤差の影響を受けうるほか，求めた解を設計や運用の現場で利用する際にもまた誤差が
生じるため，摂動によって変化しない安定な構造に注目することが重要である．さらに，実
問題に現れる制約には多様なものがあるため，個々の制約関数を個別に解析することは現実
的ではない．そこで本研究では，有限個の助変数をもつ制約関数の族の中で典型的に現れる，
つまり「一般的な」制約関数の局所構造を調べる．本研究の主な目的は，可微分写像の特異
点論を援用して，このような局所構造を把握することである．
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我々はまず，4個以下の助変数をもつ一般的な制約関数の族に現れうる制約関数芽を，簡約
化とK[G]-同値の差を除いて分類した（定理 4.1，[15]）．ここで簡約化とは，有効でない不等
号制約を除き，正則な等号制約が定める部分多様体へ制限することにより，実行可能領域芽の
微分同相類などを変えずに余分な制約を取り除く操作である（詳しくは第 3節で説明する）．
またこの分類で用いるK[G]-同値は，Mather [23]により導入された接触同値群Kの部分群か
ら定まる同値関係である．一般線型 Lie群Gに対するこの種の部分群K[G]はTougeron [27]

により導入され，その基本的性質はGervais [9, 10, 11]により研究され，Izumiya，Takahashi，
Teramoto [20]によりさらに研究されている．本稿では，不等号制約と等号制約の役割を保
つようにGを選ぶ．このときK[G]による作用は実行可能領域芽の微分同相類を保つ，とい
うこともあり，最適化の制約を分類する同値関係として自然であるといえる．
K[G]-同値に付随して，制約関数芽のK[G]e-余次元という数値的な指標を考えることがで

きる．これは，その芽が一般の制約族の中でどの程度特殊なものか，を測る量である．実際
上述の分類定理は，(stratum) K[G]e-余次元の小さい写像芽を分類し，K[G]e-余次元の大き
い写像芽を横断性定理により避けることで示される．C-DTLZにはK[G]e-余次元が∞とな
る制約関数芽が現れるが [15]，このことは，C-DTLZに含まれる問題の一部が，一般の有限
助変数族に現れうる局所構造から大きく外れた特殊な制約を含むことを示唆している．
上記の分類を踏まえて，本研究のもう一つの主題である制約想定を論ずる．最適化では，

（局所）解が満たすと期待される一次の必要条件として，Lagrange乗数の存在で表される
Karush–Kuhn–Tucker（KKT）条件がしばしば用いられる．制約のない問題では任意の
局所解が KKT条件を満たすが，制約のある問題ではそうとは限らない．この不足を補い，
「任意の目的関数に対しKKT条件が解において成立する」ことを保証する，制約のみへの十
分条件が制約想定である．古典的には，LICQ，MFCQ，ACQ，GCQという四つの制約想
定が広く用いられ，これらは

LICQ =⇒ MFCQ =⇒ ACQ =⇒ GCQ

という階層をなす，つまりたとえば，LICQが成立すればMFCQも成立する，などが知られ
ている．逆向きの含意はいずれも一般には成立せず，これを示す具体例は先行研究でいくつ
か与えられてきた [25]が，一般の制約に対して四つの制約想定がどの程度異なり得るのか，
その全体像は明らかでなかった．本研究では，前述の分類を通じて，一般的な制約に対しこ
れらの制約想定の成否を網羅的に決定し，この問いに答える．
ここで多目的の場合に対する注意を与える．最も弱いGCQについては，単目的（目的関

数が一つ）の場合，これが任意の目的関数の局所解においてKKT条件が成立するための必
要十分条件であることが知られている [12]．一方，多目的の場合にはGCQでは十分でなく1，
これを一般化した制約想定が近年Haeser–Ramos [14]により導入された．本稿ではこれを弱
p-Guignard制約想定（p-WGCQ）と呼ぶ．ここで pは目的関数の個数であり，p = 1のと
き p-WGCQはGCQに一致する（定義は第 5節）．GCQが単目的の場合に必要十分条件で
あったのと同様に，p-WGCQは，任意の p目的問題の局所弱Pareto解がKKT条件を満たす
ための必要十分条件である．p-WGCQには単調性（p-WGCQが成立すれば (p− 1)-WGCQ

1多目的（p ≥ 2）の場合，GCQが成立しても，局所弱 Pareto解において KKT条件が成立するとは限らな
い（具体例は [14]）．これが p-WGCQを導入する動機である．なお [16]（arXiv:2510.02381v1）には，GCQの
この必要十分性が多目的の場合にも成立すると記載されているが，これは誤りである．
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も成立する）があるため，p-WGCQが成立する pの範囲の情報は制約関数芽ごとに定まる
ただ一つの閾値

p∗ = min{p ≥ 1 | p-WGCQが成立しない } ∈ {1, 2, 3, . . .} ∪ {∞}

に集約され，p-WGCQはちょうど p < p∗のときに成立する．
本研究では，一般的な制約関数芽に対し，四つの古典的制約想定の成否と閾値 p∗ を決定

することを目的とする．まず初めに，本稿で考える制約想定の成否は K[G]の作用および簡
約化で不変である（定理 5.2）．よって先述の分類結果より，4個以下の助変数を持つ一般的
な制約関数の族に現れうる制約関数芽に対して制約想定の成否を調べるには，分類表内の写
像芽にそれを行えば十分である．四つの古典的制約想定のうち，LICQとMFCQは制約の
一次の情報から容易に判定できる（定理 5.3）．残る ACQと GCQは閾値 p∗ から読み取れ
る：p∗ = ∞が ACQの成立に，p∗ = 1がGCQの不成立に対応する（命題 5.4）．したがっ
て p∗を決定すればACQおよびGCQの成否も同時にわかり，四つの古典的制約想定の決定
（[16]）と p-WGCQの決定（[17]）が統一的に述べられる（定理 5.5）．
得られる結果の一つの含意として，「GCQは満たすがより強い制約想定はすべて満たさな

い」芽が一般的に多数現れることがわかる．これは，上で述べた制約想定間の「隔たり」が，
例外的な現象ではなく一般的な制約に普遍的に現れることを意味し，本研究の枠組みがこの
種の問いに有効であることを示している．さらに，分類に現れる各芽の認識問題（与えられ
た制約がどの標準形に当たるかを計算可能な不変量で判定する問題）とその応用についても，
進行中の研究 [18]として第 6節で簡単に触れる．
2. 最適化問題とPareto解
本節では，本稿で扱う多目的最適化問題と，Pareto解・弱Pareto解，およびKKT条件を

導入する．Nを可微分多様体とし，可微分写像 f = (f1, . . . , fp) : N → Rp，g = (g1, . . . , gq) :

N → Rq，h = (h1, . . . , hr) : N → Rr を考える．f1, . . . , fpを目的関数，g1, . . . , gq を不等号
制約関数，h1, . . . , hrを等号制約関数と呼ぶ．本稿を通じて，N の次元n = dimN は q, r

に比べて十分大きい（n ≫ q, r）と仮定する．（この仮定は多目的最適化においては標準的で
あるといえるものである．）以上の設定のもと，実行可能領域M(g, h) ⊂ N を以下のように
定義する．

M(g, h) = {x ∈ N | g1(x), . . . , gq(x) ≤ 0, h1(x) = · · · = hr(x) = 0} .

多目的最適化問題とは，Pareto解，すなわち fi(y) ≤ fi(x) (∀i)かつ fi0(y) < fi0(x) (∃i0)となる y ∈ M(g, h)が存在しないような x ∈ M(g, h)を求める問題である．これを少し弱め
た概念として，弱Pareto解を次のように定義する：fi(y) < fi(x) (∀i)となる y ∈ M(g, h)

が存在しないような x ∈ M(g, h)を弱Pareto解という．定義よりPareto解は弱Pareto解で
ある．目的関数 f を実行可能領域内の xのある近傍 U に制限して上の条件が成立するとき
（すなわちM(g, h) ∩ U 内に上の yが存在しないとき），xをそれぞれ局所Pareto解，局所
弱Pareto解という．目的関数が一つ（p = 1）のときは，これらはいずれも通常の（局所）
最小解に一致する．
Pareto解を直接特徴づけるのは一般に困難なため，次の一次必要条件がしばしば用いら

れる．
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KKT条件（x ∈ M(g, h)について）：以下を満たす αi ≥ 0，λj ≥ 0，µk ∈ Rが存在する．
• (α1, . . . ,αp) ̸= (0, . . . , 0)．
•

p∑

i=1

αi grad fi(x) +
q∑

j=1

λj grad gj(x) +
r∑

k=1

µk gradhk(x) = 0．
• 任意の jに対し λjgj(x) = 0（相補性条件）．

KKT条件を満たす点をKKT点（または弱 KKT点）という．さらに，すべての目的関数
の乗数として正（αi > 0）のものをとれるとき，強KKT点という．単目的（p = 1）の場
合，両者は一致し，通常のKKT条件に帰着する．制約がない場合にはKKT条件は局所弱
Pareto解であることの必要条件となるが，一般にはそうとは限らない．任意の目的関数芽の
局所弱Pareto解においてKKT条件が成立することを保証する，制約関数芽への十分条件が
制約想定であるが，これについては分類を述べた後の第 5節でまとめて扱う．
3. K[G]-同値と簡約化
本節では，分類の記述に必要となるK[G]-同値と簡約化を導入する．いずれも，制約関数

芽を「実行可能領域の構造を保ったまま」標準形へ変形するための道具である．
3.A. K[G]-同値
GL(q,R)の部分群Ggpを，各列にただ一つの非零成分を持ち，その成分が正であるような

正則行列（各成分が正の対角行列と置換行列の積）全体とする．GL(q+ r,R)の部分群Gを
G =

{(
Ψ11 Ψ12

O Ψ22

) ∣∣∣∣∣ Ψ11 ∈ Ggp, Ψ12 ∈ Mq,r(R), Ψ22 ∈ GL(r,R)
}

とする．二つの制約関数芽 (g, h), (g′, h′) : (Rn, 0) → (Rq+r, 0)に対し，
(g′(x), h′(x)) =

(
Ψ11(x) g(Φ

−1(x)) +Ψ12(x)h(Φ
−1(x)), Ψ22(x)h(Φ

−1(x))
)

(1)

となる微分同相写像芽 Φと可微分写像芽Ψ : (Rn, 0) → Gが存在するとき，(g, h)と (g′, h′)

はK[G]-同値であるという．Ggpが不等号制約を正の係数で置換・スケールするのみである
ことから，(1)を満たす Φ,Ψがあれば Φ(M(g, h)) = M(g′, h′)となる，すなわちK[G]-同値
は実行可能領域芽の微分同相類を保つ．また，群K[G]はDamon [4]の意味で幾何学的な部
分群である．
3.B. 簡約化
制約関数芽 (g, h) : (N, x) → (Rq × Rr, (z, 0)) に対し，不等号制約芽 gi が x で値 0 を

とるとき，すなわち zi = gi(x) = 0をみたすとき有効（active）であるといい，そうでな
い（x での値が 0 でない）ものを有効でないという．有効でない不等号制約芽は実行可能
領域芽に影響しないため取り除いてよく，また沈めこみとなる等号制約芽は，それが定め
る部分多様体芽への制限に置き換えてから取り除いても，実行可能領域芽の微分同相類は
変化しない．この操作を簡約化と呼ぶ．正確には次のように定義する（[15]）．制約関数芽
(g, h) : (N, x) → (Rq × Rr, (z, 0))（zi ≤ 0）に対し，

• 有効でない不等号制約の添字 (k) = (k1, . . . , kq−s) ⊂ {1, . . . , q}（zki = gki(x) < 0），
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• 微分が一次独立な等号制約の添字 (i) = (i1, . . . , ir−ℓ) ⊂ {1, . . . , r}（dhi1,x, . . . , dhir−ℓ,xが一次独立），
• 部分多様体 (hi1 , . . . , hir−ℓ)

−1(0)へのはめ込み芽 ι(i) : (Rn−r+ℓ, 0) → (N, x)

を選ぶ．このとき (k)，(i)に関する (g, h)の簡約化を，添字 (k)，(i)の成分を除いて ι(i)と
合成した芽

(g, h)ι(i),(k) =
(
(gj ◦ ι(i))j /∈(k), (hm ◦ ι(i))m/∈(i)

)

で定める．この操作で実行可能領域芽は（微分同相を除いて）保たれる．残ったすべての不
等号制約が有効で（gι(i),(k)(0) = 0），かつ残った等号制約の微分が零（dhι(i),0 = 0）となる
ところまで簡約したものを完全簡約化という．本研究の分類は，この完全簡約化のレベルで
行われる．
4. 一般的な制約関数芽の分類
本節では分類定理 [15]を述べる．第 1節で述べた通り，注目すべきは小さな摂動で保たれ

る一般的な性質である．横断性定理の変種を用いると，次の意味で，一般的な制約族に現れ
る制約関数芽を分類することができる．
定理 4.1 ([15, Theorem 5.2]). 境界のない多様体N と開集合 U ⊂ Rb（b ≤ 4）に対し，制
約関数 (g, h) ∈ C∞(N × U,Rq+r)で次を満たすものの全体は，C∞(N × U,Rq+r)の中で
残留集合（特に稠密な部分集合）をなす：任意の u ∈ U と x ∈ M(gu, hu)に対し，写像芽
(gu, hu) : (N, x) → Rq+r の完全簡約化の微分の余階数は高々1であり，かつそれは沈め込
み芽，または表 1，2，3のいずれかの写像芽と K[G]-同値である．ここで gu(x) = g(x, u)，
hu(x) = h(x, u)である．
分類は，等号制約のみ（q = 0, r = 1，表 1），不等号制約のみ（r = 0，表 2），両者を持つ
場合（q > 0, r = 1，表 3）に分かれる．（ここでの q, rは完全簡約化後の（不）等号制約の個
数であり，もとの (g, h)の値域の次元の q, rとは異なることに注意する．）
5. 制約想定とその判定
本節では，一般的な制約関数芽について，四つの古典的制約想定の成否（[16]）と多目的の

ための p-WGCQの閾値 p∗（[17]）を決定する．まず制約想定の定義を与え，それらがK[G]-

同値と簡約化で不変であること（このため分類表の標準形だけを調べれば十分であること）
を述べる．
5.A. 制約想定の定義と不変性
x ∈ M(g, h)のまわりの N のチャートを一つとり，制約関数芽を (Rn, 0)上の写像芽 g :

(Rn, 0) → (Rq, z)（zj ≤ 0），h : (Rn, 0) → (Rr, 0)とみなす．I = {j | zj = 0}（xにおいて
有効な不等号制約の添字集合）とし，gI = (gj)j∈I とおく．制約想定とは，「任意の目的関数
芽 f に対し，xが局所（弱）Pareto解ならばKKT条件が成立する」ことを保証する，(g, h)

への十分条件である．
• d(gI , h)0が全射のとき，(g, h)は LICQを満たすという．
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型 写像芽 h(x)

(1, k) xk
1 +

∑n
j=2 ϵjx

2
j (2 ≤ k ≤ 5)

(2) x3
1 + ϵ2x1x2

2 + x2
3 +

∑n
j=4 ϵjx

2
j

表 1: 等号制約のみ（q = 0, r = 1）の場合に現れる完全簡約化の標準形．ϵj ∈ {1,−1}．

型 g̃(xl+1, . . . , xn) l

(1, k) ϵqxk
q +

∑n
j=q+1 ϵjx

2
j (2 ≤ k ≤ 5)

q − 1
(2) x3

q + ϵq+1xqx2
q+1 +

∑n
j=q+2 ϵjx

2
j

(3, k) ϵq−1xk
q−1 +

∑n
j=q ϵjx

2
j (2 ≤ k ≤ 4)

q − 2(4, k) ϵqxk
q + xq−1xq +

∑n
j=q+1 ϵjx

2
j (k = 3, 4)

(5) ϵq−1x2
q−1 + x3

q +
∑n

j=q+1 ϵjx
2
j

(6) δ1x2
q−2 + δ2x2

q−1 + αxq−2xq−1 +
∑n

j=q ϵjx
2
j

q − 3
(7) ϵq−2(xq−2 + ϵ′q−1xq−1)2 + ϵq−1x3

q−1 +
∑n

j=q ϵjx
2
j

(8) ϵq−2x3
q−2 + ϵq−1x2

q−1 + ϵ′q−1xq−2xq−1 +
∑n

j=q ϵjx
2
j

(9) x3
q + ϵ01xq−1xq + ϵ02xq−2xq + ϵ12xq−2xq−1 +

∑n
j=q+1 ϵjx

2
j

(10)
∑3

j=1 δjx
2
q−4+j +

∑
1≤i<j≤3αijxq−4+ixq−4+j + ϵ0xq−3xq−2xq−1 +

∑n
j=q ϵjx

2
j q − 4

表 2: 不等号制約のみ（r = 0）の場合の標準形．K[G]-同値類は次で代表される：⎛

⎝x1, . . . , xq−1,
l1∑

j=1

xj −
l∑

j=l1+1

xj + g̃(xl+1, . . . , xn)

⎞

⎠

ただし 0 ≤ l1 ≤ ⌈l/2⌉．表には g̃のみを示す．ϵj , δj ∈ {1,−1}，α,αij ∈ R．(6)，(10)のパラメーターは次の条件をみたす：(6)では 4δ1δ2 −α2 ̸= 0，(10)では二次形式∑3
j=1 δjx

2
j +

∑
1≤i<j≤3 αijxixj に対応する 3×3対称行列の主小行列式がすべて 0でないこと，すなわち 4δiδj−α2

ij ≠ 0 (1 ≤ i < j ≤ 3)かつこの 3× 3行列の行列式が 0でないこと（[15]の条件 (∗), (∗∗)）．

型 写像芽 h(x) q

(1, k) xk
1 +

∑n
j=2 ϵjx

2
j (2 ≤ k ≤ 4)

(2) x3
2 + x2

1 +
∑n

j=3 ϵjx
2
j 1

(3, k) xk
2 + ϵ1x1x2 +

∑n
j=3 ϵjx

2
j (3 ≤ k ≤ 4)

(4) δ1x2
1 + δ2x2

2 + αx1x2 +
∑n

j=3 ϵjx
2
j

2
(5) x3

1 + ϵ1x2
2 + ϵ2x1x2 +

∑n
j=3 ϵjx

2
j

(6) (x1 + ϵ1x2)2 + ϵ2x3
2 +

∑n
j=3 ϵjx

2
j

(7) x3
3 + ϵ1x2x3 + ϵ2x3x1 + ϵ3x1x2 +

∑n
j=4 ϵjx

2
j

(8)
∑3

j=1 δjx
2
j +
∑

1≤i<j≤3αijxixj + ϵ1x1x2x3 +
∑n

j=4 ϵjx
2
j 3

表 3: 等号制約と不等号制約を両方持つ（q > 0, r = 1）場合の標準形．K[G]-同値類は (x1, . . . , xq, h(x))で代表され，表には hのみを示す．ϵj , δj ∈ {1,−1}，α,αij ∈ R．(4)，(8)のパラメーターは，それぞれ表 2の型 (6)，(10)と同じ条件をみたす．
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• （Mangasarian–Fromovitz [22]）dh0が全射で，任意の j ∈ I に対し d(gj)0(d) < 0と
なる d ∈ Ker dh0が存在するとき，(g, h)はMFCQを満たすという．

ACQとGCQは，実行可能領域の接錐を用いて定義される．Rnの部分集合C+(g, h)，L+(g, h)

を次で定める．
C+(g, h) =

{
d ∈ Rn

∣∣∣∣
M(g, h) 内の点列 {xl} と正実数列 {tl} で
xl → 0，tlxl → dとなるものが存在

}
,

L+(g, h) = {d ∈ Ker dh0 | 任意の j ∈ I に対し d(gj)0(d) ≤ 0} .

C+(g, h)をM(g, h)の接錐（Bouligand接錐），L+(g, h)を線型化錐という．つねにC+(g, h) ⊂
L+(g, h)が成立する．またX ⊂ Rnに対し，その極錐をX◦ = {v | ⟨d, v⟩ ≤ 0 (∀d ∈ X)}と
する．

• （Abadie [1]）C+(g, h) = L+(g, h)が成立するとき，(g, h)はACQを満たすという．
• （Guignard [13]）C+(g, h)◦ = L+(g, h)◦が成立するとき，(g, h)はGCQを満たすと
いう．

これら四つの間には第 1節で述べた含意，つまり
LICQ =⇒ MFCQ =⇒ ACQ =⇒ GCQ

が成立し，GCQが最も弱い．単目的（p = 1）の場合，GCQは局所最小解においてKKT条
件が任意の目的関数に対し成立するための必要十分条件である（Gould–Tolle [12]）．含意が
逆向きには一般に成立しないことを示す具体例は，先行研究においていくつか与えられてき
た [25]．後で述べる判定結果（定理 5.5とそれに続く考察）から，そのような例は分類表の
中に系統的に現れることがわかる．
多目的のための p-WGCQ．多目的（p ≥ 2）の場合，第 1節で述べた通り，GCQでは「局
所弱 Pareto解ならばKKT点」を保証できない．Haeser–Ramos [14]は，これを保証する制
約想定を，ある錐の包含関係として特徴づけた．x = 0，Ω = M(g, h)とする．彼らはまずΩ

の正則 p-多目的法錐 N̂(Ω; p)を，次のように定義した（[14, Definition 3.1]）：
N̂(Ω; p) =

{
V = (v1, . . . , vp) ∈ Rn×p

∣∣∣∣∣ lim sup
x→0, x∈Ω

min1≤ℓ≤p⟨vℓ, x⟩
∥x∥ ≤ 0

}
.

p = 1のときこれは古典的な（Fréchet）正則法錐に一致する．これは接錐を用いて次のよう
に書き換えられる（[14, Theorem 3.1]）：

N̂(Ω; p) =

{
V

∣∣∣∣ min
1≤ℓ≤p

⟨vℓ, d⟩ ≤ 0 ∀d ∈ C+(g, h)

}
.

さらにこれから定まる錐
C(Ω; p) =

{
d ∈ Rn

∣∣∣∣ min
1≤ℓ≤p

⟨vℓ, d⟩ ≤ 0 ∀V ∈ N̂(Ω; p)

}

を考える．
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定義 5.1 (Haeser–Ramos [14]). 包含 L+(g, h) ⊂ C(Ω; p)が成立するとき，(g, h)は弱 p-

Guignard制約想定（p-WGCQ）を満たすという．
p-WGCQは，「xが（p個の目的関数 f の）局所弱 Pareto解ならば弱KKT点である」が任
意のC1級目的関数 f について成立することと同値である（[14, Theorem 4.1]）．p = 1では
C(Ω; 1) = C+(g, h)◦◦となり，包含条件は極錐をとるとGCQに一致する．すなわち p-WGCQ

はGCQの一般化であると言える．また，p-WGCQは第 1節で述べた単調性を満たす，つま
り，制約関数芽 (g, h)は p-WGCQを満たせば，(p− 1)-WGCQも満たす．特に，閾値
p∗ = p∗(g, h) = min{p ≥ 1 | (g, h)に対して p-WGCQが成立しない } ∈ {1, 2, 3, . . .} ∪ {∞}

を求めることが重要となる．弱KKTに対するこの p-WGCQと並行して，強KKT条件に対
応する強 p-Guignard制約想定（p-SGCQ）も同様に定義される（第 5.C節で扱う）．
ここで説明した制約想定はいずれもK[G]-同値と簡約化で不変である．

定理 5.2 ([16, Theorems 3.1, 3.2]，[17]). 制約関数芽 (g, h)がLICQ，MFCQ，ACQ，GCQ，
p-WGCQ，および p-SGCQのいずれかを満たすことと，(g, h)とK[G]-同値な制約関数芽が
同じ制約想定を満たすことは同値である．また (g, h)がこれらのいずれかを満たすことと，
その簡約化が同じ制約想定を満たすことも同値である．
定理 5.2と定理 4.1より，一般的な制約族に現れる芽の制約想定を決定するには，表 1–3の
標準形について同じ問題を解けば十分である．
5.B. 古典的制約想定の成否と閾値 p∗の決定
四つの古典的制約想定のうち，LICQとMFCQは一次の情報のみで判定できる．まずLICQ

については，定義より，表 1–3の芽はいずれも LICQを満たさない（制約関数芽が LICQを
満たすのは，完全簡約化が沈め込み芽となるときに限る）．MFCQについては次が成立する．
定理 5.3 ([16, Theorem 4.1]). 表 1，3の芽はいずれもMFCQを満たさない．表 2の芽が
MFCQを満たすための必要十分条件は，（表 2の注釈内の）標準形に現れるパラメーター l1

が 0でないことである．
以下の命題が示す通り，p-WGCQ（定義 5.1）に関する閾値 p∗を決定すれば，ACQ，GCQ

の成否も決定できる．
命題 5.4 ([17]). 任意の制約関数芽 (g, h)に対し，

p∗ = ∞ ⇐⇒ ACQが成立, p∗ = 1 ⇐⇒ GCQが成立しない.

前者についてはより強く，ACQが成立しないことと p∗ ≤ nは同値である．
命題 5.4より，p∗を決定すれば ACQ，GCQの成否も決まる．そこで p∗そのものを分類表
のすべての芽に対して決定するのが，本研究の主結果の一つである．
定理 5.5 ([16, 17]). 表 1–3の各標準形に対し，p-WGCQの閾値 p∗は表 4–6の通りである．
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この定理から特に，GCQは満たすが，より強い制約想定（ACQ，MFCQ，LICQ）はい
ずれも満たさない制約関数芽が，分類表の（つまり一般的な制約関数の）中に多数存在する
ことになる（表 5で 1 < p∗ < ∞となる芽）．すなわち，GCQと他の古典的制約想定との間
の「隔たり」は，人為的，例外的な現象ではなく，一般的に現れるものであるといえる．
閾値 p∗の幾何的記述．閾値 p∗の値は主に二次形式の性質をみることにより決定される．そ
の仕組みを述べる．まず [16]の結果より，表 1–3の関数芽のうちGCQを満たすものの接錐
は，線型化錐を二次形式で制限した形

C+(g, h) = L+(g, h) ∩ {Q = 0} または L+(g, h) ∩ {Q ≤ 0}

をしている．ここでQは関係する成分の二次部分である．目的関数行列 V = (v1, . . . , vp)に
対し開錐 P(V ) = {d | ⟨vℓ, d⟩ > 0 ∀ℓ}を考えると，N̂(Ω; p)の特徴づけ（[14, Theorem 3.1]）
より，p-WGCQが成立しないことは，

∅ ̸= L+(g, h) ∩ P(V ) ⊂ {Q > 0} または ⊂ {Q < 0}

となる p列の V が存在することと同値である（∩{Q ≤ 0}型のときは {Q > 0}側のみ）．そ
こで

p+ = min{p | ∃V, ∅ ̸= L+(g, h) ∩ P(V ) ⊂ {Q > 0}},

p− = min{p | ∃V, ∅ ̸= L+(g, h) ∩ P(V ) ⊂ {Q < 0}}

とおくと，上の同値性から直ちに，∩{Q = 0}型のとき p∗ = min(p+, p−)，∩{Q ≤ 0}型のと
きp∗ = p+が従う．すなわちp∗は，線型化錐の中からQの符号を一定に保つ非空な部分を切り
出すのに必要な半空間（目的関数）の最小個数である．この p±を（たとえば）Qの符号数で評
価することで，Qが不定値であるとき以下の評価が得られる：C+(g, h) = L+(g, h)∩{Q = 0}
のときは

min(sE , tE) + 1 ≤ p∗ ≤ min(s, t) + 1

一方 C+(g, h) = L+(g, h) ∩ {Q ≤ 0}のときは
tE + 1 ≤ p∗(= p+) ≤ t+ 1

となる．ここで (s, t) = sig(Q)，(sE , tE) = sig(Q|E)，E は線型化錐の線型部分，つまり
E = L+(g, h) ∩ (−L+(g, h))である．この不等式の両側が一致しないときや，Qが定値であ
るときは別の議論が必要となるが，紙面の都合上，これ以上の詳細は省略する．

型 p∗
(1, k) k = 2のときmin(a+ + 1, a−) + 1， k ≥ 3のときmin(a+, a−) + 1

(2) min(a+ + 1, a−) + 1

表 4: 表 1（等号制約のみ）の各芽の閾値 p∗．a+, a−は，標準形における自由な二乗項∑j ϵjx
2
j に現れる ϵj のうち +1，−1の個数．

5.C. 強KKTのための制約想定

133



型 条件 p∗

(1, k) ϵq = · · · = ϵn = −1，または（k ≥ 3 かつ ϵq+1 = · · · = ϵn =

−1）
∞

その他 tE + 1

(2) ϵq+2 = · · · = ϵn = −1 ∞

その他 tE + 1

(3, k) ϵq−1 = · · · = ϵn = −1，または（k ≥ 3 かつ ϵq = · · · = ϵn =

−1）
∞

その他 tE + 1

(4, k) ϵq+1 = · · · = ϵn = +1かつ ϵq = (−1)k 1

その他 tE + 2

(5) ϵq−1 = ϵq+1 = · · · = ϵn = −1 ∞

その他 tE + 1

(6) δ1 = δ2 = −1，ϵq = · · · = ϵn = −1，α < 2 ∞

δ1 = δ2 = −1，ϵq = · · · = ϵn = −1，α > 2 tE + 2

その他 tE + 1

(7) ϵq−2 = ϵq = · · · = ϵn = −1 ∞

その他 tE + 1

(8) ϵq−1 = ϵ′q−1 = ϵq = · · · = ϵn = −1 ∞

ϵq = · · · = ϵn = −1，ϵq−1 = −1，ϵ′q−1 = +1 tE + 2

その他 tE + 1

(9) ϵ01 = ϵ02 = −1かつ ϵq+1 = · · · = ϵn = +1 1

その他 tE + 2

(10) ϵq = · · · = ϵn = −1，δ1 = δ2 = δ3 = −1，(⋆) ∞

ϵq = · · · = ϵn = −1，δ1 = δ2 = δ3 = −1，maxi<j αij ≤ 2，
(⋆)を満たさない．

tE + 3

ϵq = · · · = ϵn = −1，δ1 = δ2 = δ3 = −1，maxi<j αij > 2 tE + 2

その他 tE + 1

表 5: 表 2（不等号制約のみ）の各芽の閾値 p∗．MFCQ を満たさない場合（l1 = 0）のみを考えていることに注意する（l1 ≥ 1 のときは MFCQ が成立し p∗ = ∞）．Q は g̃ の二次部分，
E = span(eq, . . . , en)，(sE , tE) = sig(Q|E) である．型 (10) の（p∗ = ∞ となる）条件 (⋆) は，
B =

∑3
j=1 −a2j +

∑
1≤i<j≤3 αijaiaj に対し a ≥ 0 なる任意の a ∈ R3 で −B(a) ≥ 0 となること（−Bの R3

≥0上での共正値性，copositivity）である．これと等価な αij に関する明示的な不等式条件，および両者の同値性は [16, Proposition 4.37]で与えられている．

型 条件 p∗

(1, k)，(2)，(4)，(5)，(6)，(8) （無条件） min(a+, a−) + 1

(3, k) k が偶数で a− ≥ 1，または k が奇数で（ϵ1 = +1 または min(a+, a−) ≥ 1） min(a+, a−) + 2

その他 1

(7) ϵ1 = ϵ2 = −1かつmin(a+, a−) = 0 1

その他 min(a+, a−) + 2

表 6: 表 3（混合型）の各芽の閾値 p∗．a+, a−は，標準形における自由な二乗項∑j ϵjx
2
j に現れる ϵjのうち +1，−1の個数．
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第 5.A節で触れた p-SGCQ（強 KKT条件に対応する強 p-Guignard制約想定）について
述べる．これは，p-WGCQの定義（定義 5.1）における錐C(Ω; p)を，以下の強錐CS(Ω; p)

に置き換えて得られる．V = (v1, . . . , vp) ∈ N̂(Ω; p)と d ∈ Rnに対し，
min
1≤ℓ≤p

⟨vℓ, d⟩ < 0, または ⟨vℓ, d⟩ = 0 (∀ℓ)

が成り立つとき，dは V -許容的であるという．これを用いて
CS(Ω; p) =

{
d ∈ Rn

∣∣∣ 任意の V ∈ N̂(Ω; p)に対し dは V -許容的}

とおく．p-WGCQがminℓ⟨vℓ, d⟩ ≤ 0のみを要求するのに対し，強錐では，この最小値が 0

となってかつある ⟨vℓ, d⟩が正となる境界の場合を除いており，つねにCS(Ω; p) ⊂ C(Ω; p)で
ある．
定義 5.6 (Haeser–Ramos [14]). 包含 L+(g, h) ⊂ CS(Ω; p)が成立するとき，(g, h)は強 p-

Guignard制約想定（p-SGCQ）を満たすという．
p-SGCQは，「xが局所弱 Pareto解ならば強KKT点である」が任意のC1級 p目的関数 f に
ついて成立することと同値である（[14, Theorem 4.2]）．p = 1では CS(Ω; 1) = C(Ω; 1)と
なり 1-SGCQはGCQに一致するが，p ≥ 2では p-WGCQより著しく強い．
定理 5.7 ([17]). p ≥ 2のとき，(x,Ω)が p-SGCQを満たすための必要十分条件はL+(g, h) =

{0}となることである．特に分類表 1–3のすべての芽は，p ≥ 2において p-SGCQを満たさ
ない（これらの芽ではつねに L+(g, h) ̸= {0}である）．
6. 認識問題と分岐
最後に，認識問題に関する現在進行中の研究 [18]に簡単に触れる．第 5節で述べた制約想

定の判定を，与えられた具体的な制約に適用するには，その芽が分類表のどの標準形とK[G]-

同値かを，計算可能な不変量によって判定する必要がある．これを認識問題と呼ぶ．
認識問題の完全な解決に向けて，一次の不変量の導入，それによる余核の自然な向きの定

義，および高余次元の型を扱うためのベクトル場の芽に関する条件の導入を行っている．こ
れらはいずれもK[G]-同値および簡約化で不変である．さらに，K[G]-不変となるよう拡張し
た内在的微分（[15]参照）とその符号数を用いる．ここで内在的微分は，制約芽の余核に値
をとる対称双線形形式であり，余核の向きを定めれば実二次形式とみなせる．一次の不変量
から定まる自然な向きのもと，その符号数もK[G]-同値および簡約化で不変となる．
これらの不変量と条件を組み合わせることにより，分類表に現れる制約関数芽のうち，表

2の (10)型，および表 3の (8)型以外については，制約関数から認識するための判定条件を
具体的に導くことができている．この研究は，本稿で述べた分類と制約想定の判定を，具体
的な最適化問題の解析へ応用するための基盤を与えると期待される．
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Quasi-cellular categories and the structure of
the Brauer category

片田　舞 (東京大学)∗

1 導入
Brauer algebraは，Brauer diagramを用いて定義される diagram algebra（図式代数）

の一種である．歴史的には，Brauer [1] による直交群やシンプレクティック群の不変式論
の研究において導入された．一般線形群と対称群の有限次元表現の間には，Schur–Weyl

双対性という関係性が広く知られているが，直交群やシンプレクティック群と Brauer

algebraとの間にもこれと類似する双対関係が成り立つ．より詳しく述べると，非退化対
称双線型形式をもつ有限次元ベクトル空間 V のテンソル冪 V ⊗p に対し，V の等長変換群
O(V )と Brauer algebra Bδ(p)（ただし，δ = dimV）の標準的な作用が定義される．こ
れら２つの作用は互いに可換であり，Brauer algebra Bδ(p)から中心化環 EndO(V )(V ⊗p)

への全射準同型が存在する．一方，非退化歪対称双線型形式をもつベクトル空間の場合
には，等長変換群は Sp(V )となり，Brauer algebraのパラメータとしては，δ = − dimV

が対応する．
Brauer algebra の表現論はこれまで広く研究されてきた．特に，標数 0 の体上では，

Brown [3, 2]，Hanlon–Wales [7]，Wenzl [12]，Doran–Wales–Hanlon [6]，Rui [10]，Rui–Si
[11] らの研究により，Brauer algebra が半単純になるためのパラメータ δ の条件が完全
に決定されている．さらに，König–Xi [8] は，一般の単位可換環上でパラメータが非特
異な場合に，Brauer algebraが対称群の群環の直和と森田同値になることを示した．
本講演の目的は，これらの現象に対して圏論的な解釈を与えることである．Brauer

algebra を endomorphism algebra（自己準同型代数）にもつ，非負整数を対象とする
「Brauer category」と呼ばれる圏がある．Brauer categoryは，Lehrer–Zhang [9] によっ
て導入され詳しく調べられたが，その本質的な概念はすでにDeligne [4, 5]の研究にも現れ
ている．本講演では，cellular algebraの圏論的類似として「quasi-cellular category」を導
入する．Brauer categoryをはじめとする partition categoryや walled Brauer category

などの diagram category は，quasi-cellular category の構造を持つ．我々は，Brauer

categoryを quasi-cellular categoryの観点から考察し，得られた結果について報告する．
本講演は，東京大学の葉廣和夫氏との共同研究に基づくものである．

∗〒153-8914　東京都目黒区駒場 3-8-1 東京大学　大学院数理科学研究科
e-mail: mkatada@ms.u-tokyo.ac.jp

本研究は科研費 (課題番号:24K16916)の助成を受けたものである。
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2 Brauer algebraと Brauer category

以下，kを単位的可換環とし，δ ∈ kをパラメータとする．
2.1 Brauer algebra

非負整数 p に対し，(p, p)-Brauer diagramとは，集合 {1+, . . . , p+} ⊔ {1−, . . . , p−}
の p個の非順序対への分割のことである．これは図式的には，上部に配置された p個の
点 1+, . . . , p+ と下部に配置された p個の点 1−, . . . , p− を，p本の弧で交差を許して結ん
で得られる図形として描写される．図 1に，(5, 5)-Brauer diagramの例を描いた．

図 1 (5, 5)-Brauer diagram.

B(p, p)で (p, p)-Brauer diagram全体のなす集合を表すこととする．Brauer algebra

Bk,δ(p)とは，B(p, p)を基底とする自由 k-加群であって，図式の連結で定義される合成
を積としてもつ代数のことを言う．すなわち，f, g ∈ B(p, p)に対し，f ◦ g ∈ Bk,δ(p)は，
gの図式を f の図式の上にのせ，gの下部の点と f の上部の点を同一視してできる図形か
らループを取り除いて得られる (p, p)-Brauer diagram f ◦̂g と，取り除いたループの個数
l(f, g)を用いて，

f ◦ g = δl(f,g) f ◦̂g

で定義される．図 2に，(5, 5)-Brauer diagramの合成の例を描いた．

= δ

図 2 Brauer diagramの合成
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2.2 Brauer category

より一般に，p + q が偶数であるような非負整数の組 (p, q) に対し，(p, q)-Brauer

diagram が定義される．B(p, q) で (p, q)-Brauer diagram 全体のなす集合を表すことに
する．
Brauer category B = Bk,δとは，非負整数を対象とし，B(p, q)を基底とする自由 k-加

群を射集合B(p, q)としてもつ圏である．f ∈ B(q, r)と g ∈ B(p, q)の合成 f ◦g ∈ B(p, r)

は，Brauer algebraの積と同様に定義され，恒等射は idp = 1p = {{i+, i−} | 1 ≤ i ≤ p}
である．Brauer algebra Bk,δ(p)は，Brauer category Bk,δ の対象 pに対する自己準同型
代数 Bk,δ(p, p)として復元される．
Brauer categoryは，対象の和と diagramを横に並べる操作で定まるテンソル積に関し
て k-linear PROPの構造を持つ．Symmetry Pp,q : p+ q → q + pは，

Pp,q = {{1+, (q + 1)−}, . . . , {p+, (q + p)−}, {(p+ 1)+, 1−}, . . . , {(p+ q)+, q−}}

で与えられる．Brauer categoryの k-linear PROPとしての以下の表示が知られている．
生成元：　 c = {{1+, 2+}} : 2 → 0, c̄ = {{1−, 2−}} : 0 → 2

関係式：　 (id1 ⊗c)(c⊗ id1) = id1 = (c⊗ id1)(id1 ⊗c), cP1,1 = c, P1,1c = c, cc = δ id0 .

2.3 Brauer diagramの分解
Brauer diagramが上部の点同士を結ぶ弧を持たないとき，upwardであるといい，下

部の点同士を結ぶ弧を持たないとき，downwardであるという．upwardかつ downward

なBrauer diagramのことを levelという．B+(p, q) (resp. B−(p, q), B0(p, q))で，upward
(resp. downward, level) Brauer diagram たちからなる B(p, q)の部分集合を表すことに
する．非負整数に対し，半順序 ≼を，

p ≼ q ⇔ p ≤ q かつ p+ q は偶数
で定め，p ≺ qで p ≼ qかつ p ̸= qを表すこととする．すると，B+(p, q) ̸= ∅となるのは，
p ≼ q のときに限る. 鏡映変換 ( ) : B(p, q)

∼=−→ B(q, p)は，upward diagramと downward

diagramを入れ替え，level diagramを保つ．
Brauer diagram f の上部の点と下部の点を結ぶ任意の弧のペアが交点をもたないとき，

f はmonotoneであるという．Bm(p, q)で monotone Brauer diagramからなる B(p, q)
の部分集合を表し，B±,m(p, q) = B±(p, q) ∩ Bm(p, q)とする．
このとき，(p, q)-Brauer diagramは，以下のように分解される．
∐

r≼p,q

B+,m(r, q)× B0(r, r)× B−,m(p, r)
∼=−→ B(p, q), (f+, f 0, f−) /→ f+ ◦ f 0 ◦ f−. (1)
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3 Matrix Brauer category

ここでは，Brauer categoryの変種であるmatrix Brauer category mB = mBkを定義
する．mB の対象と射集合は，Brauer categoryのものと同じであるが，射の合成は以下
に記述するmatrix compositionで定義される．
Brauer diagramの分解 (1)から，f ∈ B(q, r), g ∈ B(p, q)に対し，

f = f+ ◦ f 0 ◦ f−, g = g+ ◦ g0 ◦ g−

なる f+ ∈ B+,m(t, r), f 0 ∈ B0(t, t), f− ∈ B−,m(q, t), g+ ∈ B+,m(s, q), g0 ∈
B0(s, s), g− ∈ B−,m(p, s)が一意的に存在し，f と g の matrix compositionは，

f ◦ g =

{
δf−, g+ f+ ◦ (f 0 ◦ g0) ◦ g− (t = s)

0 (t ̸= s)

で定義される．恒等射は，idmB
p :=

∑

r≼p

∑

f∈B+,m(r,p)

f ◦ f̄ である．
mB の対象 pに対する自己準同型代数mB(p, p)は，以下のように，対称群の群環の行

列環の直和と同型になる．
命題 3.1. 非負整数 pに対し，dp,r = |B+,m(r, p)| = rankB+(r, p)/r!とすると，標準的な
代数の同型

mB(p, p) ∼=
⊕

r≼p

Mdp,r(k[Sr])

がある．特に，kが標数 0の体であれば，mB(p, p)は半単純である．
4 Brauer categoryに対する主定理
kを単位的可換環，δ ∈ kとする．ここでは，Brauer category B = Bk,δ に関する主結

果について述べる．
非負整数 r に対し，δ が r に依存する “ある条件”を満たすとき，δ は rank ≼ r で非

特異であるという．また，任意の r ≥ 0に対し，δ が rank ≼ r で非特異であるとき，単
に δ は非特異であるという．（δ の特異性については，Section 7で触れる．）
非負整数 rに対し，対象が {q ≥ 0 | q ≼ r}である B の充満部分圏を B≼r で表し，mB

の充満部分圏をmB≼r で表す．
定理 4.1. k-線形関手

L : B → mB

が存在し，Lの制限 L≼r : B≼r → mB≼r が同型となることと，δ が rank ≼ rで非特異で
あることは同値である.

141



Sで，対象が非負整数，射集合が S(p, q) = k[Sp] (p = q), S(p, q) = 0 (p ̸= q)の線形
圏を表すこととする．
定理 4.2. δ が非特異ならば，B は Sと森田同値であり，B の中心は Sの中心と k-代数
として同型である．
5 Quasi-cellular category

ここでは，quasi-cellular category を導入する．quasi-cellular category は，stratified

linear categoryであって，かつ，pairingと copairingの組をもつものとして定義される．
5.1 Base category

k-線形圏 Aが base category であるとは，以下の２つの条件を満たすときをいう．
1. 対象の集合 Ob(A)が降鎖条件をみたす半順序 ≤を持つ．
2. 相異なる対象 x, y ∈ Ob(A)に対し，A(x, y) = 0が成り立つ．

A上の線形圏とは，Ob(C) = Ob(A)であるような線形圏 C であって，対象上で恒等写
像となるような線形関手 i : A → C をもつもののことを言う．A上の線形圏 C に対し，
射集合 C(x, y)は，(A(y, y),A(x, x))-両側加群の構造を持つ.

5.2 Stratified linear category

以下，Aを base categoryとする．
A上の stratified linear category とは，A上の線形圏 (C, i)であって，以下の条件を満

たす線形部分圏 C+, C− をもつもののことを言う．
1. Ob(C+) = Ob(C−) = Ob(C).
2. • C+は upward．つまり，任意の対象 x, yに対し，x > yならば，C+(x, y) = 0.

• C−は downward．つまり，任意の対象 x, yに対し，x < yならば，C−(x, y) = 0.

3. 各対象 x に対して，C+(x, x) = C−(x, x). (このとき，C± の線形部分圏 C0 が，
Ob(C) を対象の集合とし，各対象 x に対し，C0(x, x) = C±(x, x)，相異なる対象
x, y に対し，C0(x, y) = 0を射集合とする圏として定まる．)

4. 線形関手 i : A → C は，線形圏の同型 i : A
∼=−→ C0 を誘導する．（以降，同型 iを通

して Aと C0 を同一視する．）
5. 各対象 x, z に対し，合成写像

◦ :
⊕

y∈Ob(C)

C+(y, z)⊗C0(y,y) C−(x, y) → C(x, z), g ⊗ f /→ g ◦ f

は (A(z, z),A(x, x))-両側加群の同型．
Stratified linear category C に対し，対象上では恒等写像である線形関手（射影）

ε± : C± → C0

142



が，各対象 xに対し，ε± = idC±(x,x)，相異なる対象 x, y に対し，ε± = 0で定義される．
5.3 Quasi-cellular category

A上の quasi-cellular category とは，A上の stratified linear category C であって，以
下の条件を満たす pairing b′と copairing d′をもつもののことをいう．ただし，pairing b′

とは，各対象 xに対する A(x, x)-両側加群の準同型
b′x :

⊕

y≥x

C−(y, x)⊗A(y,y) C+(x, y) → A(x, x)

の族であり，copairing d′ とは，各対象 xに対する A(x, x)の C(x, x)における中心化環
ZC(x,x)(A(x, x)) ⊂

⊕
y≤x C+(y, x)⊗A(y,y) C−(x, y)の元

d′(1x) =
∑

y≤x

(d′)+x,y ⊗ (d′)−x,y ∈
⊕

y≤x

C+(y, x)⊗A(y,y) C−(x, y)

の族のことである．
1. 任意の f ∈ C+(z, x)に対し，

∑

y≤x

(d′)+x,yb
′((d′)−x,y ⊗ f) = f. (2)

2. 任意の g ∈ C−(x, z)に対し，
∑

y≤x

b′(g ⊗ (d′)+x,y)(d
′)−x,y = g. (3)

3. 任意の f ∈ C+(z, x)に対し，b′(1x ⊗ f) =

⎧
⎨

⎩
f (x = z)

0 (x ̸= z).

4. 任意の g ∈ C−(x, z)に対し，b′(g ⊗ 1x) =

⎧
⎨

⎩
g (x = z)

0 (x ̸= z).

5.4 Brauer categoryの quasi-cellular structure

ここでは，Brauer categoryに quasi-cellular categoryの構造を与える．まず，Brauer

categoryが base category S上の stratified linear categoryであることを確認する．線形
関手 i : S → B を，対象上で恒等写像であって，任意の σ ∈ Sp を，σ を実現する (p, p)-

Brauer diagramに移すものとする．B± (resp. B0)で，Ob(B±) = Ob(B0) = Ob(B)，射
集合 B±(p, q) (resp. B0(p, q))が B±(p, q) (resp. B0(p, q))を基底とする自由 k-加群であ
るような B の線形部分圏を表すことにする．upward, downward, level Brauer diagram

の定義と，Brauer diagram の分解 (1) から，(B, i, B+, B−) が S 上の stratified linear

categoryであることが確かめられる．
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Brauer categoryに対し，pairing

b′p :
⊕

p≼q

B−(q, p)⊗S(q,q) B
+(p, q) → S(p, p)

を，f ∈ B−,m(q, p), g ∈ B+,m(p, q)に対し，
b′(f ⊗ g) = δf,g1p

で定義し，copairing d′ を
d′(1p) =

∑

r≼p

∑

f∈B+,m(r,p)

f ⊗ f ∈
⊕

r≼p

B+(r, p)⊗S(r,r) B
−(p, r)

で定めると，(B, i, B+, B−, b′, d′)は S上の quasi-cellular categoryとなる．
6 Quasi-cellular categoryに対する主定理
ここでは，quasi-cellular categoryに対する主結果を述べる．
A 上の quasi-cellular category (C, b′, d′) に対し，線形圏 Cb′ が以下のように定義され
る．Cb′ の対象と射集合は，C のものと同じであるが，射の合成

Cb′(y, z)⊗ Cb′(x, y)
◦−→ Cb′(x, z)

は，f⊗g ∈ C+(v, z)⊗A(v,v)C−(y, v) ⊂ C(y, z), f ′⊗g′ ∈ C+(u, y)⊗A(u,u)C−(x, u) ⊂ C(x, y)
に対し，

(f ⊗ g) ◦ (f ′ ⊗ g′) = f ⊗ b′(g ⊗ f ′)g′

で定義される．前節で与えた Brauer category の quasi-cellular 構造 (B, b′, d′)に付随す
る線形圏 Bb′ は，matrix Brauer category mB に他ならない．
A上の quasi-cellular category (C, b′, d′)に対し，線形関手

L : C → Cb′

を，対象上では恒等写像，射 f+ ⊗ f− ∈ C+(z, y)⊗A(z,z) C−(x, z) ⊂ C(x, y)に対して，
L(f+ ⊗ f−) =

∑

w≤y

(d′)+y,w ⊗ ((ε+ ⊗ C−)τ((d′)−y,w ⊗ f+))f− ∈ Cb′(x, y)

で定める．ただし，τ : C− ⊗A C+ ◦−→ C ◦−1

−−→∼= C+ ⊗A C− とする．定理 4.1 の線形関手
L : B → mB とは，この関手のことである．
A上の quasi-cellular category (C, b′, d′)が perfect であるとは，pairing

b = (ε+ ⊗ ε−)τ :
⊕

y≥x

C−(y, x)⊗A(y,y) C+(x, y) → A(x, x)
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と対応する copairing dが存在する（すなわち，bと dが (2)と (3)を満たす）ことをい
う．Brauer category に対しては，perfectであることと，パラメータ δ が非特異である
ことは同値である．（δ の特異性については次節で述べる．）
Perfect quasi-cellular categoryに対して，定理 4.1と 4.2は以下のように一般化される．
定理 6.1. A上の quasi-cellular category C に対し，C が perfectならば，L : C → Cb′ は
線形圏の同型である．
定理 6.2. A上の quasi-cellular category C に対し，C が perfectならば，C は Aと森田
同値であり，C の中心は Aの中心と k-代数として同型である．
7 パラメータ δ の特異性
最後に，Brauer categoryのパラメータ δ の特異性について述べる．
x をパラメータとする Z[x] 上の Brauer category B = BZ[x],x を考える．p ≼ q に対
し，n = |B+,m(p, q)|とおき，行列 Ap,q ∈ Mn(Z[x][Sp])を，

Ap,q = (af,g)f,g∈B+,m(p,q), af,g = b(f̄ ⊗ g)

で定める．
左正則表現 L : Z[Sp] ↪→ Mp!(Z) が誘導する単射環準同型 ι : Mn(Z[x][Sp]) ↪→

Mnp!(Z[x])を用いて，多項式 fp,q(x) ∈ Z[x]を，
fp,q(x) = det ι(Ap,q) ∈ Z[x]

で定義する．
単位的可換環 kと，パラメータ δ ∈ k，r ≥ 0に対して，δ が rank ≼ r で非特異であ
るとは，任意の p ≼ q ≼ r を満たす (p, q)に対し，fp,q(δ) ∈ kが可逆であることを言う．
（ここで定義されたパラメータ δ の特異性は，König–Xi [8]で定義された特異性と同値な
ものである．）
Rui–Si [11] の結果から，Brauer category のパラメータ δ が非特異であるための必要
十分条件は，以下の通りである．r ≥ 0に対し，Xr ⊂ Zを

Xr = X0
r ∪ {i,−2i | 1 ≤ i ≤ r − 2, i ∈ Z} ∪ {j ∈ Z | 4− r ≤ j ≤ −1}

X0
r =

{
{0} (r ̸= 0, 1, 3, 5)

∅ (r = 0, 1, 3, 5)

で定める．
命題 7.1. Brauer category Bk,δ に対して，δが rank ≼ rで非特異であることと，任意の
m ∈ Xr に対して，δ− i(m) ∈ kが可逆であることは同値である．（ただし，i : Z → kは
唯一存在する環準同型である．）
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Alexander polynomials of knots and links, arithmetic
progressions and persistently Salem polynomials

平澤 美可三 (名古屋工業大学)∗1村杉 邦男 (トロント大学)

1. はじめに
1.1. 結び目，絡み目のAlexander多項式
1928年に J. Alexander が絡み目不変量として Alexander 多項式を導入して以来，

J. Conway による漸化式を用いた再定式化や，その後の再解釈・一般化を通じて，重要な研究が進展してきた．それでもなお，与えられた Alexander 多項式がある交代結び目のAlexander 多項式として実現されるかという基本問題をはじめ，重要な問題が未解決のまま残されている．古典的には Alexander 多項式の係数に関する研究が主流であったが，コンピュータの発展に伴い，根の分布に関しても実験が容易になり，新たな研究が展開されている．転換点となったのは，2002年の交代結び目に関する Hoste予想であった [13, 11, 3]．著者らは Hoste 予想の提唱以降，根の配置に関する研究を継続している [5, 6, 7, 8, 9, 10]．根の配置に関して，特に重要なのは次の3種類の安定性である．c-stable （根がすべて単位円周上にある），r-stable （根がすべて実根），
bi-stable （根がすべて実軸上か単位円周上にある）．本講演では，bi-stable な多項式のうち，絶対値が 1 でない実根をちょうど 2つもつものを Salem型 と定義し，その組織的な構成法について述べる．その等差数列部分の延長によって得られる多項式列に対し，Salem型であることを統一的に証明する手法を導入する．
1.2. Salem型多項式
Salem 多項式とは，モニックな既約整数多項式であって，重複度も込めて実根がちょうど 2つ（α > 1 と α−1）であり，残りの根がすべて単位円周上にあるものをいう．

Salem多項式は相反的（reciprocal）な多項式になる．McMullen によって展開された
Salem 多項式を通して K3 曲面の自己同型を研究する視点，およびその超 Kähler 多様体の自己双有理変換への発展については，論説 [14] に詳しい．本講演では多項式の既約性を仮定せず，さらに変数 t を −t に置き換えることも許して，Salem型多項式 として定式化する．Salem型多項式からは，必要に応じて t を
−t に置き換え，円分多項式因子を取り除けば，Salem 多項式が得られる．Salem型多項式 f(t)に対して，max{|α|, |α−1|}は f(t)のマーラー測度と呼ばれる．特にプレツェル結び目 P (−2, 3, 7) の Alexander 多項式 t10 − t9 + t7 − t6 + t5 − t4 + t3 − t+1 のマーラー測度（1.17628 . . .）はレーマー数と呼ばれる．レーマー予想は，「これが Salem 多項式のマーラー測度の最小値であるか」を問うものである．一方，レーマー問題を否定的に解決するためには，測度が 1 に収束する Salem型多項式の列を構成すればよい．この問題については，本稿の最後で再び取り上げる．

∗1 466-8555 名古屋市 昭和区 御器所町 名古屋工業大学
e-mail: hirasawa.mikami@nitech.ac.jp
2026年 第 73回トポロジーシンポジウム講演集
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2. 動機となった具体例
結び目の場合には Alexander 多項式 ∆K(t) が，絡み目の場合には Alexander 多項式を (t− 1)µ−1 で割って得られる簡約 Alexander 多項式が Salem型多項式になるとき，その結び目または絡み目を Salem型 と呼ぶ．その際 t を −t に変えたものが便利であることが多く，根の安定性を考察する際には，必要に応じてこの置き換えを行う．
Salem型の結び目の探索にあたり，まず2橋絡み目に注目した．2橋絡み目 L は，平坦アニュラスに 2ak 個のフルツイストを入れたものを一列にプラミングした形の最小種数ザイフェルト曲面をもち，それを [2a1, 2a2, . . . , 2an] で表す．n が偶数のときは結び目，奇数のときは 2成分絡み目になる．また Alexander 多項式がモニックになることが L がファイバー結び目・絡み目になることと同値であり，その条件はすべてのakが |ak| = 1 をみたすことである．L は有理数 q

p で表されるが，これは q
p の連分数展開の各項が (−1)k+12ak, (k = 1, 2, . . . , n) であることに対応する．

2橋結び目の場合， [2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
a 個

,−2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
b 個

] という形のものは Salem型になることが
符号数の理論からわかる [12]．これを [2a,−2, 2b] と略す．この系列以外には，次の5つの散発例しか見つかっていない．

[(2)5, (−2)3], [(2)9, (−2)5], [(2)6,−2, 2,−2,−2], [(2)4, (−2)3, 2], [(2)6, (−2)5, (2)3]

それとは対照的に，2橋絡み目についてはSalem型になる多くの散発例と6つの系列を発見した．特に，次の２つの系列が本講演における Salem型多項式の構成につながった．
K1(m) = [(2)m,−2, 2, (−2)m+1], K2(m) = [2,−2, (2)m, (−2)m+1],m ≥ 1

例 1および例 2が示すように，K1(m) と K2(m) では，∆(−t)
t+1 の係数列は回文的となり，その一部に等差数列 (arithmetic progression) が現れている．

3. 第1種および第2種のAP多項式（Arithmetic Progression polynomials）
定義 3.1. モニックな相反整数多項式 f(t) が，次の係数列をもつとする．

{1, a1, a2, . . . , an, . . . , a2, a1, 1}.

係数 a1, a2, . . . , an が
a1 = 1 + p, aj = aj−1 + p (2 ≤ j ≤ n− 1), an = an−1 + p− k

をみたすとき，f(t) を λn({p}, k) と表し，第 1種AP多項式と呼ぶ．ただし，n ≥ 2とする．
係数 a1, a2, . . . , an が

a1 = 1 + p, aj = aj−1 + q (2 ≤ j ≤ n− 1), an = an−1 + q − k

をみたすとき，f(t) を λn({p, q}, k) と書き，第2種AP多項式と呼ぶ．ただし，n ≥ 3とする．
第 2種 AP多項式 λn({p, q}, k) において q = p のとき，これは第 1種 AP多項式

λn({p}, k) に一致する．第5節では一般のAP多項式を定義する．
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例1．K1(5) = [(2)5,−2, 2, (−2)6] はSalem型で，f(t) :=
∆K1(5)(−t)

t+ 1
の係数列は

{1, 6, 11, 16, 21, 26, (31− 2), 26, 21, 16, 11, 6, 1}

従って f(t) = λ6({5}, 2) である．

図 1: 2橋絡み目 K1(5) と ∆K1(5)
(−t)

t+1 = λ6({5}, 2)の根
例2．K2(4) = [2,−2, (2)4, (−2)5] はSalem型で，f(t) :=

∆K2(4)(−t)

t+ 1
の係数列は

{1, 6, 13, 20, 27, (34− 4), 27, 20, 13, 6, 1}

従って f(t) = λ5({5, 7}, 4) である．

図 2: 2橋絡み目 K2(4) と ∆K2(4)
(−t)

t+1 = λ5({5, 7}, 4)の根
計算機実験により，AP多項式はしばしば次数 2n を上げてもSalem型であることが保たれ，また中央の係数をずらすパラメータ k についても，Salem型になる範囲が nに依存せず存在することが見出された．この持続性を次のように定式化する．
定義 3.2. AP多項式 λn({p, q}, k) が持続的Salem型 （persistently Salem-type）であるとは，ある整数 n0 以上のすべての n について Salem型になることをいう．このような n0 の最小値を n-閾値という．
次節では，第1種および第2種のAP多項式が持続的Salem型になるための必要十分条件を与える．上の例 1,2 のλn({5}, 2),λn({5, 7}, 4) は n ≥ 4 ならばSalem型になる．第5節では一般のAP多項式を定式化し，持続的Salem型になる十分条件を与える．
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4. 第2種 AP多項式が持続的Salem型になる必要十分条件
定理 4.1. AP多項式 λn({p, q}, k) を考える．
(I) (p, q) が (−1, 0), (0, 0), (1, 0), (2, 2), (3, 4) の 5つの例外的なパターンのいずれかのとき，λn({p, q}, k) は任意の k に対して持続的Salem型にならない．
(II) (p, q) が (I) の5つの例外パターンに属さないとする．このとき，λn({p, q}, k) が持続的Salem型になるための必要十分条件は，次の2条件をみたすことである．

(a) q(q − 2p+ 2) ≤ 0,

(b) min{q − p+ 1, p− 1} ≤ k ≤ max{q − p+ 1, p− 1}.

さらに，λn({p, q}, k) が持続的Salem型であるとき，その n-閾値は (p, q) = (2, 1)または (0,−1) の場合には 5，それ以外の場合には 4 である．
一方，固定した (p, q, k) に対してλn({p, q}, k) が持続的 Salem型でないならば，ある自然数 n0 が存在して，すべての n ≥ n0 に対し，λn({p, q}, k) は Salem型にならない．
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図 3: 定理を表す (p, q) の図．• にあたる (p, q) において持続的Salem型になる．
系 4.2. 特に p = q とする．このとき，λn({p}, k) が持続的Salem型になるための必要十分条件は，次の条件が成り立つことである．

p ≤ −1 または p ≥ 3

min{1, p− 1} ≤ k ≤ max{1, p− 1}

この場合の n-閾値は 4 である．
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例3．λn({−1, 0}, k) は持続的サーレム型ではない．このケースについては下図の様に根の配置が対称的になる．

図 4: λn({−1, 0}, k), k = −3, . . . , 3, n = 7, 8 の根
5. 一般のAP多項式
第 2種AP多項式 λn({p, q}, k)は，係数列において最初の階差 p のみが例外であり，それ以降は公差 q の等差数列が中央の係数まで続いた．例外部分が複数項にわたり，それ以降が等差数列になるものを一般のAP多項式と呼ぶ．
定義 5.1. AP多項式 λn({p1, p2, . . . , pm}, k) とは，次数 2n (> 2m) の相反的な整数係数多項式で，係数が次をみたすものをいう．

a0 =1

aj =aj−1 + pj, (1 ≤ j ≤ m− 1)

aj =aj−1 + pm, (m ≤ j ≤ n− 1)

an =an−1 + pm − k

m = 1,m = 2 が，第 1種および第 2種AP多項式に対応する．AP多項式が持続的
Salem型であるとは，ある n0 以上のすべてのn についてSalem型になることをいう．
例4．λ4({3, 2, 1}, k) = 1 + 4t+ 6t2 + 7t3 + (8− k)t4 + 7t5 + 6t6 + 4t7 + t8

λ5({1, 2, 3}, k) = 1 + 2t + 4t2 + 7t3 + 10t4 + (13 − k)t5 + 10t6 + 7t7 + 4t8 + 2t9 + t10

{p1, p2, . . . , pm}の最後の pmだけが繰り返されることに注意．pmを公差とする反復部分が確実に現れるように，定義において n > m を仮定している．
定理 5.2. λ = λn({p1, p2, . . . , pm}, k) とし，p1 ≥ p2 ≥ · · · ≥ pm−1 > pm > 0 とする．
(1) pm ≥ 3 のとき，1 ≤ k ≤ pm − 1 をみたす k に対して，λ は持続的 Salem型である．

(2-i) p1 ̸= p2 とする．このとき 1− p1 + p2 ≤ k ≤ pm − 1 をみたす k に対してλ は持続的Salem型である．
(2-ii) さらに，2(1 − p1 + p2) ≤ pm であれば，1 − p1 + p2 ≤ k ≤ −(1 − p1 + p2) + pmをみたす k に対してλ は持続的Salem型である．
定理 5.3. λ = λn({p1, p2, . . . , pm}, k) について，p1 < p2 ≥ p3 ≥ · · · ≥ pm−1 > pm とする．2p1 + pm > 2p2 + 2 ならば，1 + p2 − p1 ≤ k ≤ −(1 + p2 − p1) + pm をみたす k に対してλ は持続的Salem型である．
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上記の２つの定理は，AP多項式が持続的 Salem型になる十分条件を与えているが，その条件をみたさなくても持続的Salem型になる例が見つかっている．
6. 証明の技法
次数 2n の相反的な多項式 f(t) に対して， f(t)

tn
をx = t+ 1

t の多項式として表したものをm(x) とする．f(t) が bi-stable になる必要十分条件は m(x) が r-stable になることである．開区間 (−2, 2) にある m(x) の各根は単位円周上にある f(t) の 2つの根に対応し，区間 [−2, 2] の外にある m(x) の各根は単位円周上にない f(t) の 2つの実根に対応する．また，m(2) = 0 と f(1) = 0 は同値であり，m(−2) = 0 と f(−1) = 0も同値である．

-2 2 -2 2 -2 2 -2 2 -2 2

図 5: m(x) の根と f(t) の根の対応
AP多項式は直接 x = t + 1

t の多項式に変換しても扱い難い．そこで，tn +
1

tn
を

x = t+
1

t
の多項式として書き下したものを yn(x) と書く．yn(2x)

2
は第1種チェビシェ

フ多項式になる（cosnθを cos θ の多項式として表したもの）．中間項を除去するため，(t− 1)2をかけてから変換することで，AP多項式をyn(x) の一次結合 Fn(x) と一次式 −Gk(x)の和にできる．それにより，Salem型であるか否かが
[−2, 2]とその外側における y = Fn(x) と直線 y = Gk(x) の交点の個数によって解析できる．AP多項式 λn({p1, p2, . . . , pm}, k) においては，Fn(x) と Gk(x) は次の形になる．⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

Fn(x) = yn+1 + (p1 − 1)yn +
m−1∑

ℓ=1

(pℓ+1 − pℓ)yn−ℓ,

Gk(x) = kx+ 2(pm − k)

交点の解析は困難であるため，Fn(x) を様々な方法で折れ線近似することにより，持続的Salem型になることを証明する．逆を考えるにあたっては， Salem型であっても，この折れ線近似法では証明できない場合がある．持続的 Salem型にならないことを証明するためには，yn(x) の一次結合がつくる曲線族のエンベロープを考える．その解析には，Stankov によるチェビシェフ多項式の一次結合に対するエンベロープの手法を用いる．例えば，yn+1, yn, yn−1 の一次結合 ayn+1 + byn + cyn−1に対して (−2, 2) におけるエンベロープは次式で与えられる．
y2 = 4

(
(a− c)2 + b2 + b(a+ c)x+ acx2

)

エンベロープと上記の直線 y = Gk(x)が (−2, 2) で交わるときには，n を十分大きくすると (−2, 2) における Fn(x) とGk(x)の交点数が不足することを用いて，持続的
Salem型にならないことが証明できる．この解析は第2種AP多項式では有効であったが一般のAP多項式についてはかなり複雑になる．
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図 6: yn の一次結合と，そのエンベロープ
7. divide 結び目がSalem型になる例とならない例
divide絡み目とは，N. A’Campo [1] によって導入された概念で，複素平面曲線の特異点絡み目を含む，ファイバー絡み目のクラスをなす．divide とは円板に一般の位置ではめ込まれたアークとループの集合である．divide が1本のアークからなるとき，その divide は結び目を表す．与えられた divide からそれが表す絡み目を，ファイバー曲面ごと表示するアルゴリズム [2] が知られており，下図では二重点が2点のアークが表す結び目10145の構造と，divide に沿ったファイバー曲面を表している．

図 7: divide結び目 10145 とそのファイバー曲面
7.1. 内枝 divide

図 8(左)で表される divide のクラスを内枝divide Dd と呼ぶ．d は並んだキンクの個数である．それが表す結び目 Kd はK0 = 31, K1 = 10145, K2 = 12n276 になる．
Kd, d ≥ 2 は Salem型になる．特に d ≥ 4 において∆Kd

(−t) = λd({−2,−6,−8},−4)となり，これは持続的Salem型になる．ただし，その証明は定理5.2, 5.3 の証明より複雑になる．
7.2. フィラメント型divide

自然数 d に対し，図 8(右)のフィラメント型の divide の表す結び目 Kd は次の形の
Alexander多項式を持つ．この型がSalem型になることは AP多項式は使わず証明する．

∆Kd
(t) =

(
1− t+ t2

)d−1 (
1 + (3d− 2)t+ (−6d+ 3)t2 + (3d− 2)t3 + t4

)
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図 8: 左：内枝divide Dd，右：フィラメント型divide

7.3. 渦巻き型 divide

次に示す渦巻き型 divide は Salem型結び目を与えない．Alexander 多項式は次のように，鋭い単峰型になり，根も特徴的な配置になる．ファイバー曲面は [4] で与えている torti-rational 結び目（2橋絡み目の一方の成分を他方の成分で捻って得られる結び目）のファイバー曲面になっている．
{1,−1, 1}, {1, 1,−3, 1, 1}, {1, 1, 1,−5, 1, 1, 1}, {1, 1, 1, 1,−7, 1, 1, 1, 1}

図 9: 渦巻き型divide はSalem型結び目を与えない
8. 今後の課題と展望
AP多項式を導入したことで，Salem型多項式を次数方向に拡張した多項式列として研究できるようになった．次の課題はn → ∞にしたときの根の分布の漸近挙動である．

8.1. AP多項式の根の分布の漸近挙動
第 2種AP多項式 f(t) = λn({p, q}, k) を考える．H(z) = z2 + (p − 1)z + (q − p) について，H(z) の大きさが最大の根の1つを α とおく．計算機実験により次のような状況が観察されている．
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(1) k を固定して n を大きくすると，f(t) は α の小近傍にちょうど 1つの根 a ̸= 0をもつ．また，f(t) の根のうち
a, a,

1

a
,
1

a以外の根をすべて含む最小の原点中心の円環領域を
Γ =

{
z ∈ C

∣∣∣∣
1

ρ
≤ |z| ≤ ρ

}
, ρ ≥ 1,

とする．n が増大すると，ρ は減少する．
(2) 十分大きな n を固定すると，k の増大に伴って ρ も増大する．この ρ を n, p, q, k の具体的な関数として書き下すことが課題である．

図 10: λ15({3, 6}, 6), λ50({3, 6}, 6), λ50({3, 6}, 80)の根

図 11: λ15({4, 3}, 7), λ40({4, 3}, 7), λ40({4, 3}, 50)の根
8.2. AP多項式の持続的Salem型による Lehmer 問題への挑戦
1より大きい既知のマーラー測度の最小値（1.17628 . . .）は，プレツェル結び目P (−2, 3, 7)の Alexander 多項式∆KP (−2,3,7)

(t)によって実現されている．
∆KP (−2,3,7)

(−t) = 1 + t− t3 − t4 − t5 − t6 − t7 + t9 + t10

であり，これはAP多項式として， λn=5({0,−1,−1, 0}, 0) であるので，これを次数に関して拡張しAP多項式λn({0,−1,−1, 0}, 0)に拡張することを考える．それに対応する結び目として，P (−2, 3, 2n− 3), n ≥ 5 が見つかった．
AP多項式λn = λn({p1, p2, . . . , pm}, k)が持続的Salem型であり，

H(x) = xm + (p1 − 1)xm−1 +
m−1∑

ℓ=1

(pℓ+1 − pℓ)x
m−1−ℓ

が実根をもつとする．λn のマーラー測度は n → ∞ のとき，H(x)のある実根に収束すると考えている．レーマー数より小さいマーラー測度をもつ多項式の探索に加えて，マーラー測度が 1 に収束する Salem型多項式の列を構成することも重要な課題である．
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