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はじめに

今回は詳細を省略しますが、写像類群の重要なコホモロジー類である森田 Mumford 類
(Mumford-Morita-Miller類, MMM類) [48, 43, 41]およびそのねじれ係数版 [20]の「素 (も
と)」として第一 Johnson 準同型 [16] というものがあります [46, 31, 32]。Johnson 準同型
の背景に曲面の基本群の Magnus 展開があるとの北野晃朗さんの指摘 [35] を受けて、私は
Magnus 展開を一般化した自由群の expansion を考え始めました [21]。expansion にはもっ
と重要な意味があるはずだという信念はありましたが、それが何なのかわかりませんでし
た。量子不変量と私の研究も踏まえて G. Massuyeauさんが symplectic expansionの概念を
提案しました [38]が、依然として余りわかりません。久野雄介さんが symplectic expansion

にともなう拡大第一 Johnson準同型 [45]の Dehnツイストでの値について具体的な公式を
与えたことが大きな転機になりました。そこでは (log x)2/2という函数が現れます [28]。こ
こからが今日の講演の内容になります。結論だけ先に述べれば、Lie 理論での柏原-Vergne

問題 [19, 5]は、実は、種数 0曲面の基本群の expansionであって Goldman-Turaev双代数
の形式性を与えるものを求める問題だったのです [2]。ここから正種数の柏原-Vergne 問題
なるものが expansion の問題として定式化されます [1, 4]。以上の議論では曲面の framing

が現れます。これは古田幹雄さんの指摘 [47, p.569] に由来します。本講演の後半では、曲
面の framing について、最近の自分の仕事 [24, 26, 33, 34] を含めて簡単に整理します。企
画講演なのに自分の仕事の話ばかりになってしまい恐縮です。
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1 曲面の写像類群と Dehn ツイスト

Σ を空でない境界をもつ向きづけられた連結コンパクト C∞ 曲面とする。曲面の分類定
理により、Σ は種数と境界成分数によって完全に分類される。種数 g 境界成分数 n+ 1 の
向きづけられた連結コンパクト C∞ 曲面を Σg,n+1 と表す。g, n ≥ 0 である。境界成分に
0 から n までの番号をつけ ∂jΣ, 0 ≤ j ≤ n, とする ∂Σ =

⨿n
j=0 ∂jΣ. 基点を ∗ ∈ ∂0Σ とと

る。基本群 π := π1(Σ, ∗) は階数 2g + n の自由群である。
曲面 Σ = Σg,n+1 の写像類群を Γ = Γg,n+1 とする。つまり、境界 ∂Σを点毎に固定する Σ

の C∞ 微分同相全体の群 Diff+(Σ rel ∂Σ) を、単位元とイソトピックな C∞ 微分同相のな
す正規部分群で商をとったものが Γである。群 Γの生成元として、単純閉曲線 C ⊂ Σ\∂Σ
に沿う右手 Dehn ツイスト tC ∈ Γ がとれる。右手 Dehn ツイスト tC ∈ Γ は、C の管状
近傍 N(C) においては図 1 で与えられ、その外側では恒等写像である C∞ 微分同相の同
値類である。曲面の向き Σ に関して、C に向かっていく路が右に曲がるのが右手 Dehn

ツイストである。そこで Dehn ツイスト tC は C の向きのとり方によらない。また、左に
曲がる左手 Dehn ツイストは右手 Dehn ツイストの逆元である。Dehn-Lickorish の定理に

α

C

tC(α)

N(C)

図 1: 単純閉曲線 C の管状近傍 N(C) における右手 Dehn ツイスト tC

より、写像類群は右手 Dehn ツイストたちで生成される。より詳しい結果については門田
直之氏の第 69回トポロジーシンポジウム予稿 [42] を参照。たとえば、g ≥ 1 のとき Γg,1

(resp. Γg,n+1) は非分離的単純閉曲線と境界成分に並行な単純閉曲線の右手 Dehn ツイスト
たちで生成される [17] (resp. [36])。ここで単純閉曲線 C が非分離的（non-separting）で
あるとは、補集合 Σ \ C が連結であることをいう。
K を標数 0 の体とする。右手 Dehn ツイスト tC の第一ホモロジー群 H := H1(Σ;K) へ
の作用を表すのが Picard-Lefschetz の公式

∀X ∈ H, (tC)∗X = X − (X · [C])[C] ∈ H (1.1)

である。ここで · は (代数的)交叉数、[C] ∈ H は単純閉曲線（に向きを入れたもの）の定
めるホモロジー類である。
我々は Picard-Lefschetz の公式 (1.1) の高次化を考えたい。基本群 π = π1(Σ, ∗) の群環

Kπ := {
∑

γ∈π aγγ; 有限個の γ を除き aγ = 0}および添加イデアル Iπ := Ker(aug : Kπ →
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K,
∑

γ∈π aγγ 7→
∑

γ∈π aγ) を考える。これらには写像類群 Γ が自然に作用しており、添加
写像 aug による同型 Kπ/Iπ ∼= K および KΓ-加群としての次の同型がなりたつ

H ∼= (Iπ)/(Iπ)2, [γ] 7→ (γ − 1) mod (Iπ)2,

そこで次の問題は Kπ/(Iπ)3 における右手 Dehn ツイスト tC の作用の記述であるが、久
野 [28, 定理 6.5.3] は

(tC)∗ = exp
(
”1
2
(logC)2 ”

)
∈ Aut(Kπ/(Iπ)3)

という記述を得た。これを完備群環 K̂π := lim←−m→∞Kπ/(Iπ)m に拡張したのが次の定理で
ある。

定理 1.1 (Σg,1については久野-河澄 [28],一般の境界つき曲面についてはMassuyeau-Turaev

[40], 久野-河澄 [30]).

(tC)∗ = exp
(
”1
2
(logC)2 ”

)
∈ Aut(K̂π).

定理の主張についていくつか補足する。まず、[28]では Σg,1の基本群の symplectic expan-

sion [38]についての定理として述べている。つぎに、一般に K-結合代数 Aについて導分 Lie

代数 Der(A) := {D : A → A; K-線型写像, ∀a1,∀a2 ∈ A,D(a1a2) = (Da1)a2 + a1(Da2)}
を考える。Aに位相が入っているときは Der(A)も連続なものだけを考える。このとき、適
当な位相のもとで、指数函数 exp : Der(A)→ Aut(A), D 7→ exp(D) :=

∑∞
m=0

1
m!
Dm, を考

えることができる場合がある。それが定理右辺の exp である。そうすると ”1
2
(logC)2 ” は

Der(K̂π) の元であるが、それを正当化するのが曲面 Σ の（完備化された） Goldman-Lie

代数である。

2 Goldman Lie 代数とその基本群の群環への作用

一般に K-単位結合代数 A について、集合 {ab− ba; a, b ∈ A} ⊂ A の生成する K-線型
部分空間を [A,A] と表し、それによる商ベクトル空間を

|A| := A/[A,A]

と表す。交換子によって A を Lie 代数とみたときの可換化であり、一般には単なるK-ベ
クトル空間である。単位元 1 ∈ A の定める元を 1 ∈ |A| と表す。群環 Kπ について |Kπ|
は π の共役類全体の集合

π̂ := π/conj = [S1,Σ] = {Σ の自由ループの自由ホモトピー類 }

の生成する自由 K-ベクトル空間 Kπ̂ である。その意味で γ ∈ π の自由ホモトピー類
を |γ| ∈ π̂ ⊂ |Kπ| と表すことにする。自由ループ α と β ∈ π̂ の Goldman bracket

[α, β] ∈ Zπ̂ ⊂ Kπ̂ は、α と β を generic immersions (特異点として横断的二重点のみを許
すはめ込み) で代表させて

[α, β] :=
∑

p∈α∩β

εp(α, β)|αpβp| ∈ Zπ̂ ⊂ Kπ̂ = |Kπ|
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とおくことで定義される。ここで代表元 α と β の交点の集合 α ∩ β は横断的二重点のみ
からなるから有限集合であり、各交点 p ∈ α ∩ β の接空間 TpΣ において α と β の定める
向きが Σ の向きに一致するかどうかで、局所交叉数 εp(α, β) ∈ {±1} が定まる。また、αp

と βp は交点 p を基点とした π1(Σ, p) の元を表し、積 αpβp ∈ π1(Σ, p) の定める自由ルー
プを |αpβp| ∈ π̂ と表している。このとき、Goldman は次を示している。

定理 (Goldman [13]). (1) bracket [·, ·] : π̂ × π̂ → Zπ̂ は well-defined である。
(2) 組 (|Kπ|, [·, ·]) は K-Lie 代数である。

これによって [·, ·] は Goldman bracket と呼ばれ、組 (|Kπ|, [·, ·]) は曲面 Σ の Goldman

Lie 代数と呼ばれる。(1) の証明は図 2 の 3種類の局所変形で不変なことを証明する。(ω1)

は monogon (=fishtail) の生成消滅、(ω2) は bigon の生成消滅、そして (ω3) は二重点の
乗り越えである。Goldman bracket は曲面上の平坦束のモジュライ空間上の函数たちの

≃
(ω1)

≃
(ω2)

≃
(ω3)

図 2: 3種類の局所変形

Poisson 括弧積に由来するので、Lie 括弧積でなければならないが、とりあえず (2) は定義
から直接計算して証明する。
なお、Goldman Lie代数の中心を求めることは重要な問題であった。中心が、線型空間と
して、自明ループないし境界ループの冪で生成されることがEtingof [12] (閉曲面), Kabiraj

[18] (パンツ曲面以外) および和久田 [55] (パンツ曲面) によって証明されている。
定理 1.1 に現れる ”1

2
(logC)2 ” は、添加イデアル Iπ に関する Goldman Lie 代数の完備

化 |K̂π| = K̂π̂ = lim←−m→∞ |Kπ|/|(Iπ)m| の元として定義される。つまり、|α| = C ∈ π̂ をみ

たす based loop α ∈ π をとると、完備群環 K̂π の元として logα =
∑∞

m=0
(−1)m−1

m
(α− 1)m

および 1
2
(logα)2 が定義でき、対応する元として 1

2
(logC)2 := |1

2
(logα)2| ∈ |K̂π| が定義で

きる。これは C の自由ホモトピー類だけで決まり、α のとり方によらない。完備化された
Goldman Lie 代数 |K̂π| には Goldman bracket [·, ·] : |K̂π| × |K̂π| → |K̂π| が well-defined

に拡張する。
さて、定理 1.1の証明の鍵の一つは、次のように定義される based Goldman bracket [28]

σ : |Kπ| → Der(Kπ), α 7→ σ(α),

であった。α ∈ π̂ と γ ∈ π を generic immersions にとり

σ(α)(γ) :=
∑

p∈α∩γ

εp(α, γ)γ∗pαpγp∗ ∈ Zπ ⊂ Kπ

と定義する。ここで γ∗p および γp∗ は、それぞれ基点 ∗ から交点 p まで、および交点 p か
ら基点 ∗ までの γ の segments を表す。αp で寄り道するわけである。
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定理 2.1 (久野-河澄 [28]). (1) σ は well-defined である。
(2) σ : |Kπ| → Der(Kπ) は Lie 代数準同型である。
(3) (2) の σ は (連続な) Lie 代数準同型 σ : |K̂π| → Der(K̂π) を誘導する。

証明は Goldman Lie 代数の場合と全く同じである。

C

>
α

γ C3

α

図 3: σ(Cn)(γ) の計算

定理 1.1 の証明. Seifert-van Kampen の定理から、単純閉曲線 C の管状近傍 N(C) にお
いて証明すれば充分である [30]。そこで図 3 の状況を考えると、任意の n ∈ Z≥0 について
σ(Cn)(α) = nαγn である。これは、任意の f(x) ∈ K[[x]] について σ(f(C))(α) = αγf ′(γ)

であることを意味する。一方、tC(α)γ = αγ だから対数をとって (log tC)(α) = α(log γ) と
なる。両者を比較すると微分方程式 xf ′(x) = log x が得られる。不定積分して

f(x) =

∫
1

1

x
log xdx =

1

2
(log x)2

となる。つまり log tC = σ(1
2
(log x)2) ∈ Der(K̂π) がわかる。定理が示された。

ここでは [30] で与えた証明を紹介した1。
さて、Lie 代数準同型 σ について次がなりたつ。

定理 2.2 (久野-河澄 [30]). Σ = Σg,1 のとき σ は次の同型を与える

σ : |K̂π|/K1
∼=→ Der∂(K̂π) := {D ∈ Der(K̂π); 連続, D(∂0Σ) = 0}.

ここで 1 = |1| ∈ |K̂π| は中心に属するから商 |K̂π|/K1 には Lie 代数の構造が遺伝する。
一般の Σ でも、基本亜群を考えて Der∂(K̂π) の定義を修正すれば同様の同型がなりたつ。
Torelli 群 I(Σ) := Ker(Γ→ Aut(H)) の上では対数 log : I(Σ)→ Der(K̂π) がとれるから、
Lie 代数準同型

σ−1 ◦ log : I(Σ)→ |K̂π|/K1

が定義できる。これは Johnson 準同型に他ならず、Johnson 準同型を幾何的に再構成した
ことになる。すると Johnson 像の制約条件を求める問題はループ演算の問題として捉える
こともできる。

1日本語の解説文として [27] も参照していただけると幸いです。
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3 Turaev 余括弧積と Johnson 準同型

Turaev [53] の先駆的な仕事として 2種類のループ演算

λ : Zπ × Zπ → Zπ および µ : Zπ → Zπ/Z1

の発見がある。Goldman bracketおよび based Goldman bracketは λから誘導され、Turaev
cobracket および based Turaev cobracket は µ から誘導される。これから述べるように
framing の問題があるため、Turaev cobracket δ の完備化は、とりあえず δ : |K̂π|/K1 →
(|K̂π|/K1)⊗̂2 として定義される。次がなりたつ。

定理 3.1 (久野-河澄 [29]).

(σ−1 ◦ log)(I(Σ)) ⊂ Ker
(
|K̂π|/K1

δ→ (|K̂π|/K1)⊗̂2
)

したがって、Turaev cobracket を考えることは、写像類群の観点からも意味がある。そ
こで以下 Turaev cobracket の定義を思い出す。
単位区間 I := [0, 1] ⊂ R の端点を ∂I := {0, 1} ⊂ I と表し、I◦ := I \ ∂I とおく。境界
成分 ∂0Σ には Σ から決まる向きが入っているが、基点 ∗ ∈ ∂0Σ における境界成分 ∂0Σ に
沿う負の方向の接ベクトル v∗ を一つとる。generic immersion γ : (I, ∂I) → (Σ, ∗) であっ
て

·
γ(0) =

·
γ(1) = v∗ ∈ T∗Σ をみたすものを考える2。t′, t′′ ∈ I, t′ < t′′, について γ の [t′, t′′]

への制限を γt′t′′ と表す。また、γ の I◦ への制限 γ|I◦ の自己交叉点全体の集合を Γγ と表
す。γ は generic immersion だから、任意の p ∈ Γγ について 0 < tp1 < tp2 < 1 が唯一つ存
在して γ(tp1) = γ(tp2) = p をみたす。

Γ±
γ := {p ∈ Γγ; ε(

·
γ(tp1),

·
γ(tp2)) = ±1}

とおくと、Γγ = Γ+
γ ⨿ Γ−

γ となる。based Turaev cobracket µ(γ) は

µ(γ) :=
∑
p∈Γγ

ε(
·
γ(tp1),

·
γ(tp2))|γtp1tp2 | ⊗ γ0tp1γt

p
21
∈ |Zπ| ⊗ Zπ (3.1)

によって定義される。図 1の 3種類の局所変形のうち、 (ω2) と (ω3) で µ(γ) は不変で
あるが、(ω1) では不変ではない。図 4 のように向きがついている場合、monogon の頂
点の寄与は −1 ⊗ γ となるからである。そこでオリジナルな based Turaev cobracket は
µ mod Z1⊗ Zπ として定義される。この ambiguity を消すために曲面 Σ の framing、つ
まり接束 TΣ の向きを保つ大域的自明化 ξ : TΣ ∼= Σ× R2 を考える3。Σ は空でない境界
をもつから接束 TΣ は自明である。§5 で説明するように framing ξ は immersion γ の回
転数 rotξ(γ) を定める。図 4について左辺の局所交叉数は −1 で右辺の左側の閉路の回転
数は +1 である。これらを打ち消すように

µξ(γ) := µ(γ) + (rotξ(γ) + 1)(1⊗ γ) ∈ |Zπ| ⊗ Zπ
2[29, 4] などでは γ の始ベクトルおよび終ベクトルは ∂0Σ に「直交」している。それは、[22] での広義

積分を収束させるために、v∗ が ∂0Σ と横断的でなければならないことに由来する。そこで回転数 rotξ γ の
補正に違いが出てくる。

3framing を考えることになった背景には、後述する Earle 類についての古田幹雄さんの指摘 [47, p.569]
もありました。framing なしの定理 3.1 で損なわれるのは Earle 類だったからです。
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∧

>

µ7→ −
∧

⊗
>

図 4: monogon の寄与

と補正すると、well-defined な写像

µξ : Zπ → |Zπ| ⊗ Zπ

がえられる。これが framed based Turaev cobracket [4] である。なお µξ の定義式で
(rotξ(γ)+1)と +1がついているのは積公式のためである。µξ の定数項の積公式については
§5 で説明する。一般の K-ベクトル空間 V について交代化作用素を alt : V ⊗ V → V ⊗ V ,

v1 ⊗ v2 7→ v1 ∧ v2 := v1 ⊗ v2 − v2 ⊗ v1, とする。framed Turaev cobracket

δξ : |Zπ| → |Zπ| ⊗ |Zπ|, |γ| 7→ alt(1⊗ | · |)(µξ(γ)− 1⊗ γ),

が定義できる。たとえば rotξ(C) = 0 をみたす単純閉曲線 C と任意の n ∈ Z について
δξ(Cn) = 0 である。回転数の仮定がない場合は δ(Cn) = 0 ∈ (|Zπ|/Z1)⊗2 となっている。
（図 3の右側を参照。）δξ は完備化に移行して δξ : |K̂π| → |K̂π|⊗̂2 となり、Torelli 群 I(Σ)
を Chillingworth 群に縮小することで定理 3.1 と同じことがなりたつ [4]. expansion を通
して、ここから榎本佐藤 trace [10]が導かれる。
Turaev [54] は Turaev cobracket δ を導入することにより Goldman bracket [·, ·] との三
つ組 (|Zπ|/Z1, [·, ·], δ) が Lie 双代数になることを示した。framed version でも同じく三つ
組 (|Zπ|, [·, ·], δξ) は Lie 双代数になる。

4 Goldman-Turaev 形式性としての柏原 Vergne 問題

ここまでに散見された自由群の expansion について述べておく。曲面 Σ は空でない境
界をもつから、基本群 π = π1(Σ, ∗) は自由群である。すでに使っている記号だが、γ ∈ π

のホモロジー類を [γ] ∈ H = H1(Σ;K) と表す。添加イデアル Iπ ⊂ Kπ の冪が定める群環
Kπ の filtration {(Iπ)m}∞m=0 を考える。これは π の降中心列に対応する4。このとき完備
次数商の同型

gr(Kπ) :=
∞∏

m=0

(Iπ)m/(Iπ)m+1 ∼=→ T̂ (H) :=
∞∏

m=0

H⊗m

(γ1 − 1) · · · (γm − 1) 7→ [γ1] · · · [γm] := [γ1]⊗ · · · ⊗ [γm],

(4.1)

4n ≥ 1 の場合、基本群 π = π1(Σg,n+1, ∗) の降中心列の代わりに、境界をまわる閉路に重み 2 を付与す
る weight filtration を考えるべきで、群環 K の filtration も expansion の定義も修正する必要がある。ただ
し、種数 0 の場合は番号付けが変わるだけでここの議論はそのままなりたつ。
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がなりたち、完備 Hopf代数の構造を保つ。この同型により両者を同一視する。|K̂π|は Lie

双代数だから、同型 (4.1) を通して K-ベクトル空間 |T̂ (H)| にも Lie 双代数の構造が入る。
ここで余積 ∆ は、任意の γ ∈ π について ∆(γ) = γ ⊗ γ および任意の X ∈ H について
∆(X) = X⊗̂1 + 1⊗̂X をみたす代数準同型として定まっている。
写像 θm : π → H⊗m, m ≥ 0, の集まり、ないし写像

θ =
∞∑

m=0

θm : K̂π → gr(Kπ) =
∞∏

m=0

H⊗m

が (group-like) expansion であるとは、θ が完備 Hopf 代数の同型であって、gr(θ) が恒等
写像であることをいう。後者の条件は、任意の γ ∈ π について θ0(γ) = 1 かつ θ1(γ) = [γ]

と言い換えられる。とくに第 2項 θ2 について、写像類群 Γ 上の写像 τ θ1 : Γ→ H∗ ⊗H⊗2

を任意の φ ∈ Γ について

τ θ1 (φ) : γ ∈ π 7→ θ2(γ)− φ∗θ2(φ
−1(γ)),

によって定義すると、これは 1-コサイクルであって、そのコホモロジー類 [τ θ1 ] ∈ H1(Γ;H∗⊗
H⊗2) は森田 [45] による拡大第一 Johnson 準同型である。
さて、柏原 Vergne 問題 [19, 5] は種数 0 曲面で適切な expansion を求める問題であった

[2]。以下、状況が簡単な曲面 Σg,1 に限って説明する。この場合、H = H1(Σg,1;K) 上の代
数的交叉数 · : H ⊗H → K は非退化である。同型 (4.1) を通して |T̂ (H)| に入った Lie 双
代数の構造は次で与えられる5

[|X1 · · ·Xm|, |Y1 · · ·Xm|]

=
m∑
i=1

n∑
j=1

(Xi · Yj)|Xi+1 · · ·XmX1 · · ·Xi−1Yj+1 · · ·YnY1 · · ·Yj−1,

δ|X1 · · ·Xm| =
∑
i<j

(Xi ·Xj)|Xi+1 · · ·Xj−1| ∧ |Xj+1 · · ·XmX1 · · ·Xi−1|.

ここで Xi, Yj ∈ H としている。これは necklace Lie 双代数と呼ばれる構造である。
さて、Massuyeau [38] は Σg,1 の基本群の group-like expansion について条件

θ

(
g∏

i=1

αiβiαi
−1βi

−1

)
= exp

(
g∑

i=1

[αi] ∧ [βi]

)

をみたすものを symplectic と呼んだ。ここで {αi, βi}gi=1 ⊂ π は symplectic 生成系である
が、この条件は symplectic 生成系の取り方によらない。左辺の中身は ∂0Σg,1 を一周する
ループで、右辺の中身は交叉形式から決まるからである。まず Σg,1 については定理 1.1 の
副産物として次の定理がわかった。

定理 4.1 (久野-河澄 [28]). θ が symplectic expansion ならば、同型 |θ| : |K̂π| ∼= |T̂ (H)| は
bracket を保つ。

5Σg,1 に限っては framed Turaev cobracket の framing の情報は次数商をとると隠れるが、条件 (KV2)
には framing の情報が含まれている。
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一般の曲面についても Massuyeau-Turaev [40], 久野-河澄 [30] によって symplectic ex-

pansion の代わりに special expansion6 を考えると同様のことがなりたつことがわかって
いる。
それでは cobracket はどうなのか？最初に得られたのは Massuyeau の次の結果である。

定理 (Massuyeau [39]). Kontsevich 積分から誘導される種数 0 曲面 Σ0,n+1 の expansion θ

について |θ| : |K̂π| → |T̂ (H)| は、bracket と cobracket を保つ。つまり Lie 双代数の同型
である。

そこで柏原 Vergne 問題である。Alekseev-Torossian [5] による自由 Lie 代数での定式化
では、柏原 Vergne 問題は２つの条件 (KV1) と (KV2) からなる。expansion の条件に読み
直すと、(KV1) は種数 0 曲面 Σ0,n+1 の special expansion の条件そのものである。つまり、
(KV1) とは、Goldman bracket を保つことに他ならない7。(KV2) が Turaev cobracket に
対応してほしいのだが、次がわかる。

定理 4.2 (Alekseev-Kawazumi-Kuno-Naef [2]). 種数 0 曲面 Σ0,n+1 の special expansion θ

つまり (KV1)をみたす expansionについて、条件 (KV2)をみたすことと、 |θ|が cobracket

を保つこと、つまり |θ| が Lie 双代数同型であることとは同値である。

この定理は、柏原 Vergne 問題を、 |θ| が Lie 双代数同型である expansion θ を求める問
題、つまりGoldman-Turaev Lie 双代数の形式化問題として、正種数の曲面に拡張するこ
とを示唆している。

定理 4.3 (Alekseev-Kawazumi-Kuno-Naef [1, 4]). (1) 曲面 Σg,n+1 とその framing ξ につい
て柏原 Vergne 問題が定式化される。
(2) 種数 1 の以下の framing ξ を除き、柏原 Vergne 問題は解をもつ: すべての境界成分

∂jΣ, 0 ≤ j ≤ n, について rotξ(∂jΣ) = −1 であって rotξ(α1) と rotξ(β1) のいずれかは 0 で
ない。
(3) 任意の (KV1) の解 θ について、(KV2) をみたすことと、 |θ| が対応する framing つ
き曲面の Goldman-Turaev Lie 双代数についての同型を与えることとは同値である。

解の構成には、Alekseev-Torossian [5] が Drinfeld 結合子から構成したものと、Enriquez

[11] の楕円結合子を貼り合わせる。後者は種数 1 の Drinfeld 結合子となる。
なお、この定理の混合 Hodge 構造を用いた別証明が Hain [14] により与えられている。
この別証明では、種数 1 の例外について代数幾何的な意味付けが明らかになっている。
ごく最近、谷口東曜は次の定理を証明している。

定理 (谷口 [51, 52]). (1) 任意の g について種数 g Gonzalez-Drinfeld 結合子が存在する。
(2) 任意の g について種数 g Gonzalez-Drinfeld 結合子は Goldman-Turaev Lie 双代数の
形式化を与える。

ただし、種数 1のGonzalez-Drinfeld結合子にともなう framing ξは rotξ(α1) = rotξ(β1) =

0 をみたす。
6この special という用語は伊原康隆先生の研究に由来する。
7本当は少しだけずれがある。それについては [3] で明らかにした。

9



5 曲面の K-framingと K-二次形式

ここまでの話は framing から expansion がみたすべき条件 (KV2) を誘導する話であっ
た。逆に、expansion θから framingを回復することを考える。framingは拡大第一 Johnson

準同型 τ θ1 のあたりに住んでいるのでΣg,1 ならば symplectic expansion の最初の方の項か
ら導かれるはずである。10年ほど前に F. Naef 氏からこの問題を質問されたが、そのと
きには答えられなかった。通常の自明化ではだめで、framing を K-係数に拡張する必要が
あった。今回の講演とは別の文脈の仕事 [25] で、スピン構造についても気になることがあ
る。スピン構造とは Z/2-framing である。そこで、この §5 ではK は単位可換環とする。
そもそも、多様体のスピン構造とは接枠束の二重被覆のことである。曲面の場合に、ス
ピン構造を theta 指標と明確に対応づけたのが Johnson [15] である。ちなみに Johnson は
theta 指標を二次形式と呼んでいる。theta 指標とは、函数 q : H1(Σ;Z/2) → Z/2 であっ
て、任意の X1, X2 ∈ H1(Σ;Z/2) について q(X1 +X2) = q(X1) + q(X2) +X1 ·X2 をみた
すものだからである。spin 構造 ξ は mod2 回転数 rotξ を定めるが、Johnson は、対応す
る二次形式 qξ の値として、単純閉曲線 C について qξ(C) = rotξ(C) + 1 であることしか
本質的に言っていない。そこで、少なくとも 3つの疑問が出てくる。
(1) generic immersion での qξ の値はどうなるか？
(2) +1 はなぜなのか？
(3) spin 構造に限らず framing や r-spin 構造には一般化できるか？
この 3つの疑問は framed Turaev cobracket µξ の定数項をとることで回答があたえられる。
K-framing ξ やその回転数 rotξ を定義するために、一般に Σ を空でない境界をもつ向き

づけられた連結コンパクト C∞ 曲面とする。曲面 Σ の接束 TΣ から 0 切断を除いた空間
TΣ\(0-section)の正の実数 R>0のスカラー倍作用による商を UΣ := (TΣ\(0-section))/R>0

とする。これは単位接束であり、Σ の向きから誘導される向きをもつ主 S1 束である。ϖ :

UΣ → Σ を主 S1 束の射影とし、ι : S1 ↪→ UΣ を向きを保つファイバーの包含とする。Σ

は空でない境界をもつので主 S1 束 UΣ は自明であり、短完全列

0→ H1(Σ;K)
ϖ∗
→ H1(UΣ;K)

ι∗→ H1(S1;K)→ 0 (5.1)

がなりたつ。条件 ⟨ι∗ξ, [S1]⟩ = 1 をみたす元 ξ ∈ H1(UΣ;K) を、Σ の K-framing とよび、
その全体を F (Σ;K) と表すことにする。ここには写像類群 Γ が自然なやり方で作用してい
る。F (Σ;Z) は主 S1 束 UΣ の自明化のホモトピー類全体の集合であり、F (Σ;Z/2) は Σ

の spin 構造全体の集合である。K-framing ξ ∈ F (Σ;K) とはめ込み α : S1 → Σ について

rotξ(α) := ⟨ξ,
·
α∗[S

1]⟩ ∈ K

と定め、ξ に関する α の ξ-回転数とよぶ。ここで
·
α : S1 → UΣ は速度ベクトルとする。

境界 ∂Σ =
⨿n

j=0 ∂jΣ について、Poincaré-Hopf の定理により

n∑
j=0

rotξ(∂jΣ) = χ(Σ) ∈ K (5.2)

がなりたつ8。
8公式 (5.2) は常識だと思いますが [24, 26] に証明を書きました。
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ここでK = Z/2つまり spin構造について注意しておくと、χ(Σ) < 0のとき Fuchs表現に
ついてリフト ρ : π1(Σ)→ SL2(R)をとることは spin構造 ξ を指定することに対応する。こ
のとき、trace(∂jΣ)の符号が rotξ(∂jΣ)に他ならない9。とくに、超 Riemann面での Ramon

punctures の個数がつねに偶数であることは公式 (5.2) に他ならない。写像類群による商集
合 F (Σ;Z/2)/Γ についてであるが、F (Σg,0;Z/2)/Γg,0 = F (Σg,1;Z/2)/Γg,1 が Arf 不変量
によって偶奇二つに分かれることは古典的である10。一般の場合も F (Σg,n+1;Z/2)/Γg,n+1

は Arf 不変量と rotξ(∂jΣ) ∈ Z/2, 0 ≤ j ≤ n, によって分類される。
つぎに K = Z つまり Σ の本来の framing であるが、g ̸= 1 のときは、境界の情報

rotξ(∂jΣ) ∈ Z, 0 ≤ j ≤ n, と誘導する spin 構造の Arf 不変量によって分類される。 相対
Z-framingや相対 spin構造、さらに相対 r-spin構造について Randal-Williams [49]は相対
Arf不変量を導入し、g ̸= 1 のとき、その写像類群による軌道が境界の情報と相対 Arf不変
量で分類されることを示している。残る種数 1 の場合、つまり商集合 F (Σ1,n+1;Z)/Γ1,n+1

については [24]で記述した。境界の情報 rotξ(∂jΣ) ∈ Z, 0 ≤ j ≤ n, に加えて、整数環 Zに
おいて集合 {rotξ(C); C ⊂ Σ \ ∂Σ 非分離的単純閉曲線 } が生成するイデアル a(ξ) によっ
て分類されるというものである。これは定理 4.3 (2) と辻褄があっている。
さて、一般の単位可換環 Σ と一般の空でない境界をもつ向きづけられた連結コンパク
ト C∞ 曲面 Σ にもどって ξ ∈ F (Σ;K) とする。γ ∈ π = π1(Σ, ∗) について based framed

Turaev cobracket µξ(γ) の定数項を qξ(γ) := (aug ⊗ aug)µξ(γ) とする。つまり、γ を
·
γ(0) =

·
γ(1) = v∗ をみたす generic immersion であらわしたとき

qξ(γ) = ♯Γ+
γ − ♯Γ−

γ + rotξ(γ) + 1 ∈ K (5.3)

となる。次の補題は µξ の積公式 [29, 4] からわかるが、図 5 からわかる公式

♯Γ+
γ1γ2
− ♯Γ−

γ1γ2
= Γ+

γ1
− Γ−

γ1
+ Γ+

γ2
− Γ−

γ2
+ γ1 · γ2 + 1

から直ちに得られる。図 5 の基点の上の自己交叉が +1 となっている。

補題 5.1. 任意の γ1, γ2 ∈ π について次がなりたつ

qξ(γ1γ2) = qξ(γ1) + qξ(γ2) + γ1 · γ2 ∈ K.

ここから逆算すると積公式がなりたつように qξ を定義するために+1 が必要になる。こ
れが先ほどの疑問 (2) の答えである。もちろん初期ベクトル v∗ を正の向きにとれば +1 は
−1 に置き換わる。積構造をみたすということは K = Z/2 の場合、Johnson の意味での二
次形式になっている。γ が単純閉曲線の場合に、同じ値をとるから、これが Johnson の二
次形式そのものである。(5.3) は generic immersion で定義されているから疑問 (1) の答え
にもなっている。さらに (3) もわかったことになる。
集合 Q(Σ;K) := {q : π → K; 写像, ∀γ1,∀γ2 ∈ π, q(γ1γ2) = q(γ1) + q(γ2) + γ1 · γ2} を考
える。この集合の元を曲面 Σ の K-二次形式とよぶことにすると、qξ も曲面 Σ の K-二次
形式である。一対一対応

F (Σ;K) ∼= Q(Σ;K), ξ 7→ qξ, (5.4)

9これも常識だと思いますが [25] に証明を書きました。
10超楕円的写像類群で考える場合は [56] およびその文献を参照。
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図 5: qξ の積公式の証明

がなりたつ。これも Johnson [15] の一般化である。
さて、短完全列 (5.1) は写像類群 Γ 加群の拡大とみることができるから、拡大類 kK ∈

H1(Γ;H1(Σ;K))を考えることができる。これが古田 [47, p.569]のやり方での Earle類 [9]の
構成を Kに一般化したものである11。 ξ ∈ F (Σ;K)についてコサイクル kξ : Γ→ H1(Σ;K)

を φ ∈ Γ について φ · ξ − ξ = ϖ∗(kξ(φ)) をみたすものとして定義する。コホモロジー類
kK は、定義により、kξ のコホモロジー類である。コホモロジー類 kK をコサイクルの集合
とみると、種数 g が 1 以上ならば、H1(Σ;K)Γ = 0 だから、写像

F (Σ;K)→ kK, ξ 7→ kξ, (5.5)

は全単射である。
ここからKを標数 0の体とし12、曲面 Σg,1, g ≥ 1,を考える。任意の expansion θの第2項

θ2 は、任意の γ1, γ2 ∈ Γについて θ2(γ1γ2) = θ2(γ1)+θ2(γ2)+[γ1][γ2] ∈ H⊗2 = H1(Σ;K)⊗2

をみたす。両辺の代数的交点数 · をとってえられる · ◦ θ2 : π → K は曲面 Σg,1 の二次形式
である。一対一対応 (5.4) によって対応する K-framing を ξθ ∈ F (Σ;K) とする。一方、θ

は拡大第一 Johnson 準同型 τ θ1 : Γ → H∗ ⊗H⊗2 を定める。縮約写像 c : H∗ ⊗H⊗2 → H,

f ⊗ X1X2 7→ f(X1)X2, による c∗[τ
θ
1 ] ∈ H1(Γ;H) が Earle 類であることは Johnson [16],

森田 [45] によってわかっている13。コサイクルのレベルで次が得られた。

定理 5.2 (河澄 [26]). θ が symplectic expansion であるとき、コサイクルとしての一致
c ◦ τ θ1 = −kξθ がなりたつ。

これによって symplectic expansion θ の定める K-framing が ξθ であることがわかる。
定理の証明では、Johnson [17] の形での Dehn-Lickorish の定理を使って、非分離的単純閉
曲線の右手 Dehn ツイストの場合に帰着させる。曲面 Σg,n+1, n ≥ 1, についても、基本群
の降中心列の代わりに weight filtration を考え、基本亜群を考えれば同様にできる。

最後に、別の仕事の宣伝をする。写像類群 Γg,1 の自明係数安定コホモロジー代数は
Madsen-Weiss [37] で決定された。とくに有理自明係数安定コホモロジー代数は MMM

11Torelli 群では Chillingworth [7, 8] の観察が先行するが、古田の指摘は写像類群全体に関わる。
12適切に修正すれば以下の結果は任意の単位可換環でなりたつ。
13この話題については Apisa-Salter [6] の最近の発展もある。
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類の多項式環である。一方、有理ねじれ係数安定コホモロジー群は有理自明係数安定コホ
モロジー代数上の加群であるが、まだわからないことが残っている。安定コホモロジーを
考えるので、そのねじれ係数は、曲面とその間の埋め込みのなす圏から Q-ベクトル空間
への函手であるべきである。Soulié [50] によって、その函手が「多項式的」かつ反変函手
であるとき、ねじれ係数安定コホモロジー群は有理自明係数安定コホモロジー代数上自由
である。しかし、共変函手のときねじれ係数安定コホモロジー群が有理自明係数安定コホ
モロジー代数上自由でない例を最初にみつけたのが Soulié-河澄 [33] である。答えは簡単
で H1(UΣ;Q) がそれであった。どれくらい自由 (平坦)でないか？を測定するのが Tor 群
である。 Soulié-河澄 [34] では、外積 ΛdH1(UΣ;Q) を調べた。d = 2 の場合は自由だが、
d = 1,≥ 3 では Tor 群は消えず、自由ではない。d = 3, 4, 5 について Tor 群を具体的に計
算したが、爆発的に複雑になる。一方、反変函手についても自由基底の与え方は未解決で
ある。写像類群の有理ねじれ係数安定コホモロジー群について、やるべきこと/できること
は残っている。
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