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1 導入
Brauer algebraは，Brauer diagramを用いて定義される diagram algebra（図式代数）

の一種である．歴史的には，Brauer [1] による直交群やシンプレクティック群の不変式論
の研究において導入された．一般線形群と対称群の有限次元表現の間には，Schur–Weyl

双対性という関係性が広く知られているが，直交群やシンプレクティック群と Brauer

algebraとの間にもこれと類似する双対関係が成り立つ．より詳しく述べると，非退化対
称双線型形式をもつ有限次元ベクトル空間 V のテンソル冪 V ⊗p に対し，V の等長変換群
O(V )と Brauer algebra Bδ(p)（ただし，δ = dimV）の標準的な作用が定義される．こ
れら２つの作用は互いに可換であり，Brauer algebra Bδ(p)から中心化環 EndO(V )(V

⊗p)

への全射準同型が存在する．一方，非退化歪対称双線型形式をもつベクトル空間の場合
には，等長変換群は Sp(V )となり，Brauer algebraのパラメータとしては，δ = − dimV

が対応する．
Brauer algebra の表現論はこれまで広く研究されてきた．特に，標数 0 の体上では，

Brown [3, 2]，Hanlon–Wales [7]，Wenzl [12]，Doran–Wales–Hanlon [6]，Rui [10]，Rui–Si
[11] らの研究により，Brauer algebra が半単純になるためのパラメータ δ の条件が完全
に決定されている．さらに，König–Xi [8] は，一般の単位可換環上でパラメータが非特
異な場合に，Brauer algebraが対称群の群環の直和と森田同値になることを示した．
本講演の目的は，これらの現象に対して圏論的な解釈を与えることである．Brauer

algebra を endomorphism algebra（自己準同型代数）にもつ，非負整数を対象とする
「Brauer category」と呼ばれる圏がある．Brauer categoryは，Lehrer–Zhang [9] によっ
て導入され詳しく調べられたが，その本質的な概念はすでにDeligne [4, 5]の研究にも現れ
ている．本講演では，cellular algebraの圏論的類似として「quasi-cellular category」を導
入する．Brauer categoryをはじめとする partition categoryや walled Brauer category

などの diagram category は，quasi-cellular category の構造を持つ．我々は，Brauer

categoryを quasi-cellular categoryの観点から考察し，得られた結果について報告する．
本講演は，東京大学の葉廣和夫氏との共同研究に基づくものである．
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2 Brauer algebraと Brauer category

以下，kを単位的可換環とし，δ ∈ kをパラメータとする．

2.1 Brauer algebra

非負整数 p に対し，(p, p)-Brauer diagramとは，集合 {1+, . . . , p+} t {1−, . . . , p−}
の p個の非順序対への分割のことである．これは図式的には，上部に配置された p個の
点 1+, . . . , p+ と下部に配置された p個の点 1−, . . . , p− を，p本の弧で交差を許して結ん
で得られる図形として描写される．図 1に，(5, 5)-Brauer diagramの例を描いた．

図 1 (5, 5)-Brauer diagram.

B(p, p)で (p, p)-Brauer diagram全体のなす集合を表すこととする．Brauer algebra

Bk,δ(p)とは，B(p, p)を基底とする自由 k-加群であって，図式の連結で定義される合成
を積としてもつ代数のことを言う．すなわち，f, g ∈ B(p, p)に対し，f ◦ g ∈ Bk,δ(p)は，
gの図式を f の図式の上にのせ，gの下部の点と f の上部の点を同一視してできる図形か
らループを取り除いて得られる (p, p)-Brauer diagram f ◦̂g と，取り除いたループの個数
l(f, g)を用いて，

f ◦ g = δl(f,g) f ◦̂g

で定義される．図 2に，(5, 5)-Brauer diagramの合成の例を描いた．

= δ

図 2 Brauer diagramの合成



2.2 Brauer category

より一般に，p + q が偶数であるような非負整数の組 (p, q) に対し，(p, q)-Brauer

diagram が定義される．B(p, q) で (p, q)-Brauer diagram 全体のなす集合を表すことに
する．
Brauer category B = Bk,δとは，非負整数を対象とし，B(p, q)を基底とする自由 k-加

群を射集合B(p, q)としてもつ圏である．f ∈ B(q, r)と g ∈ B(p, q)の合成 f ◦g ∈ B(p, r)

は，Brauer algebraの積と同様に定義され，恒等射は idp = 1p = {{i+, i−} | 1 ≤ i ≤ p}
である．Brauer algebra Bk,δ(p)は，Brauer category Bk,δ の対象 pに対する自己準同型
代数 Bk,δ(p, p)として復元される．
Brauer categoryは，対象の和と diagramを横に並べる操作で定まるテンソル積に関し
て k-linear PROPの構造を持つ．Symmetry Pp,q : p+ q → q + pは，

Pp,q = {{1+, (q + 1)−}, . . . , {p+, (q + p)−}, {(p+ 1)+, 1−}, . . . , {(p+ q)+, q−}}

で与えられる．Brauer categoryの k-linear PROPとしての以下の表示が知られている．

生成元：　 c = {{1+, 2+}} : 2 → 0, c̄ = {{1−, 2−}} : 0 → 2

関係式：　 (id1 ⊗c)(c⊗ id1) = id1 = (c⊗ id1)(id1 ⊗c), cP1,1 = c, P1,1c = c, cc = δ id0 .

2.3 Brauer diagramの分解
Brauer diagramが上部の点同士を結ぶ弧を持たないとき，upwardであるといい，下

部の点同士を結ぶ弧を持たないとき，downwardであるという．upwardかつ downward

なBrauer diagramのことを levelという．B+(p, q) (resp. B−(p, q), B0(p, q))で，upward
(resp. downward, level) Brauer diagram たちからなる B(p, q)の部分集合を表すことに
する．非負整数に対し，半順序 �を，

p � q ⇔ p ≤ q かつ p+ q は偶数

で定め，p ≺ qで p � qかつ p 6= qを表すこととする．すると，B+(p, q) 6= ∅となるのは，
p � q のときに限る. 鏡映変換 ( ) : B(p, q)

∼=−→ B(q, p)は，upward diagramと downward

diagramを入れ替え，level diagramを保つ．
Brauer diagram f の上部の点と下部の点を結ぶ任意の弧のペアが交点をもたないとき，

f はmonotoneであるという．Bm(p, q)で monotone Brauer diagramからなる B(p, q)
の部分集合を表し，B±,m(p, q) = B±(p, q) ∩ Bm(p, q)とする．
このとき，(p, q)-Brauer diagramは，以下のように分解される．⨿
r⪯p,q

B+,m(r, q)× B0(r, r)× B−,m(p, r)
∼=−→ B(p, q), (f+, f 0, f−) 7→ f+ ◦ f 0 ◦ f−. (1)



3 Matrix Brauer category

ここでは，Brauer categoryの変種であるmatrix Brauer category mB = mBkを定義
する．mB の対象と射集合は，Brauer categoryのものと同じであるが，射の合成は以下
に記述するmatrix compositionで定義される．
Brauer diagramの分解 (1)から，f ∈ B(q, r), g ∈ B(p, q)に対し，

f = f+ ◦ f 0 ◦ f−, g = g+ ◦ g0 ◦ g−

なる f+ ∈ B+,m(t, r), f 0 ∈ B0(t, t), f− ∈ B−,m(q, t), g+ ∈ B+,m(s, q), g0 ∈
B0(s, s), g− ∈ B−,m(p, s)が一意的に存在し，f と g の matrix compositionは，

f ◦ g =

{
δf−, g+ f+ ◦ (f 0 ◦ g0) ◦ g− (t = s)

0 (t 6= s)

で定義される．恒等射は，idmB
p :=

∑
r⪯p

∑
f∈B+,m(r,p)

f ◦ f̄ である．

mB の対象 pに対する自己準同型代数mB(p, p)は，以下のように，対称群の群環の行
列環の直和と同型になる．

命題 3.1. 非負整数 pに対し，dp,r = |B+,m(r, p)| = rankB+(r, p)/r!とすると，標準的な
代数の同型

mB(p, p) ∼=
⊕
r⪯p

Mdp,r(k[Sr])

がある．特に，kが標数 0の体であれば，mB(p, p)は半単純である．

4 Brauer categoryに対する主定理
kを単位的可換環，δ ∈ kとする．ここでは，Brauer category B = Bk,δ に関する主結

果について述べる．
非負整数 r に対し，δ が r に依存する “ある条件”を満たすとき，δ は rank � r で非

特異であるという．また，任意の r ≥ 0に対し，δ が rank � r で非特異であるとき，単
に δ は非特異であるという．（δ の特異性については，Section 7で触れる．）
非負整数 rに対し，対象が {q ≥ 0 | q � r}である B の充満部分圏を B⪯r で表し，mB

の充満部分圏をmB⪯r で表す．

定理 4.1. k-線形関手

L : B → mB

が存在し，Lの制限 L⪯r : B⪯r → mB⪯r が同型となることと，δ が rank � rで非特異で
あることは同値である.



Sで，対象が非負整数，射集合が S(p, q) = k[Sp] (p = q), S(p, q) = 0 (p 6= q)の線形
圏を表すこととする．

定理 4.2. δ が非特異ならば，B は Sと森田同値であり，B の中心は Sの中心と k-代数
として同型である．

5 Quasi-cellular category

ここでは，quasi-cellular category を導入する．quasi-cellular category は，stratified

linear categoryであって，かつ，pairingと copairingの組をもつものとして定義される．

5.1 Base category

k-線形圏 Aが base category であるとは，以下の２つの条件を満たすときをいう．

1. 対象の集合 Ob(A)が降鎖条件をみたす半順序 ≤を持つ．
2. 相異なる対象 x, y ∈ Ob(A)に対し，A(x, y) = 0が成り立つ．

A上の線形圏とは，Ob(C) = Ob(A)であるような線形圏 C であって，対象上で恒等写
像となるような線形関手 i : A → C をもつもののことを言う．A上の線形圏 C に対し，
射集合 C(x, y)は，(A(y, y),A(x, x))-両側加群の構造を持つ.

5.2 Stratified linear category

以下，Aを base categoryとする．
A上の stratified linear category とは，A上の線形圏 (C, i)であって，以下の条件を満

たす線形部分圏 C+, C− をもつもののことを言う．

1. Ob(C+) = Ob(C−) = Ob(C).
2. • C+は upward．つまり，任意の対象 x, yに対し，x > yならば，C+(x, y) = 0.

• C−は downward．つまり，任意の対象 x, yに対し，x < yならば，C−(x, y) = 0.

3. 各対象 x に対して，C+(x, x) = C−(x, x). (このとき，C± の線形部分圏 C0 が，
Ob(C) を対象の集合とし，各対象 x に対し，C0(x, x) = C±(x, x)，相異なる対象
x, y に対し，C0(x, y) = 0を射集合とする圏として定まる．)

4. 線形関手 i : A → C は，線形圏の同型 i : A
∼=−→ C0 を誘導する．（以降，同型 iを通

して Aと C0 を同一視する．）
5. 各対象 x, z に対し，合成写像

◦ :
⊕

y∈Ob(C)

C+(y, z)⊗C0(y,y) C−(x, y) → C(x, z), g ⊗ f 7→ g ◦ f

は (A(z, z),A(x, x))-両側加群の同型．

Stratified linear category C に対し，対象上では恒等写像である線形関手（射影）
ε± : C± → C0



が，各対象 xに対し，ε± = idC±(x,x)，相異なる対象 x, y に対し，ε± = 0で定義される．

5.3 Quasi-cellular category

A上の quasi-cellular category とは，A上の stratified linear category C であって，以
下の条件を満たす pairing b′と copairing d′をもつもののことをいう．ただし，pairing b′

とは，各対象 xに対する A(x, x)-両側加群の準同型

b′x :
⊕
y≥x

C−(y, x)⊗A(y,y) C+(x, y) → A(x, x)

の族であり，copairing d′ とは，各対象 xに対する A(x, x)の C(x, x)における中心化環
ZC(x,x)(A(x, x)) ⊂

⊕
y≤x C+(y, x)⊗A(y,y) C−(x, y)の元

d′(1x) =
∑
y≤x

(d′)+x,y ⊗ (d′)−x,y ∈
⊕
y≤x

C+(y, x)⊗A(y,y) C−(x, y)

の族のことである．

1. 任意の f ∈ C+(z, x)に対し，∑
y≤x

(d′)+x,yb
′((d′)−x,y ⊗ f) = f. (2)

2. 任意の g ∈ C−(x, z)に対し，∑
y≤x

b′(g ⊗ (d′)+x,y)(d
′)−x,y = g. (3)

3. 任意の f ∈ C+(z, x)に対し，b′(1x ⊗ f) =

f (x = z)

0 (x 6= z).

4. 任意の g ∈ C−(x, z)に対し，b′(g ⊗ 1x) =

g (x = z)

0 (x 6= z).

5.4 Brauer categoryの quasi-cellular structure

ここでは，Brauer categoryに quasi-cellular categoryの構造を与える．まず，Brauer

categoryが base category S上の stratified linear categoryであることを確認する．線形
関手 i : S → B を，対象上で恒等写像であって，任意の σ ∈ Sp を，σ を実現する (p, p)-

Brauer diagramに移すものとする．B± (resp. B0)で，Ob(B±) = Ob(B0) = Ob(B)，射
集合 B±(p, q) (resp. B0(p, q))が B±(p, q) (resp. B0(p, q))を基底とする自由 k-加群であ
るような B の線形部分圏を表すことにする．upward, downward, level Brauer diagram

の定義と，Brauer diagram の分解 (1) から，(B, i, B+, B−) が S 上の stratified linear

categoryであることが確かめられる．



Brauer categoryに対し，pairing

b′p :
⊕
p⪯q

B−(q, p)⊗S(q,q) B
+(p, q) → S(p, p)

を，f ∈ B−,m(q, p), g ∈ B+,m(p, q)に対し，

b′(f ⊗ g) = δf,g1p

で定義し，copairing d′ を

d′(1p) =
∑
r⪯p

∑
f∈B+,m(r,p)

f ⊗ f ∈
⊕
r⪯p

B+(r, p)⊗S(r,r) B
−(p, r)

で定めると，(B, i, B+, B−, b′, d′)は S上の quasi-cellular categoryとなる．

6 Quasi-cellular categoryに対する主定理
ここでは，quasi-cellular categoryに対する主結果を述べる．
A 上の quasi-cellular category (C, b′, d′) に対し，線形圏 Cb′ が以下のように定義され
る．Cb′ の対象と射集合は，C のものと同じであるが，射の合成

Cb′(y, z)⊗ Cb′(x, y)
◦−→ Cb′(x, z)

は，f⊗g ∈ C+(v, z)⊗A(v,v)C−(y, v) ⊂ C(y, z), f ′⊗g′ ∈ C+(u, y)⊗A(u,u)C−(x, u) ⊂ C(x, y)
に対し，

(f ⊗ g) ◦ (f ′ ⊗ g′) = f ⊗ b′(g ⊗ f ′)g′

で定義される．前節で与えた Brauer category の quasi-cellular 構造 (B, b′, d′)に付随す
る線形圏 Bb′ は，matrix Brauer category mB に他ならない．
A上の quasi-cellular category (C, b′, d′)に対し，線形関手

L : C → Cb′

を，対象上では恒等写像，射 f+ ⊗ f− ∈ C+(z, y)⊗A(z,z) C−(x, z) ⊂ C(x, y)に対して，

L(f+ ⊗ f−) =
∑
w≤y

(d′)+y,w ⊗ ((ε+ ⊗ C−)τ((d′)−y,w ⊗ f+))f− ∈ Cb′(x, y)

で定める．ただし，τ : C− ⊗A C+ ◦−→ C ◦−1

−−→∼= C+ ⊗A C− とする．定理 4.1 の線形関手
L : B → mB とは，この関手のことである．
A上の quasi-cellular category (C, b′, d′)が perfect であるとは，pairing

b = (ε+ ⊗ ε−)τ :
⊕
y≥x

C−(y, x)⊗A(y,y) C+(x, y) → A(x, x)



と対応する copairing dが存在する（すなわち，bと dが (2)と (3)を満たす）ことをい
う．Brauer category に対しては，perfectであることと，パラメータ δ が非特異である
ことは同値である．（δ の特異性については次節で述べる．）
Perfect quasi-cellular categoryに対して，定理 4.1と 4.2は以下のように一般化される．

定理 6.1. A上の quasi-cellular category C に対し，C が perfectならば，L : C → Cb′ は
線形圏の同型である．

定理 6.2. A上の quasi-cellular category C に対し，C が perfectならば，C は Aと森田
同値であり，C の中心は Aの中心と k-代数として同型である．

7 パラメータ δ の特異性
最後に，Brauer categoryのパラメータ δ の特異性について述べる．
x をパラメータとする Z[x] 上の Brauer category B = BZ[x],x を考える．p � q に対
し，n = |B+,m(p, q)|とおき，行列 Ap,q ∈ Mn(Z[x][Sp])を，

Ap,q = (af,g)f,g∈B+,m(p,q), af,g = b(f̄ ⊗ g)

で定める．
左正則表現 L : Z[Sp] ↪→ Mp!(Z) が誘導する単射環準同型 ι : Mn(Z[x][Sp]) ↪→

Mnp!(Z[x])を用いて，多項式 fp,q(x) ∈ Z[x]を，

fp,q(x) = det ι(Ap,q) ∈ Z[x]

で定義する．
単位的可換環 kと，パラメータ δ ∈ k，r ≥ 0に対して，δ が rank � r で非特異であ
るとは，任意の p � q � r を満たす (p, q)に対し，fp,q(δ) ∈ kが可逆であることを言う．
（ここで定義されたパラメータ δ の特異性は，König–Xi [8]で定義された特異性と同値な
ものである．）
Rui–Si [11] の結果から，Brauer category のパラメータ δ が非特異であるための必要
十分条件は，以下の通りである．r ≥ 0に対し，Xr ⊂ Zを

Xr = X0
r ∪ {i,−2i | 1 ≤ i ≤ r − 2, i ∈ Z} ∪ {j ∈ Z | 4− r ≤ j ≤ −1}

X0
r =

{
{0} (r 6= 0, 1, 3, 5)

∅ (r = 0, 1, 3, 5)

で定める．

命題 7.1. Brauer category Bk,δ に対して，δが rank � rで非特異であることと，任意の
m ∈ Xr に対して，δ− i(m) ∈ kが可逆であることは同値である．（ただし，i : Z → kは
唯一存在する環準同型である．）
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