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1. 序文
Hessenberg多様体は，1980年代後半頃に導入された旗多様体の代数的部分多様体

であり ([9, 10])，(1) Springer fiber (Weyl群の幾何学的表現と関連 [23, 24])，(2) Pe-
terson多様体 (旗多様体の量子コホモロジーと関連 [18, 19, 20])，(3) weight polytope
に付随するトーリック多様体 ([9])，を特別な場合として含む．

Hessenberg多様体の中で「正則冪零型」と「正則半単純型」と呼ばれる二種類の
重要なクラスがある．正則冪零Hessenberg多様体は，Peterson多様体と旗多様体を
自然に繋ぐもので，そのコホモロジー環は他分野における超平面配置と関連してい
る ([5])．具体的に述べると，正則冪零Hessenberg多様体のコホモロジー環は，イデ
アル配置と呼ばれる超平面配置の対数微分加群の言葉を用いて記述することができ
る．一方，正則半単純Hessenberg多様体は，weight polytopeに付随するトーリック
多様体と旗多様体を自然に繋ぐもので，そのコホモロジー環の上にWeyl群の作用
がある ([25])．A型の場合，正則半単純Hessenberg多様体のコホモロジー環上の対
称群の作用は，他分野におけるグラフ理論の彩色対称関数と関係している ([8, 21])．
さらに，正則半単純Hessenberg多様体のコホモロジー環上のWeyl群作用の不変部
分環をとると，正則冪零Hessenberg多様体のコホモロジー環と環同型になることも
知られている ([2, 5])．
本稿では，A型の場合に得られた正則冪零Hessenberg多様体のコホモロジー環と

正則半単純Hessenberg多様体の座標環の関係に関する結果 ([15])について紹介する．
A型正則冪零 Hessenberg多様体のコホモロジー環の明示的表示は，[2]によって与
えられた．具体的には，各 i ≥ j ≥ 1に対して，多項式 fi,jを導入し，これらの多項
式 fi,jを用いて，正則冪零Hessenberg多様体のコホモロジー環の明示的表示が記述
される．これらの多項式 fi,j を Fomin–Gelfand–Postnikovの手法 ([11])を用いて量
子化すると，fi,j の量子化 Fi,j たちは，正則半単純Hessenberg多様体の単位元周り
の開集合における座標環と関連することが分かった．特に，正則半単純Hessenberg
多様体の単位元周りの開集合における座標環において，“量子パラメータを忘れる”
と，正則冪零Hessenberg多様体のコホモロジー環が得られる．
本稿ではまず (A型)Hessenberg多様体の基本的な性質について 2 節で紹介し，[2]

で与えられた正則冪零Hessenberg多様体のコホモロジー環の明示的表示を 3 節で説
明する．4節では，旗多様体の量子コホモロジー環およびFomin–Gelfand–Postnikov
によって導入された量子化写像を説明する．その後，5 節で，[16]で与えられた正則
冪零Hessenberg多様体の単位元周りの開集合における座標環の説明を行い，6 節で
主結果の説明をする．



2. A型Hessenberg多様体
本稿を通して，以下の記号を用いる．

[n] := {1, 2, . . . , n}

(A型)旗多様体 Fl(Cn)はCnの線形部分空間の列全体からなる．
Fl(Cn) := {V• = (V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vn = Cn) | dimC Vi = i for all i ∈ [n]}

A型Hessenberg多様体は旗多様体 Fl(Cn)の代数的部分多様体であり，線形写像と
Hessenberg関数の２つのデータから定まる．まずは Hessenberg関数の定義から始
める．
定義 2.1. 関数 h : [n] → [n]が次の２条件

(i) h(1) ≤ h(2) ≤ . . . ≤ h(n)
(ii) 各 j ∈ [n]に対して，h(j) ≥ j

を満たすとき，hをHessenberg関数という．Hessenberg関数 hは各値を並べて，
h = (h(1), h(2), . . . , h(n))

と表される．
Hessenberg関数 h : [n] → [n]の双対 h∗ : [n] → [n]を

h∗(i) = |{j ∈ [n] | h(j) ≥ n+ 1− i}| for i ∈ [n](2.1)

で定義する．n × nの格子を用意し，各 j 列目に上から h(j)個の箱を塗ることで，
Hessenberg関数 hはしばしば視覚化される．このとき，その双対 h∗は，hで表され
る箱の集まりを反対角線に関して折り返すことで視覚化される．
例 2.2. n = 5とする．h = (3, 3, 4, 5, 5)は Hessenberg関数であり，その双対は
h∗ = (2, 3, 5, 5, 5)である．これらのHessenberg関数は図 1のように視覚化される．
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図 1. h = (3, 3, 4, 5, 5)と h∗ = (2, 3, 5, 5, 5)に対応する箱の集まり

定義 2.3. X : Cn → Cnを線形写像，h : [n] → [n]をHessenberg関数とする．この
とき，Xと hに付随するHessenberg多様体Hess(X, h)は

Hess(X, h) = {V• ∈ Fl(Cn) | XVi ⊂ Vh(i) for any i ∈ [n]}

で定義される．



Xが零写像または h = (n, n, . . . , n)のとき，Hessenberg多様体Hess(X, h)は全体
の旗多様体 Fl(Cn)と一致することが定義から分かる．X を冪零写像，Hessenberg
関数を h = (1, 2, . . . , n)に取った Hessenberg多様体 Hess(X, h)を Springer fiber
という．Hessenberg多様体Hess(X, h)は旗多様体 Fl(Cn)の代数的な部分多様体で
ある．そのことを見るために，旗多様体 Fl(Cn)が等質空間GLn(C)/Bと同一視さ
れることを思い出しておく．ここで，Bは一般線形群GLn(C)の中の上三角行列全
体からなる部分群を表す．同一視 Fl(Cn) ∼= GLn(C)/Bのもと，Hessenberg多様体
Hess(X, h)は次のように書ける．

Hess(X, h) = {gB ∈ GLn(C)/B | g−1Xg ∈ H}(2.2)

ここで，HはHessenberg関数 hに付随するHessenberg空間1と呼ばれ，次で定義さ
れるGLn(C)のリー環 gln(C)（n次正方行列全体）の部分空間である．

H := {(aij) ∈ gln(C) | aij = 0 if i > h(j)}(2.3)

U をGLn(C)の lower unipotent groupとする．

(2.4) U =

g =


1 0 · · · 0

x21 1
. . .

...
...

. . .
. . . 0

xn1 · · · xnn−1 1

 ∈ GLn(C)


∼= C

1
2
n(n−1)

このとき，対応 U → GLn(C)/B; g 7→ gBにより，U は単位元 eB ∈ GLn(C)/Bの
周りの旗多様体の開集合と自然に思える．Snを n次対称群とし，w ∈ Snを置換行
列と思うと，{wU ⊂ GLn(C)/B | w ∈ Sn}は旗多様体GLn(C)/Bの開被覆をなす．
(2.2)と (2.3)より，Hessenberg多様体Hess(X, h)は局所的に定義方程式

(g−1Xg)ij = 0 if i > h(j) for all g ∈ wU(2.5)

で定義される旗多様体の代数的な部分多様体である．
例 2.4. n = 5とし，Hessenberg関数 h = (3, 3, 4, 5, 5)を考える．このとき，hに付
随するHessenberg空間Hは次で与えられる．

H =




∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗

 ∈ gl5(C)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∗ は任意の複素数


例えば，単位元周りの開集合 U 上では，Hessenberg多様体Hess(X, h)は

(g−1Xg)ij = 0 for (i, j) = (5, 1), (4, 1), (5, 2), (4, 2), (5, 3)

で定義される．ここで，g ∈ U は (2.4)の形で与えられる．
1一般に，Hessenberg空間はBのリー環 bを含む b-submoduleとして定義され，Hessenberg空間

全体と Hessenberg関数全体は，(2.3)により，1対 1に対応している．



任意の g ∈ GLn(C)に対して，
Hess(X, h) ∼= Hess(gXg−1, h);V• 7→ gV•

であるので，Xをジョルダン標準形と仮定してもよい．
以下，線形写像Xを次の２つの行列に取って考える．

N =


0 1

0 1
. . .

. . .

0 1
0

 , S =


1

2
. . .

n


Hessenberg多様体 Hess(N, h)と Hess(S, h)をそれぞれ正則冪零Hessenberg多様
体，正則半単純Hessenberg多様体という．これらの基本的な性質について以下で
は説明をしていく．
2.1. 正則冪零Hessenberg多様体Hess(N, h).
h = (2, 3, 4, . . . , n, n)のとき，正則冪零Hessenberg多様体Hess(N, h)をPeterson

多様体という．Peterson多様体は，5 節で説明するように，旗多様体の量子コホモ
ロジー環と関連している ([18, 19, 20])．また，n ≥ 3のとき，Peterson多様体は特
異であることが知られている ([17, 18])．旗多様体 Fl(Cn)は h = (n, n, . . . , n)とす
るHess(N, h)と思えたので，正則冪零Hessenberg多様体は Peterson多様体と旗多
様体を離散的につなぐものと思える．正則冪零Hessenberg多様体Hess(N, h)の幾何
学的性質について述べる．
命題 2.5 ([3, 6, 22]). h : [n] → [n]をHessenberg関数とする．このとき，次が成立．

(1) 正則冪零Hessenberg多様体Hess(N, h)の複素次元は∑n
j=1(h(j)− j)で与え

られる．
(2) すべての正則冪零Hessenberg多様体Hess(N, h)は既約である．
(3) 任意の j ∈ [n − 1]に対して，h(j) > j と仮定する．このとき，正則冪零

Hessenberg多様体 Hess(N, h)が正規である必要十分条件は，Hessenberg関
数 hが次の条件を満たすことである．

h(i− 1) > i or h(i) > i+ 1 for all 1 < i < n− 1

注意 2.6. 命題 2.5 (1)におけるHess(N, h)の複素次元∑n
j=1(h(j)−j)は，Hessenberg

関数 hを箱の集まりと思うと，対角線より真に下に位置する箱の総数を表している．
例えば，Hessenberg関数が h = (3, 3, 4, 5, 5)の場合，正則冪零 Hessenberg多様体
Hess(N, h)の複素次元は 5である（図 2参照）．

図 2. dimC Hess(N, h = (3, 3, 4, 5, 5))を表す箱の集まり



2.2. 正則半単純Hessenberg多様体Hess(S, h).
a1, . . . , anを相異なる実数とし，n!個の点 (aw(1), . . . , aw(n)) ∈ Rn (w ∈ Sn)の凸包

を permutohedronという．h = (2, 3, 4, . . . , n, n)のとき，正則半単純Hessenberg
多様体Hess(S, h)は，permutohedronに付随する滑らかな射影トーリック多様体で
あることが知られている ([9])．このトーリック多様体は permutohedral多様体と
呼ばれている．h = (n, n, . . . , n)とするHess(S, h)も旗多様体Fl(Cn)と思えたので，
正則半単純Hessenberg多様体は permutohedral多様体と旗多様体を離散的につなぐ
ものと思える．正則半単純Hessenberg多様体Hess(S, h)の幾何学的性質について纏
める．
命題 2.7 ([6, 9]). h : [n] → [n]をHessenberg関数とする．このとき，次が成立．

(1) 正則半単純Hessenberg多様体Hess(S, h)は等次元的であり，その複素次元は∑n
j=1(h(j)− j)で与えられる．

(2) 正則半単純Hessenberg多様体Hess(S, h)が連結である必要十分条件は，Hes-
senberg関数 hが次の条件を満たすことである．

h(j) > j for all j ∈ [n− 1](2.6)

(3) すべての正則半単純Hessenberg多様体Hess(S, h)は滑らかである．
注意 2.8. 命題 2.5 (1)と命題 2.7 (1)より，任意のHessenberg関数 hに対して，

dimC Hess(N, h) = dimC Hess(S, h)

が成立．
3. コホモロジー環

この節では [2]で与えられた正則冪零Hessenberg多様体Hess(N, h)のコホモロジー
環の明示的表示について紹介する．よく知られているように，旗多様体Fl(Cn)のコ
ホモロジー環の明示的表示は
(3.1) H∗(Fl(Cn);Z) ∼= Z[x1, . . . , xn]/(e(n)1 , . . . , e(n)n )

で与えられる ([7])．ここで，各 xiは次数 2の元で，e(n)k は変数を x1, . . . , xnとする
次数 2kの基本対称式を表す．

e
(n)
k =

∑
1≤i1<i2<···<ik≤n

xi1xi2 · · · xik

[2]において，多項式 fi,j (i ≥ j ≥ 1)を次の漸化式
fj,j = x1 + · · ·+ xj;

fi,j = fi−1,j−1 + (xj − xi)fi−1,j for i > j
(3.2)

で導入した．ここで，任意の ∗に対して，f∗,0 = 0と約束する．この漸化式は

fi,j =

j∑
k=1

(
i∏

ℓ=j+1

(xk − xℓ)

)
xk(3.3)

と明示的に解くことができる．ここで，i = jのときは∏i
ℓ=j+1(xk − xℓ) = 1と約束

する．これらの多項式を用いて，正則冪零Hessenberg多様体Hess(N, h)のコホモロ
ジー環を次のように記述した．



定理 3.1 ([2]). h : [n] → [n]を任意のHessenberg関数とし，Hess(N, h)をFl(Cn)の
中の正則冪零Hessenberg多様体とする．このとき，包含写像Hess(N, h) ⊂ Fl(Cn)
が導く制限写像H∗(Fl(Cn);Q) → H∗(Hess(N, h);Q)は全射であり，次の次数付き
Q-代数としての同型が成立．
(3.4) H∗(Hess(N, h);Q) ∼= Q[x1, . . . , xn]/(fh(1),1, fh(2),2, . . . , fh(n),n)

注意 3.2. (3.4)に関する注意を述べておく．
(1) 明示的表示 (3.4)に現れるxiは (3.1)に現れるxiの制限写像H∗(Fl(Cn);Q) →

H∗(Hess(N, h);Q)による像を表している．
(2) h = (n, n, . . . , n) の場合，正則冪零 Hessenberg 多様体 Hess(N, h) は全体
の旗多様体 Fl(Cn)と一致した．このとき，(3.4)の右辺に現れるイデアル
(fh(1),1, fh(2),2, . . . , fh(n),n)は (e

(n)
1 , . . . , e

(n)
n )と Q[x1, . . . , xn]では一致するが，

Z[x1, . . . , xn]では一致しない．特に，(3.4)は Z-係数では成立しないことが
分かる．

(3) Peterson多様体の（有理数係数）コホモロジー環の明示的表示は [12]により
与えられており，その表示は (3.4)から復元できる．また，Peterson多様体
の整数係数のコホモロジー環は [4]で与えられている．

漸化式 (3.2)を用いると，(3.4)は次のように書き直せる．
(3.5) H∗(Hess(N, h);Q) ∼= Q[x1, . . . , xn]/(fi,j | i ≥ h(j))

この表示は，無駄な生成元を含んでいるが，6 節における主結果の形と比較しやす
い形になっている．
次に，正則冪零 Hessenberg 多様体 Hess(N, h)と正則半単純 Hessenberg 多様体

Hess(S, h)のコホモロジー環が関連する結果について紹介する．正則半単純Hessen-
berg多様体Hess(S, h)のコホモロジー環の上には対称群 Snの作用がある ([25])．こ
の対称群 Snの作用に関する不変部分環を取ることで，正則冪零Hessenberg多様体
のコホモロジー環と同型になるという結果が得られた．
定理 3.3 ([2]). 任意のHessenberg関数 hに対して，次の次数付きQ-代数としての
同型が成立．

H∗(Hess(N, h);Q) ∼= H∗(Hess(S, h);Q)Sn

ここで，右辺は Sn作用によるH∗(Hess(S, h);Q)の不変部分環を表す．

4. 量子化写像
旗多様体の量子コホモロジー環は Z-加群として

QH∗(Fl(Cn);Z) = Z[q1, . . . , qn−1]⊗H∗(Fl(Cn);Z)

と定義され，QH∗(Fl(Cn);Z)上の積構造は，H∗(Fl(Cn);Z)上の通常のカップ積を
量子パラメータ q1, . . . , qn−1で変形したものである．旗多様体の量子コホモロジー環
の明示的表示は，(3.1)の量子アナログとしてGivental–KimとCiocan-Fontanineに



よって，以下のように与えられている．まず，次の行列を考える．

Mn =



x1 q1 0 · · · 0

−1 x2 q2
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . −1 xn−1 qn−1

0 · · · 0 −1 xn


量子基本対称式E

(n)
i を，λを変数とするMnの特性多項式の λn−iの係数に (−1)iを

かけたもので定義する．すなわち，Inを n次単位行列とすると，
det(λIn −Mn) = λn − E

(n)
1 λn−1 + E

(n)
2 λn−2 + · · ·+ (−1)nE(n)

n

である．定義より，q1 = · · · = qn−1 = 0とすると，量子基本対称式E
(n)
i は通常の基

本対称式 e
(n)
i に特殊化されることに注意しておく．各量子パラメータ qiの次数を 4

とすると，量子基本対称式E
(n)
i は次数 2iの斉次多項式となることに注意しておく．

定理 4.1 ([13, 14]). 次の次数付き環としての同型が成立．
QH∗(Fl(Cn);Z) ∼= Z[x1, . . . , xn, q1, . . . , qn−1]/(E

(n)
1 , . . . , E(n)

n )(4.1)

注意 4.2. 明示的表示 (4.1)において，q1 = · · · = qn−1 = 0とすると，(3.1)が得ら
れる．

Fomin–Gelfand–Postnikovは [11]において，多項式環Z[x1, . . . , xn, q1, . . . , qn−1]上
に量子化写像

ψ : Z[x1, . . . , xn, q1, . . . , qn−1] → Z[x1, . . . , xn, q1, . . . , qn−1]

を定義し，量子シューベルト多項式を次のように導入した．まず，量子化写像の幾
何学的意味から説明する．量子化写像 ψは Z[q1, . . . , qn−1]-加群としての同型写像で
あり，任意の 1 ≤ i ≤ k ≤ nに対して，

ψ(e
(k)
i ) = E

(k)
i

が成立する．量子化写像 ψは環準同型写像ではないが，イデアル (e
(n)
1 , . . . , e

(n)
n )を

イデアル (E
(n)
1 , . . . , E

(n)
n )の上に写す．したがって， ψが誘導する写像は，幾何学的

には，Z[q1, . . . , qn−1]-加群としての同型写像
Z[q1, . . . , qn−1]⊗H∗(Fl(Cn);Z)

∼=−→ QH∗(Fl(Cn);Z)
を表している．Fomin–Gelfand–Postnikovは，量子化写像の性質を調べ，量子シュー
ベルト多項式を組合せ的に定義した．まず，i1, . . . , im (0 ≤ ik ≤ k)に対して，

ei1,...,im = e
(1)
i1

· · · e(m)
im

(4.2)

を用意する．これらの多項式は無限変数の多項式環Z[x1, x2, . . .]のZ-基底をなす．特
に，自然な射影 Z[x1, . . . , xn] → Z[x1, . . . , xn]/(e(n)1 , . . . , e

(n)
n )による ei1,...,in−1の像た

ちは，Z[x1, . . . , xn]/(e(n)1 , . . . , e
(n)
n )の Z-基底をなす．同様に，
Ei1,...,im = E

(1)
i1

· · ·E(m)
im



とおくと，Z[x1, . . . , xn, q1, . . . , qn−1] → Z[x1, . . . , xn, q1, . . . , qn−1]/(E
(n)
1 , . . . , E

(n)
n )

による Ei1,...,in−1 の像たちは，剰余環 Z[x1, . . . , xn, q1, . . . , qn−1]/(E
(n)
1 , . . . , E

(n)
n ) の

Z[q1, . . . , qn−1]-加群としての基底をなす．Fomin–Gelfand–Postnikovは，任意の 1 ≤
m ≤ nに対して，

ψ(ei1,...,im) = Ei1,...,im

を示し，この観点から，量子シューベルト多項式を次のように定義した．w ∈ Snに
付随するシューベルト多項式Swを

Sw =
∑

ci1,...,in−1ei1,...,in−1 (ci1,...,in−1 ∈ Z)

と一意的に表したとき，量子シューベルト多項式Sq
wを

Sq
w =

∑
ci1,...,in−1Ei1,...,in−1

と定義する．特に，量子シューベルト多項式Sq
wは，量子化写像 ψによるシューベ

ルト多項式Swの像である．この方法を用いて，(3.3)における多項式 fi,jの量子化
を 6 節で定義する．

5. 座標環
Hessenberg多様体の話に戻る．h = (2, 3, 4, . . . , n, n)のときの正則冪零Hessenberg

多様体Hess(N, h)をPeterson多様体と呼んでいた．ここでは，Peterson多様体をPetn
と表すことにする．(2.4)における lower unipotent group U は，旗多様体の単位元
周りの開集合と自然に同一視できたことを思い出そう．このとき，Dale Petersonは
Petn ∩Uの座標環C[Petn ∩U ]と旗多様体の量子コホモロジー環の間の驚くべき関係
を発見した．
定理 5.1 ([18, 19, 20]). 次のC-代数としての同型が成立．

C[Petn ∩U ] ∼= QH∗(Fl(Cn);C)(5.1)

定理 4.1と定理 5.1より，次のC-代数としての同型が得られる．
C[Petn ∩U ] ∼= C[x1, . . . , xn, q1, . . . , qn−1]/(E

(n)
1 , . . . , E(n)

n )(5.2)

[16]において，この同型を正則冪零Hessenberg多様体の場合に次のように拡張した．
zijを U 上の座標関数とする．

zij(g) = xij for g ∈ U

g ∈ U で表される旗がHess(X, h)に属すための条件は，(2.5)より，
(g−1Xg)ij = 0 for all i > h(j)

であった．各 i ≥ j ≥ 1に対して，
νi,j(g) = (g−1Ng)ij for g ∈ U

とおくと，Hess(N, h) ∩ U の座標環は
C[Hess(N, h) ∩ U ] = C[zij | 1 ≤ j < i ≤ n]/(νi,j | i > h(j))

と定義される．



注意 5.2. Hess(N, h) ∩ U はスキーム論的交叉を表している．Hessenberg関数 hが
条件 (2.6)を満たすとき，Hess(N, h) ∩ U は被約であることが知られている ([1])．
行列

M̃n =


x1 q12 q13 · · · q1n
−1 x2 q23 · · · q2n

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . . −1 xn−1 qn−1n

0 · · · 0 −1 xn


を考え，量子基本対称式のときのように，Ẽ(n)

i を

det(λIn − M̃n) = λn − Ẽ
(n)
1 λn−1 + Ẽ

(n)
2 λn−2 + · · ·+ (−1)nẼ

(n)
n

と定義する．剰余環
Qn = C[x1, . . . , xn, qrs | 1 ≤ r < s ≤ n]/(Ẽ

(n)
1 , . . . , Ẽ

(n)
n )

とおき，環準同型写像

φ : C[zij | 1 ≤ j < i ≤ n] → Qn; zij 7→ Ẽ
(n−j)
i−j(5.3)

を定義する．
定理 5.3 ([16]). (5.3)で定義された写像 φはC-代数としての同型写像であり，任意
の 1 ≤ r < s ≤ nに対して，

φ−1(qrs) = −νn+1−r, n+1−s

が成立．特に，任意のHessenberg関数 h : [n] → [n]に対して，C-代数としての同型

C[Hess(N, h) ∩ U ] ∼=
C[x1, . . . , xn, qrs | 2 ≤ s ≤ n, n− h(n+ 1− s) < r < s]

(hE
(n)
1 , . . . , hE

(n)
n )

(5.4)

を得る．ここで，hE
(n)
i は
hE

(n)
i = Ẽ

(n)
i |qrs=0 (2≤s≤n and 1≤r≤n−h(n+1−s))(5.5)

で定義される．
注意 5.4. h = (2, 3, 4, . . . , n, n)のとき，(5.4)は (5.2)を表している．
定義 (5.5)において，どの量子パラメータ qrsが 0になるかは，視覚的には次のよ

うに解釈できる．w0を Snの最長元とし，行列w0M̃nw0を考える．HをHessenberg

関数 hに付随するHessenberg空間とするとき，w0M̃nw0がH に属す条件が，すべ
ての 2 ≤ s ≤ nと 1 ≤ r ≤ n− h(n+ 1− s)に対して qrs = 0を満たすことである．

例 5.5. h = (3, 3, 4, 5, 5)の場合を考えると，Ẽ(5)
i において q13 = q14 = q15 = q24 =

q25 = 0とおいたものが hE
(5)
i である（図 3参照）.



q15 q14 q13 q12 x1

q25 q24 q23 x2

q35 q34 x3

q45 x4

x5

図 3. h = (3, 3, 4, 5, 5)の場合のw0M̃5w0の中にある変数

6. 主結果
5 節で述べた正則冪零Hessenberg多様体のときのように，正則半単純Hessenberg

多様体Hess(S, h)のときも，各 i ≥ j ≥ 1に対して，
ξi,j(g) = (g−1Sg)ij for g ∈ U

とおき，Hess(S, h) ∩ U の座標環を
C[Hess(S, h) ∩ U ] = C[zij | 1 ≤ j < i ≤ n]/(ξi,j | i > h(j))

と定義する．
注意 6.1. 任意のHessenberg関数 hに対して，スキーム論的交叉Hess(S, h) ∩ U は
被約であることが知られている ([6])．
さて，主結果について述べよう．(3.3)における多項式 fi,j を，4 節で説明した

Fomin–Gelfand–Postnikovの手法を用いて量子化する．(4.2)における多項式 ei1,...,im
たちは Z[x1, x2, . . .]の Z-基底をなすので，

fi,j =
∑

ci1,...,imei1,...,im (ci1,...,im ∈ Z)

と一意的に書ける．このとき，fi,jの量子化 Fi,jを
Fi,j =

∑
ci1,...,imẼi1,...,im

で定義する．ここで，Ẽi1,...,im = Ẽ
(1)
i1

· · · Ẽ(m)
im
を表す．定義より，すべての量子パラ

メータ qrsを 0にすると，Fi,jは fi,jに特殊化される．
定理 6.2. (1) 各 i ≥ j ≥ 1に対し，量子化Fi,jはZ[x1, . . . , xi, qrs | 1 ≤ r < s ≤ i]

に属す．
(2) 多項式環C[x1, . . . , xn, qrs | 1 ≤ r < s ≤ n]において，イデアル (E

(n)
1 , . . . , E

(n)
n )

はイデアル (Fn,1, . . . , Fn,n)と一致する．特に，次が成立．
Qn = C[x1, . . . , xn, qrs | 1 ≤ r < s ≤ n]/(Fn,1, . . . , Fn,n)

(3) 任意の 1 ≤ j ≤ i ≤ n− 1に対して，
φ−1(Fi,j) = (−1)i−jξn+1−j, n−i

が成立．特に，任意のHessenberg 関数 h : [n] → [n]に対して，φはC-代数
としての同型
C[Hess(S, h) ∩ U ] ∼= C[x1, . . . , xn, qrs | 1 ≤ r < s ≤ n]/(Fi,j | i ≥ h∗(j))(6.1)

を導く．ここで，h∗は (2.1)で定義された hの双対を表す．



定理 6.2の (6.1)の右辺において，すべての量子パラメータ qrsを 0とすると，(3.5)
より，コホモロジー環H∗(Hess(N, h∗);C)になることが分かる．一方，Hess(N, h)と
Hess(N, h∗)は同相であるため，(6.1)において，すべての量子パラメータを忘れると，
H∗(Hess(N, h);C)が得られる．定理 5.3より，量子パラメータ qrsは−νn+1−r, n+1−s

に対応していたことを思い出すと，次の結果を得る．
系 6.3. 任意のHessenberg関数 h : [n] → [n]に対して，C-代数としての同型

C[Hess(S, h) ∩ U ]/(νi,j | i > j) ∼= H∗(Hess(N, h);C)

が得られる．
結果を一つの図式に纏めると次のようになる．

Qn
qrs=0

(2≤s≤n, 1≤r≤n−h(n+1−s))

wwooo
ooo

ooo
ooo

o

Fi,j=0 (1≤i≤n−1, i≥h∗(j))
qrs=0 (1≤r<s≤n)

))

Fi,j=0

(1≤i≤n−1, i≥h∗(j))

''OO
OOO

OOO
OOO

OO

C[Hess(N, h) ∩ U ] C[Hess(S, h) ∩ U ]
νi,j=0 (1≤j<i≤n)

��
H∗(Hess(N, h);C)
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