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本稿で述べる一連の研究は，濱田直希氏（株式会社サイバーエージェント）および寺本央氏（関西大
学）との共同研究 [15, 16, 17, 18]に基づく．

本稿では，最適化問題に現れる制約を，可微分写像の特異点論の観点から調べる一連の研
究 [15, 16, 17, 18]を概説する．まず，「一般的な」最適化問題の諸性質を理解するという動機
のもとで，Mather [23]により定義された群 Kの部分群 K[G]を用いて，一般的な助変数族
に現れる制約関数芽を分類する（[15]）．次にこの分類をもとに，一般的な制約関数芽に対す
る，最適化の基本的な一次必要条件（KKT条件）が解において常に成立することを保証す
る制約想定（constraint qualification）の成否を決定する（[16, 17]）．紙面の都合上，結
果の理解に必要な用語の定義と結果の主張に重点を置き，証明には立ち入らない．また，認
識問題に関する結果 [18]については，軽く触れるに留める．

1. はじめに
制約付き多目的最適化問題とは，制約関数値に関する（不）等式で定まる領域（実行可能

領域）の中で，複数の目的関数の値を最小化する，より厳密にはPareto解と呼ばれる解を
求める問題である．（Pareto解の定義は後述する．）これは計画，設計，運用など，理論と応
用の双方で広く現れる基本的な問題である [2]．線型計画問題 [5, 6]や凸計画問題 [3, 24]など
限られた状況に対しては強力な理論があるが，一般の場合に Pareto解を求める保証がある
解法は知られていない．そのため，一般の問題に対する解法（Bayes最適化 [26]，進化計算
[8]など）は，ベンチマーク問題，すなわち，アルゴリズムの性能を比較するための共通の試
験問題としてあらかじめ整備された最適化問題に対して，どれだけ優れた解を発見できるか
によって評価されてきた．制約付き多目的最適化では，C-DTLZ [21]と呼ばれるベンチマー
クが広く用いられている．これは，無制約多目的最適化のためのベンチマークDTLZ [7]に
人工的な制約を付加したものである．しかし，このように人工的に設計されたベンチマーク
問題が，実応用で生じる問題の性質をどこまで反映しているのかについては，疑問も提起さ
れている（たとえば [19]を参照）．このことは，C-DTLZのようなベンチマーク上で得られ
た性能比較が，実際の応用におけるアルゴリズムの相対的な性能をどの程度まで信頼できる
形で反映しているのか，という問題にもつながる．よいベンチマークを設計し，また既存の
ベンチマークを適切に評価するためには，まず実応用で典型的に生じる問題の構造を理解す
る必要がある．
本研究では，実応用に典型的に現れる最適化問題の構造を理解するための第一歩として，

実行可能領域を規定する制約関数に着目する．実問題の制約は，観測やモデル化の過程で生
じる誤差の影響を受けうるほか，求めた解を設計や運用の現場で利用する際にもまた誤差が
生じるため，摂動によって変化しない安定な構造に注目することが重要である．さらに，実
問題に現れる制約には多様なものがあるため，個々の制約関数を個別に解析することは現実
的ではない．そこで本研究では，有限個の助変数をもつ制約関数の族の中で典型的に現れる，
つまり「一般的な」制約関数の局所構造を調べる．本研究の主な目的は，可微分写像の特異
点論を援用して，このような局所構造を把握することである．



我々はまず，4個以下の助変数をもつ一般的な制約関数の族に現れうる制約関数芽を，簡約
化とK[G]-同値の差を除いて分類した（定理 4.1，[15]）．ここで簡約化とは，有効でない不等
号制約を除き，正則な等号制約が定める部分多様体へ制限することにより，実行可能領域芽の
微分同相類などを変えずに余分な制約を取り除く操作である（詳しくは第 3節で説明する）．
またこの分類で用いるK[G]-同値は，Mather [23]により導入された接触同値群Kの部分群か
ら定まる同値関係である．一般線型 Lie群Gに対するこの種の部分群K[G]はTougeron [27]

により導入され，その基本的性質はGervais [9, 10, 11]により研究され，Izumiya，Takahashi，
Teramoto [20]によりさらに研究されている．本稿では，不等号制約と等号制約の役割を保
つようにGを選ぶ．このときK[G]による作用は実行可能領域芽の微分同相類を保つ，とい
うこともあり，最適化の制約を分類する同値関係として自然であるといえる．
K[G]-同値に付随して，制約関数芽のK[G]e-余次元という数値的な指標を考えることがで

きる．これは，その芽が一般の制約族の中でどの程度特殊なものか，を測る量である．実際
上述の分類定理は，(stratum) K[G]e-余次元の小さい写像芽を分類し，K[G]e-余次元の大き
い写像芽を横断性定理により避けることで示される．C-DTLZにはK[G]e-余次元が∞とな
る制約関数芽が現れるが [15]，このことは，C-DTLZに含まれる問題の一部が，一般の有限
助変数族に現れうる局所構造から大きく外れた特殊な制約を含むことを示唆している．
上記の分類を踏まえて，本研究のもう一つの主題である制約想定を論ずる．最適化では，

（局所）解が満たすと期待される一次の必要条件として，Lagrange乗数の存在で表される
Karush–Kuhn–Tucker（KKT）条件がしばしば用いられる．制約のない問題では任意の
局所解が KKT条件を満たすが，制約のある問題ではそうとは限らない．この不足を補い，
「任意の目的関数に対しKKT条件が解において成立する」ことを保証する，制約のみへの十
分条件が制約想定である．古典的には，LICQ，MFCQ，ACQ，GCQという四つの制約想
定が広く用いられ，これらは

LICQ =⇒ MFCQ =⇒ ACQ =⇒ GCQ

という階層をなす，つまりたとえば，LICQが成立すればMFCQも成立する，などが知られ
ている．逆向きの含意はいずれも一般には成立せず，これを示す具体例は先行研究でいくつ
か与えられてきた [25]が，一般の制約に対して四つの制約想定がどの程度異なり得るのか，
その全体像は明らかでなかった．本研究では，前述の分類を通じて，一般的な制約に対しこ
れらの制約想定の成否を網羅的に決定し，この問いに答える．
ここで多目的の場合に対する注意を与える．最も弱いGCQについては，単目的（目的関

数が一つ）の場合，これが任意の目的関数の局所解においてKKT条件が成立するための必
要十分条件であることが知られている [12]．一方，多目的の場合にはGCQでは十分でなく1，
これを一般化した制約想定が近年Haeser–Ramos [14]により導入された．本稿ではこれを弱
p-Guignard制約想定（p-WGCQ）と呼ぶ．ここで pは目的関数の個数であり，p = 1のと
き p-WGCQはGCQに一致する（定義は第 5節）．GCQが単目的の場合に必要十分条件で
あったのと同様に，p-WGCQは，任意の p目的問題の局所弱Pareto解がKKT条件を満たす
ための必要十分条件である．p-WGCQには単調性（p-WGCQが成立すれば (p− 1)-WGCQ

1多目的（p ≥ 2）の場合，GCQが成立しても，局所弱 Pareto解において KKT条件が成立するとは限らな
い（具体例は [14]）．これが p-WGCQを導入する動機である．なお [16]（arXiv:2510.02381v1）には，GCQの
この必要十分性が多目的の場合にも成立すると記載されているが，これは誤りである．



も成立する）があるため，p-WGCQが成立する pの範囲の情報は制約関数芽ごとに定まる
ただ一つの閾値

p∗ = min{p ≥ 1 | p-WGCQが成立しない } ∈ {1, 2, 3, . . .} ∪ {∞}

に集約され，p-WGCQはちょうど p < p∗のときに成立する．
本研究では，一般的な制約関数芽に対し，四つの古典的制約想定の成否と閾値 p∗ を決定

することを目的とする．まず初めに，本稿で考える制約想定の成否は K[G]の作用および簡
約化で不変である（定理 5.2）．よって先述の分類結果より，4個以下の助変数を持つ一般的
な制約関数の族に現れうる制約関数芽に対して制約想定の成否を調べるには，分類表内の写
像芽にそれを行えば十分である．四つの古典的制約想定のうち，LICQとMFCQは制約の
一次の情報から容易に判定できる（定理 5.3）．残る ACQと GCQは閾値 p∗ から読み取れ
る：p∗ = ∞が ACQの成立に，p∗ = 1がGCQの不成立に対応する（命題 5.4）．したがっ
て p∗を決定すればACQおよびGCQの成否も同時にわかり，四つの古典的制約想定の決定
（[16]）と p-WGCQの決定（[17]）が統一的に述べられる（定理 5.5）．
得られる結果の一つの含意として，「GCQは満たすがより強い制約想定はすべて満たさな

い」芽が一般的に多数現れることがわかる．これは，上で述べた制約想定間の「隔たり」が，
例外的な現象ではなく一般的な制約に普遍的に現れることを意味し，本研究の枠組みがこの
種の問いに有効であることを示している．さらに，分類に現れる各芽の認識問題（与えられ
た制約がどの標準形に当たるかを計算可能な不変量で判定する問題）とその応用についても，
進行中の研究 [18]として第 6節で簡単に触れる．

2. 最適化問題とPareto解
本節では，本稿で扱う多目的最適化問題と，Pareto解・弱Pareto解，およびKKT条件を

導入する．Nを可微分多様体とし，可微分写像 f = (f1, . . . , fp) : N → Rp，g = (g1, . . . , gq) :

N → Rq，h = (h1, . . . , hr) : N → Rr を考える．f1, . . . , fpを目的関数，g1, . . . , gq を不等号
制約関数，h1, . . . , hrを等号制約関数と呼ぶ．本稿を通じて，N の次元n = dimN は q, r

に比べて十分大きい（n ≫ q, r）と仮定する．（この仮定は多目的最適化においては標準的で
あるといえるものである．）以上の設定のもと，実行可能領域M(g, h) ⊂ N を以下のように
定義する．

M(g, h) = {x ∈ N | g1(x), . . . , gq(x) ≤ 0, h1(x) = · · · = hr(x) = 0} .

多目的最適化問題とは，Pareto解，すなわち fi(y) ≤ fi(x) (∀i)かつ fi0(y) < fi0(x) (∃i0)
となる y ∈ M(g, h)が存在しないような x ∈ M(g, h)を求める問題である．これを少し弱め
た概念として，弱Pareto解を次のように定義する：fi(y) < fi(x) (∀i)となる y ∈ M(g, h)

が存在しないような x ∈ M(g, h)を弱Pareto解という．定義よりPareto解は弱Pareto解で
ある．目的関数 f を実行可能領域内の xのある近傍 U に制限して上の条件が成立するとき
（すなわちM(g, h) ∩ U 内に上の yが存在しないとき），xをそれぞれ局所Pareto解，局所
弱Pareto解という．目的関数が一つ（p = 1）のときは，これらはいずれも通常の（局所）
最小解に一致する．
Pareto解を直接特徴づけるのは一般に困難なため，次の一次必要条件がしばしば用いら

れる．



KKT条件（x ∈ M(g, h)について）：以下を満たす αi ≥ 0，λj ≥ 0，µk ∈ Rが存在する．

• (α1, . . . , αp) ̸= (0, . . . , 0)．

•
p∑

i=1

αi grad fi(x) +

q∑
j=1

λj grad gj(x) +
r∑

k=1

µk gradhk(x) = 0．

• 任意の jに対し λjgj(x) = 0（相補性条件）．

KKT条件を満たす点をKKT点（または弱 KKT点）という．さらに，すべての目的関数
の乗数として正（αi > 0）のものをとれるとき，強KKT点という．単目的（p = 1）の場
合，両者は一致し，通常のKKT条件に帰着する．制約がない場合にはKKT条件は局所弱
Pareto解であることの必要条件となるが，一般にはそうとは限らない．任意の目的関数芽の
局所弱Pareto解においてKKT条件が成立することを保証する，制約関数芽への十分条件が
制約想定であるが，これについては分類を述べた後の第 5節でまとめて扱う．

3. K[G]-同値と簡約化
本節では，分類の記述に必要となるK[G]-同値と簡約化を導入する．いずれも，制約関数

芽を「実行可能領域の構造を保ったまま」標準形へ変形するための道具である．

3.A. K[G]-同値
GL(q,R)の部分群Ggpを，各列にただ一つの非零成分を持ち，その成分が正であるような

正則行列（各成分が正の対角行列と置換行列の積）全体とする．GL(q+ r,R)の部分群Gを

G =

{(
Ψ11 Ψ12

O Ψ22

) ∣∣∣∣∣ Ψ11 ∈ Ggp, Ψ12 ∈ Mq,r(R), Ψ22 ∈ GL(r,R)

}

とする．二つの制約関数芽 (g, h), (g′, h′) : (Rn, 0) → (Rq+r, 0)に対し，

(g′(x), h′(x)) =
(
Ψ11(x) g(Φ

−1(x)) + Ψ12(x)h(Φ
−1(x)), Ψ22(x)h(Φ

−1(x))
)

(1)

となる微分同相写像芽 Φと可微分写像芽Ψ : (Rn, 0) → Gが存在するとき，(g, h)と (g′, h′)

はK[G]-同値であるという．Ggpが不等号制約を正の係数で置換・スケールするのみである
ことから，(1)を満たす Φ,Ψがあれば Φ(M(g, h)) = M(g′, h′)となる，すなわちK[G]-同値
は実行可能領域芽の微分同相類を保つ．また，群K[G]はDamon [4]の意味で幾何学的な部
分群である．

3.B. 簡約化
制約関数芽 (g, h) : (N, x) → (Rq × Rr, (z, 0)) に対し，不等号制約芽 gi が x で値 0 を

とるとき，すなわち zi = gi(x) = 0をみたすとき有効（active）であるといい，そうでな
い（x での値が 0 でない）ものを有効でないという．有効でない不等号制約芽は実行可能
領域芽に影響しないため取り除いてよく，また沈めこみとなる等号制約芽は，それが定め
る部分多様体芽への制限に置き換えてから取り除いても，実行可能領域芽の微分同相類は
変化しない．この操作を簡約化と呼ぶ．正確には次のように定義する（[15]）．制約関数芽
(g, h) : (N, x) → (Rq × Rr, (z, 0))（zi ≤ 0）に対し，

• 有効でない不等号制約の添字 (k) = (k1, . . . , kq−s) ⊂ {1, . . . , q}（zki = gki(x) < 0），



• 微分が一次独立な等号制約の添字 (i) = (i1, . . . , ir−ℓ) ⊂ {1, . . . , r}（dhi1,x, . . . , dhir−ℓ,x

が一次独立），

• 部分多様体 (hi1 , . . . , hir−ℓ
)−1(0)へのはめ込み芽 ι(i) : (Rn−r+ℓ, 0) → (N, x)

を選ぶ．このとき (k)，(i)に関する (g, h)の簡約化を，添字 (k)，(i)の成分を除いて ι(i)と
合成した芽

(g, h)ι(i),(k) =
(
(gj ◦ ι(i))j /∈(k), (hm ◦ ι(i))m/∈(i)

)
で定める．この操作で実行可能領域芽は（微分同相を除いて）保たれる．残ったすべての不
等号制約が有効で（gι(i),(k)(0) = 0），かつ残った等号制約の微分が零（dhι(i),0 = 0）となる
ところまで簡約したものを完全簡約化という．本研究の分類は，この完全簡約化のレベルで
行われる．

4. 一般的な制約関数芽の分類
本節では分類定理 [15]を述べる．第 1節で述べた通り，注目すべきは小さな摂動で保たれ

る一般的な性質である．横断性定理の変種を用いると，次の意味で，一般的な制約族に現れ
る制約関数芽を分類することができる．

定理 4.1 ([15, Theorem 5.2]). 境界のない多様体N と開集合 U ⊂ Rb（b ≤ 4）に対し，制
約関数 (g, h) ∈ C∞(N × U,Rq+r)で次を満たすものの全体は，C∞(N × U,Rq+r)の中で
残留集合（特に稠密な部分集合）をなす：任意の u ∈ U と x ∈ M(gu, hu)に対し，写像芽
(gu, hu) : (N, x) → Rq+r の完全簡約化の微分の余階数は高々1であり，かつそれは沈め込
み芽，または表 1，2，3のいずれかの写像芽と K[G]-同値である．ここで gu(x) = g(x, u)，
hu(x) = h(x, u)である．

分類は，等号制約のみ（q = 0, r = 1，表 1），不等号制約のみ（r = 0，表 2），両者を持つ
場合（q > 0, r = 1，表 3）に分かれる．（ここでの q, rは完全簡約化後の（不）等号制約の個
数であり，もとの (g, h)の値域の次元の q, rとは異なることに注意する．）

5. 制約想定とその判定
本節では，一般的な制約関数芽について，四つの古典的制約想定の成否（[16]）と多目的の

ための p-WGCQの閾値 p∗（[17]）を決定する．まず制約想定の定義を与え，それらがK[G]-

同値と簡約化で不変であること（このため分類表の標準形だけを調べれば十分であること）
を述べる．

5.A. 制約想定の定義と不変性
x ∈ M(g, h)のまわりの N のチャートを一つとり，制約関数芽を (Rn, 0)上の写像芽 g :

(Rn, 0) → (Rq, z)（zj ≤ 0），h : (Rn, 0) → (Rr, 0)とみなす．I = {j | zj = 0}（xにおいて
有効な不等号制約の添字集合）とし，gI = (gj)j∈I とおく．制約想定とは，「任意の目的関数
芽 f に対し，xが局所（弱）Pareto解ならばKKT条件が成立する」ことを保証する，(g, h)

への十分条件である．

• d(gI , h)0が全射のとき，(g, h)は LICQを満たすという．



型 写像芽 h(x)

(1, k) xk
1 +

∑n
j=2 ϵjx

2
j (2 ≤ k ≤ 5)

(2) x3
1 + ϵ2x1x

2
2 + x2

3 +
∑n

j=4 ϵjx
2
j

表 1: 等号制約のみ（q = 0, r = 1）の場合に現れる完全簡約化の標準形．ϵj ∈ {1,−1}．

型 g̃(xl+1, . . . , xn) l

(1, k) ϵqx
k
q +

∑n
j=q+1 ϵjx

2
j (2 ≤ k ≤ 5)

q − 1
(2) x3

q + ϵq+1xqx
2
q+1 +

∑n
j=q+2 ϵjx

2
j

(3, k) ϵq−1x
k
q−1 +

∑n
j=q ϵjx

2
j (2 ≤ k ≤ 4)

q − 2(4, k) ϵqx
k
q + xq−1xq +

∑n
j=q+1 ϵjx

2
j (k = 3, 4)

(5) ϵq−1x
2
q−1 + x3

q +
∑n

j=q+1 ϵjx
2
j

(6) δ1x
2
q−2 + δ2x

2
q−1 + αxq−2xq−1 +

∑n
j=q ϵjx

2
j

q − 3
(7) ϵq−2(xq−2 + ϵ′q−1xq−1)

2 + ϵq−1x
3
q−1 +

∑n
j=q ϵjx

2
j

(8) ϵq−2x
3
q−2 + ϵq−1x

2
q−1 + ϵ′q−1xq−2xq−1 +

∑n
j=q ϵjx

2
j

(9) x3
q + ϵ01xq−1xq + ϵ02xq−2xq + ϵ12xq−2xq−1 +

∑n
j=q+1 ϵjx

2
j

(10)
∑3

j=1 δjx
2
q−4+j +

∑
1≤i<j≤3αijxq−4+ixq−4+j + ϵ0xq−3xq−2xq−1 +

∑n
j=q ϵjx

2
j q − 4

表 2: 不等号制約のみ（r = 0）の場合の標準形．K[G]-同値類は次で代表される：x1, . . . , xq−1,

l1∑
j=1

xj −
l∑

j=l1+1

xj + g̃(xl+1, . . . , xn)


ただし 0 ≤ l1 ≤ ⌈l/2⌉．表には g̃のみを示す．ϵj , δj ∈ {1,−1}，α, αij ∈ R．(6)，(10)のパラメーター
は次の条件をみたす：(6)では 4δ1δ2 −α2 ̸= 0，(10)では二次形式∑3

j=1 δjx
2
j +

∑
1≤i<j≤3 αijxixj に

対応する 3×3対称行列の主小行列式がすべて 0でないこと，すなわち 4δiδj−α2
ij ≠ 0 (1 ≤ i < j ≤ 3)

かつこの 3× 3行列の行列式が 0でないこと（[15]の条件 (∗), (∗∗)）．

型 写像芽 h(x) q

(1, k) xk
1 +

∑n
j=2 ϵjx

2
j (2 ≤ k ≤ 4)

(2) x3
2 + x2

1 +
∑n

j=3 ϵjx
2
j 1

(3, k) xk
2 + ϵ1x1x2 +

∑n
j=3 ϵjx

2
j (3 ≤ k ≤ 4)

(4) δ1x
2
1 + δ2x

2
2 + αx1x2 +

∑n
j=3 ϵjx

2
j

2
(5) x3

1 + ϵ1x
2
2 + ϵ2x1x2 +

∑n
j=3 ϵjx

2
j

(6) (x1 + ϵ1x2)
2 + ϵ2x

3
2 +

∑n
j=3 ϵjx

2
j

(7) x3
3 + ϵ1x2x3 + ϵ2x3x1 + ϵ3x1x2 +

∑n
j=4 ϵjx

2
j

(8)
∑3

j=1 δjx
2
j +
∑

1≤i<j≤3αijxixj + ϵ1x1x2x3 +
∑n

j=4 ϵjx
2
j 3

表 3: 等号制約と不等号制約を両方持つ（q > 0, r = 1）場合の標準形．K[G]-同値類は (x1, . . . , xq, h(x))

で代表され，表には hのみを示す．ϵj , δj ∈ {1,−1}，α, αij ∈ R．(4)，(8)のパラメーターは，それ
ぞれ表 2の型 (6)，(10)と同じ条件をみたす．



• （Mangasarian–Fromovitz [22]）dh0が全射で，任意の j ∈ I に対し d(gj)0(d) < 0と
なる d ∈ Ker dh0が存在するとき，(g, h)はMFCQを満たすという．

ACQとGCQは，実行可能領域の接錐を用いて定義される．Rnの部分集合C+(g, h)，L+(g, h)

を次で定める．

C+(g, h) =

{
d ∈ Rn

∣∣∣∣ M(g, h) 内の点列 {xl} と正実数列 {tl} で
xl → 0，tlxl → dとなるものが存在

}
,

L+(g, h) = {d ∈ Ker dh0 | 任意の j ∈ I に対し d(gj)0(d) ≤ 0} .

C+(g, h)をM(g, h)の接錐（Bouligand接錐），L+(g, h)を線型化錐という．つねにC+(g, h) ⊂
L+(g, h)が成立する．またX ⊂ Rnに対し，その極錐をX◦ = {v | ⟨d, v⟩ ≤ 0 (∀d ∈ X)}と
する．

• （Abadie [1]）C+(g, h) = L+(g, h)が成立するとき，(g, h)はACQを満たすという．

• （Guignard [13]）C+(g, h)◦ = L+(g, h)◦が成立するとき，(g, h)はGCQを満たすと
いう．

これら四つの間には第 1節で述べた含意，つまり

LICQ =⇒ MFCQ =⇒ ACQ =⇒ GCQ

が成立し，GCQが最も弱い．単目的（p = 1）の場合，GCQは局所最小解においてKKT条
件が任意の目的関数に対し成立するための必要十分条件である（Gould–Tolle [12]）．含意が
逆向きには一般に成立しないことを示す具体例は，先行研究においていくつか与えられてき
た [25]．後で述べる判定結果（定理 5.5とそれに続く考察）から，そのような例は分類表の
中に系統的に現れることがわかる．

多目的のための p-WGCQ．多目的（p ≥ 2）の場合，第 1節で述べた通り，GCQでは「局
所弱 Pareto解ならばKKT点」を保証できない．Haeser–Ramos [14]は，これを保証する制
約想定を，ある錐の包含関係として特徴づけた．x = 0，Ω = M(g, h)とする．彼らはまずΩ

の正則 p-多目的法錐 N̂(Ω; p)を，次のように定義した（[14, Definition 3.1]）：

N̂(Ω; p) =

{
V = (v1, . . . , vp) ∈ Rn×p

∣∣∣∣∣ lim sup
x→0, x∈Ω

min1≤ℓ≤p⟨vℓ, x⟩
∥x∥

≤ 0

}
.

p = 1のときこれは古典的な（Fréchet）正則法錐に一致する．これは接錐を用いて次のよう
に書き換えられる（[14, Theorem 3.1]）：

N̂(Ω; p) =

{
V

∣∣∣∣ min
1≤ℓ≤p

⟨vℓ, d⟩ ≤ 0 ∀d ∈ C+(g, h)

}
.

さらにこれから定まる錐

C(Ω; p) =

{
d ∈ Rn

∣∣∣∣ min
1≤ℓ≤p

⟨vℓ, d⟩ ≤ 0 ∀V ∈ N̂(Ω; p)

}
を考える．



定義 5.1 (Haeser–Ramos [14]). 包含 L+(g, h) ⊂ C(Ω; p)が成立するとき，(g, h)は弱 p-

Guignard制約想定（p-WGCQ）を満たすという．

p-WGCQは，「xが（p個の目的関数 f の）局所弱 Pareto解ならば弱KKT点である」が任
意のC1級目的関数 f について成立することと同値である（[14, Theorem 4.1]）．p = 1では
C(Ω; 1) = C+(g, h)◦◦となり，包含条件は極錐をとるとGCQに一致する．すなわち p-WGCQ

はGCQの一般化であると言える．また，p-WGCQは第 1節で述べた単調性を満たす，つま
り，制約関数芽 (g, h)は p-WGCQを満たせば，(p− 1)-WGCQも満たす．特に，閾値

p∗ = p∗(g, h) = min{p ≥ 1 | (g, h)に対して p-WGCQが成立しない } ∈ {1, 2, 3, . . .} ∪ {∞}

を求めることが重要となる．弱KKTに対するこの p-WGCQと並行して，強KKT条件に対
応する強 p-Guignard制約想定（p-SGCQ）も同様に定義される（第 5.C節で扱う）．

ここで説明した制約想定はいずれもK[G]-同値と簡約化で不変である．

定理 5.2 ([16, Theorems 3.1, 3.2]，[17]). 制約関数芽 (g, h)がLICQ，MFCQ，ACQ，GCQ，
p-WGCQ，および p-SGCQのいずれかを満たすことと，(g, h)とK[G]-同値な制約関数芽が
同じ制約想定を満たすことは同値である．また (g, h)がこれらのいずれかを満たすことと，
その簡約化が同じ制約想定を満たすことも同値である．

定理 5.2と定理 4.1より，一般的な制約族に現れる芽の制約想定を決定するには，表 1–3の
標準形について同じ問題を解けば十分である．

5.B. 古典的制約想定の成否と閾値 p∗の決定
四つの古典的制約想定のうち，LICQとMFCQは一次の情報のみで判定できる．まずLICQ

については，定義より，表 1–3の芽はいずれも LICQを満たさない（制約関数芽が LICQを
満たすのは，完全簡約化が沈め込み芽となるときに限る）．MFCQについては次が成立する．

定理 5.3 ([16, Theorem 4.1]). 表 1，3の芽はいずれもMFCQを満たさない．表 2の芽が
MFCQを満たすための必要十分条件は，（表 2の注釈内の）標準形に現れるパラメーター l1

が 0でないことである．

以下の命題が示す通り，p-WGCQ（定義 5.1）に関する閾値 p∗を決定すれば，ACQ，GCQ

の成否も決定できる．

命題 5.4 ([17]). 任意の制約関数芽 (g, h)に対し，

p∗ = ∞ ⇐⇒ ACQが成立, p∗ = 1 ⇐⇒ GCQが成立しない.

前者についてはより強く，ACQが成立しないことと p∗ ≤ nは同値である．

命題 5.4より，p∗を決定すれば ACQ，GCQの成否も決まる．そこで p∗そのものを分類表
のすべての芽に対して決定するのが，本研究の主結果の一つである．

定理 5.5 ([16, 17]). 表 1–3の各標準形に対し，p-WGCQの閾値 p∗は表 4–6の通りである．



この定理から特に，GCQは満たすが，より強い制約想定（ACQ，MFCQ，LICQ）はい
ずれも満たさない制約関数芽が，分類表の（つまり一般的な制約関数の）中に多数存在する
ことになる（表 5で 1 < p∗ < ∞となる芽）．すなわち，GCQと他の古典的制約想定との間
の「隔たり」は，人為的，例外的な現象ではなく，一般的に現れるものであるといえる．

閾値 p∗の幾何的記述．閾値 p∗の値は主に二次形式の性質をみることにより決定される．そ
の仕組みを述べる．まず [16]の結果より，表 1–3の関数芽のうちGCQを満たすものの接錐
は，線型化錐を二次形式で制限した形

C+(g, h) = L+(g, h) ∩ {Q = 0} または L+(g, h) ∩ {Q ≤ 0}

をしている．ここでQは関係する成分の二次部分である．目的関数行列 V = (v1, . . . , vp)に
対し開錐 P(V ) = {d | ⟨vℓ, d⟩ > 0 ∀ℓ}を考えると，N̂(Ω; p)の特徴づけ（[14, Theorem 3.1]）
より，p-WGCQが成立しないことは，

∅ ̸= L+(g, h) ∩ P(V ) ⊂ {Q > 0} または ⊂ {Q < 0}

となる p列の V が存在することと同値である（∩{Q ≤ 0}型のときは {Q > 0}側のみ）．そ
こで

p+ = min{p | ∃V, ∅ ̸= L+(g, h) ∩ P(V ) ⊂ {Q > 0}},

p− = min{p | ∃V, ∅ ̸= L+(g, h) ∩ P(V ) ⊂ {Q < 0}}

とおくと，上の同値性から直ちに，∩{Q = 0}型のとき p∗ = min(p+, p−)，∩{Q ≤ 0}型のと
きp∗ = p+が従う．すなわちp∗は，線型化錐の中からQの符号を一定に保つ非空な部分を切り
出すのに必要な半空間（目的関数）の最小個数である．この p±を（たとえば）Qの符号数で評
価することで，Qが不定値であるとき以下の評価が得られる：C+(g, h) = L+(g, h)∩{Q = 0}
のときは

min(sE , tE) + 1 ≤ p∗ ≤ min(s, t) + 1

一方 C+(g, h) = L+(g, h) ∩ {Q ≤ 0}のときは

tE + 1 ≤ p∗(= p+) ≤ t+ 1

となる．ここで (s, t) = sig(Q)，(sE , tE) = sig(Q|E)，E は線型化錐の線型部分，つまり
E = L+(g, h) ∩ (−L+(g, h))である．この不等式の両側が一致しないときや，Qが定値であ
るときは別の議論が必要となるが，紙面の都合上，これ以上の詳細は省略する．

型 p∗

(1, k) k = 2のときmin(a+ + 1, a−) + 1， k ≥ 3のときmin(a+, a−) + 1

(2) min(a+ + 1, a−) + 1

表 4: 表 1（等号制約のみ）の各芽の閾値 p∗．a+, a−は，標準形における自由な二乗項
∑

j ϵjx
2
j に現

れる ϵj のうち +1，−1の個数．

5.C. 強KKTのための制約想定



型 条件 p∗

(1, k) ϵq = · · · = ϵn = −1，または（k ≥ 3 かつ ϵq+1 = · · · = ϵn =

−1）
∞

その他 tE + 1

(2) ϵq+2 = · · · = ϵn = −1 ∞

その他 tE + 1

(3, k) ϵq−1 = · · · = ϵn = −1，または（k ≥ 3 かつ ϵq = · · · = ϵn =

−1）
∞

その他 tE + 1

(4, k) ϵq+1 = · · · = ϵn = +1かつ ϵq = (−1)k 1

その他 tE + 2

(5) ϵq−1 = ϵq+1 = · · · = ϵn = −1 ∞

その他 tE + 1

(6) δ1 = δ2 = −1，ϵq = · · · = ϵn = −1，α < 2 ∞

δ1 = δ2 = −1，ϵq = · · · = ϵn = −1，α > 2 tE + 2

その他 tE + 1

(7) ϵq−2 = ϵq = · · · = ϵn = −1 ∞

その他 tE + 1

(8) ϵq−1 = ϵ′q−1 = ϵq = · · · = ϵn = −1 ∞

ϵq = · · · = ϵn = −1，ϵq−1 = −1，ϵ′q−1 = +1 tE + 2

その他 tE + 1

(9) ϵ01 = ϵ02 = −1かつ ϵq+1 = · · · = ϵn = +1 1

その他 tE + 2

(10) ϵq = · · · = ϵn = −1，δ1 = δ2 = δ3 = −1，(⋆) ∞

ϵq = · · · = ϵn = −1，δ1 = δ2 = δ3 = −1，maxi<j αij ≤ 2，
(⋆)を満たさない．

tE + 3

ϵq = · · · = ϵn = −1，δ1 = δ2 = δ3 = −1，maxi<j αij > 2 tE + 2

その他 tE + 1

表 5: 表 2（不等号制約のみ）の各芽の閾値 p∗．MFCQ を満たさない場合（l1 = 0）のみを考
えていることに注意する（l1 ≥ 1 のときは MFCQ が成立し p∗ = ∞）．Q は g̃ の二次部分，
E = span(eq, . . . , en)，(sE , tE) = sig(Q|E) である．型 (10) の（p∗ = ∞ となる）条件 (⋆) は，
B =

∑3
j=1 −a2j +

∑
1≤i<j≤3 αijaiaj に対し a ≥ 0 なる任意の a ∈ R3 で −B(a) ≥ 0 となること

（−Bの R3
≥0上での共正値性，copositivity）である．これと等価な αij に関する明示的な不等式条件，

および両者の同値性は [16, Proposition 4.37]で与えられている．

型 条件 p∗

(1, k)，(2)，(4)，(5)，(6)，(8) （無条件） min(a+, a−) + 1

(3, k) k が偶数で a− ≥ 1，または k が奇数で
（ϵ1 = +1 または min(a+, a−) ≥ 1）

min(a+, a−) + 2

その他 1

(7) ϵ1 = ϵ2 = −1かつmin(a+, a−) = 0 1

その他 min(a+, a−) + 2

表 6: 表 3（混合型）の各芽の閾値 p∗．a+, a−は，標準形における自由な二乗項
∑

j ϵjx
2
j に現れる ϵj

のうち +1，−1の個数．



第 5.A節で触れた p-SGCQ（強 KKT条件に対応する強 p-Guignard制約想定）について
述べる．これは，p-WGCQの定義（定義 5.1）における錐C(Ω; p)を，以下の強錐CS(Ω; p)

に置き換えて得られる．V = (v1, . . . , vp) ∈ N̂(Ω; p)と d ∈ Rnに対し，

min
1≤ℓ≤p

⟨vℓ, d⟩ < 0, または ⟨vℓ, d⟩ = 0 (∀ℓ)

が成り立つとき，dは V -許容的であるという．これを用いて

CS(Ω; p) =
{
d ∈ Rn

∣∣∣ 任意の V ∈ N̂(Ω; p)に対し dは V -許容的
}

とおく．p-WGCQがminℓ⟨vℓ, d⟩ ≤ 0のみを要求するのに対し，強錐では，この最小値が 0

となってかつある ⟨vℓ, d⟩が正となる境界の場合を除いており，つねにCS(Ω; p) ⊂ C(Ω; p)で
ある．

定義 5.6 (Haeser–Ramos [14]). 包含 L+(g, h) ⊂ CS(Ω; p)が成立するとき，(g, h)は強 p-

Guignard制約想定（p-SGCQ）を満たすという．

p-SGCQは，「xが局所弱 Pareto解ならば強KKT点である」が任意のC1級 p目的関数 f に
ついて成立することと同値である（[14, Theorem 4.2]）．p = 1では CS(Ω; 1) = C(Ω; 1)と
なり 1-SGCQはGCQに一致するが，p ≥ 2では p-WGCQより著しく強い．

定理 5.7 ([17]). p ≥ 2のとき，(x,Ω)が p-SGCQを満たすための必要十分条件はL+(g, h) =

{0}となることである．特に分類表 1–3のすべての芽は，p ≥ 2において p-SGCQを満たさ
ない（これらの芽ではつねに L+(g, h) ̸= {0}である）．

6. 認識問題と分岐
最後に，認識問題に関する現在進行中の研究 [18]に簡単に触れる．第 5節で述べた制約想

定の判定を，与えられた具体的な制約に適用するには，その芽が分類表のどの標準形とK[G]-

同値かを，計算可能な不変量によって判定する必要がある．これを認識問題と呼ぶ．
認識問題の完全な解決に向けて，一次の不変量の導入，それによる余核の自然な向きの定

義，および高余次元の型を扱うためのベクトル場の芽に関する条件の導入を行っている．こ
れらはいずれもK[G]-同値および簡約化で不変である．さらに，K[G]-不変となるよう拡張し
た内在的微分（[15]参照）とその符号数を用いる．ここで内在的微分は，制約芽の余核に値
をとる対称双線形形式であり，余核の向きを定めれば実二次形式とみなせる．一次の不変量
から定まる自然な向きのもと，その符号数もK[G]-同値および簡約化で不変となる．
これらの不変量と条件を組み合わせることにより，分類表に現れる制約関数芽のうち，表

2の (10)型，および表 3の (8)型以外については，制約関数から認識するための判定条件を
具体的に導くことができている．この研究は，本稿で述べた分類と制約想定の判定を，具体
的な最適化問題の解析へ応用するための基盤を与えると期待される．
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