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概 要
平面に埋め込み可能な有限被覆を持つ連結グラフは射影平面に埋め込み可能で
あるという予想は “平面被覆予想”と呼ばれ，位相幾何学的グラフ理論における
未解決難問の１つとして認知されている。本稿では，その始まりから現在に至
るまでの概要を解説するとともに，未来に向けた展望を述べる。

1 事の始まり
1986 年のこと，私が博士の学位を取得した翌年のことだった。その学位論文 [20] で
は，論文 [19]で提唱したグラフの埋め込みの “一意性”と “忠実性”という概念とグラフの
連結性の関係について探究した。ある意味で研究が一区切りついたので，何か新しいこ
とをしたいと考えて思い至ったのが次の予想である。

平面被覆予想 (Negami [23], 1988) 連結グラフ Gが平面的な有限被覆を持てば，Gは
射影平面に埋め込み可能であろう。

文献上は予想の公開は 1988年となるが，私がこの予想に思い至ってはその 2年前で，
その証明のスキームの原型にあたるアイディアを論文 [21]の中で示している。
その当時，いわゆる “Thurstonのレクチャーノート”[42]が国内に出回っており，私は
特にその 13章に書かれていた “軌道体 (orbifold)”に興味を持った。その一方で，同じ頃
に Gross-Tucker著の “Topological Graph Theory”[8]が出版された。私はそれを入手し
てざっと目を通したが，Ringelの “Map Color Theorem”[37]の中で開発された方法を紹
介しているだけのように思えた。
後述するように，[8]ではトポロジーにおける被覆空間の概念をグラフに限定して，“ボ
ルテージ・グラフ”という組合せ的な表現を与えている。そういう表現を与えるところで
終わらずに，その表現を使って明らかになる “現象”を示すべきだと私は考えた。そうい
う思いとともに，Thurstonのレクチャーノートが教えてくれた軌道体の考え方と私が独
自に探究していたグラフの埋め込みの忠実性の概念を融合させて，次の定理を得た。

定理 1 (Negami [23]) 連結グラフ Gが平面的な有限正則被覆を持てば，Gは射影平面に
埋め込み可能である。
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冒頭の予想と比較すると，その違いは「正則」があるかないかだけである。つまり，上
の定理は，群作用のある被覆に限定すれば，予想が正しいことを意味している。また，被
覆が有限のものに限定されていることも重要である。なぜなら，無限被覆も許してしま
えば，どんなグラフでも平面的な被覆を持ってしまうからだ。たとえば，普遍被覆を考え
ればよい。サイクルを含むどんなグラフの普遍被覆も無限の木になり，それは平面に埋
め込み可能，つまり平面的である。しかし，射影平面に埋め込み不可能なグラフはいくら
でも存在するので，「有限」を削除してしまうと，予想は成立しない。というよりも，面
白味を欠いてしまうだろう。

2 被覆グラフの組合せ的表現
本稿で扱っているグラフの “被覆”は代数的トポロジーでいうところの被覆空間のグラ
フ版に他ならない。一般的な被覆空間は基底の空間（被覆される空間）X と局所位相同
型な位相空間 X̃ のことである。つまり，全射 p : X̃ → X があり，それを介して対応する
点どうしの適当な近傍が位相同型になっている。グラフの場合に限定すると，各点 xの
近傍の形状はその点から何本の線分が出ているかで決まってしまうので，以下のような
組合せ的な定義が可能となる。
一般に，グラフ G とは，頂点集合 V (G) と辺集合 E(G) からなる構造であり，各辺

e = uv ∈ E(G)は 2つの頂点 u, v ∈ V (G)を結ぶ線分になっている。頂点 v ∈ V (G)に
接続している辺の本数（ループの場合は 2と数える）をその頂点の次数と呼び，deg v で
表す。以下で述べる諸概念は，ループや多重辺がある場合にも整合するように定義でき
るが，記号が煩雑になるだけなので，そういうものがない単純グラフの場合に限定して記
述し，ループや多重辺のある場合には適宜解釈してもらうこととする。
このような前提のもとで，頂点 v ∈ V (G)と辺で結ばれている頂点の集合を N(v)で表
すと，|N(v)| = deg v となり，頂点 v の “近傍”の形状は deg v の値で決まる。ちなみに，
グラフ理論の用語では，N(v)を v の近傍と呼ぶ。この理解のもとで解釈すれば，以下の
組合せ的な定義がトポロジーにおける “被覆空間”と同様の概念を定義していることがわ
かるだろう。
２つの（有限）グラフ Gと G̃を考える。そのいずれも連結であるとする。つまり，そ
のグラフ内のどの２頂点の間も辺をたどっていける道があるとする。その頂点集合間の
全射 p : V (G̃)→ V (G)で，対応する頂点の近傍の間の 1対 1対応を誘導するものが存在
するとき，G̃をGの被覆グラフ，または単に被覆といい，pをその射影と呼ぶ。この射影
は辺集合間の対応も自然に誘導するので，それも併せて p : G̃→ Gと書く。（図 3参照）
特に，Gの被覆 G̃に対して群 Γの作用があり，p(u) = p(v)であることと γ(u) = v と
なる元 γ ∈ Γが存在することが同値となるとき，G̃を Gの正則被覆といい，群 Γをその
被覆変換群と呼ぶ。そのような群作用のある被覆グラフを構成する組合せ的な方法とし
て，“ボルテージ・グラフ”というものがある。
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まず，Gの各辺に群 Γの元を割り当てる写像 σ : E(G)→ Γ（ボルテージ割り当て）を
与える。ただし，e = uv を有向辺と考えたときに，σ(vu) = σ(uv)−1 であるとする。こ
のとき，(G, σ)をボルテージ・グラフと言う。そこで，直積 V (G)× Γを頂点集合とし，
各辺 uv ∈ E(G)に対して，(u, γ)と (v, γ · σ(uv))を結ぶ辺を追加することで得られるグ
ラフ Gσ は，群 Γを被覆変換群とする Gの正則被覆になっている。
一方，群作用を前提としない n重被覆を構成するには，n次対称群 Sn を利用する。ま

ず，各辺に Sn の元を割り当てる任意の写像を ρ : E(G) → Sn とし，被覆の頂点集合と
して V (G)× {1, . . . , n}を考え，各辺 uv に対して，(u, k)と (v, ρ(k))を結ぶ辺を追加す
る。このようにして構成されたグラフ Gρ は Gの被覆グラフになっている。この場合，ρ
は置換ボルテージ割り当てと呼ばれる。
Gross-Tucker の本 [8] では，任意の被覆グラフが上のようにして構成できることを述
べているが，私にはそれはほぼ明らかな事実のように思えた。その一方で，代数的トポ
ロジーの教科書 [40]に書かれている被覆空間の理論はとても高尚なもののように感じた。
だからといって，それは平面被覆予想を解決してくれるものではない。
大事なことは，グラフの平面性はホモトピー不変ではないという事実である。代数的ト
ポロジーにおける被覆空間の理論では，位相空間の被覆空間はその基本群の部分群の共
役類と１対１に対応して存在することが示されている。しかし，1次元ベッチ数が等しい
グラフはすべてホモトピー同値である。つまり，グラフが平面的であれ，非平面的であ
れ，ループのブーケとホモトピー同値になってしまう。つまり，ホモトピーの目で見てい
るだけでは，平面被覆予想は解決できないということである。

3 埋め込みの忠実性
思い返せば，学部時代に Ringel の “Map Color Theorem”[37] と出会ったことがすべ
ての始まりだった。その本には，上で述べたボルテージ・グラフのアイディアを使って，
完全グラフ Kn（n個の頂点があり，そのすべての組が辺で結ばれているグラフ）の閉曲
面への埋め込み (辺の交差なく，グラフを閉曲面に描くこと) を構成する方法が示されて
いた。簡単にいうと，それは小さなグラフの埋め込みから，被覆グラフの考え方を使っ
て，大きなグラフの埋め込みを構成するというものだった。それを知った私は，グラフを
閉曲面に埋め込む問題を考えるようになった。
「地図色分け定理」と同様に，その当時の研究は目的のグラフを適当な閉曲面に埋め込
むことができるかどうかが議論されているものばかりだった。そこで私は，これからは
「埋め込むことができるかどうか」ではなく，「どのように埋め込めるか」と問うべきだと
考えた。たとえば，Whitney [43, 44]では，3-連結（2頂点を除去しても非連結にならな
い）平面的グラフは球面に一意的に埋め込み可能であることが示されている。
Whitneyの論文では，今日のマトロイド理論のもとになっているような議論が展開さ
れており，当時の私には少々難解に思えた。そこで，自力でその証明を試みたところ，埋
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め込みの一意性を証明するだけならそれほど難しい議論をする必要はないことがわかっ
た。さらに，その証明は埋め込みの一意性だけではなく，私が後に定義した “忠実性”の
証明にもなっていることを理解した。
グラフ Gの閉曲面 F 2 への埋め込みを Gからの連続写像として捉えて f : G → F 2 と
表すことにする。このとき，Gの任意の自己同型写像 σ : G→ Gに対して，閉曲面上の
自己同相写像 h : F 2 → F 2 が存在し，h ◦ f = f ◦ σとなるとき，f : G→ F 2 は忠実であ
るといい，Gがそのような埋め込みを持つとき，Gは F 2 に忠実に埋め込み可能であると
いう。つまり，忠実な埋め込みは，グラフ自身が持っている対称性を忠実に実現するよう
にグラフを閉曲面に埋め込んでいる。
そこで，グラフGの平面的な正則被覆 G̃を考えてみよう。まず，G̃は正則被覆なので，

G̃は被覆変換群 Γを持つ。特に G̃が 3-連結ならば，G̃は球面 S2 に忠実に埋め込み可能
なので，群 Γは S2に作用し，G̃はその作用のもとで不変になっている。これは，G̃/Γが
S2/Γとして得られる楕円的 2-軌道体の中に埋め込まれていることを意味している。
Thurstonの講義録 [42]の 13章が教えてくれたように，その楕円的 2-軌道体の基礎と
なる曲面は球面，射影平面，円板のいずれかと位相同型である。特に，球面や円板に埋め
込み可能なグラフは射影平面にも埋め込み可能なので，上述の G = G̃/Γが射影平面に埋
め込み可能であることが結論できる。これが定理 1の証明の基本的なアイディアである。
一般には G̃が 3-連結になる保証がないので，少々テクニカルな議論も必要である。

4 グラフ・マイナー
論文 [23]では，定理 1の証明を与え，平面被覆予想（「1-2-∞予想」とも言う）を提起

した後に，以下のような予想解決の道筋が示されている。
グラフ Gが平面被覆予想の反例ならば，Gは平面的有限被覆を持つが，射影平面には
埋め込み可能ではない。そのような反例グラフの中で包含関係に関して最小のものを G

とすると，G自身は射影平面には埋め込み不可能であるが，任意の辺 e ∈ E(G)を除去し
て得られるグラフ G− eは射影平面に埋め込み可能になる。
一般に，閉曲面 S に埋め込み不可能ではあるが，その任意の部分グラフが S に埋め込

み可能であるグラフを S に対する既約グラフという。たとえば，球面に対する既約グラ
フは次数 2の頂点を無視すれば，K5 とK3,3 のみであることがKuratowskiの定理とし
て知られている。それと同様に，論文 [2, 7]には射影平面に対する既約グラフはちょうど
103個存在することが示されている。
もし平面被覆予想の反例があれば，その最小反例は射影平面に対する既約グラフになっ
ている。その既約グラフのうち 3個は非連結なので，反例となる候補はその 3個を除く
ちょうど 100個のグラフの中に隠れていることになる。逆に言うと，その 100個のグラ
フが予想の反例にならないことを示せれば，予想が正しいことになる。これで問題が有
限の問題になったかに思えた。
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それからしばらくして，アメリカの数学者 Mike Fellowsからメールが届いた。といっ
ても，当時は現在のように電子メールが利用できたわけではないので，紙にタイプされた
手紙である。そして，その手紙には，Fellowsが博士論文 [5]の中で平面的被覆と類似す
る “平面的エミュレーター”（後述）を研究しており，彼の同級生の Dan Archdeacon [2]

が射影平面に対する既約グラフがそれまでに知られていた 103個になることを証明した
と書かれていた。私はこの “共時性”に驚いた。
私たちはその後も手紙のやり取りをして議論を交わした。そして，その過程でアメリカ
を中心とするグラフ理論の研究者の中で “グラフ・マイナー”という考え方が動きだして
いることを知った。その考え方に従って射影平面に対する既約グラフを分類すると，連
結なものは 32個になる。有限とはいえ 100個では途方に暮れるが，32個なら考える気
にはなれそうだ。さらに，その 32個は 11個のグループに分類され，そのグループの親
玉にあたるグラフを攻略すれば十分であることを知った。
そして，Fellows [6] はその親玉の 1 つである K3,5 が予想の反例にならないことを示
したが，Archdeacon [4]と私 [24]は独立に 8個の親玉を攻略した。そして，K4,4 − eと
K1,2,2,2 と呼ばれる親玉が残り，“恐怖の 2つ（terrible two）”と呼ばれるようになった。
ちなみに，英語圏で “terrible two”といえば手に負えない 2歳児のことだそうだ。
退治すべき親玉があと 2つだと思うと予想の解決も近いように感じられたが，私たち
の研究はここで行き詰っていた。ところが，20世紀も終わりに近づいたときにチェコ人
の Petr Hliněný [9] という新星が登場した。彼は平面的な被覆グラフのある場所に配置
した電荷を周辺に放電し，その流れを追跡するという巧妙な方法で，K4,4 − eが予想の反
例にならないことを証明した。
これで退治すべき親玉が K1,2,2,2（図 1）のみとなったが，K1,2,2,2 を除けば予想が成立
するというわけではない。あくまで，この親玉を退治すれば，それと連動して，その背後
に隠れている無限個の小物たちも自動的に次々と退治されてしまうという意味である。

図 1 K1,2,2,2

しかし，その後に Hliněnýは博士課程の指導教官である Robin Thomasとともに，そ
れを除けば予想が成立するという 16個のグラフを特定した [10, 12, 13]。もちろん，それ
らが予想の反例だと言っているわけではない。厳密には，次数 3の頂点を平面的グラフ
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で置き換えるという変形を許すので，“有限個の反例”とは言えないが，その変形は本質的
な差異を生み出さない。ここまでの経緯は [14]の中でも語られている。
グラフ理論ではグラフの局所的な変形を考えることが多い。その代表的な変形操作は
辺の除去と縮約である。前者は単に 1本の辺を取り除くことであり，後者は両端点を一
致させるまで辺を縮めていく操作である。グラフ Gから辺の除去と縮約を繰り返してグ
ラフ H が得られるとき，H は Gのマイナーであるといい，H ≤m Gと書く。このマイ
ナーの関係によりグラフ全体が半順序集合になることは明かだろう。
このマイナーという言葉を使うと，私が修士論文の中で証明した定理 [17, 18]は，3-連
結グラフ Gが車輪グラフ以外の 3-連結グラフ H をマイナーとして持つための必要十分
条件は，Gが H から辺の追加と 3-頂点分割と呼ばれる変形を繰り返して得られることで
あると述べられる。その後，この定理は “Negami’s Splitter Theorem”と呼ばれるように
なり，グラフ・マイナーの理論の先駆的な仕事として認知されている。
グラフ・マイナーの理論の中で最も重要なものは，Neil Robertsonと Paul D. Seymour

が証明した次の定理である。この定理の出典を 1つの論文としているが，それまでに公
表された膨大な量の議論の末に証明されたもので，Wagner予想として知られていた予
想を解決したものになっている。

定理 2 (グラフ・マイナー定理 [38]) マイナーを取る操作で閉じているグラフの族に対す
る極小の禁止マイナーは有限個である。

たとえば，平面的な被覆を持つグラフ全体はマイナーを取る操作で閉じた族になって
いる。したがって，平面的な被覆を持たないグラフの中でマイナー関係で極小なものは
有限個しかない。つまり，平面被覆予想はその有限個が上述した 32個と一致するかどう
かを問うている。特に，K1,2,2,2 がその有限個のうちの 1つなのかどうかを確定すること
が問題になっているのである。

5 部分的な解決
ここまでに述べたことはほぼ 20世紀中に起こったことであり，私が予想を提唱した頃
に考えていたスキームで展開された議論であった。その後に示された予想を支持する事
例を列挙しておこう。当然のことながら，予想の不成立を示唆する事例は存在しない。
以下ではグラフ G が平面的被覆 p : G̃ → G を持つと仮定する。まず，時系列に沿っ
て，その平面的被覆もしくは射影に関する条件を紹介する。その条件が満たされれば，基
底グラフ Gが射影平面的になることが証明されている。

• 群作用を伴う被覆である (Negami [23], 1988)　
これは被覆が正則の場合なので，定理 1のとおりである。特に，2重被覆は正則被
覆なので，それが平面的ならば，基底グラフは射影平面的になる [21]。近年の成果
と組み合わせると，ある程度の大きさの群作用があれば同様の事実が証明できる。
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• 射影が奇数重になっている (Archdeacon-Richter [3], 1990)

より正確には，非平面的グラフの平面的被覆は偶数重であることが示されている。
つまり，奇数重の被覆が平面的になるならば，G自体が平面的になる。

• いくつかの 2重被覆を合成したものになっている (Negami [27], 2000)

射影平面的グラフによる 2重被覆を持てば，基底グラフが射影平面的であるとい
う事実が本質的であり，それを繰り返し適用することで証明できる。実は，恩師・
本間龍雄先生の “Dehnの補題”の証明にインスパイアされてこれを思いついた。

• 10重以下の被覆になっている (Ota [36, 41], 2000+)

K1,2,2,2の 12重平面的被覆に想定される局所構造を分類し，四色問題の解法として
利用された放電法を模した手法によって矛盾を導くことで証明されている。

• 極大平面的になっている（Negami, 2000+ ）
これは被覆グラフが球面の三角形分割になっていることと同値である。その三角
形分割をもとに球面のオイラー数を計算することで，被覆が 2重または 6重であ
ることが容易にわかる。1つ前の結果から 6重の場合は排除できる。

• 2重被覆を経由する (Negami [29], 2003)

そのような 2n重被覆は (n, 2)-合成的であるという。K1,2,2,2 の 2重被覆が平面的
被覆を持たないことが示すことで，この事実が証明されている。3つ前の事実はこ
の事実から容易に導かれる。

• 2重射影平面的被覆になっている（Negami-Suzuki [30, 31], 2003）
これは，2-連結非平面的もしくは 3-連結なグラフの 2重射影平面的被覆が平面的
になるという事実による。つまり，G̃は 2重平面的被覆である。

• 二部グラフになっている (Negami [32], 2012+)

古くは G̃が 2重平面的被覆であり，二部グラフ（2色で色分けできる）ならば，G
はどの領域も偶角形になるように射影平面に埋め込み可能であることが示されて
いた [25, 26]。論文 [22] で導入された標準二部グラフ被覆 B(G) と 2 つ前の事実
を利用することで，G̃が 2重でなくてもよいことがわかる。

• 14重未満になっている (Annor-Nikolayevsky-Payne [1], 2023+)

第 35回位相幾何学的グラフ理論研究集会–TGT35において，Annorがこの事実を
アナウンスした。彼らは Archdeacon [4]が注目したK1,2,2,2が含むK4の平面的被
覆の構造に着目して，最小反例における “innermost”な構造を分類する手法を示し
ている。同様の面倒な議論を繰り返すことで，記録更新をする余地がある。

基底グラフに条件を課した形の研究はあまり見られないが，あえてまとめると次のよ
うになる。基底グラフ Gが以下の条件を満たし，さらに平面的な被覆グラフ G̃を持つな
らば，Gが射影平面的であることが結論できる。
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• 3-正則グラフになっている (Negami-Watanabe [28], 2002)

それはどの頂点の次数も 3 になっているグラフのことである。そのようなグラ
フが反例候補の中にあるかどうかを確認すれば, この事実が容易に証明できる。
頂点の次数が 4以下という条件に置き換えても，同様の議論ができるだろう。

• 特定された 16 種類以外のグラフになっている (Hlineny-Thomas [13], 2004)

K1,2,2,2 から Y -∆変形によって生成されるグラフをマイナーに持つグラフを精査
して，予想の反例にならないと結論できるものを排除した結果，16種類のグラフ
が残っている。現時点で最強の結果である。

グラフの被覆の定義では，射影 p : G̃ → Gが対応する頂点の近傍間の全単射（1対 1

対応）を誘導するとしているが，この “全単射”の部分を “全射”に置き換えて定義される
ものをグラフの分岐被覆と呼ぶことにする。また，G̃上の群作用に伴って生じる分岐被
覆を正則な分岐被覆と呼ぶ。すると，被覆の場合と同様の命題が成立する。

定理 3 (Kitakubo [16]) 連結グラフ Gが平面的な有限正則分岐被覆を持てば，Gは射影
平面に埋め込み可能である。

Mike Fellows [6]は情報科学的な文脈の中で，グラフの分岐被覆と同等の概念を定義し
て，グラフのエミュレーターと呼んだ。そして，北久保の定理を知ってかどうかは定かで
はないが，平面被覆予想と同じように，平面的なエミュレーターを持つグラフは射影平面
的だろうと予想した。しかし，Rieck-Yamashita [39]がK1,2,2,2 の平面的な分岐被覆を発
見したことで，Fellowsの予想は否定されている。
平面被覆予想の発展形として，他の閉曲面に埋め込み可能なグラフを考えてはどうか
と思う人もいるかもしれない。たとえば，論文 [11] ではそのようなことが議論されて
いるが，個人的にはあまり意味のないことのように思う。米国のシアトルで開催された
“Graph Structure Theory 1991”で Huneke [15]が平面被覆予想を紹介したときにもそう
いう一般化に関する質問が出ていたが，私はあえて関わらなかった。というのも，私は平
面被覆予想を提唱した当初から，そこに “現象の違い”を直観していたからだ。
球面は射影平面の普遍被覆でありコンパクトだが，球面と射影平面以外の閉曲面の普
遍被覆は R2 と位相同型であり，コンパクトではない。また，球面に埋め込み可能なグラ
フは射影平面にも埋め込み可能だが，トーラスに埋め込み可能でもクラインの壺に埋め
込み不可能なグラフがあるし，その逆のグラフもある。

6 ローテーション・コンパティブルな平面的被覆
ここまでの展開は，“ラスボス”であるK1,2,2,2 をいかに退治するか，もしくは，いかに
回避するかに注力した話だった。残念ながら最終的な攻略方法が見つけきれず，40年近
くが過ぎてしまった。そこで，初心に戻り，攻略の方向性を変えてみようと考えて，以下
のような試み [35]を行った。
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一般に，グラフの被覆 p : G̃ → Gはその基本群の部分群 H < π1(G) （正しくは，そ
の共役類）に対応して存在するので，それを添え字として付けて，pH : G̃H → Gと表す
ことにする。その被覆グラフ G̃H が球面 S2 に埋め込み可能であると仮定する。図 2の中
央部分がその状況を表している。もし H が π1(G)の正規部分群ならば，群 π1(G)/H が
G̃H に作用する。さらに，G̃H が 3-連結ならば，それは S2 に忠実に埋め込まれているの
で，群 π1(G)/H が S2 にも作用し，その作用で割って得られる楕円的軌道体 O2（右下）
に Gが埋め込まれることになる。
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図 2 証明のスキーム（論文 [33]より転用）

これが定理 1の証明の基本的なスキームだった。しかし，H が正規部分群でない場合
にはこのスキームはそのままでは動かない。そこで，G の正則被覆 pN : G̃N → G で，
その射影 pN が G̃H を経由するものを考える。つまり，射影 q : G̃N → G̃H が存在し，
pN = pH ◦ qとなる。そのような正則被覆が存在することは論文 [33]で示されており，そ
れは H を含む最小の正規部分 N ◁ π1(G)に対応している。しかし，G̃N が球面 S2 に埋
め込まれているわけではない。
そこで，G̃N が埋め込み可能な閉曲面 F 2 で, 商群 Γ = π1(G)/N が作用するものを作
りたい。それができれば，軌道体 O2 = F 2/Γの中に Gを埋め込めることになる。また，
トポロジー的な考察により，射影 p̄ : F 2 → O2 が S2 を経由することがわかり，O2 は楕
円的軌道体になるので，D2, S2, P 2 のいずれかと位相同型になる。これは Gが射影平面
的であることを意味している · · ·
「めでたしめでたし」と言いたいところだが，上の議論にはある重大なことが隠されて
いる。それは F 2 が期待どおりに構成できるのかという問題である。S2 上に埋め込まれ
た G̃H の領域（面）は 2-胞体なので，そのコピーまたは中心を分岐点とする分岐被覆（こ
れも 2-胞体である）を G̃N に貼り付けていけば，閉曲面 F 2自体は作ることができる。し
かし，そうして構成した F 2に群 Γが期待どおりに作用するかどうかが一般には保証でき
ない。もちろん，F 2 に埋め込まれた G̃N の部分には Γは作用するが，その作用を F 2 全
体に拡張できるかどうかが自明ではない。
実際，群 Γの G̃N への作用が F 2に拡張可能となるためには，次の条件が満たされなけ
ればならない。その詳細は後述する。
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補題 4 (Negami [35]) 上述の群 Γの作用が F 2 に拡張するための必要十分条件は，球面
上の G̃H がローテーション・コンパティブルに埋め込まれていることである。

連結グラフ G の平面的被覆 G̃H が球面 S2 に埋め込まれているとする。その S2 上に
１つの向きを定め，“時計回り”と呼ぶ。一般に，そのように向きが定められた S2 に埋め
込まれたグラフの各頂点 v に対して，その隣接点の並びを時計回りに読んで得られる円
順列を v のまわりのローテーションという。基底グラフ Gの頂点 v ∈ V (G)に射影され
る G̃H の頂点のまわりのローテーションは自然にN(v)上の円順列を誘導するので，ロー
テーションどうしを比較することができる。

図 3 ローテーション・コンパティブルなK3,3 の平面的被覆

図 3は 2つの独立点集合 {1, 2, 3}と {a, b, c}を持つ完全二部グラフK3,3 の 4重平面的
被覆の S2 への埋め込みを示している。球面 S2 上には通常の意味で “時計回り”が定めら
れており，同じラベルの頂点は共通の頂点に射影される。たとえば，ラベル aが付された
4つの頂点は K3,3 の頂点 aに射影される。そして，黒い aのまわりでローテーションを
読むと (123)であり，白い aのまわりではその逆の (321)になっている。他のラベルにつ
いても同様であり，このK3,3 の 4重平面的被覆は次の条件を満たしている。

条件 1: 同じ頂点 v ∈ V (G)に射影される頂点のまわりのローテーションは共通で
あるか，その逆になっている。

次に，辺の両端に注目してみよう。たとえば，辺 1bに射影される辺にはその両端が黒
黒になっているものがある。これはその両端の頂点に誘導されているローテーションが
同じ向き（同調）であることを意味している。1bの他の辺についても，その両端は黒黒ま
たは白白であり，すべて同調である。一方，辺 1aに射影される辺の両端は黒白になって
おり，すべて非同調である。したがって，図 3の平面的被覆は次の条件を満たしている。

条件 2: 基底グラフ Gの同一の辺に射影される辺の両端のローテーションはすべ
て同調であるか，すべて非同調になっている。
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球面に埋め込まれた平面的被覆 G̃H に対して条件 1および条件 2が成り立つとき，そ
の埋め込みはローテーション・コンパティブルであるという。次の定理は補題 4より直
ちにわかる。

定理 5 (Negami [35]) 連結グラフ Gの平面的被覆が球面にローテーション・コンパティ
ブルに埋め込み可能ならば，Gは射影平面的である。

特に，平面的被覆 G̃H が 3-連結な正則被覆ならば，G̃H = G̃N となり，それはローテー
ション・コンパティブルである。また，論文 [35]では，同じ頂点に射影される頂点どう
しの距離がある程度大きいと，ローテーション・コンパティブルになることも証明されて
いる。その応用として，平面的被覆 G̃を平面に埋め込んだときに，個々の領域の境界が
ある程度短い閉路になっていれば，Gが射影平面的になることも示されている。
しかし，ローテーション・コンパティブルでない平面的被覆の埋め込みはいくらでも構
成することができる。だとしても，適当な変形操作によって，それらをローテーション・
コンパティブルなものに修正できるのではないだろうか？また，ローテーション・コン
パティブルに埋め込み可能な平面的被覆を持つという性質はマイナーに関して閉じてい
る [35]。そうならば，まずは非平面的グラフがマイナーとして含んでいる K5 や K3,3 の
平面的被覆について調べてみるべきだろう。

7 有限被覆全体を考える
私はここ近年，連結グラフGの有限被覆全体 C̃(G)が作る “束”について考察している。

2つの被覆 pi : G̃i → Gに対して，被覆射影 q : G̃2 → G̃1 が存在し，p2 = p1 ◦ qとなると
きに G1 ≤ G2 と定義すれば，C̃(G)がこの “≤”を順序とする半順序集合になることは明
らかだろう。基底グラフ Gはその半順序集合の中の最小元であるが，C̃(G)は有限被覆の
みを含んでおり，普遍被覆を含まないので，最大限は存在しない。
さらに，2つの被覆に対する上限 G̃1 ∨ G̃2 と下限 G̃1 ∧ G̃2 が存在することもほぼ明ら
かな気もするが，私はそれらを具体的に構成する組合せ的な方法を明らかにした。それ
を利用して，いろいろな実験や考察ができるようになる。
たとえば，与えられた平面的被覆 G̃は 2重被覆を経由するのだろうか？もしそれが確
認できれば，5節で述べたことから，基底グラフ Gが射影平面的であることが結論でき
る。そして，それを確認するには，2重被覆D1, D2, . . .を生成して，G̃ ∨Di = G̃が成立
するかどうかを試せばよい（[34]参照）。しかし，残念ながら，私は 2重被覆を経由しな
いK3,3 の 4重平面的被覆を見つけてしまった。
他にも被覆グラフが作る束 C̃(G)の構造を利用して平面被覆予想に挑戦する方法がある
かもしれないが，それは未来に属する事柄です。

平面被覆予想を創出した当初より親しくしていただき，海外への扉を開いていくれた
故 Dan Archdeacon氏（1954–2015）に本稿を捧ぐ—
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[10] P. Hliněný, “Planar covers of Graphs: Negami’s conjecture”, Ph.D. Dissertation, Georgia

Institute of Technology, 1999
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