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序章
シャドウとは, 4次元多様体に埋め込まれた 2次元の多面体で然るべき条件を満たすも
のであり, 3次元および 4次元多様体の組み合わせ的な表示を与える. シャドウは 3次元
多様体や絡み目の量子不変量の研究を目的として Turaev により導入されたが [33, 34],

後に Costantino により量子トポロジー以外の分野へのいくつかの応用が提案された
[5, 9, 10]. 特に, [6] において Costantino はシャドウを用いてシャドウ複雑度と呼ばれる
3次元多様体および 4次元多様体の不変量を定義した. これはシャドウの持つ特別な頂点
(真頂点という) の個数の最小値として定義される非負整数値の不変量であり, 4次元の場
合には本質的に多様体の微分構造に依存する量であることが知られている [19]. 本稿で
は, この 4次元多様体のシャドウ複雑度に焦点を当て,

• シャドウ複雑度を用いた 4次元多様体の分類問題
• シャドウ複雑度と 4次元多様体の他の不変量との比較

という 2つの問題について, 筆者の結果を中心に解説する.

1 準備
すべての多様体はコンパクト, 連結, 滑らか, 向き付けられているものとする. また, ∼=

で微分同相を表すこととする. 単体分割可能な位相空間対 A ⊂ B に対して, A の B に
おける正則近傍を Nbd(A;B) と表記する. 閉 n次元多様体 W と整数 k に対し, kW と
いう記号によって, k > 0 のとき W の k 個のコピーの連結和, k = 0 のとき n 次元球面
Sn, k < 0 のとき W の向きを反転させた多様体の |k| 個のコピーの連結和を表すものと
する. M が境界付き n次元多様体の場合も, kM を境界連結和を表す記法として同様に
解釈する. ただし, k = 0 のときは n 次元球体 Bn を表すものとする.

1.1 単純多面体
ここではまず単純多面体とシャドウに関して概説する. X を連結, コンパクトな位相空
間とする. 各点 x ∈ X の正則近傍 Nbd(x;X) が図 1 の (i)-(iv) のいずれかと同相である
とき, X を単純多面体 (simple polyhedron)という. (iii)型の点を真頂点 (true vertex)と
いう. (ii)型および (iii)型の点全体の集合を X の特異集合 (singular set) といい, S(X)

(i) (ii) (iii) (iv)

図 1 単純多面体の局所モデル.
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で表す. この特異集合 S(X) は円周または 4価グラフらの非交和である. S(X) から真頂
点を除いた集合の各連結成分を三重線 (triple line) といい, X \ S(X) の各連結成分を領
域 (region) という. 直ちに分かるように, 各領域はあるコンパクトな曲面からいくつか
の点 (0 個も許す) を除いたものと同相である. 領域すべてが開円板であるような単純多
面体は特殊 (special) であるといい, 特にこのとき X を特殊多面体 (special polyhedron)

という. (iv)型の点全体の集合を X の境界 (boundary) といい, ∂X と書く. 境界が空で
ある場合は, X は閉 (closed) であるという.

例 1.1. (1) 任意のコンパクトな曲面は, それ自身が唯 1つの領域であるような単純多
面体である.

(2) 2次元円板 D, D′ に対し, はめ込み i : ∂D′ → IntD を考える. ただし, 多重点は
横断的な二重点のみであるとする. このとき, D ∪i D

′ は単純多面体である. この
境界は ∂D, 特異集合は i(∂D′), 真頂点は i の二重点である.

1.2 4次元多様体のシャドウ
定義 1.2. M を境界付き 4次元多様体とする. M に局所平坦 *1かつ X ∩ ∂M = ∂X を
満たすよう埋め込まれた単純多面体 X が存在し, M が X に縮約する *2とき, X を M

のシャドウ (shadow) という.

例 1.3. (1) コンパクトな曲面を底空間とする円板束に対し, その切断は全空間である
境界付き 4次元多様体のシャドウと見なせる.

(2) 4次元球体の境界内の結び目 K に沿った 2-ハンドルの接着により得られる境界付
き 4 次元多様体 M を考える. K の 2次元円板 D への正則射影に対し, 例 1.1 (2)

の方法で得られる単純多面体は M のシャドウとして M に埋め込める.

(3) 任意の 4次元 2-ハンドル体 *3はシャドウを許容する.

序章で述べたように, シャドウは量子不変量の研究を目的として Turaev により導入さ
れた [33, 34]. 本稿ではシャドウを用いた量子不変量の研究について詳しく触れないが,

これらの研究については例えば [2, 3, 7, 8, 13, 30, 32] などを参照してほしい.

4次元多様体に埋め込まれた閉曲面は, その法束の Eular 数によって埋め込みの情報が
記述される. 一般のシャドウの埋め込みを記述するために, この考えを拡張したグリーム
(gleam) と呼ばれる概念がある. 具体的には, 各領域に対する半整数の割り振りとして与
えられる. 詳しくは [34, 4] を参照のこと. グリームを備えた単純多面体 (X, gl) をグリー
ム付き多面体 (shadowed polyhedron) という. 混乱がない場合は (X, gl) は単に X と表
記する.

定理 1.4 (Turaev [34]). グリーム付き多面体 X に対し, X をシャドウとするような境界
付き 4次元多様体を微分同相による違いを除き唯 1 つ指定する写像が存在する.

この定理において, グリーム付き多面体から境界付き 4次元多様体への対応を Turaev

の再構成 (Turaev reconstruction) という. グリーム付き多面体 X に対して Turaev の

*1 各 x ∈ X に対し, 滑らかに埋め込まれた 3 次元球体 B ⊂ M が存在し, Nbd(x;X) ⊂ B であるとき, X

は M 内で局所平坦 (locally-flat) であるという.
*2縮約 (collapse) とは, 本来単体的複体に対する用語である. ここでは, M の微分構造に対応する三角形分割
の縮約を考えている.

*3指数が高々 k までのハンドルらへの分解を持つ境界付き n次元多様体を n次元 k-ハンドル体という.
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再構成によって得られる境界付き 4次元多様体を MX と表記する. これも, 本来であれば
M(X,gl) と表記すべきであるが, 混乱がない場合はしばしば略す.

例 1.5. 閉曲面X にグリームとして整数 n を備え, グリーム付き多面体としたとき, 対応
する境界付き 4次元多様体 MX は, X 上の円板束で Euler 数が n であるものである.

グリーム付き多面体 X に対して, ある k ∈ Z≥0 が存在し MX の境界の 3次元多様体
が k(S1 × S2) と同相であったとき, k(S1 × B3) を MX の境界に沿って接着することで
閉 4次元多様体W が得られる. このとき, X は W のシャドウと呼ばれる. グリームを
用いずに述べれば, 次のような定義になる.

定義 1.6. 閉 4 次元多様体 W に局所平坦に埋め込まれた単純多面体 X に対し, ある
k ∈ Z≥0 が存在し, W \ IntNbd(X;W ) が k(S1×B3) と微分同相であったとき, X を W

のシャドウ (shadow) という.

定理 1.7 (Turaev [34]). 任意の閉 4次元多様体はシャドウを許容する.

閉 4次元多様体 W とそのシャドウ X があったとき, その埋め込みから X のグリーム
glも定まる. Turaev の再構成と Laudenbach, Poénaru の結果 [17]により, グリーム付
き多面体は閉 4次元多様体の表示として機能する.

2 4次元多様体のシャドウ複雑度
定義 2.1. X は単純多面体, W はシャドウを許容する 4次元多様体とする.

(1) X が有する真頂点の個数を c(X) と書き, X の複雑度 (complexity) という.

(2) W のシャドウ複雑度 sc(W ) (shadow-complexity) を W のすべてのシャドウの複
雑度の最小値として定義する.

(3) W の特殊シャドウ複雑度 scsp(W ) (special shadow-complexity) を W のすべて
の特殊シャドウの複雑度の最小値として定義する.

定理 1.7により, シャドウ複雑度と特殊シャドウ複雑度は閉 4次元多様体の非負整数値
の不変量である. また, 定義より任意の閉 4次元多様体 W に対して sc(W ) ≤ scsp(W ) と
いう関係が成り立つ. これらの概念は Costantino により導入された [6].

2.1 特殊シャドウ複雑度に関する分類
定理 2.2 (Costantino [6]). W を閉 4次元多様体とする.

(1) scsp(W ) = 0 であることの必要十分条件は, W が S4, ±CP2, S2 × S2, ±2CP2 ま
たは CP2#CP2 のいずれかと微分同相であることである.

(2) scsp(W ) = 1 であるようなW は存在しない.

この定理の証明の概要は以下の通りである. X を c(X) = 0 (または c(X) = 1) の特殊
多面体として, その上の任意のグリームを考え MX を構成する. このとき, ある k ≥ 0 が
存在し MX の境界 ∂MX が k(S1 × S2) と微分同相であれば, 3-, 4-ハンドルの接着によ
り閉 4次元多様体が得られる. この方法で得られる閉 4次元多様体らを分類すれば十分で
ある. しかし実際には, ∂MX が k(S1 × S2) と微分同相になるという条件は非常に大きな
制約であり, この条件の特定が証明の主要部となる.

特殊シャドウ複雑度が 2 以上の場合については, 次の結果がある.
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図 2 S1 × S2 ⊂ S1 × S3 内の絡み目 L0
1, . . . , L

0
6.

定理 2.3 (直江 [26]). 任意の正整数 k に対し, scsp(k(S1 × S3)) = k + 1.

この事実と定理 2.2 と合わせて, scsp は 1を除く 0 以上の整数全体への全射であるこ
とが分かる. なお, 本稿執筆時点で, 特殊シャドウ複雑度が 2である閉 4次元多様体はす
べて決定されていない. また, 特殊シャドウ複雑度が 3以上の場合で, その値が具体的に
決定されている 4次元多様体は定理 2.3の他に知られていない.

Martelli は境界付き 4次元多様体 k(S1 × B3)の境界の絡み目を固定した際, その絡み
目に沿って (適切な枠で) 2-ハンドルを接着し, さらに 3-, 4-ハンドルを接着し得られるよ
うな閉 4次元多様体は微分同相による違いを除き高々有限個であることを示した [18]. こ
の結果から直ちに次が従う.

定理 2.4 (Costantino [6]). 任意の非負整数 nに対し, scsp(W ) ≤ n となる閉 4次元多様
体 W は微分同相による違いを除き高々有限個である.

なお, シャドウ複雑度 sc については定理 2.4 のような有限性は成り立たない.

2.2 シャドウ複雑度 0の閉 4次元多様体
ここでは, Martelli [19] のシャドウ複雑度 0の閉 4次元多様体に関する結果を紹介する.

境界が S1×S2 の非交和であるような境界付き 4次元多様体をブロックという. ブロッ
クの集合 S に対し, S に属するブロックらのコピーを境界同士で貼り合わせて得られる
閉 4次元多様体を S で生成されるグラフ多様体という.

各 i ∈ {1, . . . , 6} に対し, L0
i を図 2 に示す S1 × S2 ⊂ S1 × S3 内の絡み目とし,

M0
i := (S1 × S3) \ ν(L0

i ) とおく. さらに,

S0 = {S2 ×D2, S2 × P, M0
1 , . . . ,M

0
6}

とする. ただし, P はパンツ (S2 から開円板を 3つ取り除いて得られる曲面) である.

定理 2.5 (Martelli [19]). W を閉 4 次元多様体とする. このとき, sc(W ) = 0 である
ことの必要十分条件は, S0 で生成されるあるグラフ多様体 W ′ とある整数 k が存在し
W ∼= W ′#kCP2 であることである.

さらに, Martelli は sc(W ) = 0 かつ基本群が有限であるような閉 4次元多様体 W も
すべて決定しており, 特に単連結の場合は S2 × S2, CP2, CP2 らの任意有限個のコピー
の連結和と微分同相であることを示している. なお, CP2#kCP2 と同相だが微分同相で
ないような 4次元多様体の存在はよく知られており (例えば, ごく一部だが [1, 29, 31]),

そういった多様体らはすべてシャドウ複雑度が 1以上ということになる. このことから,

シャドウ複雑度は本質的に 4次元多様体の微分構造に依存した量であることが分かる.

2.3 (連結) シャドウ複雑度 1の閉 4次元多様体
次に考えるべきは sc(W ) = 1 であるような閉 4次元多様体の分類である. Martelli の
定理 2.5 の類似として安直に次が期待できるであろう.
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予想 2.6. W を閉 4次元多様体とする. このとき, sc(W ) ≤ 1 であることの必要十分条件
は, S0 を含むあるブロックの集合 S で生成されるあるグラフ多様体 W ′ とある整数 k が
存在し W ∼= W ′#kCP2 であることである.

これを証明しようとすると, いくつかの技術的な難しさに気付く. その 1 つが連結
和に関する問題である. S0 により生成されるグラフ多様体全体の集合は, 実は連結和
で閉じている. 一方, シャドウ複雑度は連結和に関して劣加法的に振る舞う. つまり,

sc(W ) = sc(W ′) = 1 なる (S で生成される) グラフ多様体 W, W ′ に対し, W#W ′ もま
た (S で生成される) グラフ多様体だが sc(W#W ′) = 2 となるが可能性がある. この問
題を回避するために, [15] において次が導入された.

定義 2.7. X は単純多面体, W はシャドウを許容する 4次元多様体とする.

(1) X の特異集合の各連結成分に含まれる真頂点の個数の最大値を c∗(X) と書き, X

の連結複雑度 (connnected complexity) という.

(2) W の連結シャドウ複雑度 sc∗(W ) (connnected shadow-complexity) を W のすべ
てのシャドウの連結複雑度の最小値として定義する.

定義から 0 ≤ sc∗(W ) ≤ sc(W ) が直ぐに分かる. また, sc∗(W ) = 0 と sc(W ) = 0 は同
値である. さらに,閉 4次元多様体W, W ′に対し, sc∗(W#W ′) ≤ max{sc∗(W ), sc∗(W ′)}
が成り立ち, グラフ多様体を扱う上で都合が良い.

sc∗(W ) ≤ sc(W ) であることから, sc∗ は sc より粗い不変量になっているが, 次の定理
により, sc∗ は確かに “複雑さ”を測る指標であると言える.

定理 2.8 (古宇田-Martelli-直江 [15]). 任意の整数 n に対し, sc∗(W ) ≥ n を満たす閉 4

次元多様体 W が存在する.

この定理の証明には, 任意の有限表示群が 4次元多様体の基本群として実現できること
と, Freedman による群の幅 [11]という概念が用いられている.

今一度, 定理 2.5 を思い出す. この定理に現れる S0 の各ブロックは, 実は c(X) = 0 で
あるような単純多面体 X を分解して得られる “多面体の基本パーツ”らに由来している.

そこで, 唯 1 つの真頂点を持つ特異集合の近傍に対応する “多面体の基本パーツ”を考え
ると, さらに 11種類追加で現れる. これらに対応するブロック M1

1 , . . . ,M
1
11 は, それぞ

れ図 3に示される 2(S1 × S2) ⊂ 2(S1 × S3) 内の絡み目 L1
i (i ∈ {1, . . . , 11}) の管状近傍

の補空間 M1
i = 2(S1 × S3) \ ν(L1

i ) として定まる. ここで,

S1 = S0 ⊔ {M1
1 , . . . ,M

1
11, (RP

3 × S1) \ ν(RP1 × {pt.})}

とする.

定理 2.9 (古宇田-Martelli-直江 [15]). W を閉 4次元多様体とする. このとき, sc∗(W ) ≤ 1

であることの必要十分条件は, S1 で生成されるあるグラフ多様体 W ′ とある整数 k が存
在し W ∼= W ′#kCP2 であることである.

S1 で生成されるグラフ多様体は, ほとんど 2-ハンドル体のダブルであるが, RP3 × S1

は実はそうではない (このことから, 実は sc∗(RP3 × S1) = sc(RP3 × S1) = 1 であ
ることも分かる). S1 は, S0 のブロック, 多面体に由来する 11 個のブロックの他に
(RP3 × S1) \ ν(RP1 × {pt.}) という例外的なブロックが必要であり, これを見つける点
に定理 2.9 の難しさがある. また, 4次元多様体のブロックへの分解を見つけるため, 論文
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3 L1
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8

L1
9 L1

10 L1
11

図 3 (S1 × S2)#(S1 × S2) ⊂ (S1 × S3)#(S1 × S3) 内の絡み目 L1
1, . . . , L

1
11.

では 11 種類の絡み目 L1
1, . . . , L

1
11 の例外的手術 *4 の分類を行っている. この定理をさら

に sc∗(W ) ≤ 2 の場合に拡張しようと考えた場合, 同様に絡み目の例外的手術の分類が必
要となるが, 追加で考えるべき絡み目は 170 種類 *5 に上る. ちなみに, S1 で生成される
グラフ多様体には, 例えば次のような閉 4次元多様体は現れない;

• 交差形式がmE8 ⊕ n
[
0 1
1 0

]
(m ̸= 0) であるもの;

• 符号数が 0で, ダブルでないもの;

• 非球面的 (aspherical) であるもの.

したがって, 例えば K3 曲面, 4次元トーラス T 4, 双曲 4次元多様体などの (連結) シャド
ウ複雑度は少なくとも 2以上であり, これらを決定することは興味深い問題として残され
ている.

3 シャドウ複雑度と他の不変量との比較
この章の初めに, まず 3 次元多様体のシャドウ複雑度に関して簡単に紹介しておきた
い. 閉 3次元多様体 N に対し, ∂M ∼= N となるような境界付き 4 次元多様体 M がシャ
ドウ X を許容するとき, この X を N のシャドウという. この定義のもと, 3次元多様
体に対しても同様にシャドウ複雑度が定義される. Costantino と Thurston は 3次元多
様体のシャドウ複雑度が双曲構造や安定写像と密接な関係を持つことを見出し [10] , こ
れによりシャドウ複雑度の幾何的な解釈が進んだ (石川, 古宇田 [14] も参照してほしい).

具体的には, ある正の定数 C,C ′ が存在し, 任意の 3次元多様体 N に対し,

C∥N∥ ≤ sc(N) ≤ C ′∥N∥2

が成り立つことが示された. ここで, ∥N∥ は N の単体的体積である. このことから, 3次
元多様体 N のシャドウ複雑度が 0であることと N がグラフ多様体であることが同値で
あることも分かる. また, これらの事実を用いて, 境界付き 4次元多様体のシャドウ複雑
度の評価も行われている [24, 25].

さて, 本章の主題はシャドウ複雑度と 4次元多様体の他の不変量との関係についてであ

*4Costantino-Thurston [10] の結果により, これらの絡み目は 2(S1 × S2)内の絡み目として双曲的である.
*5 [16] で真頂点の個数が 2の特殊多面体がすべてリストアップされている. それらがちょうど 170個ある.
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図 4 安定化に用いる S4 の種数 1のトライセクション図式.

る. 筆者の知る限り, このような観点での研究は [27] に先立つものは見当たらない. ここ
では, 直江-小川 [27] により得られた, 4次元多様体のシャドウ複雑度とトライセクション
種数の関係について解説する.

3.1 トライセクション
定義 3.1. W を閉 4次元多様体とする. ある整数 g, k1, k2, k3 ∈ Z≥0 に対し, 次を満たす
ような W の分解 W1 ∪W2 ∪W3 が存在したとする;

• 各 i ∈ {1, 2, 3} に対し, Wi
∼= ki(S

1 ×B3);

• 各 i, j ∈ {1, 2, 3} に対し, i ̸= j ならば Wi ∩Wj
∼= g(S1 ×B2);

• W1 ∩W2 ∩W3
∼= g(S1 × S1) (すなわち, 種数 g の有向閉曲面).

このような分解 T を W のトライセクション (trisection) という. また, 曲面 Σ =

W1 ∩W2 ∩W3 を中心曲面 (central surface) といい, その種数 g(T ) = g を T の種数
(genus) という.

トライセクションは Gay と Kirby によって導入された. 彼らは, 4次元多様体 W から
R2 へのある種の可微分写像の特異点の変形を介し, 次の定理を示している.

定理 3.2 (Gay, Kirby [12]). 任意の閉 4次元多様体はトライセクションを許容する.

次に, トライセクション図式を紹介する. 中心曲面 Σ は, ∂(W1 ∩W2) = ∂(W2 ∩W3) =

∂(W3 ∩W1) とも見なせる. W1 ∩W2, W2 ∩W3, W3 ∩W1 はそれぞれ種数 g の 3次元
1-ハンドル体であるため, 各々が完備メリディアン円板系を持つ. その境界を Σ に描き込
んだものがトライセクション図式 (trisection diagram) である. トライセクション図式は
閉 4次元多様体を微分同相の違いを除き一意的に復元し, 4次元多様体の表示として機能
する.

トライセクション図式に対し, 図 4 のいずれかの図式との連結和を取るといった操作
を安定化 (stabilization) と呼ぶ. この安定化は, トライセクションの種数を 1つ増やしつ
つ, 対応する 4次元多様体の微分同相類を変えない操作になっている [12, 21]. また, 安定
化の逆操作を非安定化 (destabilization) という.

3.2 トライセクション種数
定義 3.3. 閉 4次元多様体 W のトライセクションの種数の最小値を g(W ) と書き, W の
トライセクション種数 (trisection genus) という.

g(S4) = 0, g(CP2) = g(CP2
) = g(S1 × S3) = 1 であり, g ≤ 1 の閉 4次元多様体はこ

れらに限ることは容易に分かる. g = 2 の場合は, Meier と Zupan によって分類が行わ
れ, S2 × S2 あるいは g = 1 の閉 4次元多様体 2つの連結和のみであることが証明された
[22]. g ≥ 3 の場合の分類は完了していないが, Meier によって次が予想されている.
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予想 3.4 (Maier [20]). g(W ) = 3 であるような閉 4次元多様体W は, g ≤ 2 の閉 4次元
多様体らの連結和で得られるものの他に, Lp または L′

p (p ∈ Z≥2) に限る.

ただし, Lp, L
′
p はそれぞれレンズ空間 L(p, 1) のスパン多様体, 捻れスパン多様体であ

る. p が偶数の場合は Lp ̸∼= L′
p であり, p が奇数の場合は Lp

∼= L′
p である [28].

3.3 ハンドル分解から得られるトライセクション
閉 4次元多様体W のハンドル分解からトライセクションを構成することができる. 簡
単のため, ハンドル分解は, 0-ハンドルと 4-ハンドルをちょうど 1つずつ有し, 各ハンド
ルは自身よりも指数が低いハンドルらの境界に接着されているものとする. ここで, H01

として 0-,1-ハンドルらの和集合, H2 として 2-ハンドルらの和集合, H34 として 3-,4-ハ
ンドルらの和集合を表すことにする. また, L ⊂ ∂H01 を 2-ハンドルの接着円周からなる
絡み目とし, τ を L の解消トンネル *6とする. このとき,

W1 = H01 \ IntNbd(L ∪ τ ;W ),

W2 = H2 ∪ Nbd(L ∪ τ ;W ),

W3 = H34 \ IntNbd(L ∪ τ ;W )

と定義すると, これらは W のトライセクションを与える [23]. このときの中心曲面は,

∂Nbd(L ∪ τ ; ∂H01) と同一視できる. また, 2-ハンドルの枠の情報からトライセクション
図式を具体的に描くこともできる.

3.4 加重シャドウ複雑度
単純多面体 X の複雑度 c(X) は, その真頂点の個数として定義されていた. つまり, 謂

わば c(X) とは “特異集合の複雑さ”である. 一方で, [27] では “領域の複雑さ”も考慮に
入れた加重複雑度 cr(X) が導入された.

定義 3.5. 実数 r ≥ 0 を固定する.

(1) 単純多面体 X に対し, X が閉曲面でないときは

cr(X) = c(X) +
∑
R:領域

r(1− χ(R)).

とし, X が 2次元球面 S2 に同相であるときは cr(X) = 0 として X の r-加重複雑
度 cr(X) (r-weighted complexity) を定義する.

(2) 閉 4 次元多様体 W の r-加重シャドウ複雑度 scr(W ) (r-weighted shadow-

complexity) を W のすべてのシャドウの r-加重複雑度の最小値として定義
する.

注意 3.6. (1) S2 以外の閉曲面は閉 4 次元多様体のシャドウになり得ないため, それ
らに対しては加重複雑度を定義していない.

(2) X が閉曲面でない場合, 領域 R 内に適切に弧をいくつか取ると, これに沿って R

を切り開くことで円板が得られる. このような弧の成分数はちょうど 1− χ(R) で
ある. そのような弧らの和集合を X の切断系という.

*6 閉 3次元多様体 N と, 絡み目 L ⊂ N に対し, L の解消トンネル τ とは, L に端点を置く線分らの N への
埋め込みであり, Nbd(L ∪ τ ;N) と N \ IntNbd(L ∪ τ ;N) が N の Heegaard 分解を与えるものである.
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scr(W ) は閉 4次元多様体の不変量であり, {m+ rn | m,n ∈ Z≥0} に値を取る. この新
たな不変量と, シャドウ複雑度, 特殊シャドウ複雑度, 連結シャドウ複雑度の比較は次の
通りである.

命題 3.7 (直江-小川 [27]). W を閉 4次元多様体とし, 実数 r, r′ を 0 < r < r′ とする.

(1) sc∗(W ) ≤ sc(W ) ≤ scr(W ) ≤ scr′(W ) ≤ scsp(W ).

(2) sc(W ) = sc0(W ).

(3) r ≥ 2 のとき, scr(W ) = scsp(W ).

また, scr は定理 2.4 と同様の有限性をもつ. つまり, 任意の実数 r > 0, a ≥ 0 に対し,

scr ≤ a となる閉 4次元多様体全体は微分同相による違いを除き高々有限個である.

3.5 トライセクション種数の評価
第 3.3 節で説明した方法を応用し, シャドウからトラセクション T を構成することが
できる. まず, X を閉 4次元多様体W のシャドウ, T を S(X) の極大木とし, Γ を X の
切断系とする. これらから, W のハンドル分解が 1つ指定できる. この分解における 2-ハ
ンドルの接着円周を L2 とすると, S(X) \ T の各連結成分に対し 2 本, Γ の各連結成分
に対し 1 本のトンネルを用意することで L2 の解消トンネル τ を与えることができる. T

は S(X) の極大木であるため, S(X) \ T の連結成分数は rankπ1(S(X)) = c(X) + 1 に
等しい. 一方で, Γ の成分数は

∑
R:領域

(1− χ(R)) に等しい. 以上より, このときの解消トン

ネル τ の成分数は

2(c(X) + 1) +
∑
R:領域

(1− χ(R)) = 2 + 2

c(X) +
1

2

∑
R:領域

(1− χ(R))


= 2 + 2c1/2(X)

となる. さらに, このときのトライセクション T の種数は, 簡単な計算から τ の成分数に
1を加えたものであることが分かるため,

g(W ) ≤ 3 + 2c1/2(W )

が得られる. ここから, シャドウの領域の形状に関する場合分けを行い, トライセクショ
ンの非安定化が必ず 1度は行えることが示せる. 命題 3.11 と合わせて次が得られる.

定理 3.8 (直江-小川 [27]). 任意の実数 r ≥ 1
2
と任意の閉 4 次元多様体 W に対して,

g(W ) ≤ 2 + 2scr(W ) が成り立つ.

3.6 計算例と最良性
k を 1 以上の整数として, 以下のように単純多面体 Xk を定義する. k = 1 のときは,

X1 = S2. k ≥ 2 のとき, S2 に k− 1 個の互いに交わらない単純閉曲線の族 C1, . . . , Ck−1

をとる. ただし, S2 \ (C1 ⊔ · · · ⊔Ck−1) は 2 つの円板と k− 2 個のアニュラスに分かれる
ものとする. ここで, 各 i ∈ {1, . . . , k − 1} に対し, 円板 Di の境界が Ci に一致するよう
S2 に Di を貼り付ける. こうして得られる単純多面体 S2 ∪ (D1 ∪ · · · ∪Dk−1) を Xk とす
る. 図 5 を見よ. このとき, 簡単な計算により c1/2 = max

{
0, k−2

2

}
であることが分かる.

整数 k1, k2, k3 ≥ 0 を 2k1 + k2 + k3 = k となるよう選ぶ. このとき, 単純多面体 Xk は
k1(S

2 × S2)#k2CP2#k3CP
2 にシャドウとして埋め込むことができる. さらに, これによ

り次が成り立つ.
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図 5 単純多面体 Xk.

(s1) (d1) (d2) (d3) (d4)

図 6 c1/2 = 0の単純多面体のエンコードグラフ.

(a1) (a2) (a3) (a4)

(a5) (a6) (a7) (a8)

(a9) (a10) (a11) (a12)

(a13) (a14) (a15) (a16) (a17)

(m1) (m2) (m3) (m4) (m5)

図 7 c1/2 =
1
2 の単純多面体のエンコードグラフ.

命題 3.9. sc1/2

(
k1(S

2 × S2)#k2CP2#k3CP
2
)
= max

{
0, 2k1+k2+k3−22

}
注意 3.10. (1) kCP2 のシャドウ Xk を考えれば, 0 ≤ r < 1

2
に対しても scr(kCP2) ≤

max {0, (k − 2)r} であることが分かる. 一方で, g(kCP2) = k であるため, kCP2

は k ≥ 3, 0 ≤ r < 1
2
に対して g(W ) > 2 + 2scr(W ) である. すなわち, 定理 3.8

の不等式が成り立つための r は 1
2
以上である必要がある.

(2) p = 2+2q を満たす任意の (p, q) ∈ Z≥0× 1
2
Z≥0 に対し, g(W ) = p, q = sc1/2(W )

を満たす閉 4 次元多様体 W が存在する. なお, g は 0以上の整数, sc1/2 は 0以上
の半整数すべてに値を取りうることに注意する. とくに, 命題 3.9 の多様体はすべ
てこの性質を満たす.

以上の意味で, 定理 3.8の不等式 g(W ) ≤ 2 + 2sc1/2(W ) は最良であると言える.

3.7 加重シャドウ複雑度が低い閉 4次元多様体の分類
最後に, 定理 3.8 と注意 3.10 を踏まえ, r = 1

2
の状況に着目し, 加重シャドウ複雑度に

関する閉 4次元多様体の分類問題を考える.

図 6, 図 7 にそれぞれ 1
2
-加重複雑度が 0の単純多面体, 1

2
-加重複雑度が 1

2
の単純多面

体を示した. なお, これらはエンコードグラフ *7と呼ばれる [19] で導入された方法で単純

*7 単純多面体を単純閉曲線らに沿っていくつかの基本的なピースに分解し, その各ピースに対して頂点を用意
し, 単純閉曲線で貼り合うピースに対応する頂点同士を辺で結ぶことで得られるグラフである. 各頂点はピー
スを特定させるため描き分けを行っている.
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多面体を表している. これらの単純多面体 X にグリームを任意に与え, Turaevの再構成
により境界付き 4次元多様体 MX を構成し, その境界が k(S1 × S2) となるような場合を
特定する. さらに, 4次元多様体を Kirby 図式で表し Kirby 計算を行うことで, 4次元多
様体を絞り込み次が得られた.

定理 3.11 (直江-小川 [27]). W を閉 4次元多様体とする.

(1) sc1/2(W ) = 0 であることの必要十分条件は, W が S4, ±CP2, S2 × S2, ±2CP2 ま
たは CP2#CP2 のいずれかと微分同相であることである.

(2) sc1/2(W ) = 1
2
であることの必要十分条件は,W が ±3CP2, ±2CP2#CP2

, S1×S3,

±CP2#(S1 × S3), L2, L
′
2 または L3 のいずれかと微分同相であることである.

注意 3.12. sc1/2 = 0 の閉 4次元多様体は scsp = 0 のものらと同じである (cf. 定理 2.2).
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