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1 はじめに
曲面絡み目とは、4次元空間 R4 に滑らかに埋め込まれた閉曲面である。2つの曲面絡
み目が R4 のアイソトピーによって互いに移り合うとき、これらは同値であるという。曲
面結び目理論においては、これらの同値類の分類および同型の判定が主なテーマとなる。
ブレイド状曲面は、分岐被覆曲面の構造を持つ D2 × B2 内の曲面であり、これはブレ
イドの高次元化である。また、ブレイド状曲面の特別な場合として 2次元ブレイドが定
まる。2次元ブレイドは閉包を取ることで曲面絡み目を構成することができ、これにより
曲面絡み目を 2次元ブレイドを用いて研究することが可能となる。例えば、曲面絡み目
の補空間の基本群（結び目群）の特徴付け [6]や、曲面絡み目の非可逆性の判定 [2]など
が挙げられる。2章においてブレイド状曲面について紹介する。
一方で、ブレイド状曲面や 2次元ブレイドの閉包は D2 × B2 内の曲面や R4 内の曲面

絡み目をすべて表示することができない。この問題を解消するために、3 章では新たに
ニット状曲面と呼ばれる D2 × B2 内の曲面を導入する。ここで、ニットとはブレイドの
いくつかの交点をスプライスと呼ばれる操作で変形することによって得られる D2 × I 内
の曲線であり、ブレイドの一般化である。
ブレイド状曲面の重要な特徴として、チャートと呼ばれる平面的な記述が挙げられる。

チャートを用いることで曲面絡み目を平面的に記述することができるだけでなく、図式
的な性質を計算することも可能とする。4章ではブレイド状曲面のチャートをニット状曲
面に拡張したものを導入する。
本研究は佐賀大学の中村伊南沙氏との共同研究に基づく。以下では特に断らない限り、

多様体や写像は全て滑らかまたは PLであるとし、埋め込みは局所平坦であり、そして曲
線や曲面はコンパクトな多様体であって向き付け可能性と連結性は課さないものとする。
2 ブレイド状曲面
本節ではブレイド状曲面について紹介する。詳細については [8] を参照されたい。整

数 n ≥ 1 に対して 2 次元円板 D2 の内部で直線上に並んだ相異なる n 点からなる集合
Xn = {x1, . . . , xn}を 1つ固定する。また B2 = I × I の点 y0 = (0, 0) ∈ ∂B2 を B2 の基
点とする。このとき直積空間D2 ×B2 へプロパーに埋め込まれた曲面 S が次数 nのブレ
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イド状曲面であるとは、射影 π : D2 × B2 → B2 の S への制限 πS : S → B2 が次数 n

の分岐被覆写像となり、かつ π−1
S (y0) = Xn × {y0}を満たすことを言う。次数 nのブレ

イド状曲面が単純であるとは、各 y ∈ B2 の逆像 π−1
S (y)に対して濃度 |π−1

S (y)|が nまた
は n − 1であるときをいう。本稿では、特に断らない限りブレイド状曲面といえば単純
であると仮定する。単純とは限らないブレイド状曲面については例えば [7, 9]を参照され
たい。
2つのブレイド状曲面 S, S ′ が同値であるとは、D2 ×B2 のファイバーを保つアイソト
ピーによって移り合うことをいう；すなわち、D2 × {y0}を固定する D2 × B2 のアイソ
トピー Ht と B2 のアイソトピー ht (t ∈ [0, 1])が存在して、(1) H0 = id, H1(S) = S ′ そ
して (2) 各 t ∈ [0, 1]で p ◦Ht = ht ◦ pが成り立つことをいう。
2.1 モーションピクチャー
次にブレイド状曲面のモーションピクチャーについて紹介する。B2 の直積成分を区
別するために、B2 = I3 × I4 と記す。ブレイド状曲面 S の時刻 t ∈ I4 における切断 S[t]

を S ∩ (D2 × I3 × {t}) によって定める。ここで I3 × {t} と I を同一視することで S[t]

は D2 × I の部分集合であるとみなす。このとき 1-パラメータ族 {S[t]}t∈I4 を S のモー
ションピクチャーという。次数 nのブレイド状曲面 S を同値なものと取り替えることで
S ∩D2 × (∂I3 × I4) = Xn × (∂I3 × I4)と仮定してよい。すると各 S[t] にはブレイドまた
は特異ブレイド *1が図 1のように現れる。本稿の後半ではチャートからブレイド状曲面
（及びニット状曲面）を構成する際にモーションピクチャーを利用する。

図 1 次数 3のブレイド状曲面のモーションピクチャー
2.2 2次元ブレイド、ブレイド状曲面による曲面絡み目の表示
次数 nの 2次元ブレイドとはブレイド状曲面 S であって境界 ∂S が Xn × ∂B2 に等し
いものである。直積空間 D2 × B2 を R4 内の部分集合として考える。このとき、∂S は
∂(D2 × B2)内の自明な絡み目であるため、∂S に沿って自明な円板を貼り合わせること
で R4 内の曲面絡み目 S を得る。この曲面絡み目 S を 2次元ブレイド S の閉包という。
これは絡み目におけるブレイドの閉包を高次元化したものであり、鎌田氏により次の定
理が示された。
定理 2.1（[5, 13]） 全ての有向曲面絡み目はある 2次元ブレイドの閉包とアイソトピッ

*1特異ブレイドとは自己交叉を持つブレイドであり、モーションピクチャー内の自己交叉は πS の分岐点に対応する。
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クである。
2次元ブレイドの閉包を用いることで曲面絡み目のブレイド指数と呼ばれる正整数値の
不変量が定まる。ブレイド指数が 2以下である曲面絡み目は自明であること、またブレ
イド指数 3となる曲面絡み目はリボンであることが知られている [4]。またこの指数は連
結和に関して加法的でないことが知られている [10]。
また著者によりプラット表示と呼ばれる曲面絡み目の表示手法が導入された。これは
絡み目におけるプラット表示と呼ばれる偶数次のブレイドを用いた表示の高次元化であ
り、この表示を用いることで向き付け不可能な場合を含む全ての曲面絡み目を表示する
ことが可能となった。
定理 2.2（[14]） 全ての曲面絡み目はあるブレイド状曲面のプラット閉包とアイソト
ピックである。
ブレイド指数と同様に、曲面絡み目に対してもプラット指数と呼ばれる正整数値の不
変量が定まる。また曲面絡み目のプラット表示を用いることで、曲面絡み目の結び目群
や対称結び目カンドルと呼ばれる不変量を計算することが可能である。詳細については
[14, 15]を参照されたい。
2.3 ブレイド状曲面による D2 × B2 内の曲面の表示
本節ではブレイド状曲面とアイソトピックなD2×B2内の曲面の特徴付け (定理 2.3)、及
びその一般化について紹介する。4次元球体D4 = {(x, y, z, w) ∈ R4 | x2+y2+z2+w2 ≤
1}上のモース関数 φ : D4 → Rを φ(x, y, z, w) = x2 + y2 + z2 +w2として定める。D4と
D2 × B2 の同相写像を 1つ固定することにより同一視を行い、φは D2 × B2 上の関数で
あるとする。また D2 × B2 へプロパーに埋め込まれた曲面 F に対して、φの F への制
限を φF とする。このとき F がリボンであるとは、F をアイソトピーで変形することに
よって φF が極大点を持たないモース関数として取れることをいう。ブレイド状曲面は構
成よりリボン曲面であることが分かる。さらに Rudolph氏により次の定理が示された。
定理 2.3（[12]） D2 ×B2へプロパーに埋め込まれた有向リボン曲面はアイソトピーに
よってブレイド状曲面へ変形することができる。
Hughes氏はブレイド状曲面にある種の折り目特異点 *2を許容することで、定理 2.3の
一般化を与えた。曲面 S, Σ の間の写像 ϕ : S → Σに対して、S に埋め込まれた円板 d

が ϕに関するキャップであるとは、(1) ϕの dへの制限 ϕ|d : d → Σは埋め込み写像であ
り、(2) dの境界は ϕの折り目特異点であるときをいう。そして D2 × B2 へプロパーに
埋め込まれた曲面 S がキャップ付きブレイド状曲面であるとは、πS の臨界点は単純分岐
*2n次元多様体M,M ′ の間の写像 φ : M → M ′ についてM の点 aが折り目特異点であるとは、a及び φ(a)
の周りで座標を取ることで φ(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn−1, x2

n)と表示できることをいう。
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点 *3または折り目特異点であり、全ての折り目特異点は πS に関するキャップの境界であ
るときをいう。ここで πS は射影 π の S への制限である。
ブレイド状曲面及び 2次元ブレイドの閉包はキャップ付きブレイド状曲面である。ま
た定義より、キャップ付きブレイド状曲面は向き付け可能曲面である。
定理 2.4（[3]） B2 ×D2 へ埋め込まれた全ての向き付け可能曲面はキャップ付きブレ
イド状曲面へアイソトピーによって変形することができる。
3 ニットとニット状曲面
ブレイド、及びブレイド状曲面の一般化であるニット、及びニット状曲面を導入する。

3.1 ニット
円筒 D2 × I 内へプロパーに埋め込まれた曲線 β について、射影 p : D2 × I → I の β

への制限を πβ : β → I とする。このとき、D2 × I 内のブレイド β に対してスプライスと
呼ばれる操作を行うことで得られる曲線をニットと呼ぶ。ここでスプライスとは、ブレ
イドの図式に現れる交点（図 3の σi または σ−1

i ）を πβ の折り目特異点の対（図 3の τi）
に置き換える操作である。一方で、D2 × I 内の曲線がニットであるためには、スプライ
スによって得られる折り目特異点のペアを見つける必要がある。そこで本節では、ペア
リングと呼ばれる単純弧を用いてニットを導入する。
πβ の折り目特異点全体からなる集合を Fold(β)と記す。このとき D2 × I 内の単純弧 l

が β のペアリングであるとは次を満たすことをいう。
(1) l ∩ β = ∂lは Fold(β)に含まれる。
(2) lの各点は射影 pの lへの制限 πl に関して正則である。
(3) 各 a ∈ ∂l ∩ Fold(β)に対して πβ(x) = x2 及び πβ(l) ∩ V = {s ≤ 0}を満たす aと

πβ(a)の局所座標近傍 (U ; x)と (V, s)が取れる。
定義 3.1. β の互いに交わらないペアリングからなる集合 ( = {l1, . . . , lq}に対して、組
(β, ()が次数 nのニット（またはBMWタングル *4）であるとは次を満たすことをいう。

(1) l1 ∪ · · · ∪ lq は Fold(β)を含む。
(2) πβ はモース的、すなわち πβ の臨界点は折り目特異点である。
(3) ∂β = Xn × {0, 1}が成り立つ。

またこのとき、(を β のニット構造という。

*3曲面の間の写像 ϕ : S → Σについて S の点 aが（孤立）単純分岐点であるとは、a及び ϕ(a)の周りで複素
座標を取ることで ϕ(z) = z2 と表示できることをいう。単純なブレイド状曲面 S の πS の臨界点は全て単純分岐点である。

*4BMWは Birman-Murakami-Wenzlの頭文字を取ったものである、注意 3.3を参照されたい。
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ニット (β, ()に対して、β がブレイドであるため必要十分条件は ( = ∅である。そのた
め、ニットはブレイドの一般化であると言える。
2 つの次数 n のニット (β0, (0) と (β1, (1) が同値であるとは、ニットを保つアイソト
ピーによって移り合うときをいう；すなわち、ある D2 × I のアイソトピー Ht が存在し
て、(1) H0 = id, (H1(β0), H1((0)) = (β1, (1)そして (2) 各 t ∈ [0, 1]で (Ht(β0), Ht((0))

がニットであるときをいう。

図 2 曲線の折り目特異点を結ぶペアリング（赤色）の例とその同値変形
図 2はニットの同値変形の例である。以下では断りのない限り、図 2右のように変形
することによってペアリングで結ばれる折り目特異点は十分近い位置にあるとし、また
ペアリングは線形なものを考えることで、ニットの図式にはペアリングを記述しないこ
ととし、またニット (β, ()は単に β とも記す。
次数 nのニットの同値類全体からなる集合をDn とおく。ブレイドと同様に、2つの次
数 nのニット (β1, (1)と (β2, (2)の積を (β1 · β2, (1 ∪ (2)によって定める。するとこの積
は Dn 上にモノイドの構造を与える。そこで Dn を次数 nのニットモノイドという。
命題 3.2 ニットモノイド Dn は以下のモノイド表示を持つ。

〈 σ1, . . . , σn−1,
σ−1
1 , . . . , σ−1

n−1,
τ1, . . . , τn−1

σiσjσi = σjσiσj, τiσjσi = σjσiτj,
σiσk = σkσi, σiτk = τkσi, τiτk = τkτi,
σiσ

−1
i = σ−1

i σi = e, σiτi = τiσi = τi.

〉
.

ここで生成元は図 3 のニットが代表する元であり、添え字 i, j, k ∈ {1, . . . , n − 1} は
|i− j| = 1かつ |i− k| > 1を満たす。

図 3 ニットモノイドの生成元 σi, σ
−1
i , τi を代表する次数 nのニット。

注意 3.3. 村上氏におけるニットの定義は、ニット構造を許容する曲線として与えられ
ている [11]。また 2つのニットが同値であることは境界を固定するアイソトピーによっ
て移り合うことで定義されるため、本稿で定めた同値関係よりも緩やかな同値性である。
この同値関係においても同様にしてニットモノイドが定まるが、Birman-Wenzlにより、
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この場合のモノイド表示は以下の関係式を追加することで得られることが知られている
（[1]）。ここで添え字 i, j ∈ {1, . . . , n− 1}は |i− j| = 1を満たす。






τiτjτi = τi, τiσjτi = τi,

σiσjτi = τjσiσj = τjτi, σiτjσi = σ−1
j τiσ

−1
j ,

σiτjτi = σ−1
j τi, τiτjσj = τiσ

−1
j .

3.2 ニット状曲面
本節ではブレイド状曲面の一般化としてニット状曲面を導入する。ブレイド状曲面は

ブレイドの変形からなるモーションピクチャーを持っていたが、ニット状曲面はニット
の変形からなるモーションピクチャーを持つ D2 × B2 内の曲面として定まる。またニッ
トはペアリングと呼ばれる付加構造を持っていたが、ニット状曲面にはペアリングの変
形からなるモーションピクチャーによって得られる曲面（の族）を付加構造として持つ。
D2 × B2 へプロパーに埋め込まれた曲面 S について、πS : S → B2 の折り目特異点全

体を Fold(S)とする。このとき、D2 ×B2 へ埋め込まれた境界付き曲面 Lが S のペアリ
ングであるとは、以下を満たすことをいう。
(1-1) L ∩ S = ∂L ∩ Fold(S)は空でない部分集合である。
(1-2) ∂Lは Fold(S)∪ (D2×∂B2)に含まれ、∂L∩ (D2×∂B2)の各成分はループでない。
(2) Lの各点は射影 π : D2 × B2 → B2 の Lへの制限 πL に関して正則である。
(3) 各 a ∈ ∂L∩Fold(S)に対して、πS(x, y) = (x, y2)及び πS(L)∩V = {(s, t) | t ≤ 0}
を満たす aと πS(a)の局所座標近傍 (U ; x, y)と (V ; s, t)が取れる *5。

注意 3.4. 曲面 S の折り目特異点は境界 ∂S にも現れるため、1次元の場合と比較して複
雑な定義となっている。S の折り目特異点が ∂S と交わらないとき、(1-1)と (1-2)は以
下のように言い換えることができる。
(1’) L ∩ S = ∂Lは Fold(S)に含まれる。
定義 3.5. 互いに交わらない S のペアリングからなる集合 L = {L1, . . . , Lq}に対して、
組 (S,L)が次数 nのニット状曲面であるとは、次を満たすことをいう。

(1) |L| = L1 ∪ · · · ∪ Lq は Fold(S)を含む。
(2) πS の臨界点は単純分岐点または折り目特異点である。
(3) S ∩ (D2 × {y0}) = Xn × {y0}かつ |L| ∩ (D2 × {y0}) = ∅を満たす。

またこのとき、Lを S のニット構造と呼ぶ。
ニット状曲面 (S,L)について、S がブレイド状曲面であることとニット構造 Lが空集

合となることは同値である。またニット状曲面を用いることにより、定理 2.3の一般化と
*5a ∈ ∂S のとき局所座標はそれぞれ x ≥ 0と s ≥ 0を満たすとする。
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して次を得る。
定理 3.6 D2×B2へプロパーに埋め込まれた全ての境界付き曲面はアイソトピーによっ
てニット状曲面へ変形することができる。
3.3 2次元ニットの閉包
次数 nの 2次元ニットとは、次数 nのニット状曲面 (S,L)であって境界 ∂SがXn×∂B2

に等しいものである。2次元ブレイドと同様に、2次元ニットの閉包が定義される。また
曲面絡み目のプラット表示は 2次元ニットの閉包の特別な場合であることがみなすこと
ができる。特に、定理 2.2の系として次を得る。
系 3.7 全ての曲面絡み目はある 2次元ニットの閉包とアイソトピックである。
定理 3.6及び系 3.7により、向き付け不可能な曲面を含むより一般の曲面をニット状曲
面を用いて表示できることが分かった *6。そして次節で導入するチャート表示を用いる
ことにより、これらの曲面を平面的に記述することが可能となる。
4 ニット状曲面のチャート表示
次数 nの BMWチャート（もしくは単にチャート）とは以下のデータを持つ B2 へ埋
め込まれた有限グラフ Γ = (V,E)である。

(1) 各辺は {1, . . . , n− 1}に値を持つラベルを持ち、さらに有向または無向である。
(2) 各頂点は次のいずれかと一致する。これらの頂点は図 4, 5のように記述される。

• 境界 ∂B2 上にある次数 1の頂点を境界点という。
以下で定義する頂点は全て B2 の内点であると仮定する。

• 次数 1の頂点を黒頂点という。特に有向辺の端点として現れる黒頂点を σ-黒
頂点、無向辺の端点として現れる黒頂点を τ-黒頂点という。

• 次数 3の頂点であって隣接する全ての辺が無向辺かつラベルが一致するとき
τ-3価頂点という。

• 次数 3の頂点であって隣接する 2つの辺が無向、1つの辺が有向、そして３本
の辺のラベルが一致するとき混合 3価頂点という。

• 次数 4の頂点が図 5の上段にあるような向き及びラベルを満たすとき交点と
いう。

• 次数 6 の頂点が図 5 の下段にあるような向き及びラベルを満たすとき白頂
点という。特に隣接する全ての辺が有向辺であるとき、σ-白頂点という。

鎌田氏によって導入されたチャートは全ての辺が有向であり、BMWチャートはそれ
*6キャップ付きニット状曲面を導入することで全ての曲面を表示することが可能となる。本稿はチャート表示
に焦点を当てるため詳細については割愛する。
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図 4 チャートに現れる次数 1,3の頂点（i ∈ {1, . . . , n− 1}）。

図 5 チャートに現れる次数 4,6 の頂点、ここでラベル i, j, k ∈ {1, . . . , n − 1} は
|i− j| = 1と |i− k| > 1を満たす。

の一般化である。
チャート Γからニット状曲面 S(Γ)を構成する手法について紹介する。チャート Γを

B2 のアイソトピーで変形することにより、次を満たす I4 の分割 0 = t0 < t1 < · · · <
tm < tm+1 = 1が取れる。

• チャートの境界点は I3 × {t0, tm+1}上にある。
• 各 t ∈ I4 について Γと I3 × {t}の交わりは有限個の点からなる。
• Γの各辺は射影 I3 × I4 → I4 に関してモース的である。
• 各 k ∈ {1, . . . ,m}に対して t ∈ I4 は次のどちらかを満たす。

(1) I3 × {tk}は Γのある辺と 1点で接している。
(2) I3× {tk}上には Γの頂点 vがあり、十分小さな ε > 0について次が成り立つ。

|*(Γτ ∩Ntk+ε/2)− *(Γτ ∩Ntk−ε/2)| ≤ 1.

ここで Nt は v の ε-近傍 N と I3 × {t}の共通部分であり、Γτ は Γの無向辺
全体の和集合とする。

• t ∈ I4 \ {t0, . . . , tm+1}に対して、I3 × {t}は Γの頂点を含まず、かつ Γの辺とは
横断的に交わる。

Γ と I3 × {t} の交わりをもとに、D2 × I3 × {t} 内のニットを定義する。各 t ∈
I4 \ (

⋃m
i=1[tk − ε, tk + ε])について、図 6のようにして、Γと I3×{t}の交叉を元に、有向
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辺は σi、無向辺には τi を対応させることでニットモノイド Dn の生成元からなる交叉語
を定める。ここで iは辺のラベルであり、有向辺に対応する σi の符号は辺の向きに従っ
て割り当てる。そしてこの交叉語をもとに図 3にあるニットを繋ぎ合わせることで βt を
定める。

図 6 交叉語からニット βt を構成するプロセス

各 tk ∈ {t1, . . . , tm}について場合分けを行う。I3 × {tk}上に Γの黒頂点または τ -3価
頂点がある場合、もしくは Γの辺が接ししている場合は、図 7もしくは図 8のモーショ
ンピクチャーによって {βt}t∈[tk−ε,tk+ε] を定める。ここで無向辺の接点に対応するモー
ションピクチャー（図 8-右）は τ -黒頂点と τ -3価頂点を繋げて得られるモーションピク
チャーに等しい。そして、I3 × {tk} 上に黒頂点及び τ -3 価頂点以外の頂点がある場合、
このとき βtk−εと βtk+εは同値なニットとなる。そこで {βt}t∈[tk−ε,tk+ε]をこの同値が誘導
するニットの変形として定める。以上により D2 × B2 内の曲面 S(Γ)のモーションピク
チャー {βt}t∈I4 が得られる。このモーションピクチャーは同時に S(Γ)のペアリングを誘
導するため、これにより S(Γ)はニット状曲面となる。さらに次が成り立つ。
定理 4.1 全てのニット状曲面はあるチャート Γ が与えるニット状曲面 S(Γ) と同値で
ある。

図 7 黒頂点及び τ -3価頂点に関するモーションピクチャー
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図 8 Γと I3 × {tk}の接点に関するモーションピクチャー
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