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1. Introduction
本稿では、結び目 K とは円周 S1 のユークリッド空間への滑らかな埋め込み S1 → R3

の像のことをいい、二つの結び目が R3 のアンビエントイソトピーによって移り合う
時、それらの結び目は同値であるという。結び目の分類は結び目理論の成立以来の中
心的な問題の一つであり様々な枠組みで研究されてきたが、一つの自然な理解として
結び目全体のなす空間 K を調べることが考えられる。Vassiliev [41] はこの空間 K の
コホモロジーを特異点理論の観点から調べることで、今日では Vassiliev 不変量または
有限型不変量と呼ばれる一連の不変量を定義した。文献 [6, 7] によれば、Vassiliev 不
変量は空間 K における「壁越え」を代数的に記述した以下の漸化式で定義される結び
目不変量の微分によって特徴付けることができる:

v(r+1)
( )

= v(r)
( )

− v(r)
( )

. (1.1)

一方、近年では結び目不変量の圏化が盛んに研究されるようになっている。n 変数
の結び目多項式 v について、その圏化とは各結び目 K に対して (n + 1) 重次数付きの
鎖複体 C(K) を与える対応 C(–) で以下を満たすものである:

• K と K ′ が同値な結び目ならば C(K) と C(K ′) は擬同型である、すなわちその
ホモロジー群 H(K) の同型類は結び目不変量である。

• i 次ホモロジー群の斉次分解 H i(K) =
⊕

H i,j1,...,jn(K) について、適切な正規化
のもとで以下の等式が成り立つ:

vK(x1, . . . , xn) =
∑

i,j1,...,jn

(−1)ixi1
1 . . . xin

n rank H i,j1,...,jn(K) . (1.2)

上記の性質から、このような結び目不変量は結び目ホモロジーとも呼ばれる。結び目
不変量の圏化の端緒となったのは Khovanov [17] による Jones 多項式 [15] の圏化で
ある。Khovanov の定義した結び目ホモロジー Kh(K) は Khovanov ホモロジーと呼
ばれている。その他、結び目フレアホモロジー [35, 31]、Khovanov-Rozansky ホモロ
ジー [21, 23] などの結び目ホモロジーがある。
我々の研究の大きな目標は、これらの結び目ホモロジーを Vassiliev のような結び目
の空間 Kの上の高次元のコホモロジーとして捉えることである。これにより、Vassiliev
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不変量の背景にあるより高次元の構造をホモトピー論の道具を用いて直接調べることが
可能になり、結び目ホモロジーに対する Vassiliev 理論の類似を構成することが可能に
なると期待している。その最初の段階として Khovanov ホモロジーについて Vassiliev
微分 (1.1) の圏論的類似を構成し、古典的に知られる関係式について、それがホモロ
ジーの段階で成立していることを示した。本質的には、これは交差交換に対応する以
下の形の写像の実現である:

Φ̂ : Kh
( )

→ Kh
( )

. (1.3)

Khovanov ホモロジーを与える鎖複体の上にこのような写像を構成することで、それに
付随する以下の長完全列によって Vassiliev 微分 (1.1) の圏化を与える:

· · · Khi,j

( )
Khi,j

( )
Khi,j

( )

Khi+1,j

( )
Khi+1,j

( )
Khi+1,j

( )
· · ·

Φ̂

Φ̂

. (1.4)

この長完全列は、式 (1.2) の意味での Euler 数において Vassiliev 微分 (1.1) を誘導す
ることに注意されたい。すなわち長完全列 (1.1) は Jones 多項式の Vassiliev 微分の圏
化である。我々は、このように二重点を持つ結び目に拡張された Khovanovホモロジー
が実際に特異結び目の不変量になることを示した。さらに、結び目多項式の Vassiliev
微分について古典的に知られる FI 関係式と 4 項関係式について、それらの圏化した
類似を証明した。これら二つの関係式は、Vassiliev [41] 及び Kontsevich [27] による有
限型不変量の空間の構造を記述において、最も基本的な関係式である。
本稿の目標は、我々の交差交換 (1.3)の概略を示し、上述の関係式の圏化が Vassiliev
の枠組みにおいてどのようになされるのかを解説することである。

2. 結び目の空間と結び目不変量
まずはじめに、結び目の分類問題を、結び目の空間 K の観点から代数的に記述する方
法を概説する。具体的には K を滑らかな埋め込み S1 → R3 の全体のなす空間とする。
ここで、位相は Whitney C∞-位相を考える。この時、空間 K の各点は具体的な結び
目に対応し、またその上の道とは埋め込みのイソトピーに他ならない。ここで、イソ
トピー拡張定理 (例えば [12] を見よ)によって、埋め込みのイソトピーは常にアンビエ
ントイソトピーに拡張できることに注意されたい。このことによって、結び目の同値
類は K の弧状連結成分と一対一に対応する。すなわち、結び目の分類とは、弧状連結
成分の集合 π0K を求めることに他ならない。
分類問題に対しての一つの典型的なアプローチは不変量を用いることである。結び
目理論もその例に漏れず、Alexander 多項式 [2], 符号数 [40, 30], Jones 多項式 [15],
HOMFLY 多項式 [11, 34] など数多くの不変量が発見されてきた。このような結び目不
変量は、上記の観点からはアーベル群 A への写像 v : π0K → A と見做せる。ところ
が、以下の同型によりこれは空間 K の 0 次のコホモロジー類に他ならない:

Map(π0K, A) ∼= Map(K, A)/(ホモトピー) ∼= H0(K; A) .
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ここで A には離散位相を与えている。
上の定式化によれば、結び目の分類と結び目不変量の分類は双対であり、ともに空
間 K のホモトピー型により決定される。より具体的には、K の 0 次の特異コホモロ
ジーは以下の写像の核である:

H0(K; A) ∼= ker
(

AK ev∗
1 − ev∗

0−−−−−→ APath(K)
)

,

ここで、Path(K) は K 上の連続な道 I = [0, 1]→ K の全体で、evt : Path(K)→ K は
evt(c) = c(t) で与えられる。従って K 上の道の構造を理解することで、結び目不変量
のコホモロジー類としての姿が見えてくるはずである。
定義. 位相空間 X に対して、圏 Π1X を以下で定義する:

• 対象の集合は X の点全体からなる;

• x, y ∈ X に対し、射 x → y は連続な道 c : I → X で c(0) = x, c(1) = y となる
もののホモトピー類である;

• 合成は道の連結として定義される。

この圏 Π1X を X の基本亜群 (fundamental groupoid)と呼ぶ。
上の議論から、K の基本亜群 Π1K はコホモロジー類としての結び目不変量を考察す
るために十分な情報を持っている。例えば、二つの結び目 K と K ′ が同値であるため
の必要十分条件は、それらが Π1K の対象として同型であることであり、従って各結び
目 K に元 v(K) ∈ A を対応させる写像が結び目不変量であるための必要十分条件は、
v の値が Π1K の同型によって不変になることである。
さて、結び目不変量の構成及び計算の典型的な手法は、結び目図式を用いることで
ある。その基礎となるのが Reidemeister の定理であるが、Carter-斎藤 [9] 及び Rose-
man [36] の特異点の解析により、これは基本亜群の以下の記述を与える:

定理 2.1 (本質的には [9] 及び [36]). 圏 Π1K は以下で記述される圏と圏同値である:

• 対象は結び目図式のイソトピー類である;

• 射は表 2.1 の平面曲線の特異点に対応する図式の移動によって生成される (これ
は Reidemeister 移動と呼ばれる);

• 射集合は以下で生成される同値関係の商集合である:

(i) Reidemeister 移動はその逆向きの移動の逆射である;

(ii) 重なりを持たない部分図式に適用される Reidemeister 移動同士は可換で
ある;

(iii) 表 2.2 にある特異点と対応する移動.

注意 2.2. Carter-斎藤 [9] ではさらに一般に、曲面結び目の移動の生成元を導出してお
り、それらはムービー移動と呼ばれている。Theorem 2.1 で述べられている 表 2.2 に
対応する移動は、その中で (コボルディズムとして) 可逆なものに対応している。

19

第68回トポロジーシンポジウム（2021年8月：オンライン開催）



RI RII RIII

(t2, t3) (±t2, t) triple point

表 2.1: Reidemeister 移動に対応する特異点
MM6 MM7 MM8 MM9 MM10

(±t2, t) and (t, 0) (t2, t5) (t2, t3) and (0, t) (±t3, t) quadruple point

表 2.2: 可逆なムービー移動に対応する特異点

3. Khovanov ホモロジーと空間 K
前節の結び目の空間 K を用いた枠組みは、アーベル群に値を取る結び目不変量を対象
にしたものであったが、実は Khovanov ホモロジーも同様に K の枠組みで整理でき
る。本節ではこのことを詳しく見る。

Khovanov ホモロジーは Khovanov [17] によって考案され、その Euler 数は (空集合
に関して正規化された) Jones 多項式と一致する。まずはその構成について簡単に復習
する。多項式環 A = Z[x]/(x2) ∼= Z{1, x} を考え、その上に以下の余積 ∆ と余単位射
ε を考える:

∆ : A→ A⊗ A ;

{
1 7→ 1⊗ x + x⊗ 1 ,

x 7→ x⊗ x ;
, ε : A→ Z ;

{
1 7→ 0 ,

x 7→ 1 .

また、積 µ : A ⊗ A → A 及び単位射 η : Z → A とすると、これらの演算によって
(A; µ, η, ∆, ε) は Frobenius 代数になる。ところで、Frobenius 代数は Atiyah [3] の意
味での 2 次元の位相的量子場の理論 (TQFT) と同値であることが知られており、以下
の対称モノイダル関手を引き起こす:

ZA : Cob2 → Ab .

ここで、Cob2 及び Ab はそれぞれ 1 次元向き付き閉多様体とそれらの間の 2 次元向
き付きコボルディズムの圏及びアーベル群と群準同型の圏である。Cob2 の各対象は円
周 S1 の有限個の非交和であり、関手 ZA は対象について以下のように定める：

ZA

( n︷ ︸︸ ︷
S1 q · · · q S1

)
:= A⊗n .

一方 Cob2 の射は 2 次元の場合のモース特異点に対応するコボルディズムで生成され
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ており、それぞれについて ZA は以下の射を対応させる:

ZA

( )
= µ : A⊗ A→ A または ∆ : A→ A⊗ A ,

ZA

( )
= η : k → A , ZA

( )
= ε : A→ k .

この関手 ZA を用いて、各結び目図式 D について鎖複体 C(D) を以下のように定義す
る。まず、D の各交点について、水平方向及び垂直方向の二種類の平滑化を考え、そ
の符号に応じて局所的に以下のコボルディズムの鎖複体を考える 1:

7→

 · · · 0
−1
0

0 1

0 · · ·

 ,

7→

 · · · 0
−1 0

1
0 0 · · ·

 .

(3.1)

図式 D の交点の集合を c(D) とおくと、全ての交点を平滑化する方法は 2c(D) 通り考
えられるが、その結果は全て平面上の円周の非交和であり、また上記の方法によって
それぞれ (コ)ホモロジカルな次数を付与される。そこで、各平滑化に関手 ZA を適用
して得られる次数付きアーベル群を C∗(D) と置き、鎖複体のテンソル積の要領で微
分を誘導することで鎖複体を得る。さらに ZA(S1) = A ∼= Z{1, x} であることに注意
し、deg 1 = 1, deg x = −1 と定めることによって ZA(S1) に次数を付与することで
C∗(D) = C∗,⋆(D) は二重次数付き鎖複体となる。この ZA(S1) の次数から誘導される
C(D) の次数を、(コ)ホモロジカルな次数と区別するために量子次数と呼ぶ。量子次数
を適切に補正することで C∗(D) の微分は量子次数を保つことが示される。
定理 3.1 (Khovanov [17]). 結び目図式 D に対して、二重次数付き鎖複体 C∗,⋆(D) は
以下の性質を満たす:

(1) D1, D2 が Reidemeister 移動によって移り合う時、鎖ホモトピー同値 C∗,⋆(D1) '
C∗,⋆(D) が存在する。特に、そのホモロジー群

Khi,j(D) := H i(C∗,j(D))

の同型類は結び目不変量を定義する。特に D が結び目 K の図式である時、上
の群を Khi,j(K) と書き、K の Khovanov ホモロジーと呼ぶ。

(2) D が表す結び目を K とする時、次式が成立する:

VK(t)|t=q2 = 1
q + q−1

∑
i,j

(−1)iqj dimQ Khi,j(D)⊗Q .

すなわち Khovanov ホモロジーは Jones 多項式の圏化である。
1ここで、水平方向の平滑化については特殊な向きを入れる必要がある。詳細は [44] を参照されたい。
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さて、本節の目標は Khovanov ホモロジーを Π1K からの関手と見做すことであっ
た。Khovanov ホモロジーそのものは二重次数付きアーベル群の圏に値を持つが、圏化
の観点からは導来圏を考えることが自然である。可換環 k について grModf

k を全次
元有限の次数付き k-加群と次数を保つ k-準同型のなす圏とし、Db(grModf

k) をその
有界導来圏とする。この圏の対象は有限次元のホモロジーを持つ k 上の二重次数付き
鎖複体であるから、上記の構成により Kh(D)⊗ k を Db(grModf

k) の対象と思うこと
ができる。さらに射の対応を定義する必要があるが、Theorem 2.1 により、これは以
下の手順でなされる:

• Reidemeister 移動に対応して、具体的な鎖ホモトピー同値を構成する;

• Reidemeister 移動の列について 表 2.2 の特異点に対応するムービー移動で不変
であることを確認する。

定理 3.2 (本質的には [10]). Khovanov ホモロジーの構成は以下の関手を定義する:

Kh : Π1K → Db(grVectf
k) .

注意 3.3. 上の構成は全て一般の絡み目図式 Dについて意味を持つ。従ってTheorem 3.2
の関手は絡み目の空間の基本亜群からの関手に拡張される。

4. Vassiliev 理論における交差交換と Khovanov ホモロジーの Vas-
siliev 微分

本稿の冒頭で、Vassiliev 理論は空間 K のホモトピーを調べることによって始まったと
述べた。本節ではそのことを簡単に説明した後、前節で定義した Π1K からの関手と
しての Khovanov ホモロジーについて、我々の定義した Vassiliev 微分について解説し
たい。
今、S1 から R3 への滑らかな写像全体をM := C∞(S1,R3) と書き Whitney C∞-位
相を入れる。結び目の空間 K = Emb(S1,R3) はM の開集合である。一方、その補集
合 Σ =M\K は何らかの意味での特異点を持つ写像の全体であり、Thom-Boardman
理論 [8] による特異点の次数によって Σ =

⋃∞
i=1 Σi と分解される 2。ここで、各 Σi は

M において余次元 i の局所閉部分空間であり、特に次数の低いものについては以下の
ように書ける:

• Σ1 は唯一の二重点を持つはめ込み写像の全体である、すなわちこれは二重点が
丁度一つの特異結び目の空間である;

• Σ2 は以下の二種類の特異点を持つ写像の全体である:

(i) 二重点が丁度二つのはめ込み写像;

(ii) 丁度一つの危点を持つ単射;

2正確にはこの分解は Σ∞ ∪
⋃

i Σi と書かれるべきである。ただし Σ∞ はM において余次元が無限大
なので、ホモトピー論の観点からは無視して良い。
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Vassiliev [41] の基本的なアイデアは以下の通りである。ます空間M は可縮であるこ
とに注意する。すると Σ = M\ K の形より、Alexander 双対を用いて以下の同型を
得る:

H̃∗(K) ∼= H∞−∗−1(Σ) . (4.1)

ただし、左辺は K の既約コホモロジーであり、右辺は Σ の有限次元近似に関する
Borel-Moore ホモロジーの余極限である。さて Σ =

⋃
i>1 Σi であったら、これにより

Σ にフィルトレーションを入れて、以下の形のスペクトル系列を得る:

Ep,q
r ⇒ Hp+q(K) . (4.2)

第 2 節の考察によって、結び目不変量とは K の 0-次のコサイクルに他ならないのだ
から、上のスペクトル系列において E−i,i

r の形の群は結び目不変量の情報を持ってい
るはずである。Vassiliev は E−i,i

1 及び E−i,i
2 に関して組み合わせ的な記述を与えるこ

とによって、一連の不変量を定義した。これは後に Kontsevich [27] によってコード図
式のなす代数系の言葉によって整理され、有理係数の場合には Vassiliev 型の不変量は
E−i,i

2 の形の群全体によって完全に決定されることが示された。
上記の Vassiliev の理論を低次の場合にもう少し具体的に見てみよう。同型 (4.1) は
大雑把に言えば、Σ の Borel-Moore サイクル c に対して、M における c と K のサ
イクルとの (一般化された) 絡み数を考えることで K 上のコサイクルを誘導している。
よって v ∈ H̃0(K) がスペクトル系列の項 E−i,i

∞ の像に入るための条件とは、それが Σi

の Borel-Moore サイクルとのペアリングで自明となることである。例えば i = 1 の場
合、これは以下のような条件として書き下せる。K× を丁度一つの二重点を持つ特異
結び目とし、その二重点を正負の交点に解消したものをそれぞれ K± とする:

K−

−-resolution
←−−−−−−−

K×

+-resolution
−−−−−−−→

K+

.

結び目不変量 v ∈ H̃0(K) が次数 1 の Vassiliev 不変量であるための条件は全ての
K× ∈ Σ1 に対して v(K+)− v(K−) = 0 となることである。これは v が交差交換によっ
て不変であることを意味しており、よって次数 1 の Vassiliev 不変量は全て自明であ
る。Birman [6] 及び Birman-Lin [7] により、実は高次の Vassiliev 不変量についても、
v を以下の漸化式 (1.1) によって特異結び目に拡張したものによって特徴付けられるこ
とが示された。こうして得られた特異結び目の不変量 v(r) を r-次の Vassiliev 微分と
呼ぶ。
定理 4.1 (Birman [6], Birman-Lin [7]). 結び目不変量 v ∈ H̃0(K) について、それが r-
次の Vassiliev 不変量であるための必要十分条件は、v(r) 6≡ 0 かつ v(r+1) ≡ 0 となるこ
とである。
さて、K の立場からは、漸化式 (1.1)は K の連結成分を隔てる「壁」である Σ1 を越
えた時に v の値がどのように変化するかを測っていると考えられる。よって、Vassiliev
スケイン関係式 (1.1) の Khovanov ホモロジーにおける類似を考えるには、この「壁
越え」を鎖複体の上の以下の形の射として実現することが本質的である:

Φ̂ : C

( )
→ C

( )
.
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我々は文献 [13, 14] において、この射 Φ̂ を以下によって記述される射として実現した:

C

( )

C

( )Φ̂

{
ZA

( )
ZA

( )
0

}
,

{
0 ZA

( )
ZA

( )}
.

ZA

( )

Φ

ZA

( )

ここで、Φ は以下のコボルディズムの形式和から誘導される射である:

Φ : − : → .

これを用いて、Khovanov ホモロジーの Vassiliev 微分として、二重点を持つ結び目図
式についての Khovanov 鎖複体を以下の漸化式によって定義する:

C∗,⋆

( )
:= Cone

(
C∗,⋆

( )
Φ̂
−→ C∗,⋆

( ))
.

ここで Cone(–) は鎖複体の写像錐である。
定理 4.2 (伊藤-吉田 [13, 14]). 上で拡張された Khovanov ホモロジーは特異結び目の
不変量を定め、さらに各二重点に対して、以下の長完全列が存在する:

· · · Khi,j

( )
Khi,j

( )
Khi,j

( )

Khi+1,j

( )
Khi+1,j

( )
Khi+1,j

( )
· · ·

Φ̂

Φ̂

.

5. FI 関係式と 4 項関係式
前節では Vassiliev 微分は空間 K と特異結び目の空間 Σ =

⋃
i>0 Σi とのペアリングで

理解できることを説明したが、高次の Vassiliev 不変量に関しては Σi が大きな余次元
を持つので、一般にはそれが Vassiliev 微分に導く関係式は単純な二項の漸化式ではな
い。Kontsevich [27] は有理係数の Vassiliev 不変量の構造をコード図式の言葉で整理す
る中で、FI 関係式と 4 項関係式と呼ばれる二つの関係式が全ての関係式を生成するこ
とを指摘した。本節ではこれらの類似が Khovanov ホモロジーにおいて成立している
ことを示す。
5.1. FI 関係式
特異結び目の不変量 v が FI 関係式を満たすとは、以下の等式が成立することである:

v

  = 0 . (5.1)

これは、K のホモトピー論の立場からは、Figure 5.1の二つの経路でのモノドロミー作
用が自明になることを意味している。すなわち、結び目ホモロジーの観点では、これ
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Σ1 Σ2

(1)

(2)

図 5.1: Two paths for the FI relation

は交差交換の射 Φ̂ がタイプ I の Reidemsiter 移動と可換であることを意味している。
特に、任意の結び目不変量に対して、その Vassiliev 微分は FI 関係式を満たしている。
よって、結び目ホモロジーについても、その Vassiliev 微分が FI 関係式の圏化された
類似を満たすことが期待される。
定理 5.1. 第 4 節で定義した交差交換の射 Φ̂ について、Db(grModf

k) の以下の図式は
可換である:

Kh

 

Kh

  Kh

 
RIRI

Φ̂

. (5.2)

すなわち、Φ̂ はタイプ I の Reidemeister 移動と可換である。
図式 (5.2) において、上から下への二つの射は擬同型である。従って、この場合の Φ̂
もやはり擬同型であり、よってTheorem 4.2 より以下を得る:

Kh

  ∼= 0 .

このことから、Theorem 5.1 は FI 関係式の圏化された類似であるといえる。
5.2. 4 項関係式
4 項関係式については、通常はコード図式に関して書かれるが、それを結び目図式の場
合に書き下すと以下のようになる。特異結び目不変量 v が 4 項関係式を満たすとは、
以下の等式が成立することである:

v

 − v

 + v

 − v

  = 0 .

任意の結び目不変量に関して、その Vassiliev 微分は 4 項関係式を満たす。実際に、上
式を v(r) の場合で見ると、各二重点での値を全て v で書き下してみるとタイプ III の

25

第68回トポロジーシンポジウム（2021年8月：オンライン開催）



Reidemeister 移動で移り合う図式同士が互いに打ち消し合うことを確認できる。一方、
結び目ホモロジーにおいては Reidemeister 移動は具体的に与えられた擬同型である。
よってこの場合の 4 項関係式は、適切な可換図式として理解できると考えられる。
定理 5.2 (in preparation). 第 4 節で定義された Khovanov ホモロジーの Vassiliev 微
分について、以下の Db(grModf

k) の図式はホモトピー同値の差を除いて可換である:

Kh

  Kh

 

Kh

  Kh

 

Kh

  Kh

 

Φ̂

Φ̂ RIV

RIV Φ̂

Φ̂

. (5.3)

ここで RIV はタイプ III の Reidemeister 移動が Vassiliev 微分に誘導する擬同型で
ある。
図式 (5.3) の擬同型 RIV の射を無視して書けば、これは以下のホモトピー可換図式
として書ける:

Kh

  Kh

 

Kh

  Kh

 
. (5.4)

Khovanov ホモロジーでの Vassiliev 微分の定義から、図式 (5.4) の縦横の射はそれぞ
れ以下の射を誘導する:

Kh

 → Kh

  , Kh

 → Kh

  .

これらの射の写像錐は、ともに図式 (5.4) を三重複体と思った時の全複体と擬同型なの
で、従ってこれらは擬同型である。この事実を用いると、(5.4) の各項の Euler 数に誘
導される関係式は、通常の 4 項関係式の他ならない。すなわち、Theorem 5.2 は 4 項
関係式の圏化された類似である。

6. Vassiliev理論とKhovanov理論の関係について
最後に、本研究の背景と未来について俯瞰的に概説する。本節では 2010 年–2015 年頃
の海外における圏化 (カテゴリフィケーション、カテゴリー化、圏論化) の雰囲気を、
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特に低次元トポロジーの観点から感じたままの印象を持ち込んでいることをお許しい
ただきたい。

Vassiliev 理論 [41] と Khovanov理論 [17] は数学としてそれぞれの由緒正しい起源が
ある。またこの２つの理論については 1990 年代以降、2000 年代以降に「爆発的」に
関連論文が出たということでも知られる。これらはそれぞれ数学理論として根源的な
部分を扱っており、数学が何らかの意味で進んでいくものであるならば、真っ当な方
向として深めていかれるはずのものであることは間違いない。この２つの理論は半世
紀先後もおそらく未解決の問題を持ちながら発展しているであろう。例えば Vassiliev
不変量に関しては次の有名な予想 3があり未だ解決していない 4。
予想 (Vassiliev [41]). Vassiliev不変量は任意の異なる結び目を判別する。

Vassiliev 理論と Khovanov 理論、これらはもともと物理学の観点からは結びついて
いた。有名事実としては Witten [43] により Jones 多項式は Chern-Simons 理論から
非摂動論として得られている。その一方で Chern-Simons 摂動論では摂動展開の係数
が Vassiliev 不変量となり [4]、Khovanov 理論は refined-Chern Simons 理論に対応す
るとされる [1]。

2010年頃といえば link homology 周辺では数学において２つの大きな未解決問題が
提示されていた (下記の「Khovanovの問題」)。量子 sl2 表現の Jones 多項式に応じ
て Khovanov homology という圏化が Khovanov [17] により発見され、以降 Alexander
多項式に対して (Ozsváth-Szabó [31, 35])、HOMFLY-PT 多項式に対して (Khovanov-
Rozansky [22, 24])、次々と圏化が見つかってきた。その流れの中でKhovanov [18], Strop-
pel [39] がそれぞれ ICM2006, ICM2010 の論文において問題として挙げていたもので
ある。
Khovanovの問題

(1) Categorify polynomial invariants P (L, g) of knots and links associated to arbi-
trary complex simple Lie algebras g and their irreducible representations.

(2) Categorify the Witten-Reshtikhin-Turaev invariants of 3-manifolds.

目標の的がぼやけてしまうかもしれないが、予稿集という性格上、非専門家向けに言
い換えておく。

(A) 一般の量子g表現における結び目量子不変量の圏化は何か？

(B) ３次元多様体の量子不変量の圏化は何か？

筆者 (伊藤) が 2011 年にトポロジーシンポジウムで講演させていただいた後といえ
ば、前者の問題については Kang-柏原 [16] および Webster [42] による表現の圏化に関
する論文が話題をさらい、もっと先にある多くの問題の解決が一気に進むのではない
かという気運が高まったのは事実である 5。実際、これらのことによって量子群の圏化
(KLR 代数 [19, 20, 37]) が具体的に使われる様子が理解されたといえよう。ただ、低

3 [33, Page 46]では、“the Vassiliev Conjectue"という言い方がなされている。
4但し、pure braids はVassiliev不変量により判別されることが河野俊丈によって示されている [26]。
5筆者 (伊藤) も当時 Khovanov 研の学生さん達と一緒に Webster の論文を読んだりしてセミナーをし
ていた。
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次元トポロジーの観点からは、上記の Khovanov の元々の問題は魅力的なまま残って
いるともいえる。なお、後者である３次元多様体の問題については各方面で大きな努
力がなされ、道具立てとなる対象物の圏化は行われていながらも未解決である。
一方、Vassiliev 不変量が多項式となる結び目量子不変量に対して普遍性をもつもの
であることがいくつかの証明 (Piunikhin [32] もしくは河野俊丈の定理 [25]の系 [5]) に
よって明らかになっているため、次のようにも考えられよう。

Khovanovの問題 ((1)) に直接答えるために、任意の量子不変量を次数付き Euler 数
として複体を構成するのは真正面の答えである。また量子不変量を Taylor 展開した各
係数 (Vassiliev不変量)の圏化を与えることができるなら、それも一つの答え方である。
ただし、以前筆者 (伊藤) は、この後者の考えは本当に筋のいいものかどうか疑問を
もっていたし、周囲もそうであったのではないだろうか。なぜなら、Chern-Simons 摂
動論から導かれる Vassiliev 不変量がある一方でせっかく Witten による厳密解を求め
る立場 (非摂動論) で述べられた Jones 多項式をもう一度近似解を求める立場 (摂動論)
に戻すかのような錯覚があったからである。Khovanov 理論と Vassiliev 理論がどうし
て２０年以上具体的に結びつかなかったか、と問われれば、１０年前から現場にいた
立場として、次の２つの若干懐疑的な雰囲気が長い間影響していたかもしれない、と
答えるだろう。

• Shirokova-Webster [38]のような、Khovanov-Rozansky homologyを経由した Vas-
siliev 定義関係式の圏化 6についての「存在性」の確認はあったとはいえ、具体的
な構成については当時、手法が全くと言っていいほどなかった。

• 脱圏化された状態においては物理学で Vassiliev 不変量がなす役割は明確である
一方で、Vassiliev 不変量が圏化された理論がどう展開されるのか、圏化された対
象物が物理理論でどう見えるかについて、物理学からの示唆は見えにくい状態に
あった。

今回の一連の結果はこういった懐疑的な気分や錯覚から目を覚まさせるものであった
といっていい (その意味で河野俊丈先生のアドバイスおよび、先入観のない吉田純氏の
アプローチに依るところが大きかった)。実際、交差交換を圏化するコボルディズムが
位相的場の理論 (TQFT)の文脈で発見され、そのことで Vassiliev不変量の定義関係式
が完全系列として圏化された [13, 14]。そして Kontsevich [29, 28] が Vassiliev 不変量
をなす空間を生成する代数の関係式として述べた FI 関係式 (別名 one term-relation)、
4 項関係式いずれもがまた圏化されたからである 7 (FI 関係式については [13, 14]、4 項
関係式については本講演が初出となる)。
結果として例えば結び目解消数の評価に使われる Jones 多項式の特殊値の関係式が
圏化された形で現れるだけでなく、交差交換をうまく利用できる無限列においては従
来の Khovanov homology と全く異なる計算法も導出された (吉田純の単著 [45])。
位相的場の理論における交差交換の記述が引き起こす Vassiliev定義関係式の圏化から

FI 関係式, 4 項関係式の圏化へと続く議論は、2015年前後に J. Rassmussen, S. Gukov,

6伊藤-吉田 [13, 14]により明示的に解決された。
7 Kontsevichの結果は次のように述べられる: Vn を n 次以下の Vassiliev 不変量が生成する線形空間、
∆n を n-chord diagrams が生成する線型空間を FI 関係式 と 4 項関係式で割った商空間とする。こ
のとき次の同型が成り立つ: Vn/Vn−1 ' ∆∗

n.
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A. Lobb等の seminarに身をおいていた当時の筆者 (伊藤)は、おそらく驚くだろうし、
当時の議論していた人々もきっとそうなのではないかと推測する。一方で、ひょっとす
ると高いレベルの専門家 (有識者) にとっては、さもありなん、という理論なのかもし
れない。いずれにしても発展の様相や全貌が掴めないまま、例えば筋の良さそうな射が
次々に見つかっている。FI関係式においては特異点カスプのモノドロミーと Khovanov
homologyの同型射の完全な対応があり [13, 14]、4項関係式は「壁超え (wall-crossing)」
のモノドロミーを表すため、「壁越え」に関する圏論的な記述が期待されている。
このような努力を続けていけば、Vassiliev不変量との関係が深く理解されている pure

braid の構造との直接的な関連付け、もしくは R 行列とその逆行列の差の圏化が見通
せるかもしれない。これらは Vassiliev 不変量の圏化への示唆を与えるだろうし、そう
すれば string link に関しては Milnor 不変量の圏化も視野に入ってくるに違いない。
Vassiliev 理論と Khovanov 理論との邂逅は始まったばかり、しかしながら着実に歩み
出したといえる。
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