
LMO 関手を用いた不変量と写像類群への応用
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概 要
本稿の目的は，曲面の写像類群の部分群である Torelli 群や Johnson 核さら
にその 3次元類似であるホモロジーシリンダーに関して，最近の研究を紹介
することである．筆者は佐藤正寿氏（東京電機大学）と鈴木正明氏（明治大
学）との共同研究 [37, 38] において，ホモロジーシリンダーのなすモノイド
上に LMO 関手に由来する準同型を構成した．その準同型の性質と様々な応
用についてまとめる．

1. 背景と動機
種数 g で境界成分 1 個の向き付けられたコンパクト曲面を Σg,1 で表し，Mg,1 をその
写像類群 π0({f ∈ Homeo(Σg,1) | f |∂Σg,1 = id}) とする．写像類群は 1 次ホモロジー
群 H = H1(Σg,1;Z) に自然に作用し，Torelli 群と呼ばれる部分群 Ig,1 = Ker(Mg,1 →
Aut(H))が定まる．Torelli群は写像類群の研究において重要な役割を果たしており，本
研究の主役の1つである．さて，群を調べる上でその Abel化を求めることは基本的と言
える．Torelli 群の Abel化は Johnson [19] によって決定され，具体的には第 1 Johnson

準同型 τ1 : Ig,1 →
∧3 H と Birman-Craggs 準同型が鍵となった．ここで Ig,1(1) = Ig,1,

Ig,1(n + 1) = [Ig,1(n), Ig,1] によって定まる降中心列 Ig,1(1) ⊃ Ig,1(2) ⊃ · · · を考え，
Abel 群の直和 tZg,1 =

⊕∞
n=1 Ig,1(n)/Ig,1(n + 1) を Ig,1 の線形化と見なす．最初の次

数商 Ig,1(1)/Ig,1(2) は Abel 化に他ならない．n ≥ 2 に対する次数商は，tZg,1 ⊗ Q の
Lie 代数の構造などに着目して，たとえば森田 [31]，Hain [15]，森田, 逆井, 鈴木 [33]，
Kupers, Randal-Williams [22] によって深く研究されている．一方，トーション部分群
torH1(Ig,1;Z) (g ≥ 3) の非自明性が Birman-Craggs 準同型で捉えられており，次の問
題に興味が持たれていた．
問題 1 n ≥ 2 において tor(Ig,1(n)/Ig,1(n+ 1)) は非自明性か？
降中心列と並んで重要な位置付けにあるのが Johnsonフィルトレーション J1Mg,1 ⊃

J2Mg,1 ⊃ · · · であり，基本群 π = π1(Σg,1) のべき零商への作用を用いて JnMg,1 =

Ker(Mg,1 → Aut(π/π(n + 1))) と定義される．定義から Ig,1 = J1Mg,1 であり，一般
に Ig,1(n) ⊂ JnMg,1 が成り立つ．特に J2Mg,1 は Kg,1 = Ker τ1 と等しく，Johnson 核
と呼ばれる．さらに分離曲線に沿った Dehn ツイストで生成される部分群に一致する
ことが Johnson [18] によって示されており，興味深い部分群と言える．
さて，Torelli 群 Ig,1 (g ≥ 3) の有限生成性が 1983年に Johnson [17] によって示さ
れたのに対し，Kg,1 の有限生成性は長らく未解決であった．有限生成であるためには，
少なくとも H1(Kg,1;Q) が有限次元である必要がある．Dimca, Papadima [9] は閉曲
面 Σg (g ≥ 4) の場合に H1(Kg;Q) の有限次元性を示した．その後 Church, Ershov,
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Putman [4] は，Kg 及び Kg,1 (g ≥ 4) が実際に有限生成であることを証明した．一方
Dimca, Hain, Papadima [8] は，[9] の考察を押し進め，H1(Kg;Q) の構造を詳細に調べ
た．そして森田, 逆井, 鈴木 [33] は [8] を用いて，H1(Kg;Q) (g ≥ 6) を明示的に与え
た．具体的には，Casson 不変量と森田準同型（Johnson 準同型の精密化）が有理 Abel

化を与えている．すると [33] で指摘されているように，次が重要な問題となる．
問題 2 Abel 化 H1(Kg;Z) にトーションが存在するか？
筆者は [37] で問題 1, 2 に取り組み，以下の結果を得た．
定理 3 ([37]) n = 3, 5, g � 1 のとき tor(Ig,1(n)/Ig,1(n+ 1)) は非自明である．
定理 4 ([37]) g ≥ 6 のとき H1(Kg;Z) にトーションが存在する．
主張そのものは2次元トポロジーに関するものだが，証明の鍵は3次元トポロジーに
ある．具体的にはホモロジーシリンダー，クラスパー手術，Jacobi 図，LMO 関手な
どを用いる．その詳細は次節以降で述べることにし，ここでは全体像を説明する．

図 1: Σ2,1 × [−1, 1] 内
のクラスパー．

まずホモロジーシリンダーとは曲面 Σg,1 の間の良いコボ
ルディズムであり，それらの全体 ICg,1 はモノイドをなす．
ここでクラスパー手術を用いて，ホモロジーシリンダーの
間に Yn 同値という関係を導入する．Yn 同値から部分モノ
イドの列 ICg,1 = Y1ICg,1 ⊃ Y2ICg,1 ⊃ · · · が定まり，こ
れらは Torelli 群と相性が良い．具体的にはモノイド準同型
c : Ig,1 ↪→ ICg,1 が存在し，c(Ig,1(n)) ⊂ YnICg,1 を満たす．
そして Abel 群の準同型

Gr c : Ig,1(n)/Ig,1(n+ 1) → YnICg,1/Yn+1

が誘導され，2次元と 3次元が関連付けられる．群 YnICg,1/Yn+1 の研究において決定
的な役割を果たすのが LMO 関手 Z̃ であり，いわゆる TQFT に近いものである．実
際に必要となるのは Z̃ が誘導する準同型 log Z̃Y : ICg,1 → “Ac ⊗Q である．ここに “Ac

は Jacobi 図と呼ばれる 1,3 価 グラフの形式的級数からなる Z 加群である．特に 3 価
頂点が n 個である Jacobi 図を取り出すことで，同型 (YnICg,1/Yn+1) ⊗ Q → Ac

n ⊗ Q
が誘導される．
本研究では log Z̃Y : ICg,1 → “Ac ⊗Q の n+ 1 次を取り出すことで，準同型

z̄n+1 : YnICg,1/Yn+1 → Ac
n+1 ⊗Z Q/Z

を定義した 1．これがタイトルにある「LMO 関手を用いた不変量」である．すると z̄2
は Birman-Craggs 準同型と等価であることが分かり，特に Abel 化 Ig,1/Ig,1(2) のトー
ションを捉えている．このことから，z̄n+1 は Gr c を経由して tor(Ig,1(n)/Ig,1(n+ 1))

の情報を持っているだろうと期待される．これを実際に証明することで定理 3 を得る．
また定理 4 を示すには Kg ⊃ Ig(2) に着目して議論する．
以上が証明の土台である．第 2 節で各用語を定義し，3.3 節で定理 4 の証明の概略
を述べる．さらにこのような研究を通して，Torelli 群や Johnson 核だけでなく，むし
1安直に YnICg,1/Yn+1 → Ac

n+1 ⊗Z Q とすると well-defined でない．
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ろホモロジーシリンダーに関する群 YnICg,1/Yn+1 や一般に YnICg,1/Yn+k (1 ≤ k ≤ n)

の構造について様々な結果が得られた．これらの Abel 群は完全列

0 → Yn+k−1ICg,1/Yn+k → YnICg,1/Yn+k → YnICg,1/Yn+k−1 → 0

によって互いに関連している．まず YnICg,1/Yn+1 に関しては，Massuyeau, Meilhan [27,

28]が n = 1, 2の場合を完全に決定した．本研究では z̄n+1 を用いることで，n = 3, 4の
場合を決定し，さらに Y3ICg,1/Y5 の構造も解明した．その応用として，Yn+1 同値と n

次有限型不変量に関する Goussarov-葉廣予想を n = 3, 4 の場合に解決した ([37, 38])．
またホモロジー同境群 IHg,1 = ICg,1/∼H についても，興味深い結果を得ている．こ
こに ∼H は 4 次元多様体を経由して定義されるある同値関係である（第 5 節）．IH0,1

は「向き付けられた整ホモロジー 3球面のなすホモロジー同境群」と同型であり，g ≥ 1

では非可換である．IHg,1 は Levine [25, 26] や Conant, Schneiderman, Teichner [7] に
よって深く研究されており，Abel 群 YnIHg,1/Yn+1 と Jacobi 図の関係もかなり分かっ
ている．本研究では Y3ICg,1/Y5 の構造と比較することで Y3IHg,1/Y5 を決定した．2つ
の完全列からなる可換図式にまとめると

0 // Y4ICg,1/Y5
//

����

Y3ICg,1/Y5
//

����

Y3ICg,1/Y4
//

����

0

0 // Y4IHg,1/Y5
// Y3IHg,1/Y5

// Y3IHg,1/Y4
// 0

となり，右端の2つにトーションが存在するのに対し，左と中央の4つは自由 Abel 群
である ([37, 38])．これらの詳細は第 4, 5 節で述べる．

2. 用語の準備
第 1 節に現れた用語の定義を順に説明する．これらは量子トポロジーの文脈で大きく
発展してきたものであり，大槻 [39, 42] を参照するとよい．以下，誤解の恐れがない
ときには種数 g を省略する．
2.1. ホモロジーシリンダー
向き付けられたコンパクト 3次元多様体M と向きを保つ同相写像m : ∂(Σg,1×[−1, 1]) →
∂M の組 (M,m) をコボルディズムと呼ぶことにする．ただし (M,m) と (M ′,m′) に
対して，同相写像 f : M → M ′ が存在して f ◦m = m′ を満たすとき，それらを同一
視する．コボルディズム (M,m) が Σg,1 上のホモロジーシリンダーであるとは，各曲
面 Σg,1 × {±1} への制限 m± が同型写像 (m±)∗ : H∗(Σg,1;Z) → H∗(M ;Z) を誘導し，
かつそれらが一致することとする．Σg,1 上のホモロジーシリンダーの集合 IC = ICg,1
には M ◦M ′ = (M ∪m+=m′

−
M ′,m− ∪m′

+) により積が定まり，モノイドとなる．たと
えば M = Σg,1 × [−1, 1] とし，m+ = f ∈ I, m− = idΣg,1 なる m を考えると，(M,m)

はホモロジーシリンダーである．この構成によりモノイド準同型 c : I → IC が定義さ
れ，単射であることが知られている．
2.2. クラスパー
Goussarov [11] と葉廣 [12] により創始されたクラスパー手術は，IC の研究において欠
かせない道具である 2．まずグラフクラスパーとは，3 次元多様体に埋め込まれた曲面
2最近では渡邉 [48] によって，4 次元多様体へ拡張そして応用されている．
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図 2: グラフクラスパーの例，その略記法，そこから得られる枠付き絡み目．

であって，いくつかの円板とバンドとアニュラスへの分解が指定されているものである
（図 2左）．詳細は [12], [39] を参照してほしい．また一般向けの記事として葉廣 [13]も
ある．さて，各円板を Borromean 環に置き換えることで，枠付き絡み目 LG が得られ
る（図 2 右）．そして LG に沿った Dehn 手術を施して得られる多様体を MG と書く．
G を構成する円板の個数を次数と呼ぶ．M,M ′ ∈ IC が Yn 同値であるとは，次
数 n のグラフクラスパー G1, . . . , Gr が存在し，MG1⊔···⊔Gr = M ′ を満たすことであ
る 3．そして YnIC = {M ∈ IC | M は c(id) に Yn 同値 } と置くと，部分モノイドの
列 IC = Y1IC ⊃ Y2IC ⊃ · · · が定まり，これを Y フィルトレーションと呼ぶ．Yn+k

同値による商 YnIC/Yn+k (1 ≤ k ≤ n) は有限生成 Abel 群になることが知られており，
k = 1 の場合がよく調べられてきた．
2.3. Jacobi 図
YnIC/Yn+1 を組合せ的に記述する道具として Jacobi 図を導入する．Jacobi 図とは 1,

3 価グラフであって，各 1価頂点にラベル 1+, . . . , g+, 1−, . . . , g− のいずれかが与えら
れており，3価頂点には巡回順序が指定されているものである．本稿では巡回順序は常
に反時計回りとして省略し，グラフは破線で描く．また a1, . . . , an ∈ {1±, . . . , g±} に
対して次の記号を用いる：

T (a1, a2, . . . , an) =
a1

a2 a3
· · · · ·

an−1

an
, O(a1, a2, a3, . . . , an) = a3

a2
a1an

···

·· .

3価頂点を n個持つ連結な Jacobi図で生成される自由 Z加群を AS, IHX, self-loop関係
式で割ったものをAc

nと書く．Ac
nは 1次 Betti数により自然に直和分解Ac

n =
⊕

l≥0 Ac
n,l

する．たとえば Ac
2 = Ac

2,0 ⊕Ac
2,1 は {T (a1, a2, a3, a4)’s, O(b1, b2)’s} で生成される．

2.4. 手術写像
Jacobi 図 J ∈ Ac

n から c(id) 内の n 次のグラフクラスパーが構成でき，ホモロジーシ
リンダーの同値類 sn(J) ∈ YnIC/Yn+1 が定まる．たとえば図 1 は J = T (1−, 1+, 2−)

の場合である．こうして手術写像 sn : Ac
n → YnIC/Yn+1 が定まり，n ≥ 2 で全射準同

型であることが知られている．したがって Ac
n と Ker sn を通して YnIC/Yn+1 を理解

することが可能となる．
2.5. LMO 関手
LMO関手 Z̃ は「ある種のコボルディズムを射とする圏」から「ある種の Jacobi図の級
数を射とする圏」への関手であり，Cheptea,葉廣, Massuyeau [2]により導入された．本
研究ではその性質や具体的な計算を多く用いているが，ここでは Yn同値や手術写像との
3同様に，木クラスパーを用いて絡み目の間の Cn+1 同値が定義される．
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関係をまとめるにとどめる．準同型 log Z̃Y : IC → “Ac⊗Qは log Z̃Y
≥1(YnIC) ⊂ “Ac

≥n⊗Q
を満たし，したがって準同型 YnIC/Yn+1 → Ac

n ⊗ Q, [M ] 7→ (log Z̃Y (M))n を誘導す
る．そして (log Z̃Y (sn(J)))n = ±J ∈ Ac

n ⊗Q が成り立つ ([2])．
本稿では必要ないが，関連する話題をここにまとめておく．まず絡み目の有限型不変
量（Vassiliev不変量）に対して，それらを統合する普遍有限型不変量として Kontsevich

不変量 [21] がある．そして閉 3 次元多様体に対する類似として Le, 村上, 大槻 [24] に
よって導入されたのが LMO 不変量である 4．大雑把に言うと，3次元多様体を枠付き
絡み目 L に沿った Dehn 手術で表し，L の Kontsevich 不変量を巧みに平均化するこ
とで L の選び方に依存しない量を取り出している．LMO 不変量は村上, 大槻 [35] に
より TQFT の枠組みで捉えられ，Cheptea, Le [3] の研究を経て，LMO 関手 ([2]) に
至った．なお LMO 不変量には Bar-Natan, Garoufalidis, Rozansky, D. Thurston [1] に
よって導入された Aarhus 積分を用いた定式化もあり，LMO 関手は Aarhus 積分に基
づいて構成されている．
その後，様々な拡張や関連研究が行われている．たとえば大槻 [40, 41]，Katsir [20]，野
崎 [36]，望月 [30]，Vera [46, 47]，Moussard [34]，伊藤 [16]，Massuyeau, Moussard [29]，
葉廣, Massuyeau [14] などがある．

3. 不変量 z̄n+1 に関する諸結果と応用
3.1. z̄n+1 の定義と δ による計算公式
LMO 関手 Z̃ から誘導されるモノイド準同型 log Z̃Y : IC → “Ac を思い出しておく．
定義 5 準同型 z̄n+1 : YnIC/Yn+1 → Ac

n+1 ⊗Q/Z を z̄n+1([M ]) = (log Z̃Y (M))n+1 で定
める 5．
z̄n+1 が well-defined であることは，[2] の結果から従う．さて，不変量が手に入ると
まずは非自明性が気になる．これについては 3.1 節で定理 10 として述べるが，そのた
めにも計算法を確立する必要がある．LMO 関手は Kontsevich 不変量から構成されて
おり，z̄n+1 の計算も容易ではない．論文 [37] の主定理は，z̄n+1 の計算を「Jacobi 図
に対する操作 δ」に帰着する次の結果である．
定理 6 ([37]) 以下は Abel 群の可換図式である．

Ac
n

s //

δ
��

YnC/Yn+1

z̄n+1

��
Ac

n+1 ⊗Z Z/2Z
id⊗ 1

2 // Ac
n+1 ⊗Z Q/Z.

つまり [M ] = s(J) のとき z̄n+1([M ]) = 1
2
δ(J) であり，以下で与える写像 δ によっ

て計算できる．
定義 7 準同型 δ : Ac

n → Ac
n ⊗Z/2Z を δ(J) =

∑
v∈U(J) δv(J) +

∑
v ̸=w∈U(J)
ℓ(v)=ℓ(w)

δvw(J) で定
める 6．ここに U(J) は J の 1価頂点の集合，`(v) ∈ {1±, . . . , g±} は v のラベル，δv

4過去の講演集に栗屋 [23] がある．また KKT 不変量（たとえば清水 [44] を参照）も同様の性質を持っ
ている．

5LMO 関手はシンプレクティック基底と結合子の取り方に依存する．z̄n+1 も基底に依存するが，結合
子には依存しない．

6 “⊗Z/2Z” を付けることで well-defined になっている．
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と δvw は以下で定める（ただし (j±)∗ = j∓ とする．）：

δv

(
`(v)

)
=

`(v)

`(v)
+

`(v)∗

`(v)
,

δvw

( `(v)

`(w)

)
= `(v) .

例 8 J = T (1+, 1+, 2−) とすると δ(J) は 7項からなり，AS, IHX 関係式で整理する
と δ(J) = T (2−, 1+, 1+, 2−) + O(1+, 2−) となる．したがって定理 6 より，z̄2(s(J)) =
1
2
T (2−, 1+, 1+, 2−) + 1

2
O(1+, 2−) と計算できる．特に s(J) 6= 0 を得る 7．

ここで定理 6 にたどり着いた経緯と証明の流れを述べる．共同研究において LMO

関手の低次の項を計算するコンピュータプログラムを作成し，複数の具体例を観察す
る中で上記の δ が共通して現れることに気付いた．示すべき等式が分かれば（大変で
はあるが）その証明は人の手でできる．具体的には，s(J) を基本的なコボルディズム
に分解し，各々に対する LMO 関手の値を関手性に基づいて組み上げればよい．これ
は [2] で用いられている計算法の精密化に当たる．
3.2. z̄n+1 の性質
Jacobi 図の 1次 Betti 数 l ごとに準同型 z̄n+1,l : YnIC/Yn+1

z̄n+1−−→ Ac
n+1 ⊗ Q/Z ↠

Ac
n+1,l ⊗Q/Z が定まる．いろいろな組 (n+1, l) に対して δ（及び Lie 代数から構成さ
れる重み系）を用いて非自明性が確認でき，たとえば次が分かる．
命題 9 ([38]) n ≥ 0 のとき，z̄2n+2,n は非自明である．
l = 0, 1 のときには，さらに精密な結果が得られる．
定理 10 ([37]) 1 ≤ n ≤ g のとき，準同型 z̄2n,l : Y2n−1IC/Y2n → Ac

2n,l ⊗Q/Z の

tor(Y2n−1IC/Y2n) ∩ Im(I(2n− 1)/I(2n) Gr c−−→ Y2n−1IC/Y2n)

への制限は非自明である．特に森田準同型（Johnson 準同型の精密化）を経由しない．
定理 4 を証明する際に使う次の性質も紹介しておく．
定理 11 ([37]) z̄n+1 : YnIC/Yn+1 → Ac

n+1 ⊗Q/Z は Y⌊n/2⌋+1C/Yn+1 上に拡張する．
次に定義域側の Betti 数に制限を付けると，その核は「2重化」∆n,l : Ac

n,l → Ac
2n+1,2l

の像と関係することが分かる．
定理 12 ([37]) r ≥ 0 に対して，

(1) Ker(z̄2n+2 ◦ s : torAc
2n+1,2l → Ac

2n+2 ⊗Q/Z) ⊃ Im∆n,l.

(2) Ker(z̄2n+2 ◦ s : torAc
2n+1,0 → Ac

2n+2 ⊗Q/Z) = Im∆n,0.

7AS 関係式により 2s(J) = 0 だから，その非自明性を捉えるのは一般に難しい．
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証明では，Conant, Schneiderman, Teichner [5, 6, 7] による高次 Sato-Levine 不変量
などの先行研究を援用している．
ここで第 1節で述べた Johnsonフィルトレーション JnMへの応用に言及する．以下
数行は g � 1とする．さて，I(n) ⊂ JnMにより自然な準同型 (I(n)/I(n+1))⊗Q →
(JnM/Jn+1M)⊗Q があり，両者の比較に関心が寄せられている．まずこの写像は全
射であることが知られている ([15])．Hain [15] は n = 2 のとき核が Q であることを示
し，一方 n = 3 では単射であることが森田 [32] により示された 8．さらに森田, 逆井,

鈴木 [33] は n = 4, 5, 6 での単射性を示し，n ≥ 7 でも単射だろうと予想している 9．一
方，定理 10 の系として，“⊗Q” がない場合には単射性が成り立たないことが分かる．
系 13 ([37]) 1 ≤ n ≤ g のとき，I(2n− 1)/I(2n) → J2n−1M/J2nM は単射でない．
ただし n = 1 の場合は Johnson [19] による．

3.3. 定理 4「torH1(Kg;Z) 6= 0」の証明の概略
証明の大部分は Kg,1 に対しても有効だが，最後に「H1(Kg;Q) が Casson 不変量と森
田準同型で捉えられること ([33])」を用いる都合で閉曲面に限定する．まず z̄n+1 の閉
曲面版 Ûzn+1 : YnICg/Yn+1 → (Ac

n+1 ⊗Q/Z)/∼ が定義され，定理 6 などの類似が証明
できる．さて次の可換図式に着目する：

Kg
ζ:=(log ‹ZY ◦c)4 // (Ac

4 ⊗Q/Z)/∼′

Ig(2) // //
?�

OO

Ig(2)/Ig(4)
Gr c // Y2ICg/Y4

定理 11

((Q
QQQQQ

Y3ICg/Y4
Ûz4 //

?�

OO

(Ac
4 ⊗Q/Z)/∼.

OOOO

上段の ζ は Abel 商を与えているから，ζ(f) 6= 0 なる f ∈ Kg を見つければ，[f ] 6=
0 ∈ H1(Kg;Z) が言える．さらに [f ] が Casson 不変量と森田準同型の核に入ることを
示せば，[33] より [f ] がトーション元であることが従う．実際，上の可換図式におい
て，s(T (a, b, c, b, a)) ∈ Y3ICg/Y4 に対応する f ∈ Ig(2) を見つけることができる．そし
て定理 6 を用いて ζ(f) 6= 0 を示し，Jacobi 図 T (a, b, c, b, a) ∈ Ac

3,0 の位数が 2である
ことから Casson 不変量と森田準同型の核に入ることも分かる 10．

4. 群 YnIC/Yn+k の構造とその応用
前節では写像類群の部分群への応用を述べた．本節では YnIC/Yn+k の構造に目を向け
る．これは Goussarov-葉廣予想（4.3節）やホモロジーコボルディズム群（5節）との
関係からも重要な対象である．

8Σg,1 の場合と Σg の場合で，単射性に差はない ([33])．
9最近アナウンスされた Kupers, Randal-Williams [22] の結果は，予想を支持するものである．さらに
Gr c⊗ idQ が単射か否かという問題とも関連している．

10特に f ∈ J4M\ [K,K] であり，最近 Faes [10] によって類似の内容が考察されている．
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4.1. 群 YnIC/Yn+1 の構造と手術写像 sn : Ac
n → YnIC/Yn+1 の核

まず n = 1, 2 のときは Massuyeau, Meilhan [27, 28] によって決定されているから，以
下 n ≥ 3 とする．基本となるのは完全列

0 → Ker sn → Ac
n

s−→ YnIC/Yn+1 → 0

である．小さい n に対して加群 Ac
n の構造はよく分かっているから，Ker sn を調べる

ことが重要となる．Ker sn ⊂ Ker(z̄n+1 ◦ sn) だから，定理 12 が核の候補を与えている．
特に n = 3 の場合には次の定理が得られ，Y3C/Y4 の構造が決定される．

定理 14 ([37]) 0 →
Ä∧3 H ⊕

∧2 H
ä
⊗ Z/2Z j−→ Ac

3
s−→ Y3C/Y4 → 0 は完全列である．

ここに j は以下で定める準同型である：

j(a ∧ b ∧ c) = T (a, b, c, b, a) + T (b, c, a, c, b) + T (c, a, b, a, c) = ∆1,0(T (a, b, c)), (1)

j(a ∧ b) = O(a, b, a) +O(b, a, b). (2)

(1) の拡張として ∆n,0(T (a1, a2, . . . , an+2)) ∈ Ker s2n+1,0 を期待しており，これは第
5 節の IH の観点からも重要な問題である．n = 2 までは確認できたが，n ≥ 3 は懸
案となっている．さて [38] では (2) の拡張に取り組み，Ker sn,1 に関する結果を得た．
まず n が偶数のとき，Ker sn,1 = {0} が分かる．そこで以下 n = 2m − 1 (m ≥ 2) と
する．また対称な 2 ループ Jacobi 図

a1 · · · ap

b1· · ·
bq

c1 · · · cr

Ñ
ai, bi, ci ∈ {1±, . . . , g±},
ai = ap−i+1, bi = bq−i+1, ci = cr−i+1,

p, q, r ≥ 1, p+ q + r + 2 = 2m− 1

é
で生成される部分加群を 〈Θ≥1,s

2m−1〉 ⊂ Ac
2m−1 と書き，商写像 π : Y2m−1IC/Y2m →

(Y2m−1IC/Y2m)/s(〈Θ≥1,s
2m−1〉) を考える．このとき，次が成り立つ．

定理 15 ([38]) 核 Ker(π ◦ s2m−1,1) は階数 1
2
((2g)m − (2g)⌈m/2⌉) の自由 Z/2Z 加群で

あり，O(a1, . . . , am−1, am, am−1, . . . , a1) +O(am, . . . , a2, a1, a2, . . . , am) で生成される．
証明の鍵は z̄2m,l : Y2m−1IC/Y2m → Ac

2m,l ⊗Q/Z であり，Ker(π ◦ s2m−1,1) の上から
の評価を導く．その際に Ac

2m,2 の構造を知る必要があり，「1つの 3 価頂点を円周に膨
らませる」準同型 bu : Ac

n,l → Ac
n+2,l+1 を用いて次の結果を得た．

定理 16 ([38]) n ≥ 3 のとき，bu は同型 bu : Ac
n−2,1 → Ac

n,2/〈Θ≥1
n 〉 を誘導する．

ここで 〈Θ≥1
n 〉 ⊂ Ac

n,2 は 〈Θ≥1,s
2m−1〉 の定義において対称とは限らないものも含めて

得られる部分加群である．一方，下からの評価のために手術写像の精密化 s̃ : ‹Ac
n →

YnIC/Yn+2 を導入し，クラスパー手術の間の関係を導いた．

39

第68回トポロジーシンポジウム（2021年8月：オンライン開催）



4.2. YnIC/Yn+2 への応用
n ≥ 2 のとき YnIC/Yn+1 だけでなく YnIC/Yn+2 も Abel 群となり，完全列

0 → Yn+1IC/Yn+2 → YnIC/Yn+2 → YnIC/Yn+1 → 0

を介して Yn+1IC/Yn+2 と YnIC/Yn+1 を関連付けている．手術写像の精密化 s̃ に関す
る結果を組み合わせることで，次を得る．
定理 17 ([38]) Abel 群 Y3IC/Y5 はトーションを持たない．
一方 tor(Y3IC/Y4) 6= {0} ([37]) だから，特に上記の完全列は分裂しない (n = 3)．

4.3. Goussarov-葉廣予想
Abel 群への写像 f : IC → A がグラフクラスパーによる手術（もしくは I の元によ
る手術）に関して良く振る舞うとき，f を有限型不変量と呼ぶ．M,M ′ ∈ IC が Yn+1

同値のとき，n 次有限型不変量 f に対して f(M) = f(M ′) であることが知られてい
る．逆に任意の n 次有限型不変量によって区別できないとき，それらは Yn+1 同値だ
ろうというのが Goussarov-葉廣予想であり，n = 1, 2 の場合は正しい ([28])．そして
Y3IC/Y4 と Y4IC/Y5 に関する前述の研究の応用として，次が得られる．
定理 18 ([37, 38]) n = 3, 4 のとき，Goussarov-葉廣予想は正しい．

5. ホモロジー同境群
M1,M2 ∈ C がホモロジーコボルダント M1 ∼H M2 であるとは，閉 3次元多様体
M1 ∪∂ M2 を境界に持つ滑らかな 4次元多様体 W が存在して，包含写像の誘導す
る写像 H∗(Mj;Z) → H∗(W ;Z) が同型となることを言う．このとき IH = IC/∼H

をホモロジーコボルディズム群と呼ぶ 11．そして自然な射影 q : IC ↠ IH から準同型
Gr q : YnIC/Yn+1 ↠ YnIH/Yn+1 が定まる．
5.1. 高次 Sato-Levine 不変量
Ln を H = H1(Σg,1;Z) 上の自由 Lie 代数とし，Dn = Ker(H ⊗ Ln+1

[–,–]−−→ Ln+2) と置
く．このとき第 n Johnson 準同型は τn : Y IH/Yn+1 → Dn を誘導する．そして次の命
題は 0 ループ部分 z̄2m,0 をある準同型 κ と関連付けている．
命題 19 ([37]) m ≥ 1 のとき，次の図式は可換である．

Ker(τ2m−1 : Y2m−1IC/Y2m → D2m−1)
incl //

Gr q
����

Y2m−1IC/Y2m

z̄2m,0 // Ac
2m,0 ⊗Q/Z

Ker(τ2m−1 : Y2m−1IH/Y2m → D2m−1)
κ // // Lm+1 ⊗ Z/2Z.

OO
ν

OO

ここで ν, κ は Conant, Schneiderman, Teichner [5, 6, 7] が導入した準同型で，特に
κ は本質的に高次 Sato-Levine 不変量である．一方，1 ループ以上の部分がどのような
情報を捉えているかについては今後の課題である．最後に定理 17 の類似を紹介する．
定理 20 ([38]) Abel 群 Y3IH/Y5 はトーションを持たない．
なお IC の場合と同様に tor(Y3IH/Y4) 6= {0} ([37]) だから，やはりトーションの有
無に関して対照的な結果となっている．
11過去の講演集に逆井 [43] や谷口 [45] がある．
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6. 今後の課題
第 1 節で述べた tor(I(n)/I(n + 1)) や torH1(Kg;Z) を完全決定することが大事な課
題である．本研究では 3 次元トポロジーを利用するという戦略をとったが，曲面の研
究のみで別証明を与えることも興味深い 12．また現時点では偶数位数のトーション元
が存在することしか分かっておらず，たとえば Z/2Z を直和因子に持つか否か，奇数
位数のトーション元があるか否かなどは定かでない．
一方，3 次元トポロジーの観点からは YnIC/Yn+k (1 ≤ k ≤ n) を決定することが大
きな目標となる．具体的には「いつトーションが存在し，どれくらい豊富にあるか」な
どに興味がある．関連する群として YnIH/Yn+k も重要であり，Conant, Scheiderman,

Teichner の仕事と合わせることでさらなる広がりが期待できる．
また z̄n+1,1 を研究する中で，Reidemeisterトーションとの繋がりを見出しており，こ
れに関しては [37, 38] に引き続く共同研究として論文を執筆中である．
謝辞．佐藤正寿氏と鈴木正明氏には原稿に目を通していただきました．日頃の共同研
究のことも含め，この場を借りて感謝申し上げます．
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